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Vorkurs Mathematik

Vorlesung 4

Zifferndarstellung reeller Zahlen

Die Zifferndarstellung (oder Ziffernentwicklung) einer natiirlichen Zahl ha-
ben wir bereits besprochen, fiir eine negative Zahl nimmt man einfach die
zugehorige positive Zahl und schreibt ein Minuszeichen davor. Die zu einer
Ziffernfolge gehdrende Zahl gewinnt man, indem man aus der Ziffernfolge ei-
ne Vorschrift herausliest, was zu addieren, was zu multiplizieren, und was zu
potenzieren ist (wobei Potenzieren eine bestimmte Form der Multiplikation
ist). Beispielsweise ist die Ziffernfolge

5071

zu verstehen als
5-1034+0-102+7-10 +1-10°.

Man muss also lediglich die Ziffern 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 und die Zahl 10
sowie Addition und Multiplikation kennen, um die Ziffernfolge richtig zu
interpretieren. Die Zifferndarstellung beruht also auf einer Kodierung von
Rechenvorschriften. Die Operationen Addition und Multiplikation sollte man
dabei als fundamentaler fiir die Zahlen ansehen als das Ziffernsystem, das
lediglich eine geschickte Benennung darstellt.

Fiir reelle Zahlen gibt es ebenfalls eine solche Ziffernentwicklung, wobei diese
allerdings im Allgemeinen mit unendlich vielen Ziffern beschrieben werden.
Die Bedeutung dieser Ziffernentwicklung ergibt sich im Kontext von Folgen
und Reihen in Zusammenhang mit der sogenannten Vollstindigkeit der reel-
len Zahlen. Es ist nicht moglich, eine Zifferndarstellung als reelle Zahl allein
mittels Addition und Multiplikation zu interpretieren.

Wir betrachten zunéchst eine abbrechende Ziffernentwicklung, wobei wir uns
erstmal auf das Dezimalsystem beschrianken. Es sei die Zahl
x = 5071, 89826

gegeben. Sie ist zu interpretieren als die Zahl

5-10°4+0-10°+7-10"+1-10°+8-1071+9-10724+8-103+2-10"*+6-1075.
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Hier schreiben wir 10~% statt Diese Zahl kann man auch direkt als Bruch
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auffassen. Um also eine abbrechende Ziffernfolge richtig als Zahl zu interpre-
tieren, muss man addieren, multiplizieren und auch durch Zehnerpotenzen
teilen konnen.

Welche Bedeutung hat nun eine unendliche Ziffernentwicklung, wie

x = 5071, 89802649511160350095368527351203476006836203451723487 ...

Zundchst mal gar keine, da ja gar nicht klar ist, was mit den Punkten
zum Schluss gemeint ist, wie die Zifferndarstellung weiter geht. Eine solche
Schreibweise ergibt allenfalls dann Sinn, wenn in den angefiihrten Ziffern ein
Muster erkennbar ist, dessen Fortfithrung ins Unendliche dann die vollstéandi-
ge Ziffernfolge festlegt, wie bei

y = 5071, 898089808980898089808980898089808980898089808980...
oder bei
z=>5071,010110111011110111110111111011111110...

Man kann ein Bildungsgesetz fiir die unendlich vielen Ziffern auf jede beliebi-
ge Weise angeben, solange nur jede Ziffer einen eindeutigen Wert bekommt.

Es sei jetzt eine irgendwie festgelegte unendliche Ziffernfolge gegeben. Welche

Zahl verbirgt sich dahinter? Bei den abbrechenden Zahlen haben wir schon

verwendet, dass die k-te Nachkommastelle den Wert 107% = (%)k repréasen-

tiert. Nach dem oben angefiihrten Gesetz, wie eine Ziffernfolge als Zahl zu
interpretieren ist, sollte eine Ziffernfolge

0, 2129232425 2.

als
211071 + 201072 + 23107% + 2,107 + 25107° 4+ 21070 + - -

zu interpretieren sein. Dies ist eine ,,unendliche Summe*, und sowas ist nicht
definiert. Ausdriicke wie

I1+14+14+1+1+1+14+14+14+1+1+1+---
oder
I+ (-D)+1+(-1)+14+ () +1+(-D)+1+(-)+1+(-1)+---

lassen erkennen, dass man auch keine sinnvolle Interpretation fiir beliebige
unendliche Summen erwarten darf. Allerdings ist es moglich, und zwar unter
sehr restriktiven Voraussetzungen, gewisse unendliche Summen in sinnvoller
Weise als reelle Zahlen zu interpretieren. Dies benotigt einige Vorbereitungen,
doch dadurch werden letztlich auch die unendlichen Dezimalentwicklungen
gerechtfertigt.

Mit der Interpretation der k-ten Nachkommastelle als 107" (bzw. 2;107%), die
ja mit wachsendem k kleiner werden, hingt zusammen, dass zu einer unend-
lichen Ziffernfolge die abgeschnittene Ziffernfolge bis zur k-ten Nachkomma-
stelle eine rationale Approximation der Zahl liefert, und dass mit wachsendem



k die Approximationen immer besser werden. Fiir die Ziffernfolge

x =5071,010110111011110111110111111011111110

sind also
xo = 5071,
x1 = 5071,0
x9 = 5071,01
x3 = 5071,010

x4 = 5071,0101

25 = 5071,01011

x¢ = 5071,010110

z7 = 5071,0101101

zunehmend bessere Approximationen (wenn eine 0 dazukommt, kann man
sich dariiber streiten). All diese z; sind rationale Zahlen, die zunehmend ge-
nauere Information iiber die durch die unendliche Ziffernfolge anvisierte Zahl
beinhalten. Wir konnen also Ziffernfolgen als eine Folge von Approximatio-
nen auffassen. Eine fundamentale Beobachtung ist nun, dass Ziffernfolgen im
Allgemeinen nicht die schnellste oder die beste Approximation einer Zahl ge-
ben, sondern dass hiaufig anders gelagerte Folgen besser sind. Deshalb werden
die Approximationseigenschaften der reellen Zahlen iiber die fundamentalen

Begriffe Folge und Konvergenz erfasst.



Heron von Alexandria (1. Jahrhundert n.C.)

Reelle Zahlenfolgen

Wir betrachten nun ein Beispiel, das ebenfalls zu Approximationen fiihrt,
aber nichts mit der Dezimalbruchentwicklung zu tun hat, ndmlich Quadrat-
wurzeln aus natiirlichen (oder reellen) Zahlen. Die Quadratwurzel zu a € R>q
ist diejenige (eindeutig bestimmte) reelle nichtnegative Zahl, deren Quadrat
a ergibt. Innerhalb der rationalen Zahlen gibt es keine Wurzeln, so dass dies
ein deutlicher Hinweis ist, dass sich viele Rechenoperationen nicht innerhalb
der rationalen Zahlen durchfiihren lassen. Siehe Aufgabe 3.10 und Aufgabe
3.11.

BEISPIEL 4.1. Wir wollen die Quadratwurzel einer natiirlichen Zahl ,,berech-
nen“, sagen wir von 5. Eine solche Zahl  mit der Eigenschaft 22 = 5 gibt es
nicht innerhalb der rationalen Zahlen, wie aus der eindeutigen Primfaktor-
zerlegung folgt. Wenn = € R ein solches Element ist, so hat auch —x diese
Eigenschaft. Mehr als zwei Losungen kann es aber nach Fakt ***** nicht
geben, so dass wir nur nach der positiven Losung suchen miissen.

Obwohl es innerhalb der rationalen Zahlen keine Losung fiir die Gleichung
2? = 5 gibt, so gibt es doch beliebig gute Approximationen innerhalb der
rationalen Zahlen dafiir. Beliebig gut heift dabei, dass der Fehler (oder
die Abweichung) unter jede positive Schranke gedriickt werden kann. Das
klassische Verfahren, um eine Quadratwurzel beliebig anzundhern, ist das
Heron-Verfahren, das man auch babylonisches Wurzelziehen nennt. Dies ist
ein iteratives Verfahren, d.h., die néchste Approximation wird aus den vor-
ausgehenden Approximationen berechnet. Beginnen wir mit a := xq := 3 als
erster Naherung. Wegen

2 =3=9>5
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ist 2o zu groB, d.h. es ist xp > x. Aus a® > 5 (mit a positiv) folgt zunichst
5/a? < 1 und daraus (5/a)? < 5, d.h. 5/a < v/5. Man hat also die Abschiit-
zungen

5/a < V5 <a,

wobei links eine rationale Zahl steht, wenn rechts eine rationale Zahl steht.
Eine solche Abschitzung vermittelt offenbar eine quantitative Vorstellung
dariiber, wo V5 liegt. Die Differenz a — 5/a ist ein Maf fiir die Giite der
Approximation.

Beim Startwert 3 ergibt sich, dass die Quadratwurzel von /5 zwischen 5/3
und 3 liegt. Man nimmt nun das arithmetische Mittel der beiden Intervall-
grenzen, also

3+2 7
I = = —.
2 3
Wegen (%)2 = 9 > 5 ist dieser Wert wieder zu gro und daher liegt /5

9
im Intervall [5 - 2, I]. Von diesen Intervallgrenzen nimmt man erneut das

arithmetische Mittel und setzt
24147
2 21
als néchste Approximation. So fortfahrend erhilt man eine immer besser
werdende Approximation von v/5.

[SSIEN]

Ty =

Allgemein ergibt sich das folgende Heron-Verfahren.

BEISPIEL 4.2. Beim Heron-Verfahren zur nidherungsweisen Berechnung von
\/c einer positiven Zahl ¢ geht man iterativ wie folgt vor. Man startet mit ei-
nem beliebigen positiven Startwert xy und berechnet davon das arithmetische
Mittel aus z und ¢/xy. Dieses Mittel nennt man x;. Es gilt

c 2
2o = <ﬂ) iy
2

x3+20+c—§

X,

D.h. dass z; mindestens so grol wie y/c ist. Auf x; wendet man iterativ das
gleiche Verfahren an und erhilt so x5 usw. Die Definition von x,.; lautet
also

T, + c/x,

Tp4+1 = 9
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Nach Konstuktion weifl man, dass v/c in jedem Intervall [¢/x,, z,] (fir n > 1)

C

2
liegt, da aus z2 > ¢ und x, - ¢/, = c folgt, dass (E) < c ist. Bei jedem

Schritt gilt
C C
[ axn—i-l] - [_7 xn] ’
Tn+1 T

d.h. das Nachfolgerintervall liegt innerhalb des Vorgéngerintervalls. Dabei
wird bei jedem Schritt die Intervalllinge mindestens halbiert.

Das eben beschriebene Verfahren liefert also zu jeder natiirlichen Zahl n eine
reelle Zahl, die eine durch eine gewisse algebraische Eigenschaft charakteri-
sierte Zahl beliebig gut approximiert. Bei vielen technischen Anwendungen
geniigt es, gewisse Zahlen nur hinreichend genau zu kennen, wobei aller-
dings die benétigte Giite der Approximation von der technischen Zielsetzung
abhéngt. Es gibt im Allgemeinen keine Giite, die fiir jede vorstellbare An-
wendung ausreicht, so dass es wichtig ist zu wissen, wie man eine gute Ap-
proximation durch eine bessere Approximation ersetzen kann und wie viele
Schritte man machen muss, um eine gewiinschte Approximation zu erreichen.
Dies fiihrt zu den Begriffen Folge und Konvergenz.

DEFINITION 4.3. Eine reelle Folge ist eine Abbildung
N—R, n+— x,.

Eine Folge wird zumeist als (zy),cy, oder einfach nur kurz als (z,), ge-
schrieben. Manchmal sind Folgen nicht fiir alle natiirlichen Zahlen definiert,
sondern nur fiir alle natiirlichen Zahlen > N. Alle Begriffe und Aussagen las-
sen sich dann sinngeméfl auch auf diese Situation iibertragen. Grundsétzlich
gibt es Folgen in jeder Menge, fiir die meisten Eigenschaften, fiir die man
sich im Kontext von Folgen interessiert, braucht man aber eine zusétzliche
,topologische Struktur®, wie sie in R existiert. Dies gilt insbesondere fiir den
folgenden Begriff.

DEFINITION 4.4. Es sei (x,),,oy eine reelle Folge und es sei € R. Man sagt,
dass die Folge gegen = konvergiert, wenn folgende Eigenschaft erfiillt ist.

Zu jedem positiven € > 0, € € R, gibt es ein ng € N derart, dass fiir alle
n > ng die Abschitzung

|z, — x| <€
gilt. In diesem Fall heiflit x der Grenzwert oder der Limes der Folge. Dafiir
schreibt man auch

lim z, :=x.
n—oo

Wenn die Folge einen Grenzwert besitzt, so sagt man auch, dass sie konver-
giert (ohne Bezug auf einen Grenzwert), andernfalls, dass sie divergiert.

Man sollte sich dabei das vorgegebene € als eine kleine, aber positive Zahl
vorstellen, die eine gewiinschte Zielgenauigkeit (oder erlaubten Fehler) aus-
driickt. Die natiirliche Zahl ng ist dann die Aufwandszahl, die beschreibt, wie
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weit man gehen muss, um die gewiinschte Zielgenauigkeit zu erreichen, und
zwar so zu erreichen, dass alle ab ng folgenden Glieder innerhalb dieser Zielge-
nauigkeit bleiben. Konvergenz bedeutet demnach, dass man jede gewiinschte
Genauigkeit bei hinreichend groflem Aufwand auch erreichen kann. Je kleiner
der Fehler, also je besser die Approximation sein soll, desto hoher ist im All-
gemeinen der Aufwand. Statt mit beliebigen positiven reellen Zahlen € kann
man auch mit den Stammbriichen, also den rationalen Zahlen %, k e N,
arbeiten, sieche Aufgabe 4.8.

Zu einem € > 0 und einer reellen Zahl z nennt man das Intervall |z — €,z +
e[ auch die e-Umgebung von z. Eine Folge, die gegen 0 konvergiert, heif3t
Nullfolge.

.............

n

BEISPIEL 4.5. Eine konstante Folge x, := c ist stets konvergent mit dem
Grenzwert c. Dies folgt direkt daraus, dass man fiir jedes ¢ > 0 als Auf-
wandszahl nyg = 0 nehmen kann. Es ist ja

|z, —c| = |c—¢c| = 0] =0 < ¢
fiir alle n.

Die Folge

1
Ty = —
n

ist konvergent mit dem Grenzwert 0. Sei dazu ein beliebiges positives € vorge-
geben. Aufgrund des Archimedes Axioms gibt es ein ng mit nio < €. Insgesamt
gilt damit fiir alle n > ny die Abschétzung

1 1

n o

LEMMA 4.6. Eine reelle Folge besitzt maximal einen Grenzwert.
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Beweis. Nehmen wir an, dass es zwei verschiedene Grenzwerte x,y, x # 1,
gibt. Dann ist d := |z —y| > 0. Wir betrachten € := d/3 > 0. Wegen der
Konvergenz gegen x gibt es ein ng mit

|z, — x| < € fur alle n > ng
und wegen der Konvergenz gegen y gibt es ein ng mit

|z, — y| < e fiir alle n > ny .

Beide Bedingungen gelten dann gleichermaflen fiir n > max{ng,ny}. Sei n
mindestens so grofl wie dieses Maximum. Dann ergibt sich aufgrund der Drei-
ecksungleichung der Widerspruch

d=|lr—yl <l|zv—z,+ |z, —y|l < e+e=2d/3.

Rechenregeln fiir Folgen

LEMMA 4.7. Es seien (1), ey und (Yn),cy konvergente Folgen. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Die Folge (x4 Yn),en 15t konvergent und es gilt
lim (x, +y,) = <lim xn> + (lim yn> )
n—00 n—00 n—o0
(2) Die Folge (xy, - Yn),en 95t konvergent und es gilt
lim (z, - y,) = (hm a:n> . (lim yn> )
n—o0 n—0o0

n—oo

(3) FirceR gilt

lim cx, =c ( lim a:n> )
n—0o0 n—0o0

(4) Es sei lim, ooz, = x # 0 und z,, # 0 fir alle n € N. Dann ist

(L) ebenfalls konvergent mit
neN

Tn

(5) Es sei lim, oo, = © # 0 und z, # 0 fir alle n € N. Dann ist
(y—"> ebenfalls konvergent mit
neN

Tn

. Yn limy, 00 Yn
hm _— = .

n—00 I, T

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U
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