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Ubungsaufgaben

Die beiden ersten Aufgaben sollen dazu anregen, iiber die Giite von Dezi-
malbruchentwicklungen zu diskutieren.

AUFGABE 4.1. Stimmen die beiden reellen Zahlen

“3163 und In 640320

iberein?

AUFGABE 4.2. Stimmen die beiden reellen Zahlen

V5 +1/22 4+ 2¢/5 und \/11+2@+\/16—2@+2\/55—10@

iberein?

AUFGABE 4.3. Es sei ¢ = a/b eine rationale Zahl in gekiirzter Darstellung.
Zeige, dass die Dezimaldarstellung von ¢ genau dann abbricht, wenn in der
Primfaktorzerlegung des Nenners nur die Primzahlen2 und 5 vorkommen.

AUFGABE 4.4. Berechne von Hand die Approximationen xq, s, x3, x4 im
Heron-Verfahren fiir die Quadratwurzel von 5 zum Startwert xq = 2.

AUFGABE 4.5.*

Fiihre die ersten drei Schritte des babylonischen Wurzelziehens zu b = 7 mit
dem Startwert ag = 3 durch (es sollen also die Approximationen ay, as, ag fiir
V7 berechnet werden; diese Zahlen miissen als gekiirzte Briiche angegeben
werden).

AUFGABE 4.6. Sei a eine reelle Zahl. Zeige, dass die Gleichung 22> = a
hochstens zwei Losungen in R besitzt.
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AUFGABE 4.7.%

Formuliere und beweise die Lisungsformel fiir eine quadratische Gleichung
ar® +br+c =0

mit a,b,c € R, a # 0.

AUFGABE 4.8. Es sei (x,,),cy eine reelle Folge. Zeige, dass die Folge genau
dann gegen = konvergiert, wenn es fiir jedes £ € N ein ny € N gibt derart,
dass fiir alle n > ng die Abschétzung |z, — z| < ¢ gilt.

AUFGABE 4.9. Untersuche die durch
Ty = m
gegebene Folge (n > 1) auf Konvergenz.

AUFGABE 4.10. Untersuche die durch

gegebene Folge auf Konvergenz.

AUFGABE 4.11. Es seien (,,),,cy und (yn), oy ZWei konvergente reelle Folgen
mit x, >y, fiir alle n € N. Zeige, dass dann lim,, o, z,, > lim,,_.o ¥, gilt.

Die folgende Aussage nennt man auch das Quetschkriterium fiir Folgen.

AUFGABE 4.12. Es seien (2y,),,cr s (Un)peny Und (25),,cy drei reelle Folgen. Es
gelte z, < yp, < 2z, fiirallen € N und (), und (2,),cy konvergieren
beide gegen den gleichen Grenzwert a. Zeige, dass dann auch (y,), .y gegen
diesen Grenzwert a konvergiert.

Fiir die folgende Aufgabe konnen Sie bekannte Eigenschaften der Sinusfunk-
tion verwenden.

AUFGABE 4.13.*

Bestimme den Grenzwert der Folge

sin n

,n€N+.

AUFGABE 4.14. Beweise die Aussagen (1), (3) und (5) von Lemma 4.7.
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AUFGABE 4.15. Sei k € N,. Zeige, dass die Folge (#)%N gegen 0 konver-
giert.

AUFGABE 4.16. Es sei (z,,),.y €eine konvergente Folge reeller Zahlen mit
Grenzwert z. Zeige, dass dann auch die Folge

(0] nen

konvergiert, und zwar gegen |x|.

In den beiden folgenden Aufgaben geht es um die Folge der Fibonacci-Zahlen.
Die Folge der Fibonacci-Zahlen f,, ist rekursiv definiert durch

fii=1,fpr=1und foi2:= frp1+ fa.

AUFGABE 4.17. Beweise durch Induktion die Simpson-Formel oder Simpson-
Identitét fiir die Fibonacci-Zahlen f,,. Sie besagt (n > 2)

fn-l—lfn—l - ff = (_1)n .
AUFGABE 4.18. Beweise durch Induktion die Binet-Formel fiir die Fibonacci-

Zahlen. Diese besagt, dass
() - ()
2 2

V5

fn:

gilt (n > 1).

AUFGABE 4.19. Untersuche die durch

1
I‘n—%

gegebene Folge (n > 1) auf Konvergenz.

AUFGABE 4.20. Bestimme den Grenzwert der durch
™3 —3n?+2n — 11
13n3 —bn+4

Ty =
definierten reellen Folge.

Fiir die folgende Aufgabe ist Aufgabe 1.5 hilfreich.

AUFGABE 4.21. Zeige, dass die reelle Folge

(3)
2"/ neN

gegen 0 konvergiert.
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AUFGABE 4.22. Bestimme den Grenzwert der durch
. 2n 4+ 5¢/n + 7
" —bn+3yn—4

definierten reellen Folge.

AUFGABE 4.23. Man gebe Beispiele fiir konvergente reelle Folgen (z,,), oy
und (Yn),ey mit 2, # 0, n € N, und mit lim, o z, = 0 derart, dass die

(1) gegen 0 konvergiert,
(2) gegen 1 konvergiert,
(3) divergiert.

Die néchste Aufgabe kniipft an Aufgabe 3.23 an.

AUFGABE 4.24. Zwei Personen A und B spielen Polynome-Erraten. Dabei
denkt sich A ein Polynom P(z) aus, wobei alle Koeffizienten aus N sein
miissen. Person B darf fragen, was der Wert P(ny), P(ns), ..., P(n,) zu ge-
wissen natiirlichen Zahlen nq,ns,...,n, ist, vergleiche Aufgabe 3.23. Zeige,
dass die Abfrage der Werte zu fixierten Zahlen nq, no, ..., n, (also unabhingig
von vorhergehenden Teilantworten) im Allgemeinen keine erfolgreiche Stra-
tegie ist.



