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Singularitdtentheorie

Vorlesung 7

In den folgenden beiden Vorlesungen mochten wir die endlichen Untergrup-
pen G C SLy(C) (bis auf Konjugation) und die zugehorigen Invarianten-
ringe K[U, V] bestimmen. Es wird sich herausstellen, dass es hierzu eine
iiberschaubare Klassifikation gibt, namlich die ADE-Klassifikation. Die auf-
tretenden Invariantenringe bzw. ihre Spektren (also die Bahnenrdume) nennt
man ADFE-Singularitdten. Die anvisierte Klassifikation beruht auf der Klas-
sifikation der endlichen Bewegungsgruppen im R3. Die ADE-Singularititen
treten in vielen verschiedenen Kontexten immer wieder auf.

Gruppenoperationen

Es sei G eine zumeist multiplikativ geschriebene Gruppe mit neutralem Ele-
ment e.

DEFINITION 7.1. Es sei GG eine Gruppe und M eine Menge. Eine Abbildung
GxM— M, (g,z) — gz,

heifit Gruppenoperation (von G auf M), wenn die beiden folgenden Eigen-
schaften gelten.

(1) ex =z fiir alle z € M.
(2) (gh)z = g(hx) fir alle g, h € G und fur alle z € M.

Man spricht auch von einer Aktion oder einer Wirkung der Gruppe G auf
M. Im Zusammenhang von Gruppenoperationen schreibt man die Gruppe
zumeist multiplikativ, und ebenso schreibt man die Operation multiplikativ.

DEFINITION 7.2. Es liege eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer
Menge M vor. Man nennt zwei Elemente x,y € M G- dquivalent (oder
dquivalent unter GG), wenn es ein g € G mit y = gz gibt.

Diese Relation ist in der Tat eine Aquivalenzrelation, wie man sich direkt
iiberlegen kann. Die Aquivalenzklassen bekommen einen eigenen Namen.

DEFINITION 7.3. Es liege eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer
Menge M vor. Die Aquivalenzklassen auf M zur G-Aquivalenz nennt man
die Bahnen der Operation.

DEFINITION 7.4. Es liege eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer
Menge M vor. Ein Punkt x € M heifit Fizpunkt der Operation, wenn gr = x
ist fir alle g € G.
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Ein Element x € M ist genau dann ein Fixpunkt der Operation, wenn die
Bahn durch diesen Punkt einelementig ist.

DEFINITION 7.5. Es liege eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer
Menge M vor. Dann nennt man die Menge der Bahnen den Bahnenraum der
Operation. Er wird mit
M\G
bezeichnet. Die Abbildung
M — M\G, z — [x],

wobei [z] die Bahn durch = bezeichnet, heifit Quotientenabbildung.

Der Bahnenraum ist also einfach die Quotientenmenge der Aquivalenzrela-
tion, die durch die Gruppenoperation festgelegt wird, und die angegebene
Quotientenabbildung ist die zugehdrige kanonische Projektion.

Lineare Gruppenoperationen auf dem K*

Wichtige Gruppenoperationen ergeben sich auf dem K¢ ergeben sich, wenn
man eine endliche Untergruppe G C GL4(K) betrachtet und die natiirliche
Operation der allgemeinen linearen Gruppe GL4(K) (also die Gruppe der
invertierbaren d x d-Matrizen) auf dem K? auf G einschriinkt. Jedes Grup-
penelement g € G wirkt durch die entsprechende Matrix

9 = (9),
also
I I
=g
Tq Tq
Die Bahn durch einem Punkt
P € K

besteht aus den hochstens # (G) Punkten {g(P)|g € G}. Wir fragen uns,
in Anschluss an Beispiel 1.5, inwiefern die Quotientenmenge K"/ ~¢ eine
affin-algebraische Menge ist und wie die Singularitdten darauf aussehen. Wir
machen folgenden Ansatz: Wenn man V' = K"/ ~¢ affin-algebraisch rea-
lisieren kann, so gibt es auch einen affinen Koordinatenring S dazu. Dieser
besteht aus gewissen polynomialen Funktion auf V. Eine solche Funktion f
ergibt mit Hilfe der kanonischen Projektion ¢ auf die Quotientenmenge iiber
die Hintereinanderschaltung

K" v LKk
eine Funktion A = f o ¢ auf K™, also ein Polynom aus K[Xj,..., X4]. Da

h auf den Bahnen zurr Operation konstant ist, gilt h(P) = h(g(P)) fiir alle
Punkte P € K%und alle g € G. Dabei kann man h(g(P)) auch so verstehen,
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dass dem Polynom A ein neues Polynom hg zugeordnet wird und darin der
Punkt P eingesetzt wird. Dabei ergibt sich die Abbildung

K[X1,..., X4 — K[X1,..., X4, h—> hyg,

als Einsetzungshomomorphimus zu X; — Z?Zl 9i;X . Die geometrische Ope-
ration auf dem Raum K? induziert also auch eine algebraische Operation auf
dem Ring der Polynomfunktionen, und die Bedingung h(P) = h(g(P)) wird
zur Bedingung, dass h ein invariantes Polynom unter der Operation sein
muss.

Invariantenringe

Da eine Operation einer Gruppe von links auf einem geometrischen Objekt in
natiirlicher Weise zu einer Operation von rechts auf dem Ring der Funktionen
fithrt, werden wir im Folgenden die Operationen auf einem Ring generell von
rechts schreiben.

DEFINITION 7.6. Es sei G eine Gruppe, die auf einem kommutativen Ring R
als Gruppe von Ringautomorphismen operiert (von rechts). Dann bezeichnet
man

RY = {f € R| fo = f fiir alle 0 € G}

als den Invariantenring (oder Fizring) von R unter der Operation von G.

Das ist in der Tat wieder ein Ring, ein Unterring von R. Die 0 und die 1 sind
invariant, da alle 0 € GG als Ringautomorphismen operieren. Ebenso ist mit
invarianten Funktionen f, g € R® auch das Negative — f, deren Summe f 4+ g
und deren Produkt fg invariant.

Es sei R eine kommutative K-Algebra iiber einem Korper und es sei G eine
Gruppe, die als Gruppe von K-Algebraautomorphismen operiere. Zu jedem
o € (G sei also

c: R— R

ein K-Algebrahomomorphismus. Dann ist £ € R® und der Fixring R® ist
selbst eine K-Algebra.

Eine Liste von Untergruppen der SL,(C)

Wir betrachten die folgenden Beispiele von endlichen Untergruppen der
SLs(C). Wir werden spéter sehen, dass diese Liste bis auf Konjugation voll-
standig ist.

BEISPIEL 7.7. Die zyklische Gruppe der Ordnung n lédsst sich einfach als eine
Untergruppe der SLy(C) realisieren. Dazu sei ¢ eine n-te komplexe primitive

27i

Einheitswurzel, beispielsweise ( = e™» . Die von

(8 cnol) - (g <Ol>
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erzeugte Untergruppe, also

{(COJ Coj)\j:o,...,n_1} C SLy(C),

ist eine zyklische Gruppe der Ordnung n. Diese Untergruppe wird mit 7,
bezeichnet.

BEISPIEL 7.8. Sei n € N, und sei ( eine 2n-te komplexe primitive Einheits-
wurzel, beispielsweise

Die von den Matrizen

erzeugte Untergruppe der SLy(C) heifit die bindre Diedergruppe. Sie wird mit
BD,, bezeichnet. Das Element A besitzt die Ordnung 2n und es ist

GG

Insbesondere besitzt B die Ordnung 4. Es ist

0 1 ¢ 0 0 ic! ¢to 0 1 e
()6 ) (%) - (5 9 -

Somit lassen sich alle Elemente der Gruppe als
AB mit0<i<2n—1,0<j<1,

schreiben. Da B nicht zu der von A erzeugten Untergruppe gehort und (bei
n > 2) umgekehrt, ist diese Darstellung bei n > 2 eindeutig und BD,, besitzt
genau 4n Elemente. Es liegt die Untergruppenbezichung 75, C BD, vom
Index 2 vor.

BEISPIEL 7.9. Die Matrizen

. (¢ 0 (0 1 e
A—AS—(O C7>7B—(1 0) UndC—E(CS C)v

wobei ( eine primitive achte Einheitswurzel ist, erzeugen eine Untergruppe
von SLs(C). Die Ordnungen dieser Elemente ergeben sich folgendermafien.

Es ist
e _ (=1 0\ _ o
()
also besitzt A die Ordnung 8 und B die Ordnung 4. Mit
2mi mi I+1
= e8 = e4 =
‘ V2

o ;(U <7) (U <7> <<7 <7)
W2\ ¢ )\ ¢ )\ ¢

ist



_ 1(&+& &+1>Gqcv
T2\ )\ ¢
CHE+E+E CH+E+T+C
(@+é+<+€ @+&+&+@)

]

so dass die Ordnung von C' gleich 6 ist. Jedes Element dieser Gruppe kann
man als A°B/C* schreiben, wobei die Exponenten jeweils maximal bis zur
Ordnung der Matrizen laufen. Um das einzusehen muss man untersuchen,
was passiert, wenn man ein solches Element mit A oder B rechterhand mul-
tipliziert. Es ist

LT\ (¢ 0
ch = \/§<C5 <)(0 47)

- e )

(5 %)

-

C+¢" ¢+
T+¢ (T+¢

(0 &) (ite 978
C7 1+C6 1+C2
¢ 0 /0 CC+¢t (541
(6 &) (o) (e1s £78)

6 aC0E )
— o200 ¢")\i 0)\¢ ¢

— ABC?,

NI~ N~ DN~ wl»—

man kann also A von rechts an C' vorbeischieben. Wegen

RN GV
» = e )

kann man B von rechts an C vorbeischieben. Wegen

e ()6

0 ¢
¢ 0



_(¢T 0\ [0 i
—\0 ¢/ \i O
(¢ 0\ /0 i
—\0 (7 i 0
= A'B

kann man B von rechts an A vorbeischieben. Wegen

o3 — (—01 _01) oAt g2

kann man sogar jedes Gruppenelement als
ABICkmit0<i<7,0<;j<1,0<k<2,

schreiben.

Wir zeigen, dass es unter diesen Elementen keine Wiederholungen gibt. Die
Produkte A’B/ mit 0 < i < 7, 0 < j < 1, bilden nach Beispiel 7.8 die binére
Diedergruppe BD, der Ordnung 16, dort gibt es also keine Wiederholungen.
Also enthélt die Gruppe eine Untergruppe der Ordnung 16 aber auch eine
Untergruppe der Ordnung 3 (die von C? erzeugte Untergruppe), also muss
ihre Ordnung 48 sein (und in den obigen Produkten kann es keine Wieder-
holung geben). Es handelt sich also um eine Gruppe mit 48 Elementen, die

die bindre Oktaedergruppe heifit. Sie wird mit BO bezeichnet. Es liegt die
Untergruppenbeziehung

Zs € BD, C BO

VOr.

BEISPIEL 7.10. Es seien

¢ 0 0 i 1 (7 (T
a=(5 &) e (o) me-G (6 )

wobei ( eine primitive achte Einheitswurzel ist, die Erzeuger der bindren
Oktaedergruppe BO. Die darin von A2, B, C' erzeugte Untergruppe besteht
aus allen Elementen A*?B/C* mit 0 < <3,0< 5 <1,0 <k <2, wie
dhnliche Berechnungen wie die aus Beispiel 7.9 zeigen, und besitzt demnach
24 Elemente. Diese Gruppe nennt man die bindre Tetraedergruppe, sie wird
mit BT bezeichnet.

BEISPIEL 7.11. Es sei £ eine primitive 5-te komplexe Einheitswurzel. Wir
setzen
3 0> 1 <—€+§4 €Q—€3>
E=— und F' = — .
(0 '3 VBANE - =&
Die von diesen Elementen erzeugte Untergruppe der SLy(C) heifit die bindre
Ikosaedergruppe. Es ist
5 (-1 0
e (G4



und somit besitzt £ die Ordnung 10. Wegen

o 1( §+¢ & - £3>‘<—£+§4 62—53)

- = g-¢ ¢-¢

&+& - 2+§4+§—2 0
FHi-2+48+¢-2
5 0
(v 5)

;)
besitzt F' die Ordnung 4. Ferner ist
(& 0\ 1 [+ -8
BE= (0 §2> ¢5<52—§3 5—54)
_ _L<—£4+£2 1—5)
RV AR RS Y

/\O‘!IHU!I»—*OTI

Dabei ist
(—54+52 1—5),(—5‘%52 1—5)
-1 &£-¢ -1 &£-¢
(2B -2 2804282 €64+ 1
T\t 283426 -1 424262
und (unter Verwendung von &2 4 &3 = —HT‘@)

et 1-¢)
&-1 &-¢
S S —2§4+2§2—£+1>_<—§4+§2 1—§)

- ( 2§3+2§ 24202 -1 8-¢
B (554—553 5§2+55 0 )

- 5¢* — 5E3 — 5E2 4 5¢

_ 5— §3+§2) 0 _(5V5 0

- < —5—10(§3+§2)>_< 0 5\/3)’

also ist

(BF) = (‘01 _01)

und die Ordnung von F'F ist 6. Diese Gruppe besitzt 120 Elemente und heif3t
die bindre Ikosaedergruppe, sie wird mit Bl bezeichnet.

LEMMA 7.12. Jede endliche Untergruppe G C SL,(C) ist zu einer Unter-
gruppe der SU,(C) konjugiert.

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U



Die Beziehung zwischen SLy(C) und SO3(R)

Fiir die Klassifikation der endlichen Untergruppen der SLy(C) werden wir die
platonische Klassifikation der endlichen Untergruppen der SO3(R) heranzie-
hen. Die Beziehung zwischen diesen beiden Fragestellungen beruht darauf,
dass einerseits die SLy(C) auf der komplex-projektiven Geraden P¢ und an-
dererseits die Isometrien des R3 auf der 2-Sphiire

S2 g R3
operiert. Die Homdomorphie Pt 2 52 erméglicht einen Zusammenhang zwi-
schen diesen Gruppen und ihren endlichen Untergruppen.

Die projektive komplexe Gerade P{ ist die Menge aller Geraden im C? durch
den Nullpunkt; sie ist topologisch betrachtet eine Sphire S2. Diesen Zu-
sammenhang kann man explizit machen, indem man als Zwischenschritt mit
C U {oo} arbeitet. Diese erweiterte komplexe Ebene steht einerseits mit der
projektiven Geraden (C ist eine affine Karte der projektiven Gerade, die den
,2unendlich fernen Punkt* oo nicht enthélt) und andererseits mit der Sphére
tiber die stereographische Projektion in Bijektion (oo entspricht dabei dem
Nordpol).

Eine komplexe Zahl u € C definiert die von (u,1) € C? erzeugte Gerade
und damit den Punkt (in homogenen Koordinaten) (u : 1) der komplex-
projektiven Geraden P¢. Die Umkehrabbildung ist durch (u : v) — % gege-
ben, die fiir v # 0 definiert ist. Dem Punkt (1,0) entspricht der unendlich
ferne Punkt oo.

Die Umkehrabbildung der stereographischen Projektion ist die Abbildung

CR— S*\{Nhz=a+bi— ——
1+ |z

1

(2Re (2), 2Im (2), 2" = 1) = =5 (

2a, 2b, a® +b* — 1).

Die Gesamtabbildung
Pe\{(1:0)} — C — S*\ {N}

besitzt insgesamt die Beschreibung

(“”’MTW%P (2re () 2m (). 2 -1).

Mit u = a + bl und v = ¢ + di schreibt man dies (unter Verwendung von

|v\2 = vv) als
1 2
—2(2Re <E>,21m <3> 9‘ —1)
p V) )
= —(2Re (uv), 2Im (uv), ]u\2—]vl2)

1
[ul® + [of*




1 2 2 2 2
= S E P (2ac + 2bd, 2bc — 2ad, a* +b* — & — d*) .

Diese Formel zeigt, dass die Abbildung fiir alle (u : v) € P{ definiert ist,
wobei (1 : 0) auf den Nordpol (0,0,1) abgebildet wird. Es liegt also eine
explizite Bijektion P& — S? vor. Die Umkehrabbildung ist (fiir (zy, xq, 23) #
(0,0,1) mit 23 + 22 + 22 = 1) durch

(.1'1,1}2,.]73) — ($1 + 33'21 11— mg)

gegeben. Wenn man eine normierte Représentierung dieses Punktes erhalten
mochte, so muss man durch /2 — 2z3 dividieren.

Insbesondere erhilt man eine explizite (in den natiirlichen Topologien stetige)
Abbildung

C*\ {(0,0)} — 5%,
deren Fasern genau die punktierten komplexen Geraden sind.

Die natiirliche Operation der GLy(C) auf C? - und das gilt auch fiir jede
endliche Untergruppe G C GLy(C) - induziert eine Operation auf der Menge
der eindimensionalen Untervektorrdume (also der komplexen Geraden durch
den Nullpunkt) und damit auf P¢. Eine Gerade H C C? wird durch o €
GL3(C) einfach auf die Bildgerade o(H) abgebildet. Eine Gerade ((u,v))
wird unter o = <fL 7;) auf die Gerade ((fu + mv,nu + pv)) abgebildet,

bzw. in homogenen Koordinaten

(w:v) — (bu+muv : nu+pv).

Dabei wirken Streckungen, also Abbildungen der Form mit s # 0,

s
0
trivial auf der Menge der Geraden und auf der projektiven Geraden. Da
man jede invertierbare Matrix als Produkt einer solchen Streckungsmatrix
und einer invertierbaren Matrix mit Determinante 1 schreiben kann, muss
man im Wesentlichen die Operation der SLy(C) auf der projektiven Geraden
verstehen. Die einzige Matrix M € SLy(C) neben der Einheitsmatrix, die
samtliche Geraden auf sich selbst abbildet, ist

-1 0

SATZ 7.13. Es gibt einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

SUQ(C) — SOg(R) R

GG

dessen Kern gleich
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ist. Die Abbildung kann explizit (mit u = a + bi und v = ¢ + di unter der
Bedingung a® + b* + ¢ + d*> = 1) durch

— a?+0*—c—d*  2(—ad+ be) 2(ac + bd)
( ) — 2(ad + be) a? =+ —d*> 2(—ab+cd)
2(—ac + bd) 2(ab + cd) a? —b* — A+ d?

realisiert werden.

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U
SATZ 7.14. Die endlichen Untergruppen der SLy(C) sind bis auf Isomorphie

(1) die endlichen zyklischen Gruppen Z,,
(2) die bindren Diedergruppen BD,,, n > 2,
(3) die bindre Tetraedergruppe BT,
(4) die bindre Oktaedergruppe BO,
(5) die bindre Ikosaedergruppe BI.
Beweis. Nach Lemma 7.12 konnen wir davon ausgehen, dass G C SU,(C)
ist. Es sei
T SUQ((C) — SOg(R)

der surjektive Gruppenhomomorphismus aus Satz 7.13. Es sei H = 7(G)
die Bildgruppe von G unter dieser Abbildung, fiir die es aufgrund von Satz
51.8 (Lineare Algebra (Osnabriick 2017-2018)) starke Einschrédnkungen gibt.
Wenn # (G) ungerade ist, so enthélt G kein Element der Ordnung 2. Also ist
G N (kern ) trivial und somit ist G — H ein Isomorphismus. Aufgrund der
Klassifikation fiir endliche Symmetriegruppen muss G zyklisch sein. Sei also
# (G) gerade, sagen wir # (G) = 2™u mit u ungerade. Nach dem Satz von
Sylow besitzt G eine Untergruppe mit 2™ Elementen und damit insbesondere
auch ein Element der Ordnung 2. Wegen Lemma 7.11 gibt es in SUy(C) nur
das Element (_01 _01 der Ordnung 2. Also ist (_01 _01> € G und somit
ist kern7m C (. Damit ist insbesondere

G = (n(G)),

d.h. G ist das Urbild zu einer endlichen Untergruppe H C SO3(R). H ist
also eine der Untergruppen aus der Liste von Satz 51.8 (Lineare Algebra
(Osnabriick 2017-2018)). Zwei isomorphe Gruppen Hi, Hy C SO3(R) sind
sogar konjugiert. Wenn o € SO3(R) den inneren Automorphismus stiftet
und @ € SUy(C) ein Urbild ist, so vermittelt & einen Isomorphismus der Ur-
bildgruppen 7~!(H;) und 7~ !(Hy). Der Isomorphietyp von G ist also durch
7(QG) festgelegt. Wenn 7(G) = D,,, T, O, I ist,somuss G = BD,,, BT, BO, BI
sein, da der Isomorphietyp festgelegt ist und die in den definierenden Beispie-
len Beispiel 7.8, Beispiel 7.10, Beispiel 7.9 und Beispiel 7.11 beschriebenen
Gruppen modulo dem Element der Ordnung 2 die entsprechenden reellen
Symmetriegruppen ergeben. O
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Quotientensingularititen

DEFINITION 7.15. Es sei K ein Koérper und G C GL,(K) eine endliche
Untergruppe. Dann nennt man den Invariantenring K[Xi,..., X,]9 (bzw.
sein Spektrum) eine Quotientensingularitdt.

DEFINITION 7.16. Es sei K ein Korper und G C SL, (K) eine endliche Un-
tergruppe. Dann nennt man den Invariantenring K[X,, ..., X,]¢ (bzw. sein
Spektrum) eine spezielle Quotientensingularitit.

Diese beiden Definitionen umfassen als Extremfall auch die Situation, wo der
Invariantenring regulér ist, also im strengen Sinn iiberhaupt keine Singula-
ritdt vorliegt. Es kann sein, dass ein kommutativer Ring sowohl zum Inva-
riantenring zu G C GL,(K), G € SL,(K), als auch zum Invariantenring
zu
H C SL,(K)

isomorph ist. Ein Beispiel dafiir ist der Polynomring selbst. Ein Beispiel fiir
eine Quotientensingularitéit, die keine spezielle Quotientensingularitét ist, ist
der Veronesering

K[U,V]® = KUY, UV, U2v2, ., UV VY C KU, V]
bei ¢ > 3.
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