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Singularitdtentheorie

Vorlesung 6

Von binomialen Gleichungen zu Exponentengleichungen

Es seien Variablen X1, ..., X, und eine Familie von binomialen Gleichungen
XM — XVi
zu j € J gegeben. Zum Ideal
(Xt —X",5eJ) C K[Xy,...,X,]

gehoren neben anderen Polynomen auch noch viele weitere binomiale Poly-
nome und im Restklassenring, also dem affinen Koordinatenring der durch
die binomialen Gleichungen definierten affin-algebraischen Menge gelten noch
weitere binomiale Identitdten. Wenn beispielsweise X2 Y3 zur definierenden
Familie gehort, so gilt auch

YX? =v*
und wenn auch noch X? — Z5 dazu gehért, so gilt im Restklassenring auch
Y3 = 7°.

Diese Gleichungen haben nichts mit dem gewé&hlten Grundkorper oder
Grundring zu tun, sie beruhen vielmehr auf Identitdten in den Exponen-
tentupeln v € N, Die Gleichheit

XF o= XM X = XV X = XY

die im Restklassenring gilt, kann man so verstehen, dass auf der Exponente-
nebene die Gleichung

(1 ey ) = (1, vy V)

gelten soll. Da die Gleichheit X* = X" im Restklassenring auch die Gleich-
heit X*X*» = X"X?* fiir alle Exponententupel A\ erzwingt, sollte auf der
Ebene der Exponenten die Gleichheit

L+ =v+A

gelten. Man beachte, dass man diese Gleichheit additiv schreiben muss, da
eine Addition der Exponenten der Multiplikation der Monome entspricht.
Wir fragen uns, was das richtige Konzept fiir eine Exponentenmenge ist,
und wie man aus ihr bei gegebenem Grundring K eine Algebra konstruieren
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kann, in der dann genau die durch die in der Exponentenmenge codierten
Gleichungen fiir die Monome gelten.

Exponententupel Algebra
N" N K[X1,...,X,]
? B KX, L X (X — X G e )

Diese Fragestellung fithrt zu Monoidringen. Da auf der Algebraseite eine
Restklassenbildung (modulo dem binomialen Ideal) vorliegt, kann man sich
fragen, wie auf der Exponentenseite eine entsprechende Konstruktion ausse-
hen muss. Zwar ist N keine Gruppe, es ist aber dennoch einfach, ein pas-
sendes Konzept zu entwickeln.

DEFINITION 6.1. Man sagt, dass eine Aquivalenzrelation ~ auf einem kom-
mutativen Monoid (M, 0,+) mit der Verkniipfung vertriglich ist, wenn aus
pw~vund A\ ~ kstets u+ X ~ v+ x fiir alle p,v, \, k € M gilt.

Es lédsst sich direkt zeigen, dass auf der Quotientenmenge M/ ~ zu einer mit
der Verkniipfung vertriglichen Aquivalenzrelation eine eindeutig bestimmte
Monoidstruktur derart existiert, dass die kanonische Abbildung M — M/ ~
ein Monoidhomomorphismus ist, sieche Aufgabe 6.5.

Monoidringe

DEFINITION 6.2. Sei M ein kommutatives (additiv geschriebenes) Monoid
und R ein kommutativer Ring. Dann wird der Monoidring R[M| wie folgt
konstruiert. Als R-Modul ist

R[M] = @B Ren,

d.h. R[M] ist der freie Modul mit Basis e,,, m € M. Die Multiplikation wird
auf den Basiselementen durch

Em €k = Emik

definiert und auf ganz R[M] distributiv fortgesetzt. Dabei definiert das neu-
trale Element 0 € M das neutrale Element 1 = ¢y der Multiplikation.

BEMERKUNG 6.3. Ein Element in einem Monoidring lasst sich eindeutig als

=" amem,

meM

schreiben, wobei M C M eine endliche Teilmenge ist und a,, € R. Addiert
wird komponentenweise und die Multiplikation ist explizit durch

feg=1)> amen (Z bkek) =) > amby, | e

meM kel LeM \m+4k=0meM keM
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gegeben. Dies ist mit distributiver Fortsetzung gemeint. Die Menge der /,
iiber die hier summiert wird, ist endlich, und auch die inneren Summen sind
jeweils endlich.

Es ist iiblich, statt e,, suggestiver X" zu schreiben, wobei X ein Symbol ist,
das an eine Variable erinnern soll. Die Multiplikationsregel X™X* = Xm+k
erinnert dann an die entsprechende Regel fiir Polynomringe. In der Tat sind
Polynomringe Spezialfille von Monoidringen, und diese Notation stammt von
dort. Auch ein exakter Beweis, dass in der Tat ein Ring mit assoziativer und
distributiver Multiplikation vorliegt, funktioniert wie im Fall von Polynom-
ringen. Meistens schreibt man ein Element einfach als ), a,, X™, wobei
fast alle a,, = 0 sind. Elemente der Form X" nennt man Monome. Die
Abbildung M — R[M], m +— X™, ist ein Monoidhomomorphismus, wobei
rechts die multiplikative Monoidstruktur des Monoidringes genommen wird.

Ein Monoidring ist in natiirlicher Weise eine R-Algebra, und zwar sind die
Elemente f aus R aufgefasst in R[M] gleich

f=11= X"
Man nennt daher auch R den Grundring des Monoidringes. Monoidringe sind

bereits fiir Grundkorper interessant.

BEISPIEL 6.4. Sei n eine natiirliche Zahl und M = N" das n-fache direkte
Produkt der natiirlichen Zahlen. Ein Element k£ € N" ist also ein n-Tupel
(k1,...,k,) mit k; € N. Dies kann man auch als
(k1. .. kn) = k1(1,0,0,...,0) + k2(0,1,0,...,0) + ...+ £,(0,0,0,...,1)
schreiben. Damit lisst sich das zugehorige Monom X eindeutig als
XF = XPXp e X

schreiben, wobei wir X; = X¢ = X©--010..0) fijr das Monom zum i-ten
Basiselement geschrieben haben. Das bedeutet aber, dass der Monoidring
zum Monoid N” iiber R genau der Polynomring in n Variablen ist. Insbe-
sondere ist BR[N] = R[X]. Der Monoidring zum trivialen Monoid {0} ist der
Grundring selbst.

BEISPIEL 6.5. Sei n eine natiirliche Zahl und M = Z" das n-fache direkte
Produkt der ganzen Zahlen. M ist also die freie kommutative Gruppe vom
Rang n. Jedes Element k € Z™ ist ein n-Tupel (ki,...,k,) mit k; € Z. Dies
kann man auch als
(k1,...,ky) = k1(1,0,0,...,0) + k2(0,1,0,...,0) + ...+ k,(0,0,0,...,1)
schreiben und das zugehérige Monom X* kann man eindeutig als
XF = XPrXp e X

mit k; € Z schreiben, wobei wir wieder X; = X*¢ geschrieben haben. Fiir
diesen Monoidring schreibt man auch

RIM] = R[X1,..., X0, X7, ..
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und dieser ist isomorph zur Nenneraufnahme des Polynomringes am Produkt
der Variablen, also

R[M] = R[Xy,..., X, X;' ..., XY = R[Xy,..., Xolx,x,,
Diesen Ring nennt man auch den Laurent-Ring in n Variablen iiber R.

BEISPIEL 6.6. Wie in Beispiel 5.1 (auf der Ebene der Nullstellenmengen)
beschrieben gibt es einen K-Algebraisomorphismus

K[Xl,,Xn}/(Xan— 1) —
K[X1,.. X0, X7 XN = K207,

Universelle Eigenschaft der Monoidringe

SATZ 6.7. Sei R ein kommutativer Ring und sei M ein kommutatives Mo-
noid. Sei B eine kommutative R-Algebra und

p: M — B

ein Monoidhomomorphismus (beziiglich der multiplikativen Struktur von B).
Dann gibt es einen eindeutig bestimmten R-Algebrahomomorphismus

¢: RIM]— B
derart, dass das Diagramm
M — R[M]
N
B

kommutiert.

Beweis. Ein R-Modulhomomorphismus @: R[M]| — B ist festgelegt durch
die Bilder der Basiselemente X™, m € M. Das Diagramm kommutiert genau
dann, wenn ¢ (X™) = ¢(m) ist. Durch diese Bedingung ist die Abbildung
also eindeutig festgelegt und ist bereits ein R-Modulhomomorphismus. Es ist
zu zeigen, dass dieser Homomorphismus auch die Multiplikation respektiert.
Esist p(1) = ¢(X°) = ¢(0) = 1. Ferner ist

3 (XTXF) = 3 (X™H) = p(m+ k) = p(m) - p(k) = $(X™) -3 (X¥).
Auf der Ebene der Monome respektiert die Abbildung also die Multiplikation.

Daraus folgen fiir Elemente f = ) apX™ und g = >, 0 XF die
Identitaten

(o) (mo) = oz (22 ) )

= ) ( > ambk.) o(0)

LeM \m+k=¢{

meM



= Z ambrp(m)p(k)

m,keM
= (Z amw(m)> (Z bw(k)>
meM keM
= ¢ (Z ame> @ (Z ka’f) ,
meM keM
so dass die Abbildung ein Ringhomomorphismus ist. U

Die folgende Aussage bedeutet, in Zusammenhang mit Aufgabe 6.18, dass bei
fixiertem Grundring R die Zuordnung, die einem Monoid M den Monoidring
R[M] zuordnet, ein Funktor ist.

KOROLLAR 6.8. Sei R ein kommutativer Ring. Seien M und N kommutative
Monoide und sei

p: M — N

ein Monoidhomomorphismus. Dann induziert dies einen R-Algebrahomomor-
phismus zwischen den zugehdrigen Monoidringen

¢: R[M] — R[N], X™ — XM,

Beweis. Dies folgt aus Satz 6.7 angewandt auf die R-Algebra B = R[N] und
den zusammengesetzten Monoidhomomorphismus M % N — R[N]. U

BEMERKUNG 6.9. Eine Familie von Elementen m; € M, ¢ € I, in einem
Monoid M ergibt einen Monoidhomomorphismus NU) — A/, indem das
i-te Basiselement e; auf m; geschickt wird. Dies ist insbesondere fiir end-
liche Indexmengen I = {1,...,n} relevant. Der Monoidhomomorphismus
induziert dann nach Korollar 6.8 einen R-Algebrahomomorphismus R[N"| =
R[Xy,...,X,] = R[M] von der Polynomalgebra in den Monoidring. Diese
Abbildung ist der Einsetzungshomomorphismus, der durch X; — X™ gege-
ben ist.

LEMMA 6.10. Set R ein von 0 verschiedener kommutativer Ring. Seien M
und N kommutative Monoide und sei ¢: M — N ein Monoidhomomor-
phismus. Dann ist ¢ genau dann injektiv (surjektiv), wenn der zugehiorige
R-Algebrahomomorphismus ¢: R[M| — R[N] injektiv (surjektiv) ist.

Beweis. Sei ¢ injektiv, und angenommen, dass

@ (Z ame> =) anXxem = 0.

meM meM
Da die ¢(m), m € M, alle verschieden sind, folgt daraus a,, = 0. Ist
umgekehrt ¢ nicht injektiv, sagen wir o(m) = ¢(k), m # k, so ist auch
G(X™) = @(X*), obwohl X™ #£ XF ist.
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Ist ¢ surjektiv, so kann man fiir ein beliebiges Element ) _\ a, X™ aus R[N]
sofort ein Urbild angeben, némlich ) _\ @, X™", wobei m, ein beliebiges
Urbild von n sei. Ist hingegen ¢ nicht surjektiv, so sei n € N ein Element,
das nicht zum Bild gehort. Dann ist das Monom X™ von 0 verschieden und
kann nicht im Bild des Algebrahomomorphismus liegen. O

KOROLLAR 6.11. Sei R ein von 0 verschiedener kommutativer Ring. Sei M
ein kommutatives Monoid und m; € M, i € I, eine Familie von Elementen
aus M. Dann bilden die m; genau dann ein Monoid-Erzeugendensystem fiir
M, wenn die X™, 1 € I, ein R-Algebra-Erzeugendensystem fiir den Mo-
noidring R[M| bilden.

Beweis. Die m;, ¢ € I, bilden genau dann ein Monoid-Erzeugendensystem fiir
M, wenn der Monoidhomomorphismus N) — M surjektiv ist. Dies ist nach
Lemma 6.10 genau dann der Fall, wenn der zugehorige Homomorphismus

surjektiv ist. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn die X™ ein R-Algebra-
Erzeugendensystem bilden. U

Monoidring und binomiales Ideal

LEMMA 6.12. Es sei M ein endlich erzeugtes kommutatives Monoid mit einer
Darstellung M = N"/ ~ und es sei R ein kommutativer Ring. Dann ist

RIM] = R[X1....,X,]/ (X! — X"|u~v).

Ein Monoidring besitzt also eine Darstellung als Restklassenring zu einem
von binomialen Polynomen erzeugten Ideal.

Beweis. Der surjektive Monoidhomomorphismus
Nt — M=N"/~

induziert nach Korollar 6.8 und Lemma 6.10 einen surjektiven R-Algebraho-
momorphismus

¢: RIN"] = R[Xy,...,X,] — R[M].

Wir miissen zeigen, dass der Kern dieser Abbildung gleich dem von den
binomialen Polynomen X* — X" zu u ~ v in N” erzeugten Ideal ist. Diese
werden auf 0 abgebildet und gehéren somit zum Kern.

Die andere Inklusion beweisen wir mittels einer Wohlordnung auf N", z.B. der
gradlexikographischen Ordnung. Zunéchst besitzt jedes Element aus M einen
eindeutig bestimmten minimalem Reprédsentanten aus N™. Wir beweisen die
Inklusion

kernp C (X* — X"|u ~v)
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durch Induktion iiber die Wohlordnung, bezogen auf das Leitmonom zu einem
Polynom F' € kern . Der Induktionsanfang ist klar, da Monome und erst
recht einzelne Variablen im Monoidring nicht 0 sind. Sei

F = a,X" 4+ Summe kleinerer Monome.

Wenn g der kleinste Vertreter in seiner Aquivalenzklasse wire, so konnte
sich a, X* nicht mit anderen Termen in R[M| wegheben. Also ist g ~ v mit
einem kleineren Monom » und somit kann man

F = a,(X" = X") + (F — a,(X" — X))

schreiben. Der linke Summand gehort zum binomialen Ideal, der rechte Sum-
mand gehort zum Kern und gehort somit aufgrund der Induktionsvorausset-
zung ebenfalls zum binomialen Ideal. O

Die folgende Aussage kniipft an Lemma 5.3 an.

LEMMA 6.13. Es sei K ein Korper, seien a,b € N teilerfremde Zahlen und
sei X —Y" € K[X,Y] das zugehdorige binomiale Polynom. Es sei M =
(a,b) € N das von a und b erzeugte Untermonoid. Dann ist

K[M] 2 KIX,Y]/(X*-Y").

Beweis. Wir gehen vom Monoidhomomorphismus ¢: N? — N mit ¢(e;) = b
und ¢(e2) = a aus. Das Bild ist das von a und b erzeugte Untermonoid M
von N. Unter dieser Abbildung werden ae; und be, auf das gleiche Element
ab abgebildet. Wenn unter ¢ die beiden Paare (7, s) und (u,v) auf das gleiche
Element abgebildet werden, so gilt rb + sa = ub + va und somit (r —u)b =
(v—s)a, wobei wir annehmen diirfen, dass die beiden Differenzen nichtnegativ
sind. Wegen der Teilerfremdheit muss » — u = fa ein Vielfaches von a und
entsprechend v — s = (b sein. Doch dann ist

(r,s) = (u+Lla,v—b) = (u,v) + £(a,—b)

bzw.
(r,s) +£(0,b) = (u,v) + ¢(a,0).

Das bedeutet, dass die Aquivalenzrelation auf N2, die zu ¢ gehért, allein
durch die eine Bedingung a(1,0) ~ b(0,1) erzwungen wird. Es ist also

N?/ae; ~ bey = M.
Das zugehorige binomiale Ideal ist (X . Yb) und nach Lemma 6.12 ist
KX,Y]/(X*-Y") = K[M].

Das K-Spektrum eines Monoidringes
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DEFINITION 6.14. Zu einem kommutativen Monoid M und einem kommu-
tativen Ring R nennt man einen Monoidhomomorphismus

M — (R,-,1)
auch einen R- wertigen Punkt von M.

BEMERKUNG 6.15. Ein R-wertiger Punkt ist nach Satz 6.7 dquivalent zu
einem R-Algebrahomomorphismus von R[M] nach R. Diese Sprechweise ist
insbesondere im Fall eines Grundkérpers K iiblich. Dann haben wir also

K —Spek (K[M]) = Hom%® (K[M],K)
= Moryen (M, K)
= {K — wertige Punkte von M}.

Das bedeutet, dass hier das K-Spektrum bereits auf der Ebene des Monoids
eine einfache Beschreibung besitzt, die rein multiplikativ ist. Das impliziert,
wie wir sehen werden, dass es fiir die K-Spektren der Monoidringe im Allge-
meinen eine viel iibersichtlichere Beschreibung gibt als sonst. Man beachte
allerdings, dass zur Definition der Zariski-Topologie und der Garbe der al-
gebraischen Funktionen auf K —Spek (K[M]) der Monoidring unverzichtbar
ist.
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