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Singularitdtentheorie
Vorlesung 3

Simpliziale Komplexe

>N

Die wohl einfachste Art einer Singularitét liegt vor, wenn sich verschiedene
Standardunterriume K¢ C K™ (auch unterschiedlicher Dimension), die je-
weils von einer Auswahl an Standardvektoren erzeugt werden, im Nullpunkt
treffen. Dazu gehoren das Achsenkreuz in der Ebene, das Achsenkreuz im
Raum, die Vereinigung der drei Achsenebenen im Raum, die Vereinigung
einer Ebene mit einer dazu senkrechten Geraden. Diese geometrischen Ob-
jekte sind dadurch gegeben, dass sie aus gewissen Teilachsenrdumen in einem
gegebenen affinen Raum bestehen. Solche Konfigurationen erfassen wir hier
mit einem einheitlichen Konzept, das auch in der algebraischen Topologie,
der Kombinatorik und der kombinatorischen kommutativen Algebra wichtig
ist.

DEFINITION 3.1. Unter einem simplizialen Komplex auf einer endlichen Men-
ge V versteht man eine Ansammlung A von Teilmengen von V', die die Ei-
genschaft erfiillen, dass fiir ¥ € Aund £ C F auch E € A gilt.

Die zugrunde liegende Menge V' nennt man auch die Menge der Ecken (verti-
ces) und die Mengen aus A nennt man die Seiten des simplizialen Komplexes.
Entsprechend nennt man die Teilmengen, die nicht zu A gehoren, die Nicht-
seiten des simplizialen Komplexes. Gelegentlich fordert man, dass V' nicht
leer ist oder dass die einzelnen Ecken, also die einelementigen Mengen {v},
stets Seiten sind. Oft setzt man die Menge V' als

V =ALl,...,n}

all.
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Fiir einen simplizialen Komplex gibt es verschiedene geometrische Interpre-
tationen. Wir konzentrieren uns auf die durch einen simplizialen Komplex
definierte Achsenraumkonfiguration. Zu einem Kérper K bezeichnet KV die
Menge der durch V' indizierten Tupel mit Werten in K. Bei

V =ALl,...,n}

ist das einfach die Menge aller n-Tupel in K, also der K-Vektorraum K". Zu
einem Tupel (z,), v € V, bezeichnet man

supp (z,) = {v e V|z, # 0}
den Trdger des Tupels.

DEFINITION 3.2. Zu einem simplizialen Komplex A auf der Menge V' und
einem Koérper K nennt man

A(K) = {(x,) € KV| supp (z,) € A}
die zu A gehorende Achsenraumkonfiguration iiber K.

DEFINITION 3.3. Eine Seite eines simplizialen Komplexes heifit Facette, wenn
sie maximal (beziiglicher der Inklusion) unter den Seiten von A ist.

Jede Seite eines simplizialen Komplexes ist in einer Facette enthalten. Wenn
man die Facetten eines simplizialen Komplexes kennt, so kennt man bereits
den gesamten simplizialen Komplex, da er aus sdmtlichen Teilmengen der
Facetten besteht. So wie die Facetten, die maximalen Seiten, bestimmen
auch die minimalen Nichtseiten einen simplizialen Komplex vollsténdig.

LEMMA 3.4. Es sei ein simplizialer Komplex A auf der Menge V' und ein
Korper K gegeben. Dann besitzt die zu A gehdrende Achsenraumkonfigurati-
on tiber K die Beschreibungen

AK) = | J K" = U "

FeA FeA, F Facette
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wobei K¥ C KV in natiirlicher Weise aufgefasst wird, indem man ein F-
Tupel als ein V -Tupel auffasst, das an den Stellen V\ F' den Wert 0 besitzt.

Beweis. Siehe Aufgabe 3.3. O

BEISPIEL 3.5. Zu einem simplizialen Komplex A auf einer Menge V', der nur
aus einzelnen Punkten W C V' (und der leeren Menge) besteht, besteht die
zugehorige Achsenraumkonfiguration einfach aus den Achsen zu w € W. Das
ist eine Teilmenge des vollen Achsenkreuzes.

DEFINITION 3.6. Ein ungerichteter Graph auf einer Menge V' (die die Eck-
punktmenge des Graphen heifit) besteht aus einer gewissen Auswahl an zwei-
elementigen Teilmengen (die die Kantenmenge des Graphen heifit) von V.

Einen ungerichteten Graphen kann man direkt als einen simplizialen Kom-
plex auf V' auffassen, bei dem alle Eckpunkte dazugehoren und der ansonsten
nur zweielementige Seiten besitzt, ndmlich genau die Kanten des Graphen.

BEISPIEL 3.7. Zu einem Graphen I' auf einer Menge V' bzw. dem zugehorigen
simplizialen Komplex A besteht die zugehorige Achsenraumkonfiguration aus
allen Achsen Ke, und genau aus denjenigen Achsenebenen Ke,+ Ke,,, fiir die
{v,w} eine Kante des Graphen ist. Bei V' = {1, 2,3} ergibt der leere Graph
(bei dem die Kantenmenge leer ist) das Achsenkreuz im Raum, der Graph mit
einer Kante ergibt eine Ebene mit einer dazu senkrechten Geraden, der Graph
mit zwei Kanten ergibt zwei Ebenen, die sich in einer Geraden senkrecht
schneiden, und der Graph mit drei Kanten ergibt die drei Achsenebenen im
Raum.

DEFINITION 3.8. Der simpliziale Komplex A auf einer Menge V', der aus
allen Teilmengen von V' besteht, heifit Simplex.

Die Achsenraumkonfiguration zum Simplex B (V) ist der Gesamtraum KV



LEMMA 3.9. Es sei V eine endliche Menge, K ein Kérper und KV der zu-
gehorige Tupelraum und

H = {(%) € K| va = 1}.

veV

Dann entsprechen sich die folgenden Objekte (fir (3) sei die Charakteristik
des Kdrpers gleich 0).

(1) Simpliziale Komplexe auf V.

(2) Achsenraumkonfigurationen in K", also Vereinigungen der Form
Up K¥ dber gewisse Teilmengen F von V.

(3) Teilmengen von H, die mit einem Punkt (x,) auch jeden Punkt (y,)
enthalten, dessen Trager im Trager von (x,) liegt.

Beweis. Die Zuordnungen von (1) nach (2) ist dabei durch die Definition 3.2
gegeben. Aus einer Achsenraumkonfiguration A erhélt man einen simplizialen
Komplex durch

Ay ={FCV|K'CA}.

Diese beiden Zuordnungen sind offenbar invers zueinander. Aus (2) erhélt
man (3), indem man die Achsenraumkonfiguration mit H schneidet. Aus
einer Menge 7" wie in (3) beschrieben erhilt man eine Achsenraumkonfigura-
tion, indem man die Vereinigung der K" zu denjenigen F' nimmt, die einen
Punkt in H mit Trager F besitzen. Auch diese Zuordnungen sind invers
zueinander, da es zu einem Achsenraum K¥', der zu einer Achsenraumkon-
figuration A gehort, den Punkt ﬁ Y over €0 auf AN H gibt, aus dem A

zuriickkonstruiert wird. O



DEFINITION 3.10. Zu einem simplizialen Komplex A auf V' nennt man

Ageom = {(:vv) € RY| supp (z,) € A, va =1,0<uz, <1 fir alle v}

veV

die geometrische Realisierung des simplizialen Komplexes.

Die geometrische Realisierung ergibt sich also aus der reellen Achsenraum-
konfiguration, wenn man diese mit dem Standardsimplex

A" = {(xv)eR”\ Zwv—l,onggl}

veV
schneidet.

Wir interessieren uns nun dafiir, wie sich die zu einem simplizialen Komplex
gegebene Achsenraumkonfiguration als Nullstellenmenge von Funktionen be-
schreiben lésst. Beispielsweise ist das Achsenkreuz die Nullstellenmenge der
Funktion XY und die Vereinigung der drei Achsenebenen im Raum ist die
Nullstellenmenge der Funktion XY Z. Betrachten wir eine einzelne Seite des
Komplexes, sagen wir ¥ C V, F € A. Dann ist K C KV eine Achsen-
raum, der zu der zugehorigen Achsenraumkonfiguration gehort. Das Varia-
blenprodukt [ .. X; ist eine Funktion auf dem K V' das auf diesem Teilraum
nicht identisch verschwindet (wohl aber Nullstellen hat), da es ja auf allen
V-Tupeln, deren F-Eintrage alle von 0 verschieden sind, einen von 0 verschie-
denen Wert annimmt. Damit ist dieses Variablenprodukt erst recht nicht auf
der gesamten Achsenraumkonfiguration gleich 0. Wenn hingegen A C A eine
Nichtseite des Komplexes ist, so verschwindet das Variablenprodukt ], , X;
auf der Achsenraumkonfiguration, wie das folgende Lemma zeigt.
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LEMMA 3.11. Zu einem simplizialen Kompler A wird die zugehdrige Ach-
senraumkonfiguration als Nullstellenmenge von allen Variablenprodukten zu
Nichtseiten beschrieben, also

A(K) = U KF=v (H X,|A Nichtseite von A) :
FeA vEA

Dabei kann man sich auf die minimalen Nichtseiten beschrinken.

Beweis. Nach Proposition 2.6 ist

Vv (H X,|A Nichtseite von A) = ﬂ V(H Xy)

veEA A Nichtseite von A vEA

= N U vix).

A Nichtseite von A vEA

Wenn P € K' mit einer Seite F' von A ist, so sind sémtliche Koordinaten
von P, die nicht zu F' gehdren, gleich 0. Wir konnen annehmen, dass F' eine
Facette ist. Es sei A eine Nichtseite. Dann ist A € F und somit gibt es eine
Ecke z € A, z ¢ F. Dann ist die z-te Komponente von P gleich 0 und somit
P € V(X,) und P gehort zur rechten Seite dazu. Sei nun umgekehrt

P=(x)¢ )K"
FeA
angenommen. Essei B C V der Tréger von P, alsov € B genau dann, wenn
z, # 0ist. Dann ist B eine Nichtseite, da andernfalls P € K? C |Jpco KT
gelten wiirde. Wegen
P ¢ [JV(X.)
veB
gehort P auch nicht zur rechten Seite. U

KOROLLAR 3.12. Es sei K ein unendlicher Korper und A ein simplizialer
Komplex. Dann entsprechen die irreduziblen Komponenten der zugehdrigen
Achsenraumkonfiguration den Facetten von A.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 3.11, wenn man beriicksichtigt,
dass iiber einem unendlichen Korper die affinen Rdume irreduzibel sind. [

Glatte Punkte

Bei einer Achsenraumkonfiguration, die zu einem simplizialen Komplex ge-
hort, erwartet man, dass die Punkte, die auf genau einer irreduziblen Kom-
ponente liegen und daher die anderen Komponenten nicht treffen, sich lokal
wie Punkte auf einem affinen Raum der entsprechenden Dimension verhal-
ten, also glatt sind. Um dies zu bestétigen miissen wir zuerst allgemein fiir
einen beliebigen Korper die Glattheit definieren. Dieses Konzept héngt zwar
im Allgemeinen auch von der Dimension der affin-algebraischen Mengen ab,
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die wir noch nicht eingefiihrt haben, doch ist bei den Achsenraumkonfigura-
tionen klar, dass die Dimension einfach die maximale Dimension einer irre-
duziblen Komponente ist, die ja alle affine Rdume sind, deren Dimension aus
der Elementanzahl der zugehorigen Facette ablesbar ist.

DEFINITION 3.13. Es sei K ein Korper. Zu einem Polynom

F =) aX"ecKX,. . X

und 7, 1 <7 < n, heifit das Polynom

aF v Vi— Vi— Vi 1Z
X, = Z Viaqul e 'Xz;1lXil 1X¢++11 o 'Xnn

6ZF =

die formale partielle Ableitung von F' nach X;.
DEFINITION 3.14. Es sei K ein Korper und es seien

fi,- fm € K[Xq,...,X,)]
Polynome. Es sei P € K™ ein Punkt. Dann heifit die Matrix

Shpy ... S&(p)
Jak(fi, ..., fm)p = : . :
HelP) e

die Jacobi-Matriz zu fy,..., f, im Punkt P.

Die Jacobi-Matrix im Punkt P ist eine m x n-Matrix iiber K. Fir K = K
beschreibt die Jacobi-Matrix das totale Differential. Wenn die Jacobi-Matrix
in einem Punkt P surjektiv ist, als ihr Rang gleich m ist, so gilt der Satz iiber
implizite Abbildungen, der besagt, dass die Faser durch P von fi,..., f,, in
einer offenen Umgebung von P diffeomorph zu K"~ ist. Die Faser ist also
lokal um P eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Dies fithrt zur folgenden Definition, die sich bei n > m am Satz iiber impli-
zite Abbildungen orientiert, sonst aber dariiber hinausgeht.

DEFINITION 3.15. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und seien
Fi,...,F, € K[Xy,...,X,] Polynome mit der zugehorigen affin-algebrai-
schen Menge

Y = V(F,...,F,) C AL

Es sei P € Y ein Punkt von Y mit der Eigenschaft, dass Y im Punkt P die
Dimension d besitze. Dann heifit P ein glatter Punkt von Y, wenn der Rang

der Matrix
oF;
aXJ i,j

im Punkt P mindestens n — d ist. Andernfalls heif3t der Punkt singuldr.
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Allerdings haben wir noch nicht den Dimensionsbegriff entwickelt, so dass
diese Definition noch in der Luft héingt. Den Dimensionsbegriff zu entwickeln
wird eine Aufgabe dieses Kurses sein. Die folgenden erwarteten Eigenschaf-
ten geben eine wichtige Orientierung und legen in vielen Situationen die
Dimension fest, auch wenn die allgemeine Theorie noch nicht zur Verfiigung
steht.

(1) Der affine Raum A% soll die Dimension n haben.

(2) Ein einzelner Punkt soll nulldimensional sein.

(3) Bei einem linearen (oder affinen) Unterraum soll die Vektorraumdi-
mension gleich der Dimension sein.

(4) Bei einer komplexen Mannigfaltigkeit soll die Dimension der Man-
nigfaltigkeit die Dimension sein.

(5) Die Dimension eines geometrischen Objekt, das sich aus verschie-
denen (irreduziblen) Komponenten zusammensetzt, sollte die maxi-
male Dimension der beteiligten Komponenten sein.

(6) Bei einem einzigen Polynom # 0 in n Variablen soll die Faser die
Dimension n — 1 besitzen (Hyperfliche).

(7) Zu affin-algebraischen Mengen X und Y soll die Dimension des Pro-
duktes X x Y gleich der Summe der beiden Dimensionen sein. Ins-
besondere soll die Dimension von X x A" gleich dim (X) 4 n sein.

(8) Wenn eine polynomiale Abbildung

p: X —Y

zwischen affin-algebraischen Mengen X und Y vorliegt, bei der alle
Fasern aus endlich vielen Punkten bestehen, sollen X und Y die
gleiche Dimension haben.

Die vorletzte Forderung ist, wenn man iiber den reellen Zahlen arbeitet,
nicht immer zutreffend, wie einfache Beispiele zeigen, im algebraischen und
im komplex-analytischen Fall ist dies aber erfiillt.

BEISPIEL 3.16. Zur Abbildung
R" — R, (21, ..., 7,) —> 27 + -+ 22,

die durch die Summe der Quadrate gegeben ist, besteht die Faser {iber dem
Nullpunkt allein aus dem Punkt (0, ..., 0). Ein einziger Punkt besitzt aber
(in jeder sinnvollen Dimensionstheorie) die Dimension 0 und nicht, wie bei
komplexen Hyperflichen, die Dimension n — 1. Uber C kann man sich die
ersten n — 1 Koordinaten frei vorgeben und hat dann fiir die letzte Variable
x, noch zwei (gelegentlich eine) Wahlmdglichkeiten, da jede komplexe Zahl
# 0 zwei Quadratwurzel besitzt.

BEMERKUNG 3.17. Wenn ¢: K" — K™ eine differenzierbare Abbildung und
P € K" ein Punkt ist, in dem das totale Differential surjektiv ist (was
n > m voraussetzt), so dass man den Satz iiber implizite Abbildungen an-
wenden kann, so sind auch die Voraussetzungen von Definition 3.15 erfiillt.
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Aufgrund der Voraussetzung des Satzes ist ja der Rang des totalen Differen-
tials (also der Rang der Jacobi-Matrix) gleich m und aufgrund des Satzes ist
die Dimension der Faser im Punkt P gleich n —m. Damit ist der Rang gleich
m =n—(n—m) = n—dimp(Y). Hierbei wird allerdings verwendet, dass
die Mannigfaltigkeitsdimension der lokalen Faser mit der spéter zu definie-
renden algebraischen Dimension iibereinstimmt. Bei m = 1 und ¢ # 0 ist
die Dimension der Faser < n — 1 und ein Punkt der Faser ist genau dann
glatt, wenn man den Satz iiber implizite Abbildungen anwenden kann. Bei-
spiel 4.2 gibt ein einfaches Beispiel eines glatten Punktes, in dem der Satz
nicht angewendet werden kann.

<M

y(?)

Wir definieren den Tangentialraum fiir einen Punkt einer affin-algebraischen
Menge, wobei wir uns an der entsprechenden Definition aus der Analysis ori-
entieren. Wir werden im Laufe dieser Vorlesung eine ganze Reihe von weitere
Konzepten fiir den Tangentialraum und den Kotangentialraum kennenler-
nen. Der Nachteil der gegebenen Definition ist, dass sie extrinsisch ist, also
vom umgebenden Raum abhéngt, und nicht intrinsisch ist. Eine intrinsische
Realisierung werden wir in der zwolften Vorlesung kennenlernen.

DEFINITION 3.18. Sei K ein Koérper und f: A% — A%} eine polynomiale
Abbildung mit dem Nullstellengebilde V' = V(fi,..., fm) € A%. Es sei
P € V ein Punkt. Dann nennt man

TPV = kern (Jak<f1>"'7fm)P> = {U € A?{‘ ‘]ak(fla"'afm)P(v) = O}

den Tangentialraum an die Faser V in P.

Oft nennt man auch den affinen Raum P + TpY den Tangentialraum an P
von V. Nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen gilt

dimg (TpV) = m —rang (Jak(f1,..., fm)p) -

In einem glatten Punkt stimmt somit die Vektorraumdimension des Tan-
gentialraumes mit der Dimension von V in P iiberein. Bei einem singuléren
Punkt einer Hyperflache ist der gesamte umgebende Raum der Tangential-
raum.



10

DEFINITION 3.19. Ein singuldrer Punkt P € V auf einer Varietéit heifit
isoliert, wenn es eine offene Umgebung P € U C V derart gibt, dass P der
einzige singulére Punkt von U ist.
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