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Singularitdtentheorie

Vorlesung 25

Faktorielle Ringe

DEFINITION 25.1. Ein Integritétsbereich heifit faktorieller Bereich, wenn jede
Nichteinheit f # 0 sich als ein Produkt von Primelementen schreiben lésst.

SATZ 25.2. Sei R ein Integrititsbereich. Dann sind folgende Aussagen dqui-
valent.

(1) R ist faktoriell.

(2) Jede Nichteinheit f # 0 besitzt eine Faktorzerlegung in irreduzible
Elemente, und diese Zerlequng ist bis auf Umordnung und Assozi-
vertheit eindeutig.

(3) Jede Nichteinheit f # 0O besitzt eine Faktorzerlegung in irreduzible
Elemente, und jedes irreduzible Element ist ein Primelement.

Beweis. (1) = (2). Sei f # 0 eine Nichteinheit. Die Faktorisierung in Prim-
elemente ist insbesondere eine Zerlegung in irreduzible Elemente, so dass also
lediglich die Eindeutigkeit zu zeigen ist. Dies geschieht durch Induktion iiber
die minimale Anzahl der Primelemente in einer Faktorzerlegung. Wenn es
eine Darstellung f = p mit einem Primelement gibt, und f = ¢;---¢, eine
weitere Zerlegung in irreduzible Faktoren ist, so teilt p einen der Faktoren g;
und nach Kiirzen durch p erhélt man, dass das Produkt der iibrigen Faktoren
rechts eine Einheit sein muss. Das bedeutet aber, dass es keine weiteren Fak-
toren geben kann. Sei nun f = p;---ps und diese Aussage sei fiir Elemente
mit kleineren Faktorisierungen in Primelemente bereits bewiesen. Es sei

f=p1p0s=aq ¢

eine weitere Zerlegung mit irreduziblen Elementen. Dann teilt wieder p; einen
der Faktoren rechts, sagen wir pju = ¢;. Dann muss u eine Einheit sein und
wir kénnen durch p, kiirzen, wobei wir ="' mit g, verarbeiten kénnen, was
ein zu g9 assoziiertes Element ergibt. Das gekiirzte Element p, - - - p, hat eine
Faktorzerlegung mit s — 1 Primelementen, so dass wir die Induktionsvoraus-
setzung anwenden konnen. (2) = (3). Wir miissen zeigen, dass ein irredu-
zibles Element auch prim ist. Sei also ¢ irreduzibel und es teile das Produkt
fg, sagen wir

qh = fg.
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Fir h, f und g gibt es Faktorzerlegungen in irreduzible Elemente, so dass
sich insgesamt die Gleichung

qhy---hy = fr---fogi- g

ergibt. Es liegen also zwei Zerlegungen in irreduzible Element vor, die nach
Voraussetzung im Wesentlichen iibereinstimmen miissen. D.h. insbesondere,
dass es auf der rechten Seite einen Faktor gibt, sagen wir f;, der assoziiert
zu ¢ ist. Dann teilt ¢ auch den urspriinglichen Faktor f. (3) = (1). Das ist
trivial. U

SATZ 25.3. Ein Hauptidelabereich ist ein faktorieller Ring.

Beweis. Dies folgt sofort aus Korollar 3.18 (Kérper- und Galoistheorie (Osna-
briick 2018-2019)), Lemma 3.6 (Zahlentheorie (Osnabriick 2016-2017)) und
Satz 25.2. U

KOROLLAR 25.4. Sei R ein faktorieller Ring und seien a und b zwei Elemente
% 0 mit Primfaktorzerleqgungen

a=ue gt P undb=v-pitpg g
(wobei die u,v Einheiten sind und die Exponenten auch 0 sein kénnen). Dann
gilt alb genau dann, wenn r; < s; fir alle Exponenteni = 1,... k ist.

Beweis. Wenn die Exponentenbedingung erfiillt ist, so ist s; —r; > 0 und
man kann

b = qulp‘;lfrl .. .pik_rk
schreiben, was die Teilbarkeit bedeutet. Die Umkehrung folgt aus der Ein-
deutigkeit der Primfaktorzerlegung in einem faktoriellen Ring. U

Faktorzerlegung in noetherschen Integrititsbereichen

LEMMA 25.5. Es set R ein noetherscher Integritdtsbereich. Dann besitzt jede
Nichteinheit f # 0 eine Faktorzerlegung in irreduzible Elemente.

Beweis. Nehmen wir an, dass es eine Nichteinheit f # 0 gibt, fiir die es
keine Zerlegung in irreduzible Elemente gibt. Dann ist insbesondere f nicht
irreduzibel und somit gibt es eine Zerlegung f = f191, bei der die Faktoren
keine Einheiten sind. Nach Voraussetzung besitzt zumindest ein Faktor, sagen
wir fi, keine Zerlegung in irreduzible Faktoren. Dabei gilt

(f) < (),

wobei die Inklusion echt ist, da andernfalls g; eine Einheit wire. So fortfah-
rend kann man eine unendliche Kette von Hauptidealen

(f) - (fl) - (fz) C ...

konstruieren. Dies widerspricht aber Proposition 9.2 (Algebraische Kurven
(Osnabriick 2017-2018)). O



Mit einem &hnlichen Argument kann man die folgende Aussage beweisen.

LEMMA 25.6. Es sei R ein noetherscher Integrititsbereich und seien f,g # 0
Nichteinheiten. Dann gibt es einen mazximalen Exponenten n mit f = g"h.

Beweis. Siehe Aufgabe 25.16. O

BEIspIEL 25.7. Wir betrachten den Ring der stetigen reellwertigen Funktio-
nen auf R (oder auf einer Intervallumgebung des Nullpunktes oder den Ring
der Keime stetiger Funktionen). Die Funktion

o) = {# fir z > 0,

0 sonst ,

ist stetig. Fiir jedes n € N, ist min stetig im Nullpunkt fortsetzbar, da

—1/z n
€ / = eiu’un = —
x™ e
fir
1
U= - —>00
x

gegen 0 geht. Somit gilt in diesem Ring die faktorielle Zerlegung
Jf =" gn
fiir beliebiges n.

LEMMA 25.8. Es sei R ein noetherscher Integritdtsbereich. Dann ist R genau
dann faktoriell, wenn jedes Primideal in R der Hohe 1 ein Primhauptideal
15t.

Beweis. Sei zuerst R faktoriell und p ein Primideal der Hohe 1. Dieses ist
nicht das Nullideal und somit gibt es ein Element f # 0 f € p. Dieses besitzt
eine Faktorzerlegung

f =D pn
in Primelemente und wegen der Primidealeigenschaft gibt es ein Primelement
p # 0 mit p € p. Dann liegt die Primidealkette

() Cp
vor, und wegen der Hohenbedingung stimmen die beiden Ideale {iberein.

Sei umgekehrt jedes Primideal der Hohe 1 ein Primhauptideal. Wegen Lemma
25.5 und Satz 25.2 ist lediglich zu zeigen, dass jedes irreduzible Element ein
Primelement ist. Sei also f # 0 irreduzibel und sei f € p ein minimales
Primoberideal. Nach dem Krullschen Hauptidealsatz besitzt p die Hohe 1
und nach Voraussetzung ist

p=(p

mit einem Primelement p. Also ist

J =gp
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und g muss eine Einheit sein. Somit ist f selbst prim. U

LEMMA 25.9. Es sei R ein noetherscher Integrititsbereich und p € R ein
Primelement. Es sei R, faktoriell und g € R ein Element, das aufgefasst in
R, prim ist. Dann gilt g = hp" in R mit einer Einheit oder einem Primele-
ment h.

Beweis. Wir schreiben g = hp" mit dem maximal moglichen Exponenten 7,
den es nach Lemma 25.6 gibt, und behaupten, dass A ein Primelement oder
eine Einheit ist. Wir betrachten die Situation, wo h keine Einheit ist, und
miissen h als Primelement nachweisen. Es teile i ein Produkt, sagen wir

he = ab.

Daraus ergibt sich in R, da h wie g prim in R, ist, dass h einen der Faktoren
in R, teilt. Es gibt also ein d € R mit

d
h— = a,
pS
also
hd = ap®

in R. Bei s = 0 ist man fertig. Andernfalls teilt p, da es h wegen der Ma-
ximalitdt des Exponenten nicht teilt, den anderen Faktor d und so erhéalt
man

d
h— = ap*!
p
in R. Induktive Anwendung dieses Arguments liefert das Resultat. O

LEMMA 25.10. Es set R ein noetherscher Integrititsbereich und p € R ein
Primelement. Es sei R, faktoriell. Dann ist R selbst faktoriell.

Beweis. Sei f € R eine von 0 verschiedene Nichteinheit von R. In R, gilt
g1 9
f = e :
p pe
mit g;, die in R, prim sind (ein Faktor kann eine Einheit sein). In R gilt
somit

Pf = g1 gs
Nach Lemma 25.9 ist
gi = hip"
mit Primelementen oder Einheiten h;. Somit ist
pnf — pr+r1+---+rsh1 . hs-

Da p kein Teiler der h; ist, kann man p" vollstdndig wegkiirzen und erhalt
eine Zerlegung von f in Primfaktoren. U

SATZ 25.11. Sei R ein faktorieller Bereich. Dann ist auch der Polynomring
R[X] faktoriell.



Faktorialitiat regulidrer Ringe
SATZ 25.12. FEin requldrer lokaler Ring ist faktoriell.

Beweis. Der Ring ist ein Integritédtsbereich nach Satz 21.5. Wir beweisen die
Faktorialitdt durch Induktion iiber die Dimension d des Ringes. Bei d =
0 ist nichts zu zeigen, sei also die Faktorialitéit fiir lokale reguldre Ringe
kleinerer Dimension bekannt. Sei f € m \ m?. Dann ist R/(f) nach Lemma
21.4 reguldr und insbesondere ist R/(f) ein Integritiatsbereich. Somit ist f
ein Primelement von R. Nach Lemma 25.10 geniigt es zu zeigen, dass Ry
faktoriell ist. Dafiir ist nach Lemma 25.8 zu zeigen, dass jedes Primideal p #
(f) der Hohe 1 von R in Ry ein Hauptideal wird. Fiir jedes Primideal g von
Ry ist Ry eine Lokalisierung von R und somit regulér nach Satz 24.2. Da die
Dimension von R, kleiner als d ist, konnen wir die Induktionsvoraussetzung
anwenden und erhalten, dass pR, ein Hauptideal ist. Dies bedeutet, dass py
lokal in Ry ein Hauptideal ist, und zwar vom Rang 1. Nach Korollar 23.8
ist p; ein projektiver R;-Modul. Nach Satz 24.1 gibt es eine endliche freie
Auflésung
0 —F — - —F — F—p—0.
Dies fithrt mit der Nenneraufnahme an f zu einer endlichen freien Auflésung
0— (F)f— - — (F)f— (Fo)f —pr—0

auf Ry. Somit sind die Bedingungen von Lemma Anhang 17.6 erfiillt und
man erhélt, dass ps durch einen freien Ry-Modul zu einem freien Modul
ergénzt werden kann. Wegen der Rangeigenschaft folgt py = R; nach Lemma
Anhang 17.7, es liegt also ein Hauptideal vor. U

In der Dimension 1 ist faktoriell und reguldr dquivalent, siehe Satz 21.8 (Al-
gebraische Kurven (Osnabriick 2017-2018)). In der Dimension 2 gibt es neben
den reguldren Ringen nur noch einen (nach Komplettierung) weiteren fakto-
riellen Ring.

SATZ 25.13. Der Restklassenring C[X,Y, Z]/ (X% + Y3 + Z°) ist faktoriell.

BEMERKUNG 25.14. Es sei V eine affine Varietét iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper K mit einer isolierten Singularitdt im Punkt P €
V. Das offene Komplement U = V \ {P} ist glatt, aber im Allgemeinen
nicht mehr affin. Bei K = C ist U eine komplexe Mannigfaltigkeit, ihre
Fundamentalgruppe (die man die lokale Fundamentalgruppe von V' nennt)
ist ein wichtiges Maf fiir die Singularitét, siehe die 9. und die 10. Vorlesung.
Nach Satz 21.6 und Satz 25.12 sind die lokalen Ringe Oy g fiir alle Punkte
@ # P faktoriell. Ein jedes Primideal der Hohe 1 von R ist daher in diesen
lokalen Ringen nach Lemma 25.8 ein Hauptideal. Es liegt also auf U (aber
im Allgemeinen nicht auf V') ein lokal freier Modul vom Rang 1 vor. Man
spricht auch von invertierbaren Moduln auf U bzw., etwas geometrischer,
von Geradenbiindel auf U. Die Menge all dieser invertierbaren Moduln auf



6

U bilden mit der Tensorierung als Verkniipfung und dem trivialen Objekt,
dem freien Modul R, als neutralem Element, eine kommutative Gruppe, die
die Picardgruppe von U heifit und die eine wichtige Invariante von R ist. Sie
ist (bei R normal) genau dann trivial, wenn R faktoriell ist, und ist insofern
ein Maf3 dafiir, wie weit die Singularitit von der Faktorialitdt abweicht. Die
Picardgruppe der A,,-Singularititen ist beispielsweise Z/(n+ 1), iibrigens wie
die Fundamentalgruppe, siehe Satz 9.7 oder Beispiel 10.3.
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