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Singularitédtentheorie

Vorlesung 24

Die homologische Charakterisierung von reguliren Ringen

Jean-Pierre Serre ist der dritte von links.

Der folgende Satz heifit Satz von Hilbert-Serre. Von Hilbert ist dabei die
graduierte Situation, die wir kurz in Bemerkung 24.4 erlautern.

SATZ 24.1. Fir einen lokalen noetherschen Ring R sind folgende Aussagen
dquivalent.

(1) R ist reguldr.

(2) Jeder endliche R-Modul besitzt eine endliche projektive Dimension
(und zwar < dim (R)).

(3) Der Restklassenkdrper R/m besitzt endliche projektive Dimension.

Beweis. (1) = (2). Wir fithren Induktion tiber die Dimension d von R. Wenn
d = 0 ist, so liegt ein Korper vor, und ein endlicher R-Modul ist einfach ein
endlichdimensionaler Vektorraum. Diese besitzen eine Basis und sind somit
frei, besitzen also die projektive Dimension 0. Sei also nun d > 1 und die
Aussage fiir reguldre Ringe kleinerer Dimension schon bewiesen. Wir nehmen
ein f € m\ m? was es nach dem Lemma von Nakayama geben muss. Nach
Lemma 21.4 ist der Restklassenring R/(f) ebenfalls regulér und hat kleinere
Dimension. Es sei nun M ein endlicher R-Modul. Wenn M frei ist, so ist die
Aussage klar. Es sei M nicht frei (insbesondere nicht 0) und

o — Fy — Fy — Iy — M —0
eine minimale freie Auflosung. Es ist zu zeigen, dass diese endlich ist. Es sei

N der Kern der Abbildung Fy — M. Wir schneiden die Auflésung ab und
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erhalten eine minimale freie Auflosung
oo — Fy — F1 — N =kernpg — 0.
Da M nicht frei ist, ist N nicht der Nullmodul.

Da f nach Satz 21.5 ein Nichtnullteiler in R ist und NV ein Untermodul eines
freien Moduls ist, folgt, dass f auch ein Nichtnullteiler fiir N ist. Wir konnen
somit Lemma Anhang 8.2 anwenden und erhalten einen exakten Komplex

Dieser ist eine freie Auflosung des R/(f)-Moduls N/ fN. Er ist minimal: Der
Rang von Fj ist die minimale Erzeugendenzahl von N iiber R und diese ist die
K-Dimension von N/mN, die wiederum die minimale Erzeugendenzahl von
N/fN iiber R/(f) ist. Entsprechend muss man fiir F, F3, ... argumentieren.
Nach Induktonsvoraussetzung ist

F./fF, =0

fiir ein n. Wegen f € m muss dann aber schon F,, = 0 sein. (2) = (3). Das
ist eine Einschréankung. (3) = (1). Es sei

0—F, — - —F—F —FF=R— R/m—20

eine minimale freie Auflésung des Restklassenkorpers. Wir zeigen durch In-
duktion iiber n, dass R reguldr ist. Bei n = 0 wird der exakte Komplex
zu

00— Fy=R— R/m —0,

d.h. R ist isomorph zu seinem Restekdrper und somit selbst ein Korper, also
insbesondere reguldr. Sei nun n > 1 und die Aussage fiir kleinere n bewiesen.
Wir betrachten das linke Ende der Auflésung

00— F,—F, 1 — ...,

wobei F,, und F,_; frei und nicht 0 sind. Das Bild liegt in mF,,_; wegen
der Minimalitdat und wegen n > 1. Wir behaupten, dass m kein assoziiertes
Primideal von R ist. Andernfalls wére

m = Ann (h)
fiir ein h € R, h # 0, und insbesondere wére
hm = 0.

Dann wére auch ~hmF,,_; = 0 und somit hF,, = 0, was aber bei einem freien
Modul nicht sein kann. Dies bedeutet nach Lemma Anhang 13.8, dass m einen
Nichtnullteiler enthalten muss. Daher ist die Dimension von R zumindest 1.
Daher ist die Inklusion

m?> C m
echt und nach Lemma Anhang 15.2 gibt es ein f € m mit f ¢ m2UUpeAss(R) p.
Insbesondere ist f ein Nichtnullteiler. Ahnlich wie im Beweis von (1) nach
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(2) ist dann auch der Komplex (der Kern der nullten Abbildung ist hier das
maximale Ideal)

0— F,/fF,— - — E)/fFy, — F/fFf — m/fm— 0

exakt. Da m/fm nicht der Restklassenkérper von F/(f) ist, konnen wir
nicht unmittelbar die Induktionsvoraussetzung anwenden. Unter dem R-
Modulhomomorphismus

R— m/fm, 1— [f],
wird genau m auf 0 abgebildet, wir haben also eine injektive Abbildung
R/m — m/fm.

Wegen f € m\ m? kénnen wir f zu einem minimalen Erzeugendensystem
fy92,...,9s von m ergidnzen. Wir behaupten, dass es einen wohldefinierten
Modulhomomorphismus

m/fm — R/m
gibt, der linksinvers zur obigen Einbettung ist. Dabei wird ein Element
h = afi +byga+ -+ asgs
auf a abgebildet. Zum Nachweis der Wohldefiniertheit sei
h = df+byg+---+bgs
eine weitere Darstellung. Dann ist
0 = (a—a)f+(bz—bh)gs+ -+ (bs — b,)gs
in m/fm und das bedeutet
(@—=a)f + (by = bo)gs + -+ + (bs = b)gs = fe

mit ¢ € m. Wire a—a’ ¢ m, so wére dies eine Einheit und damit auch a—a’—
c. Doch dann konnte man f als Linearkombination der gs, . . ., g ausdriicken
im Widerspruch zur Minimalitat. Es gibt also eine direkte Zerlegung

m/fm = R/m® N

mit einem weiteren R- (oder R/(f)-)Modul N. Nach Lemma 23.18 besitzen
in einer solchen Situation auch die Summanden eine endliche projektive Di-
mension, die nicht grofler als die projektive Dimension der Summe ist. Somit
besitzt also der Restklassenkorper eine endliche projektive Dimension iiber
R/(f). Nach Induktionsvoraussetzung ist somit R/(f) reguldr, und seine Di-
mension ist nach dem Hauptidealsatz um 1 kleiner als die von R. Dies gilt
auch fiir die Einbettungsdimension. Somit ist R regulér. g

Der folgende Satz heifit Satz von Auslander-Buchsbaum-Serre.

SATZ 24.2. Fiir einen lokalen reguldren Ring R ist jede Lokalisierung R,
ebenfalls reguldr.
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Beweis. Es sei p ein Primideal von R. Der Restklassenmodul R/p ist endlich
erzeugt, deshalb gibt es nach Satz 24.1 (2) eine endliche freie Auflosung

0—F, —...— F,—F —F,— R/p—0.

Wir tensorieren diese Sequenz mit der Lokalisierung R,. Da die Tensorierung
mit einer Nenneraufnahme nach Lemma 23.4 exakt ist, erhalten wir eine
endliche freie Auflésung (iiber R,)

0—>Fn®RRp—>...—>F2®RRp—>F1®RRp—>
Fy®r Ry — R/p ®r R, — 0.

Wegen

R/p @ Ry = Fy/pRy = r(p)
(nach Proposition Anhang 6.9 (2)) ist dies eine freie Auflésung des Restklas-
senkorpers von R,. Nach Satz 24.1 (3) ist somit R, regulér. 0

Die vorstehende Aussage ist ein typisches Beispiel dafiir, wie durch die Ent-
wicklung einer neuen Theorie ein zuvor schwieriges Problem ,,plotzlich® ein-
fach wird. Ohne die homologische Charakterisierung von regulidren Ringen
ist der Nachweis dieser Lokalisierungseigenschaft schwierig.

BEMERKUNG 24.3. In einem lokalen reguldren Ring gibt es fiir den Rest-
klassenkorper R/m = K eine explizite endliche Auflosung, die sogenannte
Koszul-Auflosung. Fiir ein minimales Erzeugendensystem

m = (fl?‘”)fﬂ)

hat sie die Form

O—>R—>R(ni1)—>...—>R(§)—>R(g)—>

wobei sich die Abbildungen links durch gewisse alternierende Produkte der
Linearform R"™ — R ergeben.

BEMERKUNG 24.4. Zum Polynomring R = K[X;,...,X,] tiber einem Kor-
per K und einem endlich erzeugten graduierten Modul M gibt es eine end-
liche graduierte freie Auflosung, d.h. die freien auflésenden Moduln sind von
der Form (im Sinne von Definition 16.3)

F = P R(-d;)
iel
und die Modulhomomorphismen sind homogen.

BEMERKUNG 24.5. Die Lokalisierung an einem Primideal kann regulér sein,
ohne dass der Ausgangsring regulér ist. In der Tat ist das ein sehr haufiges
und typisches Verhalten. Wenn beispielsweise R ein Integritétsbereich ist, so
ist die Lokalisierung am Primideal

p = (0)
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der Quotientenkdrper von R, und als Korper stets regulér. In einer Primide-
alkette

0)CprCpaC...Cp,=m
gibt es somit ein grofites Primideal, das reguldr ist (dieses kann gleich m
sein). Wenn némlich Ry, reguldr ist, so ist R, fiir j < i eine Lokalisierung
von R,, und somit nach Satz 24.2 selbst regulér.

Die analytische Situation

Wenn man sich auf Polynome und die durch sie definierten Singularitéiten be-
schrankt, so ergibt sich ein gewisses Defizit dadurch, dass der Satz iiber impli-
zite Abbildungen nicht in dieser Kategorie gilt. In den reguléren Punkten zu
polynomialen Abbildungen gibt es geméfl dem Satz lokal Diffeomorphismen
zwischen den Fasern und offen Béllen im K", aber diese Diffeomorphismen
sind nur sehr selten durch Polynome gegeben. Insbesondere gibt es zwischen
zwei glatten Punkten P, € V; und P, € V5 gleicher Dimension keinen po-
lynomialen Isomorphismus, obwohl es einen Diffeomorphismus gibt. Das ist
nicht immer befriedigend, und es gibt grundsétzlich zwei Moglichkeiten, dies
zu umgehen. Man kann mit formalen Potenzreihen arbeiten, mit denen man
formale Isomorphismen ausdriicken kann und wofiir die Komplettierung von
lokalen Ringen entscheidend ist. Oder man kann, bei K = C, holomorph
arbeiten und ausnutzen, dass es eine holomorphe Version des Satzes iiber
implizite Abbildungen gibt, so dass die Diffeomorphismen, wenn die definie-
renden Funktionen holomorph sind, lokal durch konvergente Potenzreihen
beschrieben werden kénnen.

DEFINITION 24.6. Eine auf einer offenen Menge U C C" definierte Funktion
f:U—C

heifit holomorph, wenn sie komplex-differenzierbar ist.

DEFINITION 24.7. Eine auf einer offenen Menge U C C" definierte Funktion
f: U—C

heifit komplez-analytisch, wenn sie sich in jedem Punkt P € U auf einer offe-
nen Umgebung P € V C U durch eine konvergente Potenzreihe beschreiben
lésst.

Der folgende Satz ist ein Hauptsatz aus der Funktionentheorie mehrerer Va-
riablen.

SATZ 24.8. Es sei
f:U—C

eine auf einer offenen Menge U C C" definierte Funktion. Dann ist f genau
dann holomorph, wenn f komplex-analytisch ist.
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DEFINITION 24.9. Es sei P € C". Dann nennt man den Ring aller in einer
offenen Umgebung von P definierten holomorphen Funktionen den Ring der
konvergenten Potenzreihen in P. Dabei werden Funktionen identifiziert, wenn
sie auf einer gemeinsamen offenen Umgebung von P {ibereinstimmen, und die
Addition und die Multiplikation wird auf offenen Umgebungen durchgefiihrt,
auf denen beide Funktionen definiert sind.

Der Ring der konvergenten Potenzreihen wird mit Op bezeichnet. Dieser
Ring hangt nur von der Dimension, also der Anzahl der Variablen ab, nicht
aber vom Punkt P. Héufig wird er auch mit O, bezeichnet. Zum Null-
punkt bilden die Variablen X, ..., X, ein minimales Erzeugendensystem des
maximalen Ideals. Zum Polynomring K[Xj,...,X,] bzw. zur Lokalisierung
K[Xi,...,Xn]x,.. x, besteht die Bezichung

K[X1,..., X))/ (X1,...,X,)" = K[Xq,..., Xolxx,/ (X1,..., X,)°
- On/(Xl,...,Xn)s

fiir alle s, d.h. die Restklassenringe zu Potenzen des maximalen Ideals stim-
men in den verschiedenen Konzepten {iberein. Somit stimmen beispielsweise
auch die Hilbert-Samuel-Funktion, das Jacobiideal und die Milnorzahl zu
einem Polynom etc. iiberein.

LEMMA 24.10. Der Ring der konvergenten Potenzreihen in P € C" ist lokal
mit dem mazximalen Ideal mp = {f € Op| f(P) = 0}.

Beweis. Es ist klar, dass mp ein Ideal ist. Wenn die holomorphe Funktion f
nicht zu mp gehort, so ist f(P) # 0 und dann ist f auch in einer offenen
Umgebung von P nullstellenfrei. Dort ist 1/ f eine wohldefinierte holomorphe
Funktion und das bedeutet, dass f in Op eine Einheit ist. Also handelt es
sich bei mp um das einzige maximale Ideal. U

Ohne Beweis erwiahnen wir den folgenden Satz.

SATZ 24.11. Der Ring der konvergenten Potenzreihen in P € C" ist reguldr
der Dimension n.

Holomorphe Funktionen (fi,..., fn): U — C™ auf einer offenen (in der
euklidischen Topologie) Menge U C C" legen wie im algebraischen Fall eine
(analytische) Nullstellenmenge

7 = {PecU|f;(P)=0 firr alle j} C U

fest. Der lokale holomorphe Ring zu P € Z besteht aus allen in einer Umge-
bung von P auf Z definierten holomorphen Funktionen, und dieser ist nach
Definition gleich

OZ,P = OP/(fb"‘?fm)'

Die holomorphe Version des Satzes iiber imlizite Abbildungen besagt, dass
falls die Jacobimatrix zu den f; im Punkt P surjektiv ist, dass es dann eine
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biholomorphe Abbildung zwischen einer offenen Umgebung P € U’ C Z
und einer offenen Menge U” C C"~™ gibt, die Z als komplexe Mannigfaltig-
keit der Dimension n—m nachweist. In diesem Fall induziert die biholomorphe
Abbildung einen Ringisomorphismus

OZ,P = On—m .

Das bedeutet, dass der lokale holomorphe Ring zu einem glatten Punkt auf ei-
ner d-dimensionalen analytischen Nullstellenmenge stets isomorph zum Ring
der konvergenten Potenzreihen in d Variablen ist.

Die folgende Aussage, die wichtige Beziehungen zwischen
ClXy, .., Xul(x1,x0)

und dem lokalen Ring O,, der holomorphen Funktionen beschreibt, wird mit
Hilfe der Komplettierung bewiesen.

SATZ 24.12. Fir die Lokalisierung C[Xy, ..., X,](x,,..x,) und den lokalen
Ring O,, der holomorphen Funktionen gelten folgende Beziehungen.

(1) Die natiirliche Abbildung
ClXy,..., Xulx,

ist injektiv und flach.
(2) Fiir ein Ideal a € C[Xy,..., Xp]x,,..,

a = aOnﬂ(C[Xl,...,Xn](Xl .... X,)

(3) Fir ein Ideal a C C[Xy,...,X,](x,
(X1,...,X,) ist, gilt

C[X17"'7Xn](X1 ,,,,, Xn)/a = O?’L/aon

,,,,,

~~~~~

Dies bedeutet beispielsweise, dass zu einem Polynom f € C[X7,..., X, ] mit
einer isolierten Singularitdt die Milnorzahl wegen

O,/Jy = CXy,..., Xo|x1,..x0)/ s

algebraisch und holomorph berechnet werden kann. Oder: Zu einem polyno-
mialen Ideal a C (Xi,...,X,,) ist
C[Xl,...,Xn](Xl Xn)/a—i—mk = On/(a—l—mk),

.....

was bedeutet, dass die Hilbert-Samuel-Funktion des lokalen Ringes
C[Xla---,Xn](Xl ..... Xn)/Cl

mit ihrer holomorphen Version iibereinstimmt.
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