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Singularitdtentheorie

Vorlesung 19

Dimension von endlich erzeugte Algebren

SATZ 19.1. Der Polynomring K[ Xy, ..., X,] iber einem Korper K besitzt die
Krulldimension n. Jedes maximale Ideal des Polynomringes besitzt die Hohe
n.

Beweis. Sei zunidchst m = (X7, Xo, ..., X,,). Dann zeigt einerseits die Prim-
idealkette

0C (X1) C (X1,Xp) C...C (Xq,Xy,...,X,),

dass die Hohe von m zumindest n ist. Da das Ideal n Erzeuger besitzt, folgt
andererseits aus Satz 18.7, dass die Hohe von m hdochstens gleich n ist. Die
Hohe ist also genau n.

Wenn ein maximales Ideal der Form
m = (Xl—al,...,Xn—an)

(also ein Punktideal) mit a; € K vorliegt, so zeigt die gleiche Argumentation,
dass seine Hohe gleich n ist (oder man arbeitet mit einem K-Algebraauto-
morphismus von K[Xy,...,X,], der min (Xy,...,X,) iberfithrt.). Wenn K
algebraisch abgeschlossen ist, so sind wir nach Satz Anhang 2.6 fertig.

Wenn K ein beliebiger Korper ist, so gibt es eine ganze Korpererweiterung
K C K mit K algebraisch abgeschlossen. Die Erweiterung

K[Xy,...,X,] C K[X1,...,X,]

ist ebenfalls ganz. Seim C K[Xi,...,X,] ein maximales Ideal. Dazu gibt es
nach Lemma Anhang 12.2 und Lemma Anhang 12.5 ein maximales Punkt-
ideal
n C F[Xl, R ,Xn],

das auf m runterschneidet. Eine Primidealkette unterhalb von n der Lénge n
schneidet auf eine Primidealkette unterhalb von m runter, so dass die Hohe
von m zumindest n ist. Umgekehrt gibt es zu einer Primidealkette unterhalb
von m nach Lemma Anhang 12.1 eine dariiberliegende Primidealkette in

K[Xy,...,X,]. Da eine solche maximal die Linge n besitzt, ist die Hohe
von m gleich n. U

Ohne Beweis erwéhnen wir den folgenden Satz.
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SATZ 19.2. Es sei R ein noetherscher Ring der Dimension d. Dann besitzt
der Polynomring R[X] die Dimension d + 1.

SATZ 19.3. Es sei ' € K[Xy,...,X,] ein Polynom # 0 dber einem Kérper
K. Dann besitzt der Restklassenring K[ Xy, ..., X,]/(F) die Dimension n —
1.

Beweis. Nach Satz Anhang 13.1 gibt es eine endliche Erweiterung
KYi,...,Y, 4] C K[Xy,...,X,]/(F).

Nach Satz Anhang 12.6 stimmen die Dimensionen der beiden Ringe iiberein.
Also hat der Hyperflachenring die gleiche Dimension wie der Polynomring in
n — 1 Variablen, die nach Satz 19.1 gleich n — 1 ist. U

SATZ 19.4. Es sei R eine integre K-Algebra vom endlichen Typ idber ei-
nem Korper K. Dann besitzt jede maximale Primidealkette in R die gleiche
Linge.

Beweis. Es sei d die Dimension von R, wir fithren Induktion {iber d. Bei
d = 0 ist die Aussage klar. Zum Induktionsschluss sei
0Cp C...C pn

eine maximale Primidealkette in R. Nach Satz Anhang 13.2 gibt es eine
endliche Erweiterung
K[Y'lw'wyd] - R.
Wir betrachten
q1 = P ﬂKDfl,,Yd]
Nach Aufgabe 19.9 ist q; nicht das Nullideal. Wiirde es ein Primideal
O0CqgcCm
geben, so wiirde es dazu nach Satz Anhang 12.7 eine Primidealkette
0CpCp

geben, die dariiber liegt, und dann wére die Kette nicht maximal. Das be-
deutet, dass q; die Hohe 1 besitzt. Da der Polynomring faktoriell ist, ist

q = (F)
ein Primhauptideal und somit ist nach Satz 19.3 die Dimension von K[Y],
..., Yy]/(F) gleich d — 1. Da die induzierte Abbildung

KYi,....,Yq)/(F) — R/p:

ebenfalls endlich und injektiv ist, folgt nach Satz Anhang 12.6, dass die Di-
mension von R/p; gleich d — 1 ist. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt
jede maximale Primidealkette in R/p; die Liange d — 1. Unsere Primideal-
kette induziert (startend mit p;) eine maximale Primidealkette in R/p;, also
ist

n—1=d-1



und daher n = d. O

In der vorstehenden Aussage ist die Voraussetzung der Integritéit notwendig,
wie jedes Beispiel zeigt, in dem die maximalen Komponenten nicht die glei-
che Dimension haben. Aber auch die Voraussetzung, dass die Algebra vom
endlichen Typ ist, ist entscheidend.

BEISPIEL 19.5. Wir betrachten den Polynomring KX, Y] iiber einem Korper
K mit dem maximalen Ideal m = (X,Y’) und dem Primideal p = (X — 1),
das nicht in m liegt. Wir betrachten das multiplikative System

S=A{feKIXY][f¢mund f ¢p} = K[X,Y]\mNK[X,Y]\p.

In der Nenneraufnahme R = K[X,Y]s sind die Primideale mR und pR
die einzigen maximalen Ideale, das eine hat die Hohe 2 und das andere die
Hohe 1. Die Aussage Satz 19.4 gilt also nicht fiir integre Algebre, die im
Wesentlichen vom endlichen Typ sind.

KOROLLAR 19.6. Es sei R eine integre K-Algebra vom endlichen Typ tber
einem Korper K und sei p ein Primideal. Dann ist

dim (R) = dim (p) + ht (p) .
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 19.4. U

Die folgende Aussage setzt die Dimension einer integren Algebra vom end-
lichen Typ in Beziehung zum Transzendengrad des zugehorigen Quotien-
tenkorpers. Fiir den Begriff Transzendenzgrad und seine wichtigsten Eigen-
schaften siehe die Vorlesung zur Galoistheorie.

SATZ 19.7. Es sei R eine integre K-Algebra vom endlichen Typ tiber einem
Kérper K mit dem Quotientenkirper Q@ = Q(R). Dann stimmt die Dimen-
sion von R mit dem Transzendenzgrad von @ iber K dberein.
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Beweis. Nach Satz Anhang 13.2 gibt es algebraisch unabhéngige Elemente
fi,.--, fn € R derart, dass

K[fla---afn] g R

endlich ist. Dann ist auch die Korpererweiterung der Quotientenkorper

Q(K[flyafn]) = K(f1,...,fn) = K(Tla--~7Tn) C Q(R)

endlich. Also ist n nach Definition der Transzendenzgrad. U

KOROLLAR 19.8. Es sei R eine integre K-Algebra vom endlichen Typ tber
einem Korper K und f € R ein von 0 verschiedenes Element. Dann stimmt
die Dimension der Nenneraufnahme Ry mit der Dimension von R diberein.

Beweis. Der Quotientenkorper von R, stimmt mit dem Quotientenkorper
von R iiberein. Da mit R auch Ry von endlichem Typ iiber K ist, folgt die
Aussage aus Satz 19.7. O

Der Grad des Hilbert-Samuel Polynoms

DEFINITION 19.9. Zu einem R-Modul M versteht man unter der Krulld:-
mension von M die Krulldimension von R/AnngM.

SATZ 19.10. Es sei R ein noetherscher lokaler Ring und M ein endlich er-
zeugter R-Modul. Dann besteht zwischen der Dimension des Moduls und dem
Grad des Hilbert-Samuel-Polynoms Py der Zusammenhang

dim (M) = grad (Py) + 1.
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