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Singularitéitentheorie

Vorlesung 18

Die Krulldimension

7Zu einen n-dimensionalen Vektorraum nennt man eine Kette von Untervek-
torraumen

O=VWwcVic..cV,,cCcV,=V

eine Fahne in V. Dabei ist notwendigerweise die Dimension von V; gleich
und die Kette ist nicht verfeinerbar, d.h. zwischen V; und V;;; gibt es keinen
echten Untervektorraum. Von daher kann man sagen, dass die Dimension
eines Vektorraumes durch die maximale Linge von Ketten von Untervek-
torrdumen gegeben ist. Wir werden in analoger Weise die Dimension einer
affinen Varietdt bzw. ihres Koordinatenring und allgemeiner eines beliebi-
gen noetherschen Ringes einfithren. Wichtige strukturelle Eigenschaften fiir
einen sinnvollen Dimensionsbegriff haben wir schon in der dritten Vorlesung
formuliert.

Bei einer affinen Varietat
V=V() CK"

kann man nicht von Untervektorrdumen sprechen. Vielmehr sind die abge-
schlossenen Untervarietéiten (Nullstellengebilde) von V' (a) die strukturglei-
chen Unterobjekte. Wenn man allerdings die Gerade iiber einem unendlichen
Koérper K betrachtet, so sind sémtliche endlichen Teilmengen abgeschlossen
und daher gibt es beliebig lange Ketten der Form

{P} c{P,P} C{P,P,P} C...C{P,P,P,....P,} C...C K.

Eine sinnvolle Dimensionstheorie ldsst sich aufbauen, wenn man statt Ket-
ten von beliebigen abgeschlossenen Teilmengen nur Ketten von irreduziblen
abgeschlossenen Teilmengen nimmt. Man betrachtet also Ketten

Vo={PtcVicWVcCc...cV,CV

von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen V; in V. Uber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper entsprechen sich irreduzible Varietdten und Prim-
ideale geméfl Lemma 2.14. Von daher ist die folgende Definition fiir einen
beliebigen Ring nicht mehr {iberraschend.

DEFINITION 18.1. Sei R ein kommutativer Ring. Eine Kette aus Primidealen

Po C pp C ... C Py
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nennt man Primidealkette der Linge n (es wird also die Anzahl der Inklu-
sionen gezdhlt, nicht die Anzahl der beteiligten Primideale). Die Dimension
(oder Krulldimension) von R ist das Supremum {iiber alle Léngen von Prim-
idealketten. Sie wird mit dim (R) bezeichnet.

Unter einer maximalen Primidealkette verstehen wir eine nicht weiter ver-
feinerbare Primidealkette, d.h. zu p; C p; 1 gibt es kein echtes Primide-
al dazwischen. Eine solche maximale Primidealkette ist nicht ohne weitere
Voraussetzung eine Primidealkette maximaler Lange, an lezteren kann man
eben die Krulldimension ablesen. Eine jede maximale Primidealkette star-
tet in einem minimalen Primideal und endet in einem maximalen Ideal. Bei
einem Integritédtsbereich ist das Nullideal das einzige minimale Primideal.
Ein Koérper hat die Krulldimension 0 (seine Vektorraumdimension iiber K
ist aber 1). Ein Hauptidealbereich, der kein Kérper ist, besitzt die Krulldi-
mension 1, siehe Aufgabe 18.4. Im Polynomring K[Xj, ..., X,] iiber einem
Korper K hat man direkt die Primidealkette

0C (Xy) C (X1,Xs) C...C (X1,Xs,...,X,),

so dass die Dimension des Polynomringes zumindest n ist. Es ist aber kei-
neswegs klar, warum es nicht noch langere Ketten geben kann.

DEFINITION 18.2. Sei R ein kommutativer Ring und p ein Primideal. Unter
der Dimension von p versteht man das Supremum der Lénge m von Prim-
idealketten

PCpC...C P
LEMMA 18.3. Sei R ein kommutativer Ring und p ein Primideal. Dann ist
die Dimension von p gleich der Dimension des Restklasssenringes R/p.

Beweis. Siehe Aufgabe 18.5. O

DEFINITION 18.4. Sei R ein kommutativer Ring und p ein Primideal. Unter
der Héhe von p versteht man das Supremum der Lange n von Primidealketten

Po C pp C ... C p, = P.
LEMMA 18.5. Sei R ein kommutativer Ring und p ein Primideal. Dann ist
die Hohe von p gleich der Dimension der Lokalisierung R,.

Beweis. Siehe Aufgabe 18.6. O

Der folgende Satz heifit Krullscher Hauptidealsatz. Sein Beweis verwendet
unter Anderem symbolische Potenzen.

Zu einem Primideal p C R in einem kommutativen Ring nennt man
p™ = p"R,NR

die n-te symbolische Potenz von p.
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SATZ 18.6. Es sei R ein kommutativer noetherscher Ring und f € R. Dann
besitzt jedes Primideal p, das oberhalb von (f) liegt und minimal mit dieser
Figenschaft ist, eine Hohe < 1.

Beweis. Es sei f € q ein minimales Primoberideal. Wir konnen an q loka-
lisieren. Dann ist zu zeigen, dass ein lokaler noetherscher Ring, in dem das
maximale Ideal minimal iiber einem Element f ist, die Dimension 0 oder
1 besitzt. Da eine Primidealkette mit einem Primideal beginnt, konnen wir
weiterhin annehmen, dass ein noetherscher lokaler Integritétsbereich vorliegt.
Sei jetzt angenommen, dass eine Primidealkette

0CpCm

vorliegt und dass m minimal {iber f # 0 ist. Es ist p = 0 zu zeigen. Der
Restklassenring R/( f) ist noethersch und besitzt die Dimension 0, da ja darin
m das einzige Primideal ist. Somit ist nach Aufgabe 18.7 der Ring R/(f)
auch artinsch, d.h. jede absteigende Idealkette in R/(f) wird stationér. Dies
bedeutet wiederum, dass jede absteigende Idealkette in R oberhalb von Rf
stationédr wird. Wir betrachten die absteigende Idealkette

PV +Rf D PP +Rf O pP+RfC ..

in R, wobei wir symbolische Potenzen verwenden, und die entsprechende
absteigende Kette in R/(f). Da dieser Ring artinsch ist, wird diese Kette
konstant, d.h. es gibt ein n mit

P+ Rf = p"*Y + RS,
Wir behaupten, dass sogar

gilt, wobei die Inklusion D klar ist. Sei also ¢ € p™. Wegen der ersten
Gleichung ist
g=h+rf
mit h € p" ). Wegen f ¢ p ist
—h
r= —gf € p"RyNR = p™.

Die zuletzt bewiesene Gleichheit ergibt modulo p**!) die Beziehung

p(n)/p(nﬂ) — (p(n)/p(n+1)) ().

Dies bedeutet wiederum

p(n) — p("+1)

nach dem Lemma von Nakayama. Dies bedeutet in R,
(pRy)" = (pRy)".
Dies ergibt aber, wieder nach einer Version des Lemmas von Nakyama (siehe

Aufgabe 18.9), zunéchst
(pRy)" =0
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und, da R integer ist,
und somit p = 0. |

Die im Satz angesprochenen Primideale nennt man auch die minimalen Pri-
moberideale zu f. Sie sind typischerweise in R keine minimalen Primidea-
le, sondern sie entsprechen den minimalen Primidealen im Restklassenring
R/(f). Wenn R ein noetherscher Integritétsbereich und f # 0 ist, so bedeu-
tet die Aussage, dass die minimalen Primoberideale zu f die Hohe 1 besitzen.

SATZ 18.7. Es sei R ein kommutativer noetherscher Ring und fi,..., f. €
R. Dann besitzt jedes Primideal p, das oberhalb von (f1,..., fn) liegt und
mainimal mit dieser Figenschaft ist, eine Hohe < n.

Beweis. Wir fithren Induktion iiber n, der Fall n = 0 ist trivial und der
Fall n = 1 ist der Krullsche Hauptidealsatz. Es sei p das in Frage stehende
Primideal. Wir konnen zur Lokalisierung iibergehen und erhalten einen loka-
len noetherschen Ring mit maximalem Ideal m, das (als Primideal) minimal
iiber

(f17"'7fn> g m
ist. Insbesondere ist m das einzige Primoberideal von (fi,..., f,). Es ist zu
zeigen, dass die Dimension des Ringes hochstens n ist. Sei

Po C p1 C...C P11 C P =m

eine Primidealkette. Es sei ¢+ so gewéhlt, dass m kein minimales Primide-
al iiber pr_1 + (f1,..., fi—1), aber ein minimales Primideal {iber p,_; +
(fi,..., fiz1, fi) ist. Dabei ist ¢ zwischen 1 und n. Wir betrachten die Situati-
on modulo pk,1—|—(f1, cey fifl)- Das Primideal m ist in R/pk,1+(f1, Cey fifl)
ein minimales Primoberideal zu (f;). Nach dem Krullschen Hauptidealsatz
besitzt m in diesem Ring die Hohe 1 (die Hohe 0 ist wegen der Nichtminima-
litdt ausgeschlossen). Es sei ¢ ein minimales Primoberideal

pr—1+ (fi,-o, fis1) € g Cm.

Da m minimal iiber q + (f;) ist, besitzen diese beiden Ideale das gleiche
Radikal. D.h. es gibt einen Exponenten m derart, dass f* € q+(f;) fiir alle
J gilt. Wir schreiben dies fiir j # 4 als fi" = g; + h;f; mit g; € q. Wir
betrachten das Ideal

Dabei muss ¢ ein minimales Primoberideal sein, da m ein minimales Primo-
berideal zu (g;, j # %) + (f;) ist. Nach Induktionsvoraussetzung ist die Hohe
von q hochstens n — 1 und somit ist die Hohe von m hochstens n. U

SATZ 18.8. Es sei R ein kommutativer noetherscher Ring und p C R ein
Primideal der Héhe d. Dann gibt es Elemente

flv"'afd g p

derart, dass p ein minimales Primideal dber (fi,..., fa) ist.
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Beweis. Wir fiithren Induktion nach d, bei d = 0 liegt ein minimales Prim-
ideal (iiber 0) vor. Sei d > 1 und die Aussage fiir kleinere Hohen bewiesen.
Es seien pq,...,p, die minimalen Primideale von R, die in p enthalten sind.
Dann gibt es nach Lemma Anhang 15.1 ein

fe p\Upj-

Wir betrachten das Primideal p in R/(f). Dain R/(f) nach Konstruktion die
minimalen Primideale py, ..., p, nicht iiberleben, besitzt p dort eine Hohe <
d—1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Elemente ¢1,...,94.1 € R/(f),
iber denen p minimal ist. Seien f; Représentenaten der g;. Dann ist p in R
minimal iiber fi,..., fo_1, f. O

KOROLLAR 18.9. Es sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring der Dimension
d. Dann gibt es Elemente f1,..., fs € m mit

rad(fla s 7fd) = m.
Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 18.8. O

Elemente fi, ..., fq nennt man auch Parameter des lokalen Ringes. Geome-
trisch (d.h. bis auf das Radikal) kann man also in jedem lokalen noetherschen
Ring das maximale Ideal durch d Elemente beschreiben.
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