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Singularititentheorie

Vorlesung 16

Wir besprechen in dieser Vorlesung Vorbereitungen, um die Multiplizitét
einer Singularitédt als Eigenschaft des lokalen Ringes algebraisch erfassen zu
konnen.

Graduierte Moduln

DEFINITION 16.1. Es sei R = @,., R4 ein kommutativer Z-graduierter
Ring. Ein R-Modul M mit einer direkten Summenzerlegung

M = P M,
deZ

wobei die My Moduln iiber Rj sind und wobei die Skalarmultiplikation die
Eigenschaft

Rd . Me g Md+e
fiir alle d,e € Z erfiillt, heiflt Z- graduierter Modul iiber R.

Dabei heifit M, die d-te Stufe des Moduls. Wenn R; = 0 bzw. M, = 0 fiir
negative d ist, so spricht man N-graduierten Ringen bzw. Moduln. Wenn

Ry = K

ein Korper ist, so sind samtliche Stufen M,; Vektorrdume iiber K. Ein Z-
graduierter Ring R ist ein graduierter Modul iiber sich selbst. Ebenso ist
jedes homogene Ideal (also ein von homogenen Elementen erzeugtes Ideal)
I C R ein graduierter Untermodul und

R/I = @ Ra/14

deZ

ist ein graduierter Restklassenmodul.

DEFINITION 16.2. Es sei R = @, , R4 ein kommutativer Z-graduierter
Ring und seien M = @,., Mg und N = €, Na graduierte Moduln iiber
R. Ein R-Modulhomomorphismus

p: M — N
heifit homogen, wenn @(M,) C Ny fur alle d € Z gilt.
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Manchmal nennt man die vorstehenden Homomorphismen auch graduierte
Homomorphismen vom Grad 0 und nennt auch solche Homomorphismen ho-
mogen, bei denen der Grad um eine bestimmte Zahl verschoben wird. Solche
Verschiebungen kann man aber auch durch Verschiebungen in der Graduie-
rung beschreiben.

DEFINITION 16.3. Es sei R = @, Rq ein kommutativer graduierter Ring
und M = @, Mg ein Z-graduierter Modul iiber R. Zu n € Z versteht
man unter M (n) den gleichen, aber mit der Graduierung

(M(n))y = Mnia

versehenen Modul. Man nennt ihn den um den Grad n verschobenen Modul.

Speziell spielen die R(n) eine wichtige Rolle. Wenn v € M ein homogenes
Element vom Grad d eines graduierten R-Moduls ist, so gehort dazu der
homogene Modulhomomorphismus

R(—d) — M, 1 +— f.

LEMMA 16.4. Es sei R = @,., Rq ein kommutativer Z-graduierter Ring
und M = @ ., My ein Z-graduierter Modul iber R. Wenn M ein endlich
erzeugter R-Modul ist, so wird er auch von endlich vielen homogenen Elemen-
ten erzeugt und es gibt einen surjektiven homogenen Modulhomomorphismus
der Form

Beweis. Siehe Aufgabe 16.4. O

Die Hilbertfunktion

DEFINITION 16.5. Es sei R ein standard-graduierter Ring iiber einem Kérper
Ry = K. Essei M ein Z-graduierter Modul iiber R mit der Eigenschaft, dass
die homogenen Stufen M, endlichdimensionale K-Vektorrdume sind. Dann
nennt man die Funktion

Hy: 7 — Z, n — dimg (M,,),
die Hilbertfunktion zu M.

BEISPIEL 16.6. Sei R = K[Xy,...,X,,] der Polynomring in m Variablen
iiber einem Korper K. Dann gibt es nach Aufgabe 4.6 genau (”jn"jzl) Monome
vom Grad n. Dies ist somit die K-Vektorraumdimension der n-ten Stufe des

standard-graduierten Polynomringes. Die Hilbertfunktion des graduierten R-
Moduls R ist also

Hy(n) — <n+m—1>

m—1



m+m-—1)---(n+1)
(m—1)!
1

- (m — 1)!nm71 + ﬁnm2 + kleinere Terme.

Insbesondere ist die Hilbertfunktion ein Polynom mit Koeffizienten aus Q,
das aber an jeder natiirlichen Stelle eine natiirliche Zahl als Wert besitzt.

In einer Variablen ist Hg konstant = 1, in zwei Variablen ist Hg(n) = n+1,
in drei Variablen ist Hg(n) = % = n? + 2n + 1, in vier Variablen

ist Hg(n) = "0l — s 42 4 Wy g

LEMMA 16.7. Es sei R ein standard-graduierter Ring diber einem Kérper
Ry = K und sei M ein endlich erzeugter Z-graduierter Modul iiber R. Dann
sind die homogenen Stufen M, endlichdimensionale K -Vektorrdume.

Beweis. Zunéchst ist R ein Restklassenring eines standard-graduierten Po-
lynomringes und somit sind die homogenen Stufen von R nach Beispiel 16.6
endlichdimensional. Nach Lemma 16.4 gilt dies auch fiir die Stufen des Mo-
duls. O

DEFINITION 16.8. Eine Funktion f: Z — Z heif3t von polynomialen Typ,
wenn es ein Polynom P € Q[X] und ein np € N mit f(n) = P(n) fiir alle
n > ng gibt.

LEMMA 16.9. Sei R ein standard-graduierter Ring tber einem Korper Ry =
K und ser M ein endlich erzeugter graduierter R-Modul. Dann ist die Hil-
bertfunktion Hy; von polynomialem Typ.

Beweis. Zunéchst sind nach Lemma 16.7 die Stufen M, endlichdimensional,
so dass die Hilbertfunktion wohldefiniert ist. Nach Voraussetzung ist das
irrelevante Ideal R, = €, Rq endlich erzeugt, und zwar wird es von Ele-
menten aus R; erzeugt. Wir fithren Induktion iiber die Erzeugendenanzahl
r dieses Ideals. Bei r = 0 ist R = Ry = K ein Korper und M ist als
ganzes ein endlichdimensionaler Vektorraum. Deshalb sind alle Stufen M, zu
hinreichend grofen d gleich 0. Zum Induktionsschluss sei Ry = (f1,..., f-)
und M ein endlicher erzeugter graduierter R-Modul. Der Restklassenring
S = R/(f,) ist ebenfalls standard-graduiert und sein irrelevantes Ideal be-
sitzt einen Erzeuger weniger, auf ihn kénnen wir also die Induktionsvorausset-
zung anwenden. Der Restklassenmodul N = M/(f,)M ist (ein graduierter
R- und damit auch) ein graduierter S-Modul. Folglich gibt es ein Polynom

Q € QX]
mit Hy(d) = Q(d) fur d hinreichend grofl. Es liegt eine exakte Sequenz
0— L={meM|f m=0— M-I MQ1) — (M/f,M) (1) — 0

von graduierten endlich erzeugten R-Moduln vor. Dabei ist der Modul links
ebenfalls ein S-Modul, und somit gibt es nach Induktionsvoraussetzung ein
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weiteres Polynom 7' € Q[X] mit Hy(d) = T(d) fiir d hinreichend grofi. Da
sich die Vektorraumdimensionen fiir exakte Komplexe von K-Vektorrdumen
additiv verhalten, gilt

Hy(d+1) — Hy(d) = Hy(d) — H (d) = Q(d) — T(d)

fiir d hinreichend grof8. Ab einem gewissen dy verhélt sich also der Zuwachs
von Hs(d) polynomial und daher ist nach Lemma Anhang 9.4 die Funktion
H s (d) selbst polynomial. O

LEMMA 16.10. Es sei FF € P = K[Xy,...,Xp] ein homogenes Polynom
# 0 vom Grad d. Dann ist die Hilbertfunktion von R = K[X1,..., Xu]/(F)
gleich (die zweite Gleichung gilt fiir n > d)

d

Hr(n) = Hp(n) — Hp(n —d) = mnm_2 + kleinere Terme.

Beweis. Es liegt eine kurze exakte Sequenz von graduierten P-Moduln

0—>P(—d)i>P—>R—>0

und damit auch fiir jede Stufe eine kurze exakte Sequenz von endlichdimen-
sionalen K-Vektorrdumen

0—>Pn_di>Pn—>Rn—>0

vor. Daher gilt
Nach Beispiel 16.6 ist

n+m—1
Hp(n) = ( m—1 )

fiir n > 0. Somit ist fiir n > d
Hgr(n) = Hp(n)— Hp(n—d)

_ (n+tm-=1\ (n—-d+m-—1

- ( m—1 ( m—1

_ (n+m-1)---(n+1) (—d+m—-1)---(n—d+1)

B (m —1)! - (m —1)!

- (mil)! (m(mQ_ 1)+<m_1)d_m(mQ—1)) n™2 + kleinere Terme

= (m = 2)!nm*2 + kleinere Terme.

i

Aufgrund von Lemma 16.9 ist die folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION 16.11. Es sei R ein standard-graduierter Ring iiber einem Kor-
per Ry = K und sei M ein endlicher erzeugter Z-graduierter Modul iiber R.
Dann nennt man das eindeutig bestimmte Polynom

Py € QX]
mit Hy(n) = Py(n) fir n > 0 das Hilbertpolynom zu M.
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DEFINITION 16.12. Es sei R ein standard-graduierter Ring iiber einem Kor-
per Ry = K und sei M ein endlicher erzeugter Z-graduierter Modul iiber R.
Das Hilbertpolynom zu M habe die Form

Py(d) = cpd™ + -+ ond + ap
mit o, # 0. Dann nennt man
e(M) :=m!-ap
die Multiplizitdt von M.

Wenn das Hilbertpolynom das Nullpolynom ist, so betrachtet man ).,
dimg (M;) als die Multiplizitdt. Diesen Ausnahmefall kann man umschiffen,
wenn man das kumulative Hilbertpolynom betrachtet, siehe die Aufgaben.

SATZ 16.13. Die Multiplizitit des Polynomringes tiber einem Kdrper ist 1.

Beweis. Nach Beispiel 16.6 ist das Hilbertpolynom eines Polynomringes in m

Variablen gleich mnm‘l + mnm* + kleinere Term. Multiplikation

des Leitkoeffizienten mit der Fakultdt des Grades ergibt 1. g

SATZ 16.14. Es sei F € P = K[Xy,...,X,,] ein homogenes Polynom # 0
vom Grad d. Dann ist die Multiplizitat von R = K[Xy,..., Xn]/(F) gleich
d.

Beweis. Dies folgt aus der expliziten Berechnung in Lemma 16.10. U

SATZ 16.15. Es sei R ein standard-graduierter Ring tiber einem Korper Ry =
K und sei M ein endlicher erzeugter Z-graduierter Modul iber R. Dann ist
die Multiplizitdt von M eine natiirliche Zahl.

Beweis. Diese Eigenschaft gilt nach Korollar Anhang 9.6 fiir jede Funktion
von polynomialen Typ. Il
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