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Singularitéitentheorie
Vorlesung 15

Die Multiplizitat

Es sei
f c K[Xl,,Xn]
mit der homogenen Zerlegung (in der Standardgraduierung)

f=> fa
d

Es sei f(0) = 0, d.h. der konstante Term f; sei 0.

Wir interessieren uns dafiir, wie das Schnittverhalten von V' (f) mit einer
Geraden G C K™ aussieht. Ein Extremfall ist, dass die Gerade ganz auf
V(f) liegt, das kann bei f # 0 (was wir annehmen) nicht fiir alle Geraden
gelten (bei einem unendlichen Korper). Eine jede Gerade lidsst sich durch
einen Aufpunkt und einen Richtungsvektor parametrisieren, d.h. sie ist das
Bild einer affin-linearen Abbildung

a by
a: K — K" t—t| | +
an b,
mit
ay
# 0.
Qn,

Wir betrachten die Hintereinanderschaltung
K%Kk LK.
Daraus sieht man, dass fiir einen Punkt ¢ € K genau dann

at) = V(f) = f7(0)
gilt, wenn t eine Nullstelle des Polynoms f(aq,. .., ;) in der einen Variablen
t ist. Den Durchschnitt von G mit V(f) erhdlt man also dadurch, dass man
die Nullstellen von f (a1, ..., a,) beschreibt. Der Extremfall G C V/(f) liegt
genau dann vor, wenn die Einsetzung f, := f o « das Nullpolynom ist.
Andernfalls hat nach Korollar 19.9 (Lineare Algebra (Osnabriick 2017-2018))
die Einsetzung maximal so viele Nullstellen, wie der Grad des eingesetzten
Polynoms angibt. Uber einem algebraisch abgeschlossenen Korper stimmt die
Anzahl der mit Vielfachheiten gezéhlten Nullstellen mit dem Grad {iberein.
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BEISPIEL 15.1. Wir betrachten die Neilsche Parabel V (X? — Y?3) C K? und
bestimmen die Durchschnitte mit den Geraden G, die durch

. aq b1 . (llt + bl
o= ()es () - ()
parametrisiert sind. Die Einsetzung ergibt die Bedingung
—a3t® + (ai — 3a3bs) t* + (2a1b1 — 3agb3) t + b7 — b3 = 0

fiir t. Bei as = 0 hat dies den Grad 2, andernfalls den Grad 3. Die Nullstellen
dieses Polynoms und ihre Vielfachheiten variieren mit den Parametern der

Gerade. Die Gerade
2t +1
ot) = |14 41
fithrt beispielsweise zu

B+t = —t (t_\/5+1> <t—ﬂ>

2 2

mit drei einfachen Nullstellen, die Gerade
_(t+1
ple) = <t + 1)

322 —t = —t(t+1)
mit der doppelten Nullstelle bei ¢ = —1. Eine Gerade durch den Nullpunkt

kann man als
a(t) = <Z;>t

ansetzen, was zur Bedingung

—d8 4 = 0

fithrt hingegen zu

fithrt. Hierbei ist

t=20
stets eine zumindest doppelte Nullstelle und bei a; = 0 sogar eine dreifache
Nullstelle.

Das folgende Lemma beschreibt den Grad der eingesetzten Polynome f,?

LEMMA 15.2. Es sei K ein Korper und f € K[X3,...,X,] ein von 0 ver-
schiedenes Polynom vom Grad m. Es sei a(t) = at+0b die Parametrisierung
einer Geraden im K™. Dann ist

fa = fOOé = Zgj(al,...,an,bl,...,bn)tj
j=0

mit Polynomen g; in den 2n Variablen a;, b;. Insbesondere hat foa hédchstens
den Grad m. Wenn K ein unendlicher Korper ist, so haben auferhalb einer
algebraisch definierten Teilmenge des K** die Einsetzungen den Grad m.



Beweis. Es ist

mit
fd = Z C,/XV.
v:|v|=d

Die Einsetzung fiir ein Monom X" ergibt nach dem Distributivgesetz

aftcoearr = (gt + bl)yl -+ (ant "“ bv‘l)yn
v|—1
— a11/1 Ce a;ntyl-i_m—'—yn + Z hj(alv <oy Qpy, bl’ ce ’bn)t]
=0

mit Polynomen h; in den a;,b;. Die Monome von einem bestimmten Grad
tragen nach der Einsetzung zu diesem Grad und zu den kleineren Graden
bei, aber nicht zu einem héheren Grad. Daher hat f, maximal den Grad m
und sein Leitkoeffizient (vorausgesetzt, dass dieser Term nicht 0 ist), ist

Z c,d” = fulay, ... a,).

[v|=m

Wegen f,, # 0 gibt es (bei K unendlich) Punkte (aq,...,a,) € K" mit
fm(ala s aa"n) 7é 07

und dies gilt auf der Zariski-offenen Menge V' (f,,) im Parameterraum. O

Das vorstehende Argument zeigt insbesondere, dass bei Geraden durch dem
Nullpunkt, die man ja mit Aufpunkt 0 ansetzen kann, die homogenen Kom-
ponenten der Einsetzungen sich direkt aus den homogenen Komponenten von
f ergeben.

DEFINITION 15.3. Zu einem Polynom f € R[X},...,X,] (iiber einem kom-
mutativen Ring R) mit homogener Zerlegung f = >, fq nennt man den
minimalen Grad d mit f; # 0 der Untergrad von f.

Wie wirkt sich der Untergrad auf das Schnittverhalten mit Geraden aus?

SATZ 15.4. Es sei K ein Korper und f € K[Xy,...,X,] ein von 0 verschie-
denes Polynom vom Untergrad k. Es sei a(t) = at die Parametrisierung
einer Geraden im K™ durch den Nullpunkt. Dann ist 0 € K eine Nullstelle
von [ o, dessen Vielfachheit zumindest k ist (was den Fall, dass f o« das
Nullpolynom ist, mit einschlieffen mag). Wenn K ein unendlicher Korper ist,
so st die Vielfachheit dieser Nullstelle aufferhalb einer algebraisch definierten
Teilmenge des K™ genau k.

Beweis. Sei
f=fitfomt+ -+ fn
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mit fr, = >, - X" # 0. Wie aus dem Beweis zu Lemma 15.2 im homo-
genen Fall ( b = 0) ersichtlich ist, hdngen die homogenen Komponenten der
Einsetzung nur von den homogenen Komponenten von f ab. Insbesondere

ist
(foa), = froa = Z c,a’t?
|v|=k
und (foa), = 0 fur £ < k. Somit ist 0 eine zumindest k-fache Nullstel-
le von f o «, und genau dann eine k-fache Nullstelle, wenn der Koeffizient
ZM:k c,a’tk nicht 0 ist. Diese Bedingung ist auf einer nichtleeren offenen
Teilmenge des K" erfiillt. U

Die Aussage im vorstehenden Satz, dass eine Eigenschaft (ndmlich das
Schnittverhalten) fiir alle Geraden gilt, die durch eine nichtleere Zariski-
offene Menge parametrisiert werden, driickt man héufig durch die Formulie-
rung aus, dass sie fiir die generische Gerade gilt. Man sagt dann kurz, dass
f auf der generischen Gerade durch den Nullpunkt die Vielfachheit k& be-
sitzt. Entsprechende Formulierungen gibt es nicht nur fiir Geraden, sondern
generell fiir Objekte, die durch einen affinen Parameterraum oder eine affine
Varietét parametrisiert werden.

KOROLLAR 15.5. FEs sei K ein unendlicher Korper und f € K[Xq,...,X,]
ein von 0 verschiedenes Polynom mit f(0) = 0. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

(1) 0 ist ein glatter Punkt von f.

(2) Der Untergrad von f ist 1.

(3) Fir eine nichtleere Zariski-offene Teilmenge U C K™ ist fir jede
Gerade at mit Richtungsvektor a € U die 0 eine einfache Nullstelle
des Polynoms f(ait, ..., ant).

Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (ii) folgt unmittelbar, da die Jacobi-
Matrix im Nullpunkt direkt aus dem linearen Term von f ablesbar ist. Die
Aquivalenz von (ii) und (iii) ergibt sich aus Satz 15.4, da der Durchschnitt
von zwei nichtleeren offenen Teilmengen im K™ nichtleer ist. U

Wir besprechen nun Besonderheiten des Schnittverhaltens mit Geraden iiber
den komplexen Zahlen. Eine wichtige Rolle spielt dabei die sogenannte Ste-
tigkeit der Nullstellen.

SATZ 15.6. Es sei f € C[Xy,...,X,] ein von 0 verschiedenes Polynom vom
Untergrad k. Dann gibt es offene Ballumgebungen
0e€ U(0,c) CUMO,d CC"

und eine nichtleere Zariski-offene Menge U C C™ derart, dass alle affin-
linearen Geraden at + b, die durch a € U parametrisert sind und die den
Ball U (0,c¢) treffen, innerhalb von U (0,d) die Hyperfliche V(f) mit Ge-
samtuvielfachheit k schneiden.
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Beweis. Es sei m der Grad von f und k£ der Untergrad von f. Essei U C C"
eine Zariski-offene Menge mit der Eigenschaft, dass die Einsetzungen f o «

451
zu den Geraden durch den Nullpunkt | : | ¢ zum Parametertupel
Qp
ay
ceU
Qp,

den Grad m und den Untergrad k besitzen. Eine solche Menge gibt es auf-
grund von Lemma 15.2 und Satz 15.4. Das normierte eingesetzte Polynom
hat die Gestalt

Z g; al,...,an,bl,...,bn)tj

gm(ay, ... an,b1,...,0p)

wobei g, auf U nullstellenfrel und unabhéngig von den b; ist. Fiir einen fi-
xierten Parameter (ay,...,a,,0,...,0) mit (ay,...,a,) € U besitzt dieses
Polynom in 0 eine Nullstelle der Vielfachheit k. Nach dem Satz iiber die
Stetigkeit der Nullstellen gibt es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 mit der Ei-
genschaft, dass jedes normierte Polynom vom gleichen Grad, das (durch U
parametrisiert ist und) die Koeffizientenbedingungen

gj(ay,...,a,,0,...,0) B gj(ay, ... al, by, ... by) <5
gm(ar,...,a,,0,...,0)  gm(al,...,a,,b1,....b,)| —
fir alle j = 0,...,m — 1 erfiillt, in U (0, €) mindestens k£ Nullstellen mit Ge-
samtvielfachheit &k besitzt. Da diese rationalen Koeffizientenfunktionen g; /gy,
stetig sind, gibt es zu jedem (ay,...,a,) € U ein s > 0 derart, dass fur

d((ay,...,an,0,...,0),(a},...,al,by,....b,)) < s

die zugehorigen Koeffizientenfunktionen diese Abstandsbedingung und die
zugehorigen Geraden a't + b daher die Schnittbedingung erfiillen, dass sie
in der e-Umgebung des Nullpunktes insgesamt zumindest k& Schnittpunkte
haben. |

BEMERKUNG 15.7. Zu einem Punkt P € V(f) C K" ist nach Satz 15.4
die Vielfachheit von f an P auf einer generischen Geraden durch den Punkt
P gleich dem Untergrad von f in dem Punkt. Der Untergrad wird dabei
bestimmt, indem man f um den Punkt P entwickelt, also den Punkt in den
Nullpunkt verschiebt. Wenn K unendlich ist, so hat diese Zahl eine unmittel-
bare geometrische Bedeutung, ndmlich eben die Vielfachheit des Schnittes.
Diese Bedeutung ist der historische Ausgangspunkt fiir das Konzept Multi-
plizitdt, das ein wichtiges Singularitdtsmaf ist, wie Korollar 15.5 zeigt. Eine
algebraisch solidere Beschreibung dieser Invariante, die nicht nur fiir Hyper-
flachen funktioniert und die nur vom lokalen Ring der Varietédt im Punkt P
abhéngt, beruht auf der Hilbertfunktion von graduierten Moduln.
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