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Singularitéitentheorie

Vorlesung 12

Der Modul der Kihler-Differentiale

Der Tangentialraum zu einer polynomialen Abbildung f: A% — A mit
dem Nullstellengebilde V' = V(f,..., f;n) € A% an einem Punkt P € V
ist

TpV = kern (Jak(fi,..., fm)p) = {v € A%| Jak(fi,..., fm)p(v) =0}.

Wenn P ein reguldrer Punkt der Abbildung ist und man den Satz iiber im-
plizite Abbildungen anwenden kann, so handelt es sich um einen linearen
Unterraum, dessen Dimension mit der (Mannigfaltigkeits-)Dimension von V'
iibereinstimmt. Diese Konstruktion ist extrinsisch, sie hiangt von der Einbet-
tung von V' in den affinen Raum ab. Wir mo6chten eine intrinsische Version
des Tangentialraumes vorstellen, der nur von V' bzw. dem affinen Koordina-
tenring abhéngt. Dazu fithren wir den Modul der Kahler-Differentiale ein,
der fiir jede R-Algebra A eine duale Version des Tangentialraumes liefert.

DEFINITION 12.1. Es sei R ein kommutativer Ring, A eine kommutative
R-Algebra und M ein A-Modul. Dann heifit eine R-lineare Abbildung

0: A—M
mit
d(ab) = ad(b) + bé(a)
fir alle a,b € A eine R- Derivation (mit Werten in M).

Die dabei verwendete Regel nennt man Leibniz-Regel. Oft ist M = A. Fiir
den Polynomring A = R[X1,..., X,] sind beispielsweise die i-ten (formalen)
partiellen Ableitungen 5

0X;
R-Derivationen von A nach A. Die Menge der Derivationen von A nach M
ist in natiirlicher Weise ein A-Modul. Er wird mit Derg (A, M) bezeichnet.

DEFINITION 12.2. Es sei R ein kommutativer Ring und A eine kommutative
R-Algebra. Der von allen Symbolen d(a), a € A, erzeugte A-Modul, modulo
den Identifizierungen

d(ab) = ad(b) + bd(a) fir alle a,b € A
und
d(ra+ sb) = rd(a) + sd(b) fiir alle r,s € Rund a,b € A,
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heifit Modul der Kdihler-Differentiale von A iiber R. Er wird mit

Qar

bezeichnet.

Bei dieser Konstruktion startet man also mit dem freien A-Modul F' mit da,
a € A als Basis und bildet den A-Restklassenmodul zu demjenigen Unter-
modul, der von den Elementen

d(ab) — ad(b) — bd(a) (a,b € A)
und
d(ra + sb) —rd(a) — sd(b) (r,s € R und a,b € A)
erzeugt wird. Die Abbildung
d: A— Qug, a — d(a) = da,

heilt die universelle Derivation. Man priift sofort nach, dass es sich um eine
R-Derivation handelt.

LEMMA 12.3. Sei R ein kommutativer Ring und A eine kommutative R-
Algebra. Dann besitzt der A-Modul Q4 r der Kdhler-Differentiale die folgende
universelle Figenschaft. Zu jedem A-Modul M und jeder R-Derivation

0: A— M
gibt es eine eindeutig bestimmte A-lineare Abbildung
€: QA|R — M

miteod=29.

Beweis. Fiir jedes da, a € A, muss €(da) = 6(a) sein. Da die da ein A-
Modul-Erzeugendensystem von {24z bilden, kann es maximal nur einen sol-
chen Homomorphismus geben. Sei F' der freie Modul zur Basis da, a €
A. Die Zuordnung é(da) = d&(a) legt nach dem Festlegungssatz einen A-
Modulhomomorphismus

e: F—M
fest. Es ist Qqp = F /U, wobei U der von den Elementen erzeugte Un-
termodul ist, die die Leibnizregel und die Linearitdt ausdriicken. Da 0 eine

Derivation ist, wird U unter ¢ auf 0 abgebildet. Daher gibt es nach dem
Homomorphiesatz eine eindeutige A-lineare Abbildung

€ Qur=F/U—M
mit

€(da) = é(da) = d(a).
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Diese Aussage kann man auch so ausdriicken, dass eine natiirliche A-Modul-
isomorphie

DerR (A, M) = HOHIA (QA|R, M)
vorliegt. Insbesondere ist
Derg (A, A) = Homyu (QA|R,A) = Qur",
wobei rechts der Dualmodul genommen wird.

LEMMA 12.4. Sei R ein kommutativer Ring, A eine kommutative R-Algebra
und Qq g der Modul der Kdhler-Differentiale. Dann gelten folgende Eigen-
schaften.

(1) Esist dr = 0 fir aller € R.
(2) Man kann
Qur
als den Restklassenmodul des freien A-Moduls zur Basis da, a € A,
modulo dem Untermodul, der von den Leibnizrelationen und von dr,
r € R, erzeugt wird, beschreiben.

(3) Bei A = Rlzy,...,x,) ist du;, i = 1,...,n, ein A-Modulerzeugen-
densystem von €.

(4) Sei A = Rlxy,...,x,] = R[Xy,...,X,]/a. Fir ein Polynom F €
R[X1,...,X,] und das zugehorige Element f = F (x1,...,x,) € A
gilt in Qg die Beziehung

or oF
df = a—xl(xl, coy Tp)dxy -+ a—xn(xl, e Ty )Ty,
wobei % die i-te partielle Derivation bezeichnet.

(5) Zu einem kommutativen Diagramm

R — S
{ {
A 2 B,

wobei die Pfeile Ringhomomorphismen reprdsentieren, gibt es eine
eindeutig bestimmte A-lineare Abbildung

Qar — Qpjg, da — dp(a).
Beweis. (1) Sei r € R. Wegen der R-Linearitét ist d(rl) = rd(1). We-
gen der Produktregel ist
d(l) = d(1-1) = 1d(1) + 1d(1),

so dass durch Subtraktion d(1) = 0 folgt.
(2) Wir zeigen, dass der in Frage stehende Untermodul V' mit dem Un-
termodul U iibereinstimmt, der von allen Leibnizrelationen und von



den Linearitétsrelationen erzeugt wird. Nach Teil (1) ist die Inklu-
sion V. C U Kklar. Fiir a,b € A und r,s € R gilt modulo V die
Gleichheit

d(ra + sb) = d(ra) + d(sb) = rda+ adr + sdb+ bds = rda + sdb,

so dass also auch die Linearitétsrelationen zu V' gehdren.

(3) Dies folgt aus der Linearitét und der Leibnizregel.

(4) Beide Seiten sind R-linear, so dass es geniigt, die Aussage fiir Mono-
me zu zeigen. Fiir Monome beweist man die Aussage durch Induk-
tion iiber den Gesamtgrad des Monoms.

(5) Da B iiber p: A — B eine A-Algebra ist, ist auch Q2|5 ein A-Modul.
Die Verkniipfung

A% B -5 Qg
ist eine R-Derivation, wie man unmittelbar nachrechnet. Aufgrund
der universellen Eigenschaft von 4 gibt es eine eindeutig be-
stimmte A-lineare Abbildung
P: QA|R — QB\S
mit dy(a) = @(da).
O
LEMMA 12.5. Es sei R ein kommutativer Ring und A = R[Xy,...,X,]

der Polynomring in n Variablen tiber R. Dann ist der Modul der Kdhler-
Differentiale der freie R-Modul zur Basis

dXy,dXs,...,dX, .
Die universelle Derivation ist beziiglich dieser Basis durch
oF oF
A— AdX;®---® AdX,, F dF = —dX; + -+ + =—dX,,
1B P — oX, 1+t e

gegeben.

Beweis. Es sei G der von den Symbolen dX; erzeugte freie R-Modul. Die
Abbildung

@: G —Q AlR;
die das Basiselement d.X; auf das Differential d.X; schickt, ist nach Lemma
12.4 (3) surjektiv. Die i-te partielle Ableitung

0 oF

A A F —

ox, T T axy

ist eine R-Derivation, so dass es aufgrund der universellen Eigenschaft des
Moduls der Differentialformen eine A-lineare Abbildung

Di: QA\R — A
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mit d o p; = % gibt. Dabei ist p;(dX;) = 1 und p;(dX;) = 0 fiir j # i.
Diese Abbildungen ergeben zusammen eine A-lineare Abbildung

p=p1 X Xpy: Qur — A" =G,
fiir die po ¢ = Idg gilt. Daher ist ¢ auch injektiv. U

Im Allgemeinen ist der Modul der Kéahler-Differentiale nicht frei. Wenn R
ein Korper und A der lokale Ring zu einem Punkt auf einer Varietét ist, so
charakterisiert die Freiheit des Moduls sogar, dass der Punkt glatt ist, siehe
Satz 21.6 und Satz 21.7.

LEMMA 12.6. FEs sei R ein kommutativer Ring, A eine kommutative R-
Algebra und S C A ein multiplikatives System. Dann ist

QAs\R = (QAlR)s'
Beweis. Siehe Aufgabe 13.9. U

LEMMA 12.7. Es sei R ein kommutativer Ring und es seien A und B kom-
mutative R-Algebren und
v: A— B
ein R-Algebrahomomorphismus. Dann ist die Sequenz
QA|R ®X®4 B —> QB|R — QB|A — 0

von B-Moduln exakt. Dabei geht da ® b auf bdp(a) und db (in Qpr) auf db
(in QB|A)-

Beweis. Die Surjektivitit rechts ist klar. Zur Exaktheit an der zweiten Stelle
verwenden wir die Beschreibung aus Lemma 12.4 (2). Die beiden Moduln
Qpja und Qp|r besitzen das gleiche Erzeugendensystem und auch die Leib-
nizrelationen sind fiir beide gleich. Der Modul {2p4 ergibt sich aus Qpr
gerade dadurch, dass man den von den da, a € A, erzeugten B-Untermodul
zu 0 macht. Dieser Untermodul ist genau das Bild der Abbildung links. [J
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