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Singularitdtentheorie
Vorlesung 1

Der Satz iiber implizite Abbildungen

Wir erinnern an den Satz iiber implizite Abbildungen, wie er in der Analysis
IT vorkommt.

SATz 1.1. Sei G C R"™ offen und sei
p: G — R™
eine stetig differenzierbare Abbildung. Es sei P € G und es sei
Z = o7 (p(P))
die Faser durch P. Das totale Differential (D), sei surjektiv. Dann gibt es

eine offene Menge P € W, W C G, eine offene Menge V- C R"™™ und eine
stetig differenzierbare Abbildung

v V—W
derart, dass (V) C ZNW ist und ¢ eine Bijektion
bV — ZOW

induziert. Die Abbildung 1 ist in jedem Punkt Q € V' requldr und fiir das
totale Differential von v gilt

(DSO)¢(Q) © (D1/))Q = 0.

Das total Differential wird beziiglich der Standardbasen des R™ bzw. des R™
durch die Jacobi-Matrix

%%(P) ggf—i(P)
%%T(P) %%’:(P)

beschrieben. Damit das totale Differential (Dy), surjektiv sein kann, muss
n > m gelten. In diesem Fall ist es das ,typische Verhalten®, dass (Dy),
surjektiv ist und dass man daher den Satz anwenden kann. Der Satz iiber
implizite Abbildungen gibt Anlass zu einer ganzen Theorie von geometrischen
Objekten, den Mannigfaltigkeiten. Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist
ein topologischer Raum, der lokal wie eine offene Menge des R™ aussieht (und
wobei die Ubergangsabbildungne stetig differenzierbar sein miissen). Der Satz
iiber implizite Abbildungen besagt, dass die regularen Punkte einer Faser eine
Mannigfaltigkeit bilden. Wenn man statt R die komplexen Zahlen C zugrunde
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legt, und die komplexe Differenzierbarkeit fordert, so gilt auch die komplexe
Version des Satzes. Die Fasern sind dann komplexe Mannigfaltigkeiten.

Wir betrachten die geometrische Relevanz des Satzes in kleinen Dimensionen.
Schon der Fall m = 1 und n = 2 ist sehr aussagekriftig, wir formulieren
ihn explizit.

a4

Die Nullstellenmenge zu y? = 23

heif3t Neilsche Parabel.
KOROLLAR 1.2. Sei

Die Nullstellenmenge zu y? = 22 + 23.

0: R? — R
eine stetig differenzierbare Abbildung, sei P € R? und sei Z = ¢ ' (p(P))
die Faser durch P. Die Jacobimatriz (01p(P), O2p(P)) sei surjektiv. Dann
gibt es eine offene Menge P € W, W C R?, ein offenes Intervall V. C R!
und eine stetig differenzierbare Abbildung

v V— W
derart, dass (V) C ZNW ist und 1 eine Bijektion
v V—ZNW

induziert.

Hier kann man sich vorstellen, dass ¢ ein Gebirge iiber der Ebene beschreibt,
die Fasern sind dann die Hohenlinien und der Satz besagt, dass diese in re-
guldren Punkten lokal wie ein Graph zu einer stetig differenzierbaren Funk-
tion in einer Variablen aussehen.

Eine Verallgemeinerung des letzten Satzes davon ist durch eine stetig diffe-
renzierbare Abbildung

F: R" —R
gegeben. Die Menge F~!(b) nennt man auch eine Hyperfliche. In einem re-
guldren Punkt, wenn man also den Satz iiber implizite Abbildungen anwen-
den kann, sieht eine solche Hyperfliche lokal wie eine offene Teilmenge des
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R"~! aus. Die ,Dimension® dieses geometrischen Objektes ist also um 1 klei-
ner als die des umgebenden Raumes R"™. Dies ist mit ,Hyper® gemeint, bei

n =3

ist eine Hyperfliache eine Flache.

2

Das Nullstellengebilde zu 22 = 2% + 9/ ist eine Fliche im Raum, man spricht von
einem Doppelkegel. Geméfl dem Satz iiber implizite Abbildungen ist es auflerhalb
der Kegelspitze eine zweidimensionale reelle Mannigfaltigkeit. In der Kegelspitze
ist es aber definitiv keine Mannigfaltigkeit. Wenn man némlich die Spitze aus
dem Doppelkegel herausnimmt, so zerfillt dieser in zwei
Zusammenhangskomponenten, wihrend ein zweidimensionaler offener Ball, aus
dem man einen Punkt herausnimmt, zusammenhéngend bleibt.

Singualritidten

Wir interessieren uns dafiir, was man iiber die Faser in den nichtreguliren
Punkten aussagen kann, also in den Ausnahmepunkten, wo der Satz iiber
implizite Abbildugnen nicht anwendbar ist. Dabei werden wir die Funktionen
F;, die die Faser festlegen, typischerweise als Polynome ansetzen, so dass sie
beliebig oft differenzierbar sind und auf dem gesamten Raum R" bzw. C"
definiert sind. Uber den offenen Definitionsbereich G' muss man sich also keine
Gedanken machen. Weiterhin liefern schon einzelne Polynome interessante
Fasern. Manchmal kan man die Fasern auch in den singuldren Punkten direkt
verstehen, manchmal ist man ziemlich sprachlos.

BEISPIEL 1.3. Es sei
¢: R" — R!
eine Funktion der Form
=10
mit stetig differenzierbaren Funktionen

0,0 R" — R
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und mit

W(P) =0(P) =0
fir einen bestimmten Punkt P € R™. Dann ist nach Lemma 45.10 (Analysis
(Osnabriick 2014-2016))

(De)p = (P)-(DO)p+0(P) - (Dp)p = 0
und der Satz iiber implizite Abbildungen ist im Punkt P nicht anwendbar. In
diesem Beispiel hat das Auftreten der Singularitéit eine einfache Erklarung.
Fiir die Faser zu ¢ iiber dem Nullpunkt gilt die Beziehung

o71(0) = $(0) UO1(0)
und das bedeutet, dass P ein Punkt der Faser ist, in dem sich die beiden
,Komponenten* ¢)~(0) und #71(0) treffen. Diese Situation gilt beispielsweise
fir ¢ = wy im Nullpunkt des R?. Die Faser durch den Nullpunkt ist das
Achsenkreuz.

BEISPIEL 1.4. Wir betrachten die Abbildung
F: R —R, (z,y,2) — 2> +y> + 2°

und die Faser

Z = F710) C R
Die Jacobi-Matrix ist

(2z, 3y?, 52*)

mit dem einzigen singuldren Punkt (0,0,0) € Z. Das bedeutet, dass Z \
{(0,0,0)} eine zweidimensionale reelle Mannigfaltigkeit ist. Es ist keineswegs
klar, dass ganz Z keine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist, nur weil man
den Satz iiber implizite Abbildungen im Nullpunkt nicht anwenden kann.
Es handelt sich sogar um eine topologische Mannigfaltigkeit, siehe Aufgabe
1.17. Das entsprechende Gebilde iiber den komplexen Zahlen C ist keine
topologische Mannigfaltigkeit.

In dem zuletzt gegebenen Beispiel ist es auf Anhieb schwierig, eine Aussage
iiber die Singularitdt zu machen, und es ist auch gar nicht klar, was hier
iiberhaupt sinnvolle Fragestellungen sein kénnten.

Es sei K ein Korper (man denke an K =R oder K =C) Y C K" die Faser
zu einer polynomialen Abbildung F': K" — K und P € Y ein singulérer
Punkt von F'. Typische Fragen sind u.A.

(1) Wie kann man die singulédren Punkte beschreiben?

(2) Welche Eigenschaften, die in einem reguldren Punkt einer Faser gel-
ten, gelten in jedem singuldren Punkt? Als Teilmenge des R"™ ist
Y direkt ein metrischer Raum und damit auch ein topologischer
Raum, doch das sind sehr allgemeine Konzepte. In einem reguléren
Punkt handelt es sich lokal um eine Mannigfaltigkeit und diese hat
eine wohldefinierte Dimension. Gibt es auch ein sinnvolles Dimensi-
onskonzept in den singuldren Punkten? (Krulldimension). Wie sieht
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es mit einem Tangentialraum in singuldren Punkten aus, wie mit
Differentialoperatoren?

(3) Welche Eigenschaften gelten in manchen singuldren Punkten, in
manchen nicht? (normal, faktoriell, Cohen-Macaulay). Was sagt das
dariiber aus, ob man die Singularitdt als ,milde* oder als schwer-
wiegend ansehen sollte?

(4) Wie kann man die Singularitdt quantitativ erfassen, wie kann man
die Abweichung vom regulédren Standardfall messen? Dies fithrt zu
Invarianten (Multiplizitat, Milnorzahl, ...).

(5) Gibt es abgesehen von der Beschreibung als Faser andere Moglich-
keiten, singuldre Rdume zu beschreiben?

(6) Welche Auswirkungen hat die Existenz eines singuléren Punkten P
auf das Komplement Y \ {P}? (Zusammenhangseigenschaften, lo-
kale Fundamentalgruppe, Knoten, lokale Picardgruppe, Divisoren-
klassengruppe). Kann man die Singularitit aus dem Komplement
rekonstruieren?

(7) Welche Singularitaten lassen sich durch besonders einfache Gleichun-
gen beschreiben? Monomiale Gleichungen, binomiale Gleichungen ...

(8) In reguléren Punkten einer Faser ist die Faser lokal diffeomorph zu
einen offenen Ball des R* und somit sind iiberhaupt alle glatten
Punkte der gleichen Dimension untereinander diffeomorph. Wann
sind Singularitdten als gleich anzusehen? Was ist ein sinnvoller Iso-
morphiebegriff fiir Singularitdten? Inwiefern gibt es fiir Singularité-
ten eine besonders einfache Représentierung?

(9) Ist die Singularitét nur ein einzelner Punkt (isolierte Singularitét)
oder bildet die Singularitidtenmenge eine substantielle Teilmenge
(Untervarietét)? Im zweiten Fall, sind diese singuldren Punkte glei-
chermaflen singulédr oder kann man diese Menge geméfl der Schwere
der Singularitédt ordnen?

(10) Ein Punkt in einer Mannigfaltigkeit liegt in abgeschlossenen Unter-
mannigfaltigkeiten unterschiedlicher Dimension. Liegt ein singulérer
Punkt auf niedrigerdimensionalen glatten Untervarietédten?

(11) Kann man eine Singularitit in irgendeiner Weise gliatten? (Norma-
lisierung, Singularitatenauflosung).

Welche Moglichkeiten gibt es, R&ume mit Singularitdten zu produzieren?

(1) Fasern zu polynomialen Abbildungen.

(2) Man kann willkiirlich einzelne Punkte einer Mannigfaltigkeit mit-
einander identifizieren. Wenn man bei einem Faden zwei Punkte
miteinander identifiziert, so entsteht ein Uberkreuzungspunkt, der
kein Punkt einer Mannigfaltigkeit sein kann. Ebenso wenn man auf
einem Blatt Papier zwei Punkte miteinander ,,verklebt*.

(3) Man kann nicht nur einzelne Punkte miteinander identifizieren, son-
dern auch groflere Teilmengen zu einem Punkt zusammenziehen



(kontrahieren). Wenn man beispielsweise einen Zylinder aus Papier
entlang eines Kreises zusammenschniirt, so entsteht ein besonderer
Punkt, an dem alle Langsgeraden des Zylinders zusammenlaufen,
eine Doppelkegelspitze.

(4) Quotientenmengen zu Gruppenoperationen. Regulidre Raume verfii-
gen teilweise iiber gewisse Symmetrien. Auf dem K? gibt es bei-
spielsweise die Punktsymmetrie am Nullpunkt (0, 0). In einer solchen
Situation ist die Quotientenmenge, die Punkte miteinander identi-
fiziert, wenn sie durch eine Symmetrie ineinander iiberfithrbar sind,
ein neues geometrisches Objekt, das Singularitdten haben kann.

Wenn man ein Blatt Papier faltet und zusammenklebt, entstehen auch
Singularitdten.

Wir geben ein Beispiel fiir die zuletzt beschriebene Situation.

BEISPIEL 1.5. Die durch Z? — XY gegebene Nullstellenmenge hat im Null-
punkt eine Singularitit. Wir betrachten auf dem R? den Automorphismus
(die Punktspiegelung) u — —u, v — —v. Jeder Punkt wird also auf den ge-
geniiberliegenden Punkt abgebildet, nur der Nullpunkt wird auf sich selbst
abgebildet. Welches geometrische Objekt entsteht, wenn man jeden Punkt
mit seinem Gegeniiber identifiziert? Ein sinnvoller Ansatz ist hier, nach Fun-
kionen auf dem K? zu suchen, die fiir je zwei gegeniiberliegende Punkte den
gleichen Wert haben. Beispiele fiir solche Funktionen sind u?,v% uv. Alle
Polynome in u, v mit dieser Invarianzeigenschaft lassen sich als Polynom in
diesen drei Monomen schreiben. Diese drei Monome stehen untereinander in
einer Beziehung, es gilt

(uv)? = v’
Wenn man z = wv, x = u? und y = v? setzt, so ist dies die Gleichung vom
Anfang. Wir haben also ein Beispiel einer Singularitét, die sich als Nullstel-

lenmenge eines Polynom und als Quotientenmenge unter einer natiirlichen
Identifizierung erhalten ldsst.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, eine sinnvolle Theorie iiber Singula-
ritdten aufzubauen. Als Kriterien kann man folgende Punkte nennen, die sich
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an den Fasern zu polynomialen Abbildungen als fundamentale Beispielklasse
orientieren.

(1) Die Theorie soll geometrisch sein. Die Objekte sollen eine raumliche
Struktur haben, die zwar vom R"™ abweichen darf, aber doch noch
der geometrischen Intuition zugénglich sein soll.

(2) Die Theorie soll einen sinnvollen Dimensionsbegriff haben.

(3) Die geometrischen Objekte sollen sinnvolle geometrische Unterob-
jekte haben (so wie es Untervektorrdume und Untermannigfaltigkei-
ten gibt).

(4) Singularitdten sollen ein Ausnahmephinomen sein. Wie die Fasern
zu polynomialen Abbildungen sollen die geometrischen Objekte eine
grofle dichte Teilmenge besitzen, die regulér ist.

(5) Dieser regulére Ort soll fiir die Singularitéit wichtige Konsequenzen
haben, die Singularitét soll nicht vollig unverbunden mit ihrer Um-
gebung sein.

(6) Die Singularitaten sollen lokal untersucht werden kénnen, wichtige
Eigenschaften von Singularitéten sollen nicht von entfernten Punk-
ten abhéngen.

(7) Es soll eine addquate Klasse von Funktionen geben, die auf den
geometrischen Objekten definiert sind. Auf Mannigfaltigkeiten gibt
es stetig differenzierbare Funktionen.

Wenn man beispielsweise von den reellen Zahlen ausgeht und darin alle ra-
tionalen Zahlen miteinander identifiziert und diese Quotientenmenge mit der
Quotiententopologie versieht, so entsteht ein topologischer Raum, der recht
kurios ist und nur sehr schwer vorstellbar ist.
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