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Singularitéitentheorie
Arbeitsblatt 17

AUFGABE 17.1. Es sei a C R ein Ideal in einem kommutativen Ring R.
Zeige, dass die Multiplikation auf dem assoziierten graduierten Ring Gr, R
wohldefiniert ist.

AUFGABE 17.2. Sei R = K[Xy,...,X,] der Polynomring iiber einem Korper
K und a = (X,...,X,). Zeige, dass der zugehorige assoziierte graduierte
Ring isomorph zum Polynomring ist.

AUFGABE 17.3. Es sei p eine Primzahl und R = Z,) der zugehérige lokale
Ring mit dem maximalen Ideal m = (p)Z,. Bestimme den assoziierten
graduierten Ring zu m.

AUFGABE 17.4. Sei a = (f1,...,fn) € R ein Ideal in einem kommutativen
Ring R. Zeige, dass durch
R/G[Xl, . ,Xn] — GI‘u R, X, — [f2]7

wobei [f;] die Restklasse von f; in a/a? bezeichnet, ein surjektiver graduierter
R/a-Algebrahomomorphismus gegeben ist.

AUFGABE 17.5. Bestimme zu einer monomialen ebenen Kurve V/ (X @ — Yb)
den assoziierten graduierten Ring Gry, R, mit R = K[X,Y]/ (X @ — Yb) und
m = (X,Y).

AUFGABE 17.6. Sei R = K[Xy,...,X,]/bund seim = (Xy,...,X,). Wir
setzen i
e: K[Ty,...,T,] — Gry R, T; — X,

wobei XZ- die Restklasse von X; modulo m? bezeichnet. Sei F' € b mit der
homogenen Zerlegung

F=F,+F+--+F, € K|X,...,X,]
Zeige, dass Fy(Th,...,T,) zum Kern von ¢ gehort.
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AUFGABE 17.7. Sei R = K[X;,...,X,]/b mit einem homogenen Ideal und
seim = (Xq,...,X,). Zeige

Grn R = R.

AUFGABE 17.8. Sei R = K[Xy,...,X,]/(F) mit der homogenen Zerlegung
F=F,+Fy 1+ -+F,undseim = (Xy,...,X,). Zeige

GrmR = K[Th‘ .- 7Tn]/(Fd)
Sei R ein kommutativer Ring und a C R ein Ideal. Zu einem Untermodul
U C V eines R-Moduls V bezeichnet man mit alU den von allen Produkten
fomit feaundv e U

erzeugten Untermodul.

AUFGABE 17.9. Es seien a,b C R Ideale in einem kommutativen Ring.
Zeige, dass das Idealprodukt ab mit dem Produkt ab aus dem Ideal a und
dem R-Untermodul b C R {ibereinstimmt.

AUFGABE 17.10. Es seien a,b C R Ideale in einem kommutativen Ring und
U C V ein R-Untermodul eines R-Moduls V. Zeige

(a-b)-U=ua-(b-U).

AUFGABE 17.11. Es seien a,b C R Ideale in einem kommutativen Ring und
sei U C V ein R-Untermodul eines R-Moduls V. Zeige

(a+b)-U=a-U+b-U.

AUFGABE 17.12. Es sei a C R ein Ideal in einem kommutativen Ring und
seien U, W C V R-Untermoduln eines R-Moduls V. Zeige

a-U+W)=a-U+a-W

AUFGABE 17.13. Es sei ¢: M — N ein Homomorphismus zwischen den R-
Moduln M und N und sei @ C R ein Ideal. Zeige, dass dies in natiirlicher
Weise zu einem homogenen Homomorphismus

Gry M — Gry N
fiihrt.
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AUFGABE 17.14. Es sei F' = F,, + --- + F, die homogene Zerlegung eines
Polynoms F' € K[Xy,...,X,] mit m < rund es sei m = (Xy,...,X,).
Zeige, dass fiir jedes d > m die Multiplikationsabbildung

K[X1,....X,] — K[Xi,...,X,], G— FG,
einen injektiven, wohldefinierten K[Xj, ..., X, ]-Modulhomomorphismus
K[Xy,..., X,]/m™ — K[X,,..., X,]/m?
festlegt.

AUFGABE 17.15. Sei R ein kommutativer Ring und sei a ein Ideal mit dem
Restklassenring S = R/a. Zeige, dass die Ideale von S eindeutig denjenigen
Idealen von R entsprechen, die a umfassen.

AUFGABE 17.16. Sei R ein kommutativer Ring und sei a ein Ideal mit dem
Restklassenring S = R/a. Zu einem Ideal I C R welches a enthélt, sei I’ =
I R/a das zugehorige Ideal in S. Zeige, dass es eine kanonische Ringisomorphie

R/I = S/I
gibt.

AUFGABE 17.17. Sei R ein kommutativer Ring mit zwei Idealen a,b C R.
Es sei S = R/b und a = aS das Bildideal. Zeige, dass a™S = a™ ist.

AUFGABE 17.18. Sei R ein kommutativer Ring und sei N ein R-Modul mit
R-Untermoduln L € M C N. Zeige, dass die Restklassenmoduln durch die
kurze exakte Sequenz

0— M/L— N/L— N/M —0

miteinander in Beziehung stehen.

AUFGABE 17.19. Sei R ein kommutativer Ring und seien I, J C R Ideale.
Zeige, dass die Sequenz

00— R/INJ— R/IxR/J— R/I+J—0

mit r — (r,7) und (s,t) — s — t exakt ist.

AUFGABE 17.20. Bestimme die Hilbert-Samuel-Multiplizitat der zweidimen-
sionalen ADE-Singularitéiten.

AUFGABE 17.21. Es sei R ein noetherscher lokaler Ring mit Hilbert-Samuel-
Multiplizitéit e. Bestimme die Hilbert-Samuel-Multiplizitat des R-Moduls R™.
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AUFGABE 17.22. Es sei A ein simplizialer Komplex, S = K[X,..., X,]/Ia
der zugehorige Stanley-Reisner-Ring und R die Lokalisierung von S am ma-
ximalen Ideal (X7,...,X,). Die Dimension von A sei d und A besitze k
Facetten. Zeige, dass die Hilbert-Samuel-Multiplizitit von R gleich k ist.

AUFGABE 17.23.*
Es sei
F=F,+F,1+ - +F € K[Xy,...,X,]
die homogene Zerlegung eines Polynoms und
R = (K[Xl,...,Xn](X1 77777 Xn)) /(F)

der zugehorige lokale Ring. Zeige, dass der Obergrad d keine Invariante des
lokalen Ringes R ist.

AUFGABE 17.24. Essei V = V(XY Z) C A%

(1) Bestimme die glatten Punkte von V.

(2) Skizziere V' und den singuléren Ort von V.

(3) Analysiere das Schnittverhalten von V' mit beliebigen Ebenen.
(4) Analysiere das Schnittverhalten von V mit beliebigen Geraden.
(5) Berechne die Hilbert-Funktion des Koordinatenringes

K[X,Y,Z]/(XY Z)

fiir die Argumente n < 4.
(6) Was ist die Hilbert-Samuel-Multiplizitdt des lokalen Ringes

KXY, Z|xyz/(XYZ)?
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