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VORWORT

Dieses Skript gibt die Vorlesung Mathematische Logik wieder, die ich im
Sommersemester 2018 an der Universitdt Osnabriick im Studiengang Mathe-
matik gehalten habe.

Der Text wurde auf Wikiversity geschrieben und steht unter der Creative-
Commons-Attribution-ShareAlike 4.0. Die Bilder wurden von Commons
iibernommen und unterliegen den dortigen freien Lizenzen. In einem Anhang
werden die einzelnen Bilder mit ihren Autoren und Lizenzen aufgefiihrt. Die
CC-BY-SA 4.0 Lizenz erméglicht es, dass das Skript in seinen Einzelteilen
verwendet, verdndert und weiterentwickelt werden darf.

Beim Ubungsgruppenleiter Dinh bedanke ich mich fiir die Durchfithrung des
Ubungsbetriebs. Bei Frau Marianne Gausmann bedanke ich mich fiir die
Erstellung der Pdf-Files und bei Dinh und den Studierenden fiir einzelne
Korrekturen.

Holger Brenner
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1. VORLESUNG - PROBLEME

Kultur ist Reichtum an
Problemen.

Egon Friedell

1.1. Probleme.

In vielen Lebensbereichen gibt es Probleme: Alltagsprobleme, Beziehungs-
probleme, Gesundheitsprobleme, Gewichtsprobleme, Umweltprobleme, Fi-
nanzierungsprobleme, technische Probleme, politische Probleme, philosophi-
sche Probleme. Zu diesen Problemen gehoren jeweils Vorstellungen, wie eine
Losung aussehen kénnte oder zumindest eine Ahnung, in welche Richtung
man nach einer Losung suchen konnte; eine prézise Formulierung, wann ein
Problem gel6st wire, fehlt allerdings in den meisten Fiéllen.

Fiir Probleme gibt es in der Regel verschiedene Losungsansétze oder Losungs-
strategien. Thr Erfolg variiert und héangt stark von unbeeinflussbaren Be-
gleitumsténden, aber auch von der Unschérfe der Problemstellung und den
eigenen Bewertungsmafistiben ab. Eine Strategie, die fiir dieses und jenes
Problem erfolgreich war, stellt sich bei einem neuen Problem plétzlich als
unbrauchbar heraus.

Konnte es eine (Meta)-strategie geben, die bei allen Problemen hilft bzw. alle
Probleme 16st? Eine solche Strategie kann es fiir die oben formulierten Pro-
blembereiche allein schon wegen der angesprochenen Unschérfe nicht geben.
Die Probleme sind nie so klar umrissen, dass Einigkeit dariiber besteht, ob
etwas eine Losung ist oder nicht.

Dies sieht bei mathematischen Problemen anders aus. Diese sind klar formu-
liert, zumeist als eine offene Frage, die grundsétzlich nur eine positive oder
eine negative Antwort haben kann, und wobei die Schwierigkeit darin be-

steht, dies herauszufinden und zu begriinden (beweisen), was denn nun der
Fall ist.!

In der Schule beschrinkt man sich typischerweise auf mathematische Pro-
bleme, fiir die dann eine Losungsstrategie vorgestellt wird. Beispielsweise
das Multiplizieren von zwei natiirlichen Zahlen, das Losen eines linearen
Gleichungssystems, das Ableiten einer aus einfachen Grundfunktionen zu-
sammengesetzten Funktion. Daher fragen viele Menschen, ob es denn in der

1Es gibt natiirlich auch anders gelagerte Probleme in der Mathematik. Beispielsweise,
wie man intuitive Konzepte wie einen Punkt in der Ebene mathematisch prézisiert bzw.
axiomatisiert, ob eine mathematische Modellierung fiir ein reales Weltphianomen angemes-
sen ist, wie man mathematisches Wissen geschickt aufbereitet und didaktisch vermittelt,
wie man Algorithmen optimiert, usw.
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Mathematik noch was zu entdecken gibt. In Wahrheit sind die mathemati-
schen Probleme die treibende Kraft der wissenschaftlichen Beschéftigung mit
Mathematik.

Wir wollen zunéchst einige offene mathematische Probleme vorstellen. Im
Laufe der Vorlesung werden wir dann die Frage prézisieren, ob es wenigstens
fiir diesen Teilbereich des menschlichen Denkens eine universelle Losungs-
strategie geben kann. Die Antwort wurde um 1930 von Kurt Godel gegeben:
Er bewies, dass es eine solche Strategie nicht geben kann.

1.2. Offene mathematische Probleme.

Unter den natiirlichen Zahlen versteht man die Menge
N = {0,1,2,3,...}.

Wir setzen im Moment diese Menge als gegeben voraus und auch die dar-
auf definierten Operationen, also die Addition und die Multiplikation. Die
natiirlichen Zahlen werden zum Zéahlen und Berechnen von endlichen Men-
gen verwendet, und im Allgemeinen gibt es dabei keine Probleme. Addition
und Multiplikation sind durch einfache Algorithmen durchfithrbar (in der ma-
thematischen Logik spricht man von , berechenbar®) und kénnen auch durch
eine Maschine ausgefithrt werden. Man muss aber nicht viel weiter gehen,
um Probleme iiber natiirliche Zahlen formulieren zu koénnen, fiir die derzeit
keine Losung bekannt ist.

Eine natiirliche Zahl £ heiit Teiler einer natiirlichen Zahl n, wenn es eine
weitere natiirliche Zahl m mit n = km gibt.

Definition 1.1. Eine natiirliche Zahl n > 2 heifit eine Primzahl, wenn die
einzigen natiirlichen Teiler von ihr 1 und n sind.

Die ersten Primzahlen sind
2,3,5,7,11,13,17,19,23, ... .

Jede natiirliche Zahl l&sst sich als ein Produkt von Primzahlen schreiben, z.B.
ist 100 = 2-2-5-5. Dies ist ein Satz der elementaren Zahlentheorie, siehe
Aufgabe 1.9 fiir die Existenz, die Eindeutigkeitsaussage ist schwieriger. Ein
anderer wichtiger Satz geht auf Euklid zuriick und besagt, dass es unendlich
viele Primzahlen gibt. Der Beweis dafiir ist ein Widerspruchsbeweis.

Satz 1.2. Es gibt unendlich viele Primzahlen.
Beweis. Angenommen, die Menge aller Primzahlen sei endlich, sagen wir
{p1,p2,-..,pr}. Man betrachtet die Zahl

N = P1 P2 P33 Dr _|_1

Diese Zahl ist durch keine der Primzahlen p; teilbar, da bei Division von N
durch p; immer ein Rest 1 verbleibt. Damit sind die Primfaktoren von N
nicht in der Ausgangsmenge enthalten - Widerspruch. U
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Dieser Satz ist fiir den handwerklichen, alltagstauglichen Umgang mit den
natiirlichen Zahlen nicht besonders wichtig, er macht aber eine wichtige Aus-
sage iiber die Natur der natiirlichen Zahlen. Der Beweis ist recht einfach nach-
vollziehbar, aber es ist nicht unmittelbar klar, wie man einen solchen Beweis
findet. Man beachte auch, dass es durchaus moglich ist, in einem endlichen
Text Aussagen iiber die Unendlichkeit zu formulieren und zu beweisen.

Es gibt nun in der Mathematik, insbesondere in der Zahlentheorie, einfach zu
formulierende und leicht zu verstehende Aussagen, von denen man bis heute
nicht weifl, ob sie wahr oder falsch sind. Dazu geben wir einige prominente
Beispiele.

1.3. Das Goldbach-Problem.

Problem 1.3. Gibt es fiir jede gerade natiirliche Zahl n > 4 Primzahlen p
und ¢ mit
n=p+q?

Die Frage ist also, ob man jede gerade natiirliche Zahl ab 4 als Summe von
zwei Primzahlen schreiben kann. Dies kann wahr oder falsch sein, diese Ei-
genschaft kann gelten oder nicht. Bisher ist es aber niemandem gelungen,
diese Eigenschaft zu beweisen oder zu widerlegen. Man spricht von einem of-
fenen Problem. Die sogenannte Goldbachsche Vermutung besagt, dass dieses
Problem eine positive Antwort besitzt. Es ist eine treibende Kraft in der Ma-
thematik, eine Vermutung zu bestétigen (zu beweisen) oder zu widerlegen.

Fiir jede gegebene gerade Zahl n > 4 ldsst sich in endlich vielen Schritten
entscheiden, ob sie eine Summe von zwei Primzahlen ist. Dazu iiberpriift
man einfach der Reihe nach fiir die ungeraden Zahlen k£ < n, ob sie und
der komplementiare Summand n — k Primzahlen sind. Falls es ein solches
Paar (k,n — k) gibt, hat man die Goldbach-Eigenschaft fiir diese eine Zahl n
bestétigt. Fiir alle geraden Zahlen n > 4, fiir die diese Eigenschaft iiberpriift
wurde, hat man stets solche Primsummanden gefunden. Inzwischen sind alle
Zahlen bis zur GroSenordnung 101 iiberpriift. Zum Beispiel ist (es gibt im
Allgemeinen mehrere Darstellungen)

4=2+26=3+38=3+510=5+5=3+7,12=5+7,
14=3411=747,16=3+13=5+ 11, etc.

Doch solche rechnerischen Ergebnisse sagen letztlich nichts {iber die Giiltig-
keit der Goldbachschen Vermutung aus, bei der es ja nicht darum geht, fiir
moglichst viele und grofie Zahlen zu zeigen, dass die Goldbach-Eigenschaft
gilt, sondern fiir alle.

Grundsétzlich gibt es mehrere Moglichkeiten, wie diese Frage beantwortet
werden konnte. Der einfachste Fall wéire, wenn man eine konkrete gerade
Zahl n > 4 angibt und von dieser zeigt, dass sie nicht die Summe von
zwei Primzahlen ist. Der Beweis dafiir wédre dann eventuell sehr lang, man
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miisste alle moglichen Summanden iiberpriifen, aber ansonsten anspruchslos.
Dann wére die Goldbachsche Vermutung falsch. Es ist auch denkbar, dass
man zeigt, dass es eine Zahl geben muss, die die Goldbach-Eigenschaft nicht
erfiillt, ohne eine solche konkret anzugeben. Dann wire die Goldbachsche
Vermutung ebenfalls falsch, ein solcher Beweis konnte beliebig kompliziert
sein. Oder man zeigt, das es fiir jede gerade Zahl n > 4 eine Summendar-
stellung mit zwei Primzahlen geben muss, wobei ein solcher Beweis wieder
beliebig kompliziert sein konnte und die Goldbachsche Vermutung beweisen
wiirde. Oder man zeigt sogar, wie man zu einem jeden n ein Primzahlsum-
mandenpaar explizit berechnen kann.

1.4. Mersenne-Primzahlen.

Marin Mersenne (1588-1648)

Definition 1.4. Eine Primzahl der Form 2" — 1 heifit Mersennesche Prim-
zahl.

Generell nennt man die Zahl

M, = 2" -1
die n-te Mersenne-Zahl. Mit dieser Bezeichnung sind die Mersenne-Prim-
zahlen genau diejenigen Mersenne-Zahlen, die Primzahlen sind. Die Mer-

senne-Zahl M, = 2" —1 hat im Dualsystem eine Entwicklung, die aus genau
n Einsen besteht. Die ersten Mersenne-Primzahlen sind

22 -1=3,2-1=7,2°-1=31,2"-1=127.

Die Zahl 2 — 1 = 2047 = 23 -89 ist die erste Mersenne-Zahl, wo der
Exponent zwar prim (der Exponent einer Mersenne-Primzahl muss selbst
eine Primzahl sein, siche Aufgabe 1.15) ist, die aber selbst keine Mersenne-
Primzahl ist. Dies wurde 1536 von Hudalrichus Regius (Walter Hermann



14

Ryff) gezeigt. Der niichste Kandidat, ndmlich 2! — 1 = 8191, ist wieder
prim. Bis ca. 1950 war bekannt, dass fiir die Exponenten

2,3,5,7,13,17,19,31,61,89, 107 und 127

Mersenne-Primzahlen vorliegen, und keine weiteren unterhalb dem Expo-
nenten 258. Von verschiedenen Leuten, unter anderem von Cataldi und Mer-
senne selbst, wurden falsche Behauptungen aufgestellt. Ab ca. 1950 kamen
Computer zum Bestimmen von Mersenne-Primzahlen zum FEinsatz, und es
wurden bisher insgesamt 50 Mersenne-Primzahlen gefunden (Stand 2018).
Alle grofiten bekannten Primzahlen sind Mersenne-Zahlen. Das liegt daran,
dass es fiir diese Zahlen einen vergleichsweise einfachen Primzahltest gibt,
nédmlich den Lucas-Lehmer-Test. Mit diesem Test wird etwa alle zwei Jah-
re eine neue groffte Primzahl gefunden. Eine Rekordliste findet sich unter
Mersenne-Primzahlen auf Wikipedia.

Das Auffinden von grofien (Mersenne)-Primzahlen, also der konkrete Nach-
weis, dass eine bestimmte Zahl diese Eigenschaft besitzt, ist aber etwas an-
deres als der Existenznachweis, dass es innerhalb oder oberhalb gewisser
Schranken solche Zahlen gibt oder dass es iiberhaupt nur endlich oder un-
endlich viele solcher Zahlen gibt. Aufgrund des Satzes von Euklid weifl man,
dass es jenseits jeder beliebig grofien natiirlichen Zahl noch Primzahlen gibt.
Fiir Mersenne-Primzahlen ist das unbekannt.

Problem 1.5. Gibt es unendlich viele Mersenne-Primzahlen?

Wie gesagt, dies ist unbekannt, es wird aber vermutet, dass es unendlich viele
gibt.

1.5. Primzahlzwillinge.

Definition 1.6. Ein Primzahlzwilling ist ein Paar bestehend aus p und p+2,
wobei diese beiden Zahlen Primzahlen sind.

Die ersten Beispiele fiir Primzahlzwillinge sind

(3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29,31),... .
Ubrigens ist 3, 5,7 der einzige Primzahldrilling, sieche Aufgabe 1.32
Problem 1.7. Gibt es unendlich viele Primzahlzwillinge?

Bemerkung 1.8. Die Frage, ob es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt,
besitzt verschiedene schwéchere Varianten. Man kann sich zum Beispiel fra-
gen, ob es unendlich oft vorkommt, dass es in einem Zehnerintervall zwei
Primzahlen gibt, oder dass es in einem Hunderterintervall zwei Primzahlen
gibt, und so weiter. Die ersten Primzahlen vermitteln dabei ein Bild, dass
Primzahlen ziemlich héufig sind. Sie werden aber zunehmend seltener, so
dass es fiir hohe Hunderterintervalle, sagen wir fiir die Zahlen von

1000000000000000 bis 1000000000000100
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ziemlich unwahrscheinlich ist, eine Primzahl zu enthalten, geschweige denn
zwei Primzahlen. Bis vor kurzem war es nicht bekannt, ob es iiberhaupt eine
Zahl m mit der Eigenschaft gibt, dass es unendlich viele Intervalle der Lange
m gibt, die zwei Primzahlen enthalten (m = 2 wire die positive Losung des
Primzahlzwillingsproblems). Im Jahr 2013 bewies Zhang Yitang, dass man

m = 70000000
nehmen kann, dass es also unendlich viele Intervalle der Form
[k, k + 70000000]

gibt, in denen zwei Primzahlen liegen. Dieses Resultat ist ein Durchbruch
in der Primzahlzwillingforschung, da es erstmals zeigt, dass sich Primzahlen
unendlich oft ,,ziemlich nahe“ kommen. Zwischenzeitlich wurde die Schranke
von 70000000 auf 252 gesenkt, siehe http://arxiv.org/pdf/1402.4849v2.pdf.

1.6. Der grofle Fermat und der Satz von Wiles.

Aus dem siebzehnten Jahrhundert stammt das Problem, ob die Fermat-
Gleichungen

fiir alle n > 3 nur triviale ganzzahlige Losungen, bei denen x = 0 oder
y = 0 ist, besitzen. Die entsprechende Fermatsche Vermutung, der sogenannte
,Grole Fermat®, galt lange Zeit als das berithmteste offene Problem der
Mathematik. Nach rund 350 Jahren wurde der Grofie Fermat schliefilich 1995
von Andrew Wiles bewiesen (Abelpreis 2016).

Andrew Wiles (*1953)

Satz 1.9. Die diophantische Gleichung

n
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besitzt fiir kein n > 3 eine ganzzahlige nichttriviale Lésung.

Mathematik-geschichtlich gesprochen kann man sagen, dass mathematische
Probleme sehr hartnéckig sind, aber frither oder spéater doch gelost werden.
Beispielsweise wurden alle Probleme der antiken Mathematik wie etwa die
Frage nach der Quadratur des Kreises im Laufe des 19. Jahrhunderts gelost.
Eine wichtige geschichtliche Beobachtung ist auch, dass die Losungen zwar
auch mit individuellen Hochstleistungen zusammenhéngen, aber doch stark
von der allgemeinen Entwicklung des mathematischen Apparats abhéngen.
Viele elementar formulierbare Probleme wurden nicht elementar bewiesen,
sondern erst durch neue komplexe Theorien und Methoden, die neue Sicht-
weisen auf das Problem ermoglichten.

Eine solche geschichtliche Beobachtung tréagt aber nichts zu der Frage bei,
ob es eine allgemeine Losungsstratgie fiir mathematische Probleme geben
konnte.

1.7. Helfen Maschinen?

Betrachten wir das Goldbach-Problem und nehmen wir fiir einen Moment
an, dass die Goldbachsche Vermutung nicht stimmt, dass es also eine gerade
natiirliche Zahl > 4 gibt, die nicht die Summe von zwei Primzahlen ist. Ein
Computer, eine Rechenmaschine, nennen wir sie M7, die der Reihe nach al-
le geraden Zahlen auf die Goldbach-Eigenschaft iiberpriift, wird frither oder
spéter auch diese Zahl erreichen und feststellen, dass sie nicht diese Eigen-
schaft besitzt und wird damit die Vermutung widerlegen.

Nehmen wir nun an, dass die Goldbachsche Vermutung stimmt, und dass es
dafiir einen Beweis gibt, der in ,,normaler Sprache* formuliert werden kann.
Eine zweite Rechenmaschine M, drucke nach und nach alle moglichen Texte
(in aufsteigender Lange) aus. Nehmen wir an, dass M, erkennen kann, ob
ein Text aus sinnvollen Woértern und Sétzen besteht, ob es sich um einen
korrekten mathematischen Beweis handelt und ob dieser die Goldbachsche
Vermutung beweist. Dann wird M, frither oder spéter einen Beweis fiir die
Goldbachsche Vermutung ausgeben und dieses auch erkennen.

Da wir nicht wissen, ob die Goldbachsche Vermutung wahr ist oder nicht,
kombinieren wir die beiden Maschinen zu einer einzigen Maschine M, die
abwechselnd die M;-Funktion und die Ms-Funktion ausfiihrt. D.h., dass M
abwechselnd eine Zahl iiberpriift, ob sie der Goldbachschen Vermutung wi-
derspricht, und sodann einen Text iiberpriift, ob er einen Beweis fiir die
Goldbachsche Vermutung beinhaltet. Da die Goldbachsche Vermutung wahr
oder falsch ist, wird frither oder spater M ein Gegenbeispiel oder einen Be-
weis finden und somit das Problem entscheiden.? Vorausgesetzt, dass es fiir

%Die beiden anderen oben erwiihnten Probleme iiber Mersenne-Primzahlen und Prim-
zahlzwillinge sind von einer anderen ,,Bauart“ und fiir M; gibt es keine direkte Entspre-
chung. Man kann allerdings die Idee von Ms radikalisieren und M; analog zu My aufbauen,
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jede wahre Aussage einen (maschinell tiberpriifbaren) Beweis gibt. Fiir eine
Prézisierung dieses Ansatzes siehe Aufgabe 21.13.

1.8. Universelle Losungsverfahren.

Wir haben anhand einiger Beispiele gesehen, dass man mit sehr elementaren
Mitteln offene Probleme formulieren kann, fiir die Mathematiker trotz jahr-
hundertelanger Bemiihungen keine Antwort finden konnten. Zugleich gab es
dhnliche Fragen, die lange Zeit offen waren, und dann irgendwann ,, plétzlich“
gelost werden konnten.

Alles in allem ist die Losung von mathematischen Problemen ein extrem
zéher Prozess. Warum hatte Wiles den Schliissel zum Fermat-Problem, aber
nicht auch zu den drei anderen oben genannten Problemen? Wird es irgend-
wann einmal einen Menschen geben, der alle bis dahin offenen Probleme 16sen
kann? Gibt es auflerirdische Intelligenz, die alle mathematischen Probleme
16sen kann?

In dieser Vorlesung soll es u.A. um eine Variante dieser Fragestellung gehen,
namlich um die Frage, ob es eine universelle Strategie geben kann, mit der
man sdmtliche mathematische Probleme angehen kénnte, oder zumindest
solche Probleme, die sich iiber den natiirlichen Zahlen in einfacher Weise
formulieren lassen. Von einer solchen Strategie wiirde man die folgenden Ei-
genschaften erwarten.

(1) Die Strategie ist fixiert (durch einen endlichen Text, ein Programm,
eine Maschine).

(2) Die Strategie ist deterministisch und ist nicht auf neue Einfélle, In-
tuition, Genialitdt angewiesen.

(3) Sie fiihrt, angesetzt auf jedes Problem, zu einer (richtigen) Losung.

(4) Dabei braucht die Durchfithrung der Strategie nur endlich viele
Schritte (die Anzahl der benétigten Schritte darf vom Problem ab-
héngen).

Die Prézisierung dieser Idee fiithrt zu der Frage, ob es einen Algorithmus ge-
ben kann, der alle (zahlentheoretischen) Probleme 16st. In vielen mathema-
tischen Teilbereichen gibt es solche Algorithmen, z.B. das eingangs erwiahnte
Addieren oder Multiplizieren von natiirlichen Zahlen, die Bestimmung, ob
eine vorgegebene natiirliche Zahl eine Primzahl ist, das Losen von linearen
Gleichungssystemen, u.s.w. Ein solcher universeller Algorithmus bzw. eine
Maschine, worauf dieser universelle Algorithmus lauft, wére sicher eine Sen-
sation und wiirde die mathematische Welt enorm verdndern. Selbst dann,
wenn er so aufwindig wére, dass er nie in der Zeitspanne eines Menschen

indem man M; ebenfalls Beweise ausgeben lisst, jetzt aber iiberpriift, ob es sich um einen
korrekten Beweis fiir die Negation der Behauptung handelt. Natiirlich kann man dann M;
und M5 unmittelbar zu einer Maschine M kombinieren, die Beweise ausgibt und iiberpriift,
ob sie die Aussage oder ihre Negation beweist.
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(oder des Universums) zu einem einzigen Resultat gelangen wiirde, so wire
doch allein schon der Nachweis der prinzipiellen Existenz eine gewaltige theo-
retische Erkenntnis. Gedanken zu einer solchen Maschine finden sich schon
bei Llull und bei Leibniz.

In dieser Vorlesung werden wir mathematisch beweisen, dass es einen solchen
universellen Algorithmus nicht geben kann, und zwar noch nicht einmal fiir
den Bereich der natiirlichen Zahlen. Dies ist einer der Hauptséitze von Kurt
Godel, der (erste) Godelsche Unvollstindigkeitssatz. Wichtig ist an dieser
Stelle zu betonen, dass es sich dabei um mathematische Siatze handelt, nicht
um philosophische Sétze, auch wenn sie erkenntnistheoretisch interpretiert
werden konnen. Es gibt auch keinen philosophischen Ersatz fiir diese Sétze,
etwa im Sinne, , weil die Welt komplex und die Sprache unscharf ist, gibt es
immer Probleme®. Das wire etwa so, wie wenn man die Relativitatstheorie
mit den Worten ,,alles ist relativ® gleichsetzt. Das eine ist eine mathematisch-
physikalische Theorie, das andere ein nichtssagender Allgemeinplatz.

Ramon Llull (1232-1316) Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716)

Obwohl die Unvollstdndigkeitssédtze deutliche Schranken fiir die maschinel-
le Entscheidbarkeit und Beweisbarkeit von mathematischen Sétzen setzen,
gibt es auch starke Resultate, die besagen, dass viele mathematische Tétig-
keiten maschinell durchfiihrbar sind. Der ebenfalls auf Gédel zuriickgehende
Vollstandigkeitssatz sagt, dass Beweise fiir Sétze der ,ersten Stufe“ als eine
formale Ableitung aus Axiomen realisiert werden kénnen, und dass damit die
Korrektheit von Beweisen grundsétzlich mechanisch {iberpriift werden kann
und dass alle korrekten Beweise mechanisch aufzéhlbar sind. Das oben am
Beispiel der Goldbachschen Vermutung angedachte Aufziéhlungsprinzip fiir
mathematische Beweise ist also prinzipiell realistisch (ein Problem ist dabei,
dass die natiirlichen Zahlen nicht erststufig axiomatisierbar sind, siehe Satz
21.12).
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Die Behandlung der Ergebnisse von Godel setzt mehrere mathematische
Prézisierungen voraus: Eine axiomatische Prézisierung der natiirlichen Zah-
len, eine Prézisierung der mathematischen Sprache, in der mathematische
Aussagen formuliert werden konnen, eine Prézisierung von Beweis, eine
Prézisierung von Algorithmus (mit Hilfe von rekursiven Funktionen, Turing-
Maschine, Registermaschine, etc.). Dies alles ist der Inhalt der folgenden
Vorlesungen.

1. ARBEITSBLATT

1.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 1.1. Warum ist Mathematik schwierig, obwohl darin doch alles
logisch ist?

Aufgabe 1.2. Intelligenz wird héufig als ,allgemeine Problemlosekompe-
tenz“ bezeichnet. Welche Probleme kénnen Sie 16sen, welche nicht?

Aufgabe 1.3. Lege in der Skizze fiir die drei Hauser iiberschneidungsfrei
Wege zu den zugehorigen gleichfarbigen Gartentoren an.

A

Po )
£l

Aufgabe 1.4.*

Anfang Mérz betragt die Zeitdifferenz zwischen Deutschland und Paraguay
4 Stunden (in Paraguay wurde es 4 Stunden spéter hell). Am 25. Mérz 2018
wurde in Deutschland die Uhr von der Winterzeit auf die Sommerzeit umge-
stellt, die Uhr wurde also um eine Stunde nachts von 2 auf 3 vorgestellt. In
der gleichen Nacht wurde die Uhr in Paraguay umgestellt. Wie grof§ war die
Zeitdifferenz nach der Umstellung?
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Aufgabe 1.5.*

In einer psychologischen Léngsschnittstudie wird die Entwicklung von Ein-
stellungen und Verhaltensweisen von Personen untersucht. Ein Fallbeispiel:
Im Alter von 20 Jahren geht Linda regelméfig auf Demonstrationen, sie hilft
im Fine-Welt-Laden mit, braut 6kologisches Bier, kocht Bio-Gemiise und
studiert manchmal Soziologie.

Welcher der folgenden Befunde ist nach 10 Jahren am unwahrscheinlichsten?

(1) Linda arbeitet fiir eine Versicherungsagentur.

(2) Linda engagiert sich bei Attac und arbeitet fiir eine Versicherungs-
agentur.

(3) Linda engagiert sich bei Attac.

Aufgabe 1.6.*

In einem Horsaal befindet sich ein Tafelgestell mit drei hintereinander lie-
genden, vertikal verschiebbaren Tafeln. Diese seien mit V' (vordere Tafel), M
(mittlere Tafel) und H (hintere Tafel) bezeichnet. Aufgrund der Hohe des Ge-
stells sind nur (maximal) zwei Tafeln gleichzeitig einsehbar. Die Lehrperson
schreibt in der Vorlesung jede Tafel genau einmal voll. In welcher Reihenfolge
(alle Moglichkeiten!) muss sie die Tafeln einsetzen, wenn beim Beschreiben
einer Tafel stets die zuletzt beschriebene Tafel sichtbar sein soll.

Aufgabe 1.7. Finde die kleinste Zahl N der Form N =p; -py-... - p, + 1,
die keine Primzahl ist, wobei py1, po, ..., p, die ersten r Primzahlen sind.

Aufgabe 1.8. Sei r € N.

a) Finde r aufeinander folgende natiirliche Zahlen (also n,n+1, ..., n+r—1),
die alle nicht prim sind.

b) Finde unendlich viele solcher primfreien r-,Intervalle“.

Aufgabe 1.9.*

Zeige durch Induktion, dass jede natiirliche Zahl n > 2 eine Zerlegung in
Primzahlen besitzt.

Aufgabe 1.10. Berechne den Ausdruck
n? +n+41

firn = 0,1,2,.... Handelt es sich dabei um Primzahlen?
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Aufgabe 1.11.*

Es sei n eine natiirliche Zahl. Wann ist die Zahl n? — 1 eine Primzahl?

Aufgabe 1.12. Das Schaubild unten bezieht sich auf die Goldbachsche Ver-
mutung. Was wird dadurch dargestellt?

Aufgabe 1.13. Zeige, dass man jede natiirliche Zahl n > 12 als Summe
n=a+b

schreiben kann, wobei sowohl a als auch b zusammengesetzte Zahlen sind.

Aufgabe 1.14. Welche Zifferenentwicklung hat eine Mersennesche Primzahl
im Dualsystem?

Aufgabe 1.15.*

Zeige: Ist 2™ — 1 eine Primzahl, so ist auch n eine Primzahl.

In der folgenden Aufgabe wird ein weiteres offenes Problem formuliert. Man
mache sich die Wirkungsweise des beschriebenen Algorithmus fiir die Zahlen
bis 20 klar.

Aufgabe 1.16. Fiir positive ganze Zahlen n betrachten wir folgenden Algo-
rithmus.

Wenn n gerade ist, so ersetze n durch die Hélfte.
Wenn n ungerade ist, so multipliziere n mit 3 und addiere dann 1 dazu.

Frage (Collatz-Problem): Ist es wahr, dass man bei jeder Startzahl n frither
oder spéter bei 1 landet?
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Aufgabe 1.17. Zwei Spieler sitzen an einem runden Tisch und legen ab-
wechselnd eine Miinze (alle von der gleichen Grofle, die kleiner als die Grofie
der Tischplatte ist) auf den Tisch, wobei sich die Miinzen nicht iiberdecken
diirfen. Es verliert der Spieler, der keine Miinze mehr platzieren kann. Ent-
werfe eine Gewinnstrategie fiir den Spieler, der anfangt.

Aufgabe 1.18. Bei der Fufiball-Europameisterschaft 2016 qualifizieren sich
die vier besten Drittplatzierten (der Vorrundengruppen A ,B,C,D EF) fiir
das Achtelfinale, und zwar nach dem Schema

Sieger Gruppe D spielt gegen einen Dritten aus (B, E, F)

Sieger Gruppe B spielt gegen einen Dritten aus (A, C, D),

Sieger Gruppe C' spielt gegen einen Dritten aus (A, B, F'),
und
Sieger Gruppe A spielt gegen einen Dritten aus (C, D, E) .

(1) Zeige, dass dies stets durchfiithrbar ist.

(2) Bestimme (abhéngig von der Reihenfolge der Drittplatzierten) die
minimale Anzahl an Moglichkeiten fiir die Aufteilung der Drittplat-
zierten.

(3) Bestimme (abhéngig von der Reihenfolge der Drittplatzierten) die
maximale Anzahl an Moglichkeiten fiir die Aufteilung der Drittplat-
zierten.

In den folgenden Aufgaben wird an einige wichtige Beweisverfahren erinnert.
Uberlegen Sie sich typische Beispiele dazu. Inwiefern kommen diese Argu-
mentationsmuster auch im Alltag vor?

Aufgabe 1.19.*

Erldutere das Prinzip Beweis durch Widerspruch fiir eine Aussage der Form

»,Aus A folgt B“.

Aufgabe 1.20.*

Erlautere das Beweisprinzip der vollstdndigen Induktion.

Aufgabe 1.21. Erldutere das Prinzip Beweis durch Fallunterscheidung.
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Aufgabe 1.22.*

Franziska mochte mit ihrem Freund Heinz Schluss machen. Sie erwégt die
folgenden drei Begriindungen.

(1) ,,Du hast dich schon am ersten Tag voll daneben benommen. Seitdem
ist es von jedem Tag zum néchsten Tag nur noch schlimmer geworden.
Du wirst Dich also immer véllig daneben benehmen®.

(2) ,,Wenn ich mit Dir zusammenbleiben wiirde, so wiirde ich irgendwann
als eine traurige, gelangweilte, vom Leben enttduschte Person enden,
das mochte ich aber auf gar keinen Fall“.

(3) ,,Also, wenn Du mich nicht liebst, will ich Dich sowieso nicht. Wenn
Du mich aber liebst, so komme ich zu dem Schluss, dass Du dein
Verhalten mit Deinen Gefiihlen nicht zur Deckung bringen kannst.
Dann bist Du also unreif und dann will ich Dich auch nicht®.

Welche mathematischen Beweisprinzipien spiegeln sich in den drei Begriin-
dungen wieder?

Aufgabe 1.23. Zeige, dass /2 eine irrationale Zahl ist.

Wie sieht es mit \/g, \/Z, \/5, V6 aus?

Aufgabe 1.24. Beweise durch Induktion die folgenden Formeln.

(1)

(2)

(3)

Aufgabe 1.25. Die Stadte Sy, . .., S, seien untereinander durch Straflen ver-
bunden und zwischen zwei Stadten gibt es immer genau eine Strafle. Wegen
Bauarbeiten sind zur Zeit alle Straflen nur in eine Richtung befahrbar. Zeige,
dass es trotzdem mindestens eine Stadt gibt, von der aus alle anderen Stéadte
erreichbar sind.
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Aufgabe 1.26. In der folgenden Argumentation wird durch Induktion be-
wiesen, dass alle Pferde die gleiche Farbe haben. , Es sei A(n) die Aussage,
dass je n Pferde stets untereinander die gleiche Farbe haben. Wenn nur ein
Pferd da ist, so hat dieses eine bestimmte Farbe und die Aussage ist richtig.
Fiir den Induktionsschritt sei vorausgesetzt, dass je n Pferde stets unterein-
ander die gleiche Farbe haben. Es seien jetzt n+1 Pferde gegeben. Wenn man
eines herausnimmt, so weifl man nach der Induktionsvoraussetzung, dass die
verbleibenden n Pferde untereinander die gleiche Farbe haben. Nimmt man
ein anderes Pferd heraus, so haben die jetzt verbleibenden Pferde wiederum
untereinander die gleiche Farbe. Also haben all diese n+ 1 Pferde iiberhaupt
die gleiche Farbe.“

Aufgabe 1.27. Es seien v > u > 0 natiirliche Zahlen. Zeige, dass

=02 —u? y= 2w, z =u’+0?

die Gleichung

erfiillen.

Aufgabe 1.28. Betrachte die ,,Definition*
Ein Hinz ist ein Kunz, dessen Schlonz ein Ranz ist,

und nehmen wir an, dass es sich um eine sinnvolle Definition handelt. Be-
antworte folgende Fragen.

(1) Welcher Begriff wird neu eingefiihrt, welche sind schon bekannt?

) Besitzt jeder Kunz einen Schlonz?

) Besitzt jeder Hinz einen Schlonz?

) Ist jeder Hinz ein Kunz?

) Ist jeder Kunz ein Hinz?

) Ist der Schlonz von jedem Kunz ein Ranz?

) Ist der Schlonz von jedem Hinz ein Ranz?

) Ist jeder Hinz ein Ranz?

) Kann es einen Schlonz geben, der nicht zu einem Kunz gehort?

) Wie kann man die Vermutung widerlegen, dass jeder Kunz ein Hinz
ist?

(2
(3
(4
(5
(6
(7
(8
9
10

(

Aufgabe 1.29. Erlautere das Konzept der Wohldefiniertheit anhand eines
typischen Beispiels.
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Aufgabe 1.30. Wir betrachten eine Maschine, die nach und nach samtli-
che Texte ausdruckt und damit auch frither oder spéter jeden Beweis aus-
gibt. Welche Eigenschaft eines in der Vorlesung 1 beschriebenen universellen
Losungsverfahrens besitzt diese Maschine nicht?

Aufgabe 1.31. Fiihre folgendes Gedankenexperiment durch: Es sei eine Ma-
schine gegeben, die eine Aussage (eine Vermutung) iiber die natiirlichen Zah-
len nach und nach {iberpriift. Wenn sie alle Zahlen iiberpriift hétte, stiinde
die Antwort fest, doch da die Maschine Schritt fiir Schritt arbeitet, hat sie zu
jedem Zeitpunkt immer nur eine endliche Teilmenge der natiirlichen Zahlen
iiberpriift und kann so, wenn die Aussage wahr ist, keinen Beweis fiir die
Aussage liefern.

Im Allgemeinen braucht die Rechenmaschine fiir grole Zahlen ldnger. Die
Maschine wird jetzt beschleunigt, so dass sie fiir grofie Zahlen immer weniger
Zeit braucht.

Die Maschine wird so beschleunigt, dass sie fiir die Uberpriifung der ersten
Zahl (also 1) % Sekunden braucht, fiir die Uberpriifung der zweiten Zahl i
Sekunden, fiir die Uberpriifung der dritten Zahl % Sekunden. Fiir die Uber-

priifung der n-ten Zahl benétigt die Maschine also genau (%)n Sekunden.
Damit ist die Gesamtlaufzeit der Maschine

()

Diese Summe ist wohldefiniert, und zwar gleich 1 (im Zweiersystem ist es
die Zahl 0,111111111 ..., deren Wert 1 ist). Nach einer Sekunde hat also die
Maschine die unendlich vielen Zahlen durchgearbeitet und iiberpriift, und
damit die Aussage bewiesen oder widerlegt.

1.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 1.32. (3 Punkte)

Zeige, dass es aufler 3,5, 7 kein weiteres Zahlentripel der Form p,p+2,p+ 4
gibt, in dem alle drei Zahlen Primzahlen sind.

Aufgabe 1.33. (4 Punkte)

Zeige, dass es unendlich viele Primzahlen gibt, die modulo 4 den Rest 3
besitzen.

Aufgabe 1.34. (3 Punkte)

Zeige, dass es eine gerade Zahl ¢, 2 < g < 252, mit der Eigenschaft gibt, dass
es unendlich viele Primzahlen p derart gibt, dass auch p 4+ g eine Primzahl
ist.
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Aufgabe 1.35. (4 Punkte)

Die Rauberbande ,,Robin Hood* besteht aus sieben Personen. Sie legt fiir ihr
Diebesgut eine Schatztruhe an, die sie mit verschiedenen Schléssern sichern
mochte, wobei die (mehrfachen) Schliissel an die Mitglieder verteilt werden
sollen. Dabei soll erreicht werden, dass je drei Bandenmitglieder allein nicht
an den Schatz kommen, dass aber je vier Bandenmitglieder die Truhe auf-
schliefen kénnen. Wie viele Schlosser braucht man dafiir und wie miissen die
Schliissel verteilt werden?

1.3. Die Aufgabe zum Aufgeben.
Losungen zu der folgenden Aufgabe direkt an den Dozenten. Bis Ende April.

Aufgabe 1.36. Wir betrachten die Abbildung
U: N — N,
die einem Vierertupel (a,b, ¢, d) das Vierertupel
(Ib—al,lc—=b[,|d—c|,|a—d])

zuordnet. Man gebe ein Beispiel fiir ein Vierertupel (a,b,c,d) mit der Ei-
genschaft an, dass sdmliche Iterationen ¥"(a,b,c,d) fir n < 25 nicht das
Nulltupel liefern.

Uberpriife das Ergebnis auf http://www.vier-zahlen.bplaced.net /stufe4.php

2. VORLESUNG - FORMALE SPRACHEN

2.1. Sprache als Symbolketten.

Wir kniipfen an die Uberlegungen der ersten Vorlesung an, ob es eine Ma-
schine (einen Computer, einen Algorithmus) gibt, der (alle korrekten) ma-
thematische Aussagen ausdriicken, ausdrucken, iiberpriifen, beweisen oder
widerlegen kann. Eine solche Maschine operiert mit Zeichenreihen, die wir
in diesem Zusammenhang Worter einer (formalen) Sprache nennen. Wir be-
schreiben daher den Aufbau einer formalen Sprache.

Definition 2.1. Es sei A eine Menge von Symbolen. Dann nennt man jede
endliche Zeichenreihe, die man mit den Elementen aus A aufstellen kann, ein
Wort tiber dem Alphabet A.

Die Menge aller Wérter iiber dem Alphabet A bezeichnen wir mit A*.

Das zugrunde liegende Alphabet kann endlich oder unendlich sein, fiir prak-
tische Anwendungen reicht ein endliches Alphabet. Die Elemente des Alpha-
bets nennt man Buchstaben, Zeichen oder Symbole. Mit einer Zeichenreihe
meint man eine hintereinander geschriebene Buchstabenkette (oder Symbol-
kette). Dazu gehoren die einelementigen Ketten, also die Elemente aus A
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selbst, aber auch die leere Kette (das leere Wort), die wir mit () bezeichnen.
Bei dieser Definition kommt es nicht auf irgendeine Sinnhaftigkeit der Worter
an, es handelt sich um eine rein formale Definition.

Beispiel 2.2. Es sei ein einelementiges Alphabet A = {|} gegeben. Dann
besitzt jedes Wort iiber A die Gestalt

mit einer gewissen Anzahl von Strichen. Zwei solche Worter sind genau dann
gleich, wenn ihre Strichanzahl {ibereinstimmt. In diesem Fall entsprechen also
die Worter den natiirlichen Zahlen (das leere Wort entspricht der 0).

Der Binércode besteht aus den beiden Symbolen 0 und 1, der Morsecode
besteht aus drei Zeichen: kurzes Signal, langes Signal, Pause. Grundsitz-
lich fiihrt jedes nichtleere endliche Alphabet zu einer abzahlbar-unendlichen
Menge an Wortern und hat somit prinzipiell die gleiche Ausdrucksstérke.

Beispiel 2.3. Die DNA-Stréinge, die die Erbinformationen aller Lebewesen
tragen, sind Doppelketten in Helixform aus Nukleotiden. Die entscheidenden
Bestandteile der Nukleotiden sind die Basen, wofiir es nur vier Méglichkeiten
gibt, ndmlich Adenin (A), Thymin (T), Guanin (G) und Cytosin (C). Die
Nukleotiden treten in der Helix stets mit einem festen Partner (ndmlich Ade-
nin mit Thymin und Guanin mit Cytosin) auf, so dass die Struktur durch
die eine Hélfte der Helix festgelegt ist. Daher entspricht (bis auf die Leserich-
tung und die Strangauswahl) die genetische Information eines DNA-Stranges
einem Wort iiber dem Alphabet mit den Buchstaben A, T,G,C.

Colonne
sucre-phosphate

- Prire de bases

Adenine

Base azotée

Thymine

Guaning

Cylosine

Wenn zu einem Alphabet A ein neues Zeichen — als ,,Leerzeichen“ hinzu-
genommen wird, so werden manchmal die Worter aus A als (eigentliche)
Worter und die Worter aus dem Alphabet A U {—} als Texte (oder Sétze)



28

bezeichnet. Mit der Hinzunahme eines weiteren Satzbeendungssymbols kann
man auch zwischen Sidtzen und Texten unterscheiden.

Die geschriebene natiirliche Sprache umfasst das Alphabet, das aus den Grof3-
buchstaben A,B.C,....Z,A,0.U, den Kleinbuchstaben a.b,c,...,z,4,0,ii,8, den
Ziffern, den Satzzeichen und einem Leerzeichen fiir den Abstand zwischen
den Wortern besteht. Jede lineare Hintereinanderreihung dieser Zeichen gilt
fiir uns als Text. Im Moment interessieren wir uns nicht dafiir, ob die ge-
schriebenen Texte syntaktisch richtig gebildet oder semantisch sinnvoll sind.
Im Moment ist also z.B.

NWfL33kAs.,r

ein erlaubter Text.

2.2. Rekursive Definitionen.

In der Definition von einem Wort iiber einem Alphabet haben wir von ei-
ner Menge gesprochen und somit eine naive Mengenlehre vorausgesetzt. Im
endlichen Fall wird die Symbolmenge einfach durch Auflisten ihrer Elemente
gegeben. Fiir die gebildeten Worter haben wir implizit verwendet, dass das
Bilden von linearen Zeichenreihen unproblematisch ist.

Ein wichtiges Prinzip, Mengen zu definieren, ist das der rekursiven Definition.
Eine rekursive Definition besteht aus zwei Sorten von Regeln. (1) Einerseits
gewisse Startregeln, die sagen, was direkt zu der Menge gehort, und (2) Re-
kursionsregeln (Generierungsregeln), die die Form einer Bedingung haben,
und besagen, dass wenn gewisse Objekte zu der Menge gehoren, und wenn
neue Objekte aus diesen Objekten in bestimmter Weise gebildet sind, dass
dann diese neuen Objekte ebenfalls dazu gehoren (die dritte stillschweigende
Bedingung an eine rekursive Definition ist, dass es keine weitere Moglichkeit
gibt, zu der Menge zu gehoren, aufler den in (1) und (2) genannten).

Beispiel 2.4. Die Menge der Worter iiber einem Alphabet A kann man auch
folgendermaflen rekursiv definieren.

(1) 0 ist ein Wort iiber A.
(2) Wenn z ein Wort ist und a € A ein Buchstabe, so ist auch za ein
Wort.

Hier représentiert = (eine Variable) ein beliebiges schon konstruiertes Wort.
Dabei ist (a als a zu lesen, so dass die beiden erlaubten Konstruktionsschritte
(also der Anfangsschritt und der Rekursionsschritt) sichern, dass die einzel-
nen Symbole aus A Worter sind. Wenn das Alphabet durch A = {a,b,c}
gegeben ist, so wiirde der rekursive Nachweis, dass abbac ein Wort ist, fol-
gendermafien gehen.

(1) Wegen der Anfangsbedingung ist () ein Wort.
(2) Deshalb und wegen des Rekursionsschrittes ist fla = a ein Wort.
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(3) Deshalb und wegen des Rekursionsschrittes ist ab ein Wort (hier ist
also x = a das schon nachgewiesene Wort und der Buchstabe b wird
angehéingt).

(4) Deshalb und wegen des Rekursionsschrittes ist abb ein Wort (hier ist
also x = ab das schon nachgewiesene Wort und der Buchstabe b wird
angehéngt).

(5) Deshalb und wegen des Rekursionsschrittes ist abba ein Wort (hier
ist also x = abb das schon nachgewiesene Wort und der Buchstabe a
wird angehéngt).

(6) Deshalb und wegen des Rekursionsschrittes ist abbac ein Wort (hier
ist also x = abba das schon nachgewiesene Wort und der Buchstabe
¢ wird angehéngt).

Natiirlich kann man abbac sofort ansehen, dass es sich um eine linear angeord-
nete Zeichenreihe iiber {a, b, c} handelt, und der rekursive Nachweis scheint
iibertrieben pedantisch zu sein. Bei komplexer gebildeten Mengen ist aber die
rekursive Definition unerldsslich, vor allem auch deshalb, da sie ermoglicht,
Eigenschaften der Elemente einer Menge iiber den rekursiven Aufbau nach-
zuweisen.

Bemerkung 2.5. Es sei M eine rekursiv definierte Menge, die durch eine
Startmenge S C M und gewisse Rekursionsvorschriften gegeben sei. Neh-
men wir an, wir mochten fiir alle Elemente der Menge M eine gewisse Eigen-
schaft E nachweisen. Das Beweisprinzip durch Rekursion® oder Beweisprinzip
tiber den rekursiven Aufbau der Menge funktioniert folgendermafien.

(1) Man zeigt, dass jedes Element aus der Startmenge die Eigenschaft £
erfiillt (Rekursionsanfang).

(2) Man zeigt fiir jede Rekursionsvorschrift, dass unter der Vorausset-
zung, dass die in dieser Vorschrift verwendeten Elemente die Eigen-
schaft E besitzen, dann auch das durch die Vorschrift produzierte
Element die Eigenschaft besitzt (Rekursionsschritt).

Daraus kann man dann schlieflen, dass jedes Element aus M die Eigenschaft
erfiillt. Die Richtigkeit dieses Beweisprinzips beruht auf folgender Betrach-
tung: Es sei N C M die Menge aller Elemente, fiir die die Eigenschaft E
gilt. Aufgrund des Rekursionsanfangs gilt S C N. Aufgrund des Rekursi-
onsschrittes ist IV abgeschlossenen unter sédmtlichen Rekursionsvorschriften.
Dies ist aber die Definition fiir M, also ist N = M und die Eigenschaft gilt
fiir ganz M.

Ein Spezialfall dieses Beweisprinzips ist das Prinzip der vollsténdigen Induk-
tion fiir natiirliche Zahlen. Die natiirlichen Zahlen sind rekursiv durch das

30ft spricht man einfach von einem Beweis durch Induktion.
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Startelement 0 und eine einzige Rekursionsregel, ndmlich die Nachfolgerre-
gel festgelegt: Wenn n eine natiirliche Zahl ist, so ist auch der Nachfolger
n’ = n+ 1 von n eine natiirliche Zahl.

Bemerkung 2.6. Es sei M eine rekursiv definierte Menge mit der Startmen-
ge S C M. Verwandt mit dem Beweisprinzip iiber den rekursiven Aufbau
der Menge ist das Prinzip, eine Abbildung ¢ von M in eine weitere Menge
N rekursiv zu definieren. Dazu geht man folgendermaflen vor.

(1) Man legt eine Abbildung

wo: S— N
fest.
(2) Fiir jede Rekursionsvorschrift erkldart man, wie man aus den schon
festgelegten Werten p(my),. .., p(my) der Elemente my, ..., my, auf

die die Vorschrift Bezug nimmt, den Wert unter ¢ fiir das durch die
Vorschrift produzierte Element m festlegt.

(3) Man muss sicherstellen, dass, falls es fiir ein Element mehrere Mog-
lichkeiten gibt, dieses rekursiv zu erzeugen, die verschiedenen Mog-
lichkeiten zum gleichen Wert fiihren.

Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, ist eine wohldefinierte Abbildung
p: M — N
definiert.

Eine Sprache besteht aus sinnvollen Wortern und sinnvollen Sétzen, nicht
aus der beliebigen Aneinanderreihung von Symbolen oder Buchstaben (oder
Lauten). Es ist aber vorteilhaft, erstmal alle Moglichkeiten zuzulassen und
daraus durch eine Vorgabe von Regeln die sinnvollen Ausdriicke, Worter,
Lautkombinationen herauszufiltern. So funktioniert auch der kleinkindliche
Spracherwerb und der Aufbau der formalen Sprachen. Wir werden nun den
rekursiven Aufbau von syntaktisch korrekten Aussagen besprechen.

Aussagenlogik

Die mathematische Logik beschéftigt sich hauptsachlich mit Pradikatenlo-
gik, da in dieser ein Grofiteil der Mathematik beschrieben werden kann. Als
Vorstufe dazu behandeln wir jetzt die Aussagenlogik. Wie bei der Pridika-
tenlogik spéter folgen wir dem Schema

Formale Sprache - Interpretationen und semantische Tautologien - Syntakti-
sche Tautologien und Ableitungskalkiil - Vollstandigkeit.
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2.3. Die Sprache der Aussagenlogik.

Die formallogische Sprache der Aussagenlogik wird ausgehend von einer Va-
riablenmenge V' und einer einfachen Menge an Junktoren rekursiv aufgebaut.
Die Aussagenvariablen werden wir zumeist mit p,q,7,p1, ..., Pk, Pn (n € N)
etc. bezeichnen. Sie représentieren Aussagen, haben aber keinen eigenen In-
halt, sondern teilen mit Aussagen lediglich gewisse syntaktische Eigenschaf-
ten (semantische Eigenschaften werden hier noch nicht besprochen). Beispiele
fiir solche syntaktischen Eigenschaften sind, dass man zu einer Aussage eine
Negation bilden kann, oder dass man zwei Aussagen durch ,, und* verkniipfen
kann. Die Aussagenvariablen représentieren Grundaussagen, die durch solche
Verkniipfungen zu komplexeren Aussagen zusammengesetzt werden koénnen,
die selbst wiederum zu weiter verschachtelten Aussagen verbunden werden
konnen. Die folgende Definition fixiert die formale Sprache der Aussagenlo-
gik; es handelt sich um eine rekursive Definition, wobei die Aussagenvariablen
die Startelemente sind und die logischen Operationen als Generierungsregeln
auftreten. Das dieser rekursiven Definition zugrunde liegende Alphabet be-
steht neben einer Menge V' an Aussagenvariablen aus den Symbolen

_'7/\7\/7_>7H7 (7)7

die als
nicht, und, oder, impliziert, genau dann, wenn, Klammer auf, Klammer zu

gelesen werden; die zugehorigen Substantive sind Negation, Konjunktion, Dis-
junktion, Implikation und Aquivalenz. Die Bezeichnungen orientieren sich
natiirlich an den spéter einzufithrenden Bedeutungen, im Moment sind es le-
diglich Waorter fiir bestimmte Symbole. Die Sprache der Aussagenlogik wird
als Teilmenge von A* realisiert, wobei A = VU {=, A, V, —, <>, (, )} ist.

Definition 2.7. Es sei V eine Menge (deren Elemente wir als Aussagenva-
riable bezeichnen). Dann wird die zugehérige Sprache der Aussagenlogik LY
(zu V') rekursiv durch folgende Regeln definiert.

(1) Jedes p € V gehort zu LY.

(2) Wenn o € LY, so ist auch —(a) € LY.

(3) Wenn «, 3 € LY, so sind auch (o) A (B), () V (8), (a) = (B), (a) >
(B) e L".

Héufig verwendet man weniger Symbole, beispielsweise verzichtet man auf
—, <>. Die Klammerungen werden oft auch anders gesetzt. Z.B. erlaubt man
manchmal -« (ohne Klammer) oder man macht die Klammern auflen, also
(o A B). Sehr oft lasst man Klammern, um die Lesbarkeit der Aussagen zu
erhohen, einfach weg, obwohl dies vom syntaktischen Standpunkt aus ein
schweres Vergehen ist.
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Beispiel 2.8. Es seien p, ¢, Aussagenvariablen. Dann sind beispielsweise

p, ~(p); ~(=(=(p))), (2) A (=(9)), (() A (=())) A (=(r)),
(=) = (=) V (=) < (=(r) A (g))

korrekt gebildete Aussagen, d.h. sie gehéren zu LY. Dagegen sind

=, = A, pAG, (p) A (=g, (p) A (g) A (r),

keine Aussagen in LY (aber natiirlich Wérter iiber dem gegebenen Alphabet).

Der Nachweis, dass ein gegebenes Wort eine korrekt gebildete Aussage ist,
erfolgt iiber eine Ableitungskette oder einen Aussagestammbaum. Bei einer
Ableitungskette listet man Zeile fiir Zeile korrekt gebildete Aussagen auf,
wobei diese Aussagen entweder Aussagenvariablen oder aber mittels einer
Rekursionsregel aus vorhergehenden Aussagen entstanden sind. Die letzte
Zeile enthélt die Aussage, deren Korrektheit man zeigen will.

Beispiel 2.9. Eine Ableitungskette fiir
() A () = ((=(g) V(1)

sieht folgendermafien aus.

p (Aussagenvariable),

q (Aussagenvariable),

r (Aussagenvariable),

—(q) (Negation auf 2),

(p) A (r) (Konjunktion auf 1 und 3),

(=(q)) V (r) (Disjunktion auf 3 und 4),

((p) A (r)) = ((=(q)) V (r)) (Implikation auf 5 und 6).

Ein Aussagenstammbaum ist eine graphisch iibersichtliche Version einer Ab-
leitungskette. Er beginnt mit den verwendeten Aussagenvariablen als Blét-
tern und erzeugt dann Schritt fiir Schritt durch Vereinigungen von Zweigen
die beteiligten Teilaussagen, bis schliellich die in Frage stehende Aussage als
Stamm erzeugt ist.

Beispiel 2.10. Wir wollen uns anhand eines Stammbaumes klar machen,
dass die Zeichenkette

() A (r) = (=(g)) V (r))

eine Aussage ist, also geméafl den Regeln korrekt gebildet ist. Der Abstam-
mungsbaum entsteht ausgehend von den Blattern, die die vorkommenden
Aussagenvariablen (mit ihrer Haufigkeit) reprasentieren, indem man Schritt
fiir Schritt komplexere Teilaussagen zusammensetzt.
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(p)a(r)

(=lg)v(r)

[ ((p)a(rh)=((—(a))v(r)) ]

Jede Aussage hat eine eindeutige ,,rekursive Geschichte®, d.h. es gibt fiir jede
Aussage nur eine Abfolge von Rekursionsschritten, um sie aus Aussagenva-
riablen aufzubauen, siehe Aufgabe 2.19.

2.4. Aussagenlogische Interpretationen.

Wir kommen zur Interpretation einer aussagenlogischen Sprache und insbe-
sondere der darin auftretenden Junktoren. Der Ansatz ist, dass eine Aussa-
genvariable nur wahr oder falsch sein kann.

Definition 2.11. Es sei V eine Menge von Variablen und LY die zugehérige
aussagenlogische Sprache. Unter einer Wahrheitsbelegung versteht man eine
Abbildung

AV —{0,1}
(oder mit {f,w} als Wertebereich).

Eine Wahrheitsbelegung ist also einfach dadurch gegeben, dass einer jeden
Aussagenvariablen ein Wahrheitswert, ndmlich 0 oder 1 bzw. f oder w zu-
geordnet wird. Eine solche Wahrheitsbelegung méchte man auf die gesamte
Sprache fortsetzen, wobei die folgenden Festlegungen die inhaltliche Bedeu-
tungen der Junktoren widerspiegeln. Die folgende Definition ist moglich, da
der rekursive Aufbau einer Aussage eindeutig bestimmt ist.

Definition 2.12. Es sei V eine Menge von Variablen, LY die zugehérige
aussagenlogische Sprache und

AV —{0,1}

eine Wahrheitsbelegung. Unter der zugehérigen Interpretation I = I* ver-
steht man die iiber den rekursiven Aufbau der Sprache festgelegte Abbildung

I: LV —{0,1}

(1) I(v) = A(v) fiir jede Aussagenvariable v € V.



34
(2) Bei a = —(pB) ist

)1, falls I(B) = 0,
Ia) = {0, falls 1(8) = 1.

(3) Bei o = (B) A (7y) ist
{1, falls 1(8) = I(7) = 1,

I pr—
(@) 0 sonst .

(4) Bei a = (B) V (7) ist

(o) — 1, falls I(5) =1 oder I(y) =1,
(@)= Y0, falls 1(8) = I1(7) = 0.

(5) Bei a = (B) — () ist

I(a) = 1, falls I(8) =0 oder I(y) =1,
“= 0, falls /(8) =1 und I(y) =0.

(6) Bei v = () <> () ist

I(a) = 1, falls I(5) = 1(7),
0, falls I(B) # I1(v).

Bei

I(a) =1
sagt man, dass der Ausdruck a bei der Wahrheitsbelegung A (oder der In-
terpretation /) wahr wird (oder gilt), andernfalls, dass er falsch wird (nicht
gilt). Dafiir schreibt man auch I F a bzw. I ¥ a. Mit I” bezeichnen wir
die Menge aller bei der Interpretation I wahren Ausdriicke aus der Sprache.
Wenn I' C LY eine Menge an Ausdriicken ist, so bedeutet I E T, dass I F «

fiir alle o € T gilt. Dafiir sagt man auch, dass I' bei der Interpretation I gilt
oder dass I ein Modell fiir T" ist.

Beispiel 2.13. Es sei V. = {p,q,r} und X sei die Wahrheitsbelegung mit
Ap) = 1, Mq) = 1, A(r) = 0. Es sei I die zugehorige Interpretation. Zur
Berechnung des Wahrheitswertes von

a = (=((p) A (=) = ()
unter dieser Interpretation muss man rekursiv geméfl Definition 2.12 die ein-
zelnen Bestandteile auswerten. Es ist

I(—q) =0

und somit

Also ist



35

Andererseits ist
I(r) =0
und daher ist
I(a) = 0.
Der Ausdruck ist also bei dieser Wahrheitsbelegung nicht wahr.

2. ARBEITSBLATT

2.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 2.1. Sei S = {A, B, C}. Betrachte die rekursiv definierte Teilmen-
ge T C S*, die wie folgt festgelegt wird.

(1) Jedes Element aus S gehort zu T'.
(2) Wenn X,Y € T sind, so gehort auch X XY zu T

Bestimme, welche der folgenden Worter zu T' gehoren.

A, ABABC, AABBB, AABAABA, AAAA, AABABAAB,
AAAAAABBB.

Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Jedes Element aus T" besitzt eine ungerade Wortldnge.

(2) Jede ungerade Zahl kommt als Wortlénge eines Elements aus 7" vor.

(3) Es gibt Elemente in 7', die auf mehrfache Weise generiert werden
kénnen.

(4) Jedes Wort t € T'\ S beginnt mit zwei gleichen Buchstaben.

Aufgabe 2.2. Ein Geldfilscher stellt 3- und 7-Euro-Scheine her.

(1) Beschreibe die Menge M der vollen Eurobetriige, die er mit seinen
Scheinen (exakt) begleichen kann, als eine rekursive Teilmenge von
N, also durch eine Startmenge und Rekursionsvorschriften.

(2) Zeige, dass es nur endlich viele Betriage gibt, die er nicht begleichen
kann. Was ist der hochste Betrag, den er nicht begleichen kann?

(3) Was ist der kleinste Betrag, den er auf zwei verschiedene Weisen be-
gleichen kann.

Aufgabe 2.3. Wir betrachten die rekursiv definierte Teilmenge M von
Z? = 7 x Z, die durch die Startmenge S = {(0,0)} und die folgenden
Rekursionsvorschriften gegeben ist.

(1) Wenn P € M ist, so ist auch P + (3, 0) € M.
(2) Wenn P € M ist, so ist auch P+ (=1, —2) € M.
(3) Wenn P € M ist, so ist auch P+ (2, 7) € M.
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Zeige die folgenden Aussagen.

1) Der Punkt (—3, 0) gehort zu M.

2) Der Punkt (0, 3) gehort zu M.

3) Der Punkt (0, —3) gehort zu M.

4) Ein Punkt Q € M besitzt im Allgemeinen keine eindeutige Generie-

rung.

(5) Jeder Punkt @ = (a,b) € M besitzt die Eigenschaft, dass a + b ein
Vielfaches von 3 ist.

(6) Wenn Q = (a,b) € Z* die Eigenschaft besitzt, dass a+b ein Vielfaches

von 3 ist, so ist QQ € M.

(
(
(
(

Aufgabe 2.4. Eine Geschenkfabrik verfiigt iiber leere, offene Schachteln (un-

terschiedlicher GroBe) und iiber Maschinen, die die beiden folgenden Ablaufe

durchfithren konnen.

(1) Eine offene Schachtel schliefien.
(2) Eine geschlossene Schachtel in eine grofere offene Schachtel (in der
schon andere Schachteln liegen diirfen) hineinlegen.

Ein Produkt der Fabrik ist das Ergebnis aus diesen (beliebig verschachtelten)
Ablaufen.

(1) Definiere (induktiv) die Schachtelanzahl eines Produkts der Fabrik.

(2) Definiere die Verschachtelungstiefe eines Produkts der Fabrik.

(3) Definiere die Arbeitsschrittanzahl eines Produkts der Fabrik.

(4) Bestimme die Schachtelanzahl, die Verschachtelungstiefe und die Ar-
beitsschrittanzahl des gezeigten Produkts (die Schachteln seien ge-
schlossen).

(5) Zeige, dass jedes Produkt der Fabrik nur maximal eine offene Schach-
tel enthélt.

(6) Welche Gleichheitsbegriffe sind fiir die Produkte der Firma sinnvoll?
Welche Produkte lassen sich auf unterschiedliche Arten generieren?
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Sind die unter (1), (2), (3) definierten Begriffe wohldefiniert, also
unabhéngig vom Generierungsprozess?

Aufgabe 2.5. Erstelle eine rekursive Definition fiir die Menschheit.

Aufgabe 2.6.*

Bei einem Zwei-Personen-Regel-Spiel (wie Schach) spielen zwei Personen (A
und B) nach gewissen Regeln gegeneinander. Die Personen ziehen abwech-
selnd. Es ist klar, was eine Mattgewinnstellung fiir A ist, da ist A am Zug
und kann B schlagen und das Spiel ist beendet. Definiere rekursiv, was in-
nerhalb der Menge S aller Stellungen eine Gewinnstellung fiir A (mit A am
Zug) ist.

Aufgabe 2.7. Artikuliere die beiden folgenden Briiche mit ,tel*

1) 8700
iF
723

Die folgende Aufgabe verwendet den Begriff abzéhlbar.

Eine Menge M heifit abzdhlbar, wenn sie leer ist oder wenn es eine surjektive
Abbildung

p: N— M
gibt.
Fiir diesen Begriff und das Méachtigkeitskonzept im Allgemeinen siehe den
Anhang iiber Machtigkeiten. Fine Menge M ist genau dann abzéhlbar un-
endlich, wenn es eine bijektive Abbildung

v: N— M

gibt. Die Menge der rationalen Zahlen sind abzé&hlbar unendlich, die Menge
der reellen Zahlen nicht.

Aufgabe 2.8. Es sei A ein abzéhlbares Alphabet. Zeige, dass auch die Menge
A* der Worter iiber A abzahlbar ist.

Aufgabe 2.9. Es sei A ein Alphabet mit 5 Symbolen. Wie viele Worter
iiber A der Lénge 7 gibt es, wenn man nicht zwischen den Leserichtungen
unterscheiden kann?

Aufgabe 2.10. Es sei ein DNA-Doppelstrang der Linge n gegeben. Wie
viele Moglichkeiten gibt es dafiir bei n = 1,2, wenn man weder die beiden
Strénge noch die Leserichtungen unterscheiden kann.
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Aufgabe 2.11. Bei einer Leiter sollen die an den Holmen austretenden
Sprossenenden farblich markiert werden. Es stehen drei Farben zur Ver-
fiigung, und die Leiter hat sechs Sprossen. Wie viele Farbungsmoglichkeiten
gibt es, wenn die farblose Leiter weder oben/unten noch links/rechts kennt?

Aufgabe 2.12. Es seien A und B Alphabete und sei p: A — B eine Ab-
bildung. Zeige, dass dies eine natiirliche Abbildung

p: A — B”
zwischen den Wortmengen induziert. Zeige, dass ¢ genau dann injektiv (sur-
jektiv) ist, wenn ¢ injektiv (surjektiv) ist.

Aufgabe 2.13. Es sei A ein Alphabet mit 4 Symbolen. Wie viele Worter
der Lénge 9 gibt es iiber A, wenn man Symbole in einem Wort simultan
vertauschen kann?

Aufgabe 2.14. Zeige, dass das erste Symbol in jeder Aussage aus L' ent-
weder eine Aussagenvariable p € V oder das Negationszeichen — oder eine
linksseitige Klammer ( ist.

Aufgabe 2.15.*

Beweise durch Induktion iiber den rekursiven Aufbau der Sprache LY, dass
in jeder Aussage o € LY die Anzahl der linken Klammern mit der Anzahl
der rechten Klammern iibereinstimmt.

Aufgabe 2.16. Zeichne einen Abstammungsbaum fiir die Aussage

(@) A (=(0) A (=(r))

Aufgabe 2.17. Zeichne einen Abstammungsbaum fiir die Aussage

(=(=() < (=(@) V ((p) = (=(r) A (=(9)))) -

Aufgabe 2.18. Es sei ein aussagenlogischer Ausdruck der Form

gegeben, wobei x = A, V, —, <> ist. Es sei vorausgesetzt, dass die Klammer )
links von x die linke 6ffnende Klammer abschlieBt (wie ist das zu definieren?).
Zeige, dass dann die Zeichenketten innerhalb der beiden Klammern Aussagen
sind, und dass der Gesamtausdruck durch einen dritten Schritt im rekursiven
Aufbau der Sprache aus diesen beiden Aussagen entstanden ist. Zeige, dass
dies ohne die Klammervoraussetzung nicht der Fall sein muss.
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Aufgabe 2.19. Zeige, dass der letzte Konstruktionsschritt einer Aussage ein-
deutig bestimmt ist. Folgere, dass sich die rekursive Entstehung einer Aussage
eindeutig rekonstruieren lésst.

Aufgabe 2.20.*

Definiere zu jeder Aussage o € LY die Menge Var («) der in o vorkommenden
Aussagenvariablen.

Aufgabe 2.21. Es seien V und W Aussagenvariablenmengen und ¢: V —
W eine Abbildung. Zeige, dass dies eine natiirliche Abbildung

L. LV — W

induziert.

Aufgabe 2.22. Finde einen moglichst einfachen aussagenlogischen Aus-

druck, der die folgende tabellarisch dargestellte Wahrheitsfunktion ergibt.

?
w
f
f
f

Aufgabe 2.23. Bestimme den Wahrheitswert der Aussage

(=(=() < (=(@) V ((p) = ((=(r) A (=(9))))
bei der Belegung A(p) = 0 und A(q) = A(r) = 1.

Aufgabe 2.24. Bestimme zu jedem Ausdruck a € LY mit maximal acht
Zeichen zur Aussagenvariablenmenge V' = {p, ¢}, ob er bei der durch \(p) =
1, A(q) = 0 fetgelegten Interpretation wahr oder falsch ist.

Aufgabe 2.25. Finde moglichst einfache aussagenlogische Ausdriicke, die
die folgenden tabellarisch dargestellten Wahrheitsfunktionen ergeben.

| S S S
A RS
=R N =N R
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pla|”?
w|lwl|f
w|f]|f
flw|w
flf|f
plq|”?
w|w|f
w|f|f
flw|f
f|f]f

Aufgabe 2.26. Zeige, dass die Interpretation einer Aussage o € LY nur von
der Wahrheitsbelegung der in a vorkommenden Aussagenvariablen abhéngt.

Aufgabe 2.27. Es seien V und W Aussagenvariablenmengen, ¢: V — W
eine Abbildung und L?: LY — LW die nach Aufgabe 2.21 zugehérige Ab-
bildung. Es sei A eine Wahrheitsbelegung auf W. Zeige

% = "o LY.

Aufgabe 2.28. Die Aussage oV -« ist eine Tautologie. Ist somit die Frage
,Gilt a oder —a?* unsinnig?

2.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 2.29. (4 (1+2+1) Punkte)
Ein Geldfalscher stellt 4-; 9- und 11-Euro-Scheine her.

(1) Beschreibe die Menge M der vollen Eurobetréige, die er mit seinen
Scheinen (exakt) begleichen kann, als eine rekursive Teilmenge von
N, also durch eine Startmenge und Rekursionsvorschriften.

(2) Zeige, dass es nur endlich viele Betrige gibt, die er nicht begleichen
kann. Was ist der hochste Betrag, den er nicht begleichen kann?

(3) Was ist der kleinste Betrag, den er auf zwei verschiedene Weisen be-
gleichen kann.

Aufgabe 2.30. (2 Punkte)

Es sei ein DNA-Doppelstrang der Léange n gegeben. Wie viele M6glichkeiten
gibt es dafiir bei n = 3,4, wenn man weder die Strange noch die Leserich-
tungen unterscheiden kann.
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Aufgabe 2.31. (2 Punkte)

Zeichne einen Abstammungsbaum fiir die Aussage

(=) = (=) V (=(r) < (=(r)) Ala)) -

Aufgabe 2.32. (2 Punkte)
Bestimme den Wahrheitswert der Aussage

(=(=(p) = (=(0))) V (=(r))) < ((=(r)) A(q))
bei der Belegung A(p) = A(r) = 0 und A(q) = 1.

Aufgabe 2.33. (3 Punkte)

Es seien pq, ..., p, Aussagenvariablen und (i, ..., 3, Aussagen. Zeige durch
Induktion iiber den Aufbau der aussagenlogischen Sprache, dass man zu jeder
Aussage « in den gegebenen Variablen eine Aussage erhélt, wenn man jedes
Vorkommen von p; in a durch f3; ersetzt.

Aufgabe 2.34. (4 Punkte)

Beweise durch Induktion iiber den rekursiven Aufbau der Sprache LY, dass
in jeder Aussage o € LY und fiir jedes Symbol s in «, das keine Klammer ist,
folgendes zutrifft: Links von s ist die Anzahl der linken Klammern mindestens
so grof} wie die Anzahl der rechten Klammern.

3. VORLESUNG - TAUTOLOGIEN

3.1. Tautologien.

In der letzten Vorlesung haben wir erklart, wie man ausgehend von einer
Wahrheitsbelegung A der Aussagenvariablen aus V' zu einer Interpretation
I = I* einer jeden Aussage o € LY kommt. Dabei hiingt der Wahrheits-
gehalt im Allgemeinen von A und von « ab. Eine besondere Situation liegt
vor, wenn der Wahrheitswert von « nicht von der Belegung abhéngt, also der
Aussage immanent ist.

Definition 3.1. Ein Ausdruck
ael”

(zu einer Menge von Aussagenvariablen V') heifit allgemeingiiltig (oder eine
semantische Tautologie,) wenn fiir jede Wahrheitsbelegung A die Beziehung

Ma) =1
gilt.
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Bemerkung 3.2. Den Wahrheitswert eines Ausdrucks o € LY unter der In-
terpretation I* zu einer Belegung A kann man iibersichtlich berechnen, wenn
man abhéngig von den Variablenwerten (fiir die in v auftretenden Variablen)
sukzessive die Werte der konstituierenden Bestandteile von o berechnet. Um
festzustellem, ob eine Tautologie vorliegt, legt man eine Wahrheitstabelle an,
bei der die Zeilen durch die méglichen Kombinationen an 0, 1-Werten der ein-
zelnen (in o vorkommenden) Variablen gegeben sind. Am iibersichtlichsten
wird die Tabelle, wenn man sich bei der Zeilenreihenfolge an das Dualsystem
hélt. Bei n Variablen gibt es (neben der Kopfzeile) 2" Zeilen.

Beispiel 3.3. Der Ausdruck (wir verzichten hier und im Folgenden haufig
auf Klammern)

o = (a— p) < (7 = —a),
genannt Kontraposition, ist eine Tautologie (unabhéngig davon, ob «, 8 Aus-
sagenvariablen oder Aussagen bezeichnen). Um dies nachzuweisen, muss man

den Wahrheitswert dieses Ausdruckes bei jeder Wahrheitsbelegung berech-
nen, was wir mit einer Wahrheitstabelle durchfiihren.

Kontraposition

a |f la=B-a|-p|8—=a|(a— ) (06— a)
W | W W f f W W

w | f f f|lw f A\

flw w w | f w w

f|f W W o| W A4 W

Dagegen ist der Ausdruck
p = (=((p) A (=(9))) = (1)

keine Tautologie, da wir in Beispiel 2.13 eine Wahrheitsbelegung mit dem
Gesamtwert f angegeben haben.

Definition 3.4. Ein Ausdruck
aelV

(zu einer Menge von Aussagenvariablen V') heifit (semantische) Kontradiktion
(oder Widerspruch), wenn fiir jede Wahrheitsbelegung A\ die Beziehung

I(a) =0
gilt.
Definition 3.5. Es sei V eine Menge von Aussagenvariablen und LY die
zugehdrige aussagenlogische Sprache. Eine Teilmenge I' C LY heift erfiillbar,

wenn es eine Wahrheitsbelegung A\ mit zugehoriger Interpretation I derart
gibt, dass I(a) = 1 fiir alle a € T gilt.

Diese Sprechweise verwendet man insbesondere fiir einen einzelnen Ausdruck
v
aeclV.
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Lemma 3.6. Ein Ausdruck
aelLlV

(zu einer Menge von Aussagenvariablen V') ist genau dann eine (semanti-
sche) Tautologie, wenn —« nicht erfillbar ist.

Beweis. Wir beweisen die kontraponierte Aussage, dass « genau dann keine
Tautologie ist, wenn —« erfiillbar ist. Dass keine Tautologie vorliegt, bedeu-
tet, dass es eine Wahrheitsbelegung A\ derart gibt, dass

™Ma) = 0.
Dies bedeutet aber
I ’\(ﬁa) =1,
was gerade die Erfiillbarkeit von -« besagt. O

3.2. Die Folgerungsbeziehung.

In gewissen Situationen interessiert man sich dafiir, welche Ausdriicke aus
einer bestimmten Menge von Ausdriicken, etwa einem Axiomensystem, ge-
folgert werden konnen.

Definition 3.7. Es sei V eine Menge von Variablen und LY die zugehérige
aussagenlogische Sprache. Es sei ' C LY eine Teilmenge und o € LY. Man
sagt, dass a aus I' folgt, geschrieben I' F «, wenn fiir jede Interpretation [
(gegeben durch eine Wahrheitsbelegung A) mit I E I" auch I F « gilt.

Fiir die Menge aller Aussagen, die aus der Aussagenmenge I folgt, schreiben
wir I'". Tautologien sind genau die aus der leeren Ausdrucksmenge I' = ()
folgerbaren Aussagen. Daher schreibt man fiir Tautologien auch F «.

3.3. Ein Ableitungskalkiil fiir die aussagenlogischen Tautologien.

Wir formulieren nun einen syntaktischen Ableitungskalkiil fiir (syntakti-
sche) Tautologien. Dieser generiert, ausgehend von gewissen axiomatisch fi-
xierten Grundtautologien, rekursiv eine Menge von Aussagen, die, wie wir
spéter sehen werden, mit der Menge der allgemeingiiltigen Sétzen (seman-
tische Tautologien) iibereinstimmt. Wir arbeiten allein mit den logischen
Symbolen —, A, —, d.h. wir verzichten auf V und auf <. Dies reduziert
die Ausdrucksstirke der Sprache nicht, da man « < § als Abkiirzung fiir
(o = B)A (B — «a) und aV j als Abkiirzung fiir o — [ einfiithren kann. Um
Klammern zu sparen verwenden wir die Konvention, dass die Negation sich
auf das folgende Zeichen bezieht und dass die Konjunktion stéarker bindet als
die Implikation. Man kénnte auch die Implikation o« — 8 durch — (a A =)
definieren und eliminieren, doch dann wiirden die Ausdriicke sehr uniiber-
sichtlich. Ferner ist die Grundform einer mathematischen Aussage vom Typ
ar N Nay, — B
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Axiom 3.8. Fiir eine Aussagenvariablenmenge V' und beliebige Ausdriicke
a, 3,7 legt man folgende (syntaktische) Tautologien axiomatisch fest.

Fa— (68— a).
Fla—=B)AN(B—=7) = (a—=9).
(e = B)Ala—=7) = (a—= FAY).
Flanf =)= (a—=(8—=7)
Fla=(8—=7) = (@nf—=7).
F-aAa— 3.

Fla—= B)A(—a—B) = 5.

Man spricht hdufig auch genauer von Aziomenschemata, da jedes Axiom
bei unterschiedlichen Einsetzungen eine Vielzahl von Axiomen representiert.
Das Kettenschlussaziom (2) besagt die Transitivitit der Implikation, Axiom
(5) heiBt Widerspruchsaziom und Axiom (6) heifit Fallunterscheidungsawi-
om. Diese Tautologien sind die axiomatisch fixierten Grundtautologien und
fungieren als die Startglieder im rekursiven Aufbau der syntaktischen Tau-
tologien. Um {iberhaupt aus diesen Axiomen weitere Tautologien generieren
zu konnen, braucht man Ableitungsregeln. Davon gibt es lediglich eine.

Modus Ponens
Aus F o und F (a) — (B) folgt - S.

Definition 3.9. Unter einer syntaktischen Tautologie versteht man einen
Ausdruck o € LY (zu einer Aussagenvariablenmenge V), den man aus den
Grundtautologien rekursiv mittels Modus Ponens erhalten kann.

Die Menge aller syntaktischen Tautologien bilden also eine rekursiv definierte
Teilmenge von LY.

Bemerkung 3.10. Eine Durchsicht der Grundtautologien zeigt, dass es sich
jeweils auch um semantische Tautologien handelt, siche Aufgabe 3.32. Wenn
ferner o und () — () semantische Tautologien sind, so ist auch [ eine se-
mantische Tautologie. D.h. die semantischen Tautologien sind unter Modus
Ponens abgeschlossen. Dies bedeutet insgesamt, dass syntaktische Tautolo-
gien stets semantische Tautologien sind. Diese Eigenschaft nennt man auch
die Korrektheit des syntaktischen Kalkiils, er leitet ausschliefSlich semantische
Tautologien, also wahre Aussagen ab. Die umgekehrte Aussage, dass sich jede
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semantische Tautologie auch syntaktisch in dem angegebenen Kalkiil ableiten
lasst, nennt man die Vollstindigkeit des Kalkiils.

3.4. Weitere Tautologien und Regeln.

Lemma 3.11. Es ist
Fa—a.
Bewesis. Es ist
Fla— (a—a)A(~a— (a—a)) = (a— a)
nach Axiom 3.8 (6), woraus sich nach Axiom 3.8 (4) mit Modus Pones auch
Fla—=(a—a) = (ha—=(a—a) = (a—a))
ergibt. Wegen Axiom 3.8 (1) ist
Fa—(a—a)
und daher mit Modus Ponens auch
F(~a—= (a—a) = (a—a).

Wegen Axiom 3.8 (5) ist
FoaANa — o

und damit mit Axiom 3.8 (4) auch
Foa— (a—a),

so dass sich

Fa— «a
ergibt. O
Lemma 3.12. Fira,3 € LV ist
FaApB — «
und
Fanpg— 0.

Beweis. Nach Axiom 3.8 (4) ist
Fla—(8—a) = (aNf—a)
und wegen Axiom 3.8 (1) ist
Fa— (8 —a),
so dass mit Modus Ponens auch
FaApf— «a

gilt. Fiir die andere Behauptung gehen wir von Lemma 3.11 aus, was

=5 —=p
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liefert. Wegen Axiom 3.8 (1) haben wir
FB=B) = (= (8—=0),
also mit Modus Ponens auch
Fa—(8—0).
Nach Axiom 3.8 (4) ist
Fla—=(B—=0) = (anpg—=5),
woraus sich nach dem bisher Bewiesenen
alNp—p
ergibt. U

Bemerkung 3.13. Die aussagenlogischen Axiome der Form - o — f fiihren
zu entsprechenden Schlussregeln, d.h. Vorschriften, wie man aus (schon eta-
blierten) syntaktischen Tautologien neue Tautologien erhilt. Wir gehen unter
diesem Gesichtspunkt die Axiome durch.

Aus F « folgt - 5 — «a.

Dies ergibt sich aus der Voraussetzung - a aus - o — (8 — «) und dem
Modus ponens.

Aus F a A S folgt F « (und ebenso F ().

Dies ergibt sich aus - a A f — « nach Lemma 3.12 und der Voraussetzung
F a A 8 mittels Modus Ponens. Umgekehrt gilt die sogenannte Konjunkti-
onsregel, d.h. aus F a und F g folgt auch F a A . Dies ergibt sich aus

Fa— (8—aAp)

(was aus den Axiomen folgt, sieche Aufgabe 3.33) aus den Voraussetzungen
durch eine zweifache Anwendung des Modus Ponens.

Aus F o — fund F 8 — ~ ergibt sich - a — ~. Diese Regel heifit Ketten-
schlussregel. Nach der obigen abgeleiteten Konjunktionsregel folgt aus den
Voraussetzungen direkt F (o« — 5) A (8 — «) und daraus und dem Ketten-
schlussaxiom mit dem Modus Ponens - a — 7.

Lemma 3.14. Es ist
FaNp—BAa.
Beweis. Nach Axiom 3.8 (3) ist
F((aAB)—=B)A((aAB) = a)— (A= [BAa).

Die beiden Bestandteile des Vordersatzes gelten nach Lemma 3.12, so dass

auch ihre Konjunktion ableitbar ist. Daher ist auch der Nachsatz ableitbar.
OJ

Lemma 3.15. Es st
FaAB)Ay—=aN(BAY).
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Beweis. Siehe Aufgabe 3.34. g

Lemma 3.16. (1)
Fla—p8)—=(aAy—[F).
(2)
Fla—=B8)A(y—=08) = (aAy—= BAD).
Beweis. (1) Nach Axiom 3.8 (2) ist
FlaAy = a)A(a—=6) = (aAy = F)
und daher mit Axiom 3.8 (4) auch
Flany—=a)—= (= 8)—= (aAy—=P)).
Der Vordersatz ist nach Lemma 3.12 ableitbar, also auch der Nach-
satz.
(2) Nach Teil (1) ist
F (o= B) = (aAy = f)
und (unter Verwendung von Lemma 3.14 und Aufgabe 3.38)
F(y—=9) = (aAy—90).
Dabher gilt auch (nach der Regelversion zu Teil (1))
Fla=B)A(y—=0) = (ahy = B)
und
Fla—=B8)A(y—9)— (any—0)
bzw. unter Verwendung von Axiom 3.8 (4) und der Assoziativitét der
Konjunktion

Fla—=B)A(y—=d)ANany—f
und
Fla—=B)A(y—=0)ANaAy—0.
Nach Axiom 3.8 (3) ist mit der Abkiirzung ¢ = (a — ) A (v —
) NNy
Flp=B)A(p—=0) = (p—= BAJ).
Da die beiden Teilaussagen im Vordersatz ableitbar sind, ist auch der

Nachsatz ableitbar, was unter Verwendung von Axiom 3.8 (4) zur
Behauptung umformulierbar ist.

O
Die folgende Aussage gibt eine ,jinterne Version“ des Modus Ponens, der ja
nach Definition eine Schlussregel ist.

Lemma 3.17. Es ist
FaA(a—8)— 0.
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Beweis. Nach Axiom 3.8 (6) ist
F(a = B)A(ma—B) =B,
und Axiom 3.8 (5) kann man wegen Axiom 3.8 (4) zu
Fa— (—ma— p)
umformulieren. Daraus und aus (Lemma 3.11)
F(a—=p) = (a=p)
ergibt sich mit der Regelversion zu Lemma 3.16 (2)

FaA(a—=B)—= (—na— B)A(a— p)

und daraus durch den Kettenschluss die Behauptung. U
Lemma 3.18. (1) AuskFa—= (6—=7) undb~v— 4 folgt - a— (6 —
J).

(2) Aus - a und - a A B — v ergibt sich = 5 — 7.

Beweis. (1) Sei
Fa—(8—9)
und
Fy—6.
Nach Bemerkung 3.13 gilt auch
Fa— (y—0)

und daraus ergibt sich mit Axiom 3.8 (3), der Konjunktionsregel und
dem Modus Ponens

Fa—=(B—=>9 A —=90).

Mittels des Kettenschlusses ergibt sich daraus und aus Axiom 3.8 (2)
die Behauptung.
(2) Siehe Aufgabe 3.48.

g

Die folgenden Tautologien machen wichtige Aussagen iiber das Negationszei-
chen. Die Tautologie (2) ist eine wichtige Variante der Widerspruchstautologie
und die in (5) und (6) ausgedriickte Aquivalenz heifit Kontraposition.

Lemma 3.19. (1)
F(—a—a) = a.

F (A8 > =) A (~B > a) > 8
Fa— .

F——a — .
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(6)

Beweis.
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Fla—B)— (08— —a).

F (=8 — —a) = (a— ).

(1) Die Fallunterscheidungstautologie liefert
Fla—a)A(-a—a)—a.

Aus (Lemma 3.11)
Fo—a

ergibt sich daraus die Behauptung.
Nach Axiom 3.8 (3) gilt

F (=8 = —a)A (=8 —a) = (78 = aAa)
und nach Axiom 3.8 (5) gilt
FoaANa— (.
Nach Lemma 3.18 (1) folgt
F (=8 = —a) A28 = a) = (=6 = 0),

woraus nach Teil (1) die Behauptung mit der Kettenschlussregel folgt.
Nach Axiom 3.8 (1) ist

F o — (o — ——a).
Nach Axiom 3.8 (5) ist
FoaAa— ——a,
was wir mit Axiom 3.8 (4) zu
F-a — (o — —a),
umformulieren kénnen. Daraus ergibt sich
Fa— —a

mit der Fallunterscheidungsregel.
Nach Axiom 3.8 (1) ist

Fa— (m—a—a).
Nach Axiom 3.8 (5) ist
F-a Ao = a,

was wir zu
Foa = (ma— ),

umformulieren kénnen. Daraus ergibt sich
F—-—a—a

mit der Fallunterscheidungsregel.
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(5) Es ist nach Axiom 3.8 (1)

Foa— (=8 = )

und damit auch
F-a—= (o= 5)— (08— —a)).

Ferner ist nach einer Variante von Axiom 3.8 (5)

FB— (=8 — —a).
Nach Lemma 3.17 ist

Fa— ((a—=p)—5),
woraus sich
Fa— (o= p) = (78— —a))

ergibt. Mit der Fallunterscheidungsregel folgt die Behauptung.
(6) Dies folgt aus (3), (4) und (5).

3. ARBEITSBLATT

3.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 3.1. Beweise mittels Wahrheitstabellen, dass die folgenden Aus-
sagen Tautologien sind.*

)
) aA B — a.

) a— (B — a).

) (@ = (B—=7) = ((a—=B) = (a —=7)).
) (@ = B) < (maV B).

Aufgabe 3.2. Man beweise mittels Wahrheitstabellen die Regeln von de
Morgan, ndmlich dass
~(BVy) e (5BA)
und
~(BA7) & (28V )
Tautologien sind.

Aufgabe 3.3. Skizziere ein Entscheidungsverfahren, das fiir eine gegebene
Aussage o € LV entscheidet, ob es sich um eine aussagenlogische Tautologie
handelt oder nicht.

“Wir verzichten hier und im Folgenden héaufig auf Klammern, um die Lesbarkeit zu
erhohen. Gemeint sind immer die korrekt geklammerten Aussagen.
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Aufgabe 3.4. Zu einer Aussage o € LY und n € N bezeichne ="« die n-
fache Negation von «. Zeige, dass ="« <+ ="« genau dann allgemeingiiltig
ist, wenn n — m ein Vielfaches von 2 ist.

Aufgabe 3.5. Es seien pq, ..., p, Aussagenvariablen und gy, ..., 3, Aussa-
gen. Zeige, dass man, wenn man in einer allgemeingiiltigen Aussage « jedes
Vorkommen von p; durch ; ersetzt, wieder eine allgemeingiiltige Aussage
erhélt. Zeige, dass die Umkehrung davon nicht gilt.

Aufgabe 3.6. Zeige, dass eine Aussage o € L genau dann eine Kontradik-
tion ist, wenn -« eine Tautologie ist.

Aufgabe 3.7. Man gebe moglichst viele Beispiele fiir aussagenlogische Kon-
tradiktionen an.

Aufgabe 3.8. Es sei V' eine Menge von Aussagenvariablen und « eine Aus-
sage in der zugehérigen formalen Sprache LY. Es sei

p:V—V

eine Abbildung und es sei ¢(«) diejenige Aussage, die entsteht, wenn man in
a jede Aussagenvariable p durch ¢(p) ersetzt. Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Wenn « eine Tautologie ist, so ist auch ¢(«) eine Tautologie.

(2) Wenn ¢ injektiv ist, so ist a genau dann eine Tautologie, wenn dies
fir p(«) gilt.

(3) ¢(a) kann eine Tautologie sein, auch wenn « keine Tautologie ist.

(4) Die Aussagen gelten ebenso, wenn man iiberall Tautologie durch Kon-
tradiktion ersetzt.

Aufgabe 3.9. Essei ' C LY eine Teilmenge, die ausschlieBlich aus Aussa-
genvariablen oder aus negierten Aussagenvariablen besteht, wobei jede Aus-
sagenvariable hochstens direkt oder in ihrer Negation auftritt. Zeige, dass I’
erfiillbar ist.

Aufgabe 3.10.*

Wenn Karl an Susanne denkt, bekommt er feuchte Hande, einen Klofl im Hals
und einen roten Kopf. Einen roten Kopf bekommt er genau dann, wenn er an
Susanne denkt oder wenn er das leere Tor nicht trifft. Wenn Karl das leere
Tor trifft, bekommt er feuchte Hinde. Karl bekommt den Ball vor dem leeren
Tor. Kurz darauf bekommt er feuchte Hénde, einen roten Kopf, aber keinen
Klo im Hals. Hat er an Susanne gedacht? Hat er das leere Tor getroffen?
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Aufgabe 3.11.*

Folgende Aussagen seien bekannt.

(1) Der frithe Vogel fangt den Wurm.

(2) Doro wird nicht von Lilly gefangen.

(3) Lilly ist ein Vogel oder ein Igel.

(4) Fiir Igel ist 5 Uhr am Morgen spéit.

(5) Doro ist ein Wurm.

(6) Fiir Vogel ist 5 Uhr am Morgen friih.

(7) Lilly schlaft bis 5 Uhr am Morgen und ist ab 5 Uhr unterwegs.

Beantworte folgende Fragen.

(1) Ist Lilly ein Vogel oder ein Igel?
(2) Ist sie ein frithes oder ein spétes Tier?
(3) Fangt der spéte Igel den Wurm?

Aufgabe 3.12.*

Der Professor kommt gelegentlich mit verschiedenen Socken und/oder mit
verschiedenen Schuhen in die Universitédt. Er legt folgende Definitionen fest.

(1) Ein Tag heifit sockenzerstreut, wenn er verschiedene Socken anhat.

(2) Ein Tag heifit schuhzerstreut, wenn er verschiedene Schuhe anhat.

(3) Ein Tag heifit zerstreut, wenn er sockenzerstreut oder schuhzerstreut
ist.

(4) Ein Tag heit total zerstreut, wenn er sowohl sockenzerstreut als auch
schuhzerstreut ist.

a) Vom Jahr 2015 weil man, dass 17 Tage sockenzerstreut und 11 Tage schuh-
zerstreut waren. Wie viele Tage waren in diesem Jahr maximal zerstreut und
wie viele Tage waren minimal zerstreut? Wie viele Tage waren in diesem Jahr
maximal total zerstreut und wie viele Tage waren minimal total zerstreut?

b) Vom Jahr 2013 weifl man, dass 270 Tage sockenzerstreut und 120 Tage
schuhzerstreut waren. Wie viele Tage waren in diesem Jahr maximal zerstreut
und wie viele Tage waren minimal total zerstreut?

c) Erstelle eine Formel, die die Anzahl der sockenzerstreuten, der schuh-
zerstreuten, der zerstreuten und der total zerstreuten Tage in einem Jahr
miteinander in Verbindung bringt.

Die folgenden Aufgaben verwenden den Begriff einer Aquivalenzrelation. Die-
ser ist fiir viele Konstruktionen in der Mathematik und in der mathemati-
schen Logik entscheidend. Siehe den Anhang zu Aquivalenzrelationen.

Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M ist eine Relation R € M x M,
die die folgenden drei Eigenschaften besitzt (fir beliebige z,y, z € M).
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(1) Esist © ~ z (reflexiv).
(2) Aus x ~ y folgt
y ~ x (symmetrisch).
(3) Aus z ~ yund y ~ z folgt © ~ =z (transitiv).

Dabei bedeutet © ~ y, dass das Paar (x,y) zu R gehort.

Aufgabe 3.13. Auf den ganzen Zahlen Z lebe eine Kolonie von Flohen, und
jeder Flohsprung geht fiinf Einheiten weit (in beide Richtungen). Wie viele
Flohpopulationen gibt es? Wie kann man einfach charakterisieren, ob zwei
Flohe zur gleichen Population gehoren oder nicht?

Aufgabe 3.14. Wir betrachten die ganzen Zahlen Z und eine fixierte natiirli-
che Zahl a > 0. Zeige, dass auf Z durch

x ~ 1y, wenn die Differenz x — y ein Vielfaches von a ist,

eine Aquivalenzrelation definiert wird. Wie viele Aquivalenzklassen gibt es?

Aufgabe 3.15. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und U C V ein
Untervektorraum. Wir betrachten die Relation auf V', die durch

V1 ~ V9 genau dann, wenn v, — vy € U

definiert ist. Zeige, dass diese Relation eine Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 3.16. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Zeige, dass
die Relation auf V', die durch

v~ w, fallsesein A € K, A £ 0, mit v = \w gibt

eine Aquivalenzrelation ist. Was sind die Aquivalenzklassen?

Aufgabe 3.17. Wir betrachten fiir je zwei Teilmengen A, B C N die sym-
metrische Differenz

AAB = (A\ B)U(B\ A).
Wir setzen
A~ B,

falls AAB endlich ist. Zeige, dass dadurch eine Aquivalenzrelation auf 93 (N)
definiert wird.
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Aufgabe 3.18.*
Betrachte auf Z x (Z \ {0}) die Relation
(a,b) ~ (c,d), falls ad = be ist.

a) Zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.
b) Zeige, dass es zu jedem (a,b) ein dquivalentes Paar (a/, ") mit ' > 0 gibt.

c) Es sei M die Menge der Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation. Wir
definieren eine Abbildung

o: Z— M, z—[(2,1)].
Zeige, dass ¢ injektiv ist.
d) Definiere auf M (aus Teil ¢) eine Verkniipfung + derart, dass M mit dieser
Verkniipfung und mit [(0, 1)] als neutralem Element eine Gruppe wird, und
dass fiir die Abbildung ¢ die Beziehung

P21+ 22) = @(21) + p(22)
fiir alle z1, 2o € Z gilt.

Aufgabe 3.19.*

Seien M und N Mengen und sei f: M — N eine Abbildung. Zeige, dass
durch die Festlegung

r ~1Y,
wenn

flz) = f(v),

eine Aquivalenzrelation auf M definiert wird.

Aufgabe 3.20.*

Es sei M die Menge der zweimal stetig differenzierbaren Funktionen von R
nach R. Definiere auf M eine Relation durch

f~ g falls £(0) = g(0), f'(0) = ¢'(0) und f"(1) = ¢"(1).
a) Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation ist.

b) Finde fiir jede Aquivalenzklasse dieser Aquivalenzrelation einen polyno-
mialen Vertreter.

c) Zeige, dass diese Aquivalenzrelation mit der Addition von Funktionen
vertraglich ist.

d) Zeige, dass diese Aquivalenzrelation nicht mit der Multiplikation von
Funktionen vertréglich ist.
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Aufgabe 3.21. Es sei U C R” eine Teilmenge mit der induzierten Metrik.
Betrachte die Relation R auf U, wobei xRy bedeutet, dass es eine stetige
Abbildung

7 [0,1] — R, ¢ A(2),

mit y(0) = z und (1) = y gibt. Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation auf
U ist.

Aufgabe 3.22. Sei M eine Menge und ~ eine Aquiy_alenzrelation auf M mit
den Aquivalenzklassen [z]. Es sei I die Menge aller Aquivalenzklassen. Zeige
folgende Aussagen.

(1) Esist z ~ y genau dann, wenn [x] = [y] ist, und dies gilt genau dann,
wenn [z] N [y] # 0.
(2) M = J,;|®] ist eine disjunkte Vereinigung.

Aufgabe 3.23. Sei B ein Blatt Papier (oder ein Taschentuch). Man versu-
che, sich die folgenden Aquivalenzrelationen auf B und die zugehorige Iden-
tifizierungsabbildungen vorzustellen (moglichst geometrisch).

(1) Die vier Eckpunkte sind untereinander équivalent, ansonsten sind die
Punkte nur zu sich selbst dquivalent.

(2) Alle Randpunkte sind untereinander dquivalent, ansonsten sind die
Punkte nur zu sich selbst dquivalent.

(3) Jeder Punkt des linken Randes ist dquivalent zu seinem horizontal ge-
geniiber liegenden Punkt am rechten Rand, ansonsten sind die Punkte
nur zu sich selbst dquivalent.

(4) Jeder Punkt des linken Randes ist dquivalent zu seinem horizontal
gegeniiber liegenden Punkt am rechten Rand und jeder Punkt des
oberen Randes ist dquivalent zu seinem vertikal gegeniiber liegenden
Punkt, ansonsten sind die Punkte nur zu sich selbst dquivalent.

(5) Jeder Punkt des Randes ist #quivalent zu seinem punktsymme-
trisch (beziiglich des Mittelpunktes des Blattes) gegeniiber liegenden
Punkt, ansonsten sind die Punkte nur zu sich selbst dquivalent.

(6) Sei K ein Kreis (d.h. eine Kreislinie) auf dem Blatt. Alle Kreispunkte
seien untereinander dquivalent, ansonsten sind die Punkte nur zu sich
selbst dquivalent.

(7) Es gebe zwei Punkte P # (@), die untereinander dquivalent seien,
ansonsten sind die Punkte nur zu sich selbst dquivalent.

(8) Sei H die horizontale Halbierungsgerade des Blattes. Zwei Punkte
sind genau dann dquivalent, wenn sie achsensymmetrisch zu H sind.
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Aufgabe 3.24. Zeige, dass die Beziehung
a~ [, falls () +» () allgemeingiiltig ist ,

eine Aquivalenzrelation auf LY definiert. Zeige, dass sowohl alle Tautologien
als auch alle Kontradiktionen eine Aquivalenzklasse bilden. Wie viele Aqui-
valenzklassen besitzt diese Aquivalenzrelation, falls V' n Elemente besitzt?

Aufgabe 3.25. Es sei ~ die in Aufgabe 3.24 diskutierte Aquivalenzrelation
auf LY und sei Q die zugehorige Quotientenmenge. Es sei A eine Wahr-
heitsbelegung auf V. Zeige, dass dies eine wohldefinierte Abbildung auf @
induziert.

Unter einer disjunktiven Normalform versteht man einen aussagenlogischen
Ausdruck, der eine V-Verkniipfung von Ausdriicken der Form £+p; A...A+tp,
ist, wobei £ bedeutet, dass entweder die Aussagenvariable direkt oder in ihrer
Negation genommen wird.

Aufgabe 3.26.*
Man bringe die Aussage

(pV(Ir—=)Ag—=p)V({(pA=g)A(=rV=p) A —(pV—q))

in disjunktive Normalform.

Aufgabe 3.27. Es sei ~ die in Aufgabe 3.24 diskutierte Aquivalenzrelati-
on auf LY. Zeige, dass jede Aquivalenzklasse [a] einen Reprisentanten in
disjunktiver Normalform besitzt.

Aufgabe 3.28. Es sei a ein aussagenlogischer Ausdruck in disjunktive Nor-
malform, in dem die Aussagenvariablen py, ..., p, vorkommen. Zeige, dass «
genau dann eine Tautologie ist, wenn « die V-Verkniipfung von sémtlichen
Kombinationen +p; A ... A £p, ist.

Aufgabe 3.29. Es sei T' die Menge aller Tautologien in einer aussagenlogi-
schen Sprache LY. Zeige T" = T.

Aufgabe 3.30. Die Ausdrucksmenge I' C LV enthalte eine Kontradiktion.
Zeige I'™ = LV,

Aufgabe 3.31. Interpretiere die Wahrheitstabellen zu den Junktoren —,
A, V,—, < als Wertetabellen von Funktionen. Was sind die Definitions-, die
Werte- und die Bildmengen dieser Funktionen?
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Aufgabe 3.32. Zeige, dass die axiomatisch fixierten syntaktischen Grund-
tautologien allgemeingiiltig sind

Aufgabe 3.33.*
Beweise die aussagenlogische Tautologie
Fa— (8—aApb)

aus den aussagenlogischen Axiomen.

Aufgabe 3.34. Zeige das Assoziativgesetz fiir die Konjunktion, also
FaAB)Ay—=aN(BAY).

Aufgabe 3.35. Es seien oy, ..., a, Ausdriicke und es seien iq,...,17, Ele-
mente aus {1,...,n}. Zeige, dass

Foar Ao Aoy, = oy Ao A,

gilt.

Aufgabe 3.36.*

Zeige
FaA-a—pf

unter Verwendung von
FyAd— oAy

(Lemma 3.14).

Aufgabe 3.37. Zu einer Aussage o € LY und n € N bezeichne —"« die
n-fache Negation von «. Zeige, dass - ="a — —"a genau dann gilt, wenn
n —m ein Vielfaches von 2 ist.

Aufgabe 3.38. Zeige die folgende Ableitungsregel fiir die Aussagenlogik.
AustFa — (8 — ) und - § — § folgt F o — (0 — 7).

Aufgabe 3.39. Zeige, dass aus - aq,...,Fa, und a3 A ... A, — [ die
Ableitbarkeit F £ folgt.

Aufgabe 3.40.*
Zeige, dass eine Regel der Form

Wenn F o, dann £ gelten kann, ohne dass - a — (5 gilt.
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Aufgabe 3.41. Es seien pq,...,p, Aussagenvariablen und fi,...,3, Aus-
sagen. Zeige, dass man, wenn man in einer syntaktischen Tautologie « jedes
Vorkommen von p; durch f; ersetzt, wieder eine Tautologie erhélt.

Aufgabe 3.42. Es sei «a eine ableitbare Tautologie. Zeige, dass es eine Ab-
leitung fiir v gibt, bei der in jedem Ableitungsschritt nur Aussagenvariablen
auftreten, die in o vorkommen.

Aufgabe 3.43. Skizziere ein Verfahren, wie man (bei V' abzédhlbar) eine
Auflistung siamtlicher syntaktischer Tautologien aus L' erhalten kann.

3.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 3.44. (3 Punkte)

Zeige, dass in einer aussagenlogischen Tautologie (und ebenso in einer aus-
sagenlogischen Kontradiktion) mindestens eine Aussagenvariable mehrfach
vorkommen muss.

Aufgabe 3.45. (2 Punkte)
Zeige, dass die Aussage
(@ = B)AB =) A(ma— ) =~

allgemeingiiltig ist.

Aufgabe 3.46. (2 Punkte)

Es sei I' C LY eine Aussagenmenge derart, dass in keiner Aussage a € I' das
Negationszeichen — vorkommt. Zeige, dass dann die Wahrheitsbelegung, die
jeder Aussagenvariablen den Wert 1 zuweist, zu einer Interpretation I mit
I C I” fiihrt.

Aufgabe 3.47. (3 Punkte)

Zeige
Fla—=B)AB—=7)A(~a—B)— .

Aufgabe 3.48. (2 Punkte)

Begriinde die folgende Ableitungsregel: Aus - o und - a A § —  folgt
B — .
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Aufgabe 3.49. (3 Punkte)

Zeige, dass folgende rekursive Definition zur gleichen Menge an syntaktischen
Tautologien fiihrt:

Die Grundtautologien werden nur mit Aussagenvariablen formuliert.

Neben dem Modus Ponens gibt es die Ersetzungsregel, d.h. wenn - «;, so ist
auch F o/, wobei o’ ein Ausdruck ist, der ensteht, wenn man in o Aussagen-
variablen durch beliebige Aussagen ersetzt.

Zeige, dass ohne diese Ersetzungsregel nicht die gleiche Menge beschrieben
wird.

4. VORLESUNG - VOLLSTANDIGKEIT DER AUSSAGENLOGIK

4.1. Die Ableitungsbeziehung.

Die syntaktische Entsprechung zur Folgerungsbeziehung ist die folgende Ab-
leitungsbeziehung.

Definition 4.1. Es sei I' C LY eine Ausdrucksmenge in der Sprache der
Aussagenlogik zu einer Aussagenvariablenmenge V und sei o € LY. Man
sagt, dass av aus I' ableitbar ist, geschrieben

I'-a,
wenn es endlich viele Ausdriicke aq, ..., a, € I' derart gibt, dass
FagA... Ao, =

gilt.

Die vorgegebene Ausdrucksmenge kann endlich oder unendlich sein, in der
Ableitungsbeziehung kommen aber stets nur endlich viele Ausdriicke aus I'
vor (eine ,unendliche Konjunktion“ ist gar nicht definiert). Die Menge der
aus einer gegebenen Ausdrucksmenge I' ableitbaren Ausdriicke bezeichnet
man mit I'", also

I = {aelVITFa}.

Wegen - o — o (nach Lemma 3.11) gilt ' C I'". Bei ' = I'" sagt man,
dass I' abgeschlossenen unter Ableitungen ist. Die aus der leeren Menge ab-
leitbaren Ausdriicke sind gerade die (syntaktischen) Tautologien.

Aus den (Grund- oder abgeleiteten) Tautologien ergeben sich direkt Regeln
fiir die Ableitungsbeziehung.

Lemma 4.2. Es sei I' C LV eine Ausdrucksmenge in der Sprache der Aus-
sagenlogik zu einer Aussagenvariablenmenge V. Dann gelten folgende Regeln
fir die Ableitungsbeziehung (dabei seien «, 5,7, a; Aussagen).

(1) Konjunktionsregel: T'= a A B genau dann, wenn I' = o und I' F 3.
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(2) Kettenschlussregel: Wenn I' - o« — f und I' = 8 — ~, dann auch
'-a—n~.

(3) Modus Ponens: Wenn '+ o und I' - o — 3, dann ist auch T'+ .

(4) Wenn '+ «, so auch T'+  — a.

(5) Wenn '+ ay,...,T'F a, und ' F ag A ... ANy, — B, dann auch
'k g.

(6) Widerspruchsregel: Wenn I' = « und I' - =, dann auch T'+ .

(7) Fallunterscheidungsregel: Wenn I' - o — S und I' F =« — 3, dann
auch T'F (.

Beweis. Siehe Aufgabe 4.6. O

Definition 4.3. Eine Ausdrucksmenge I' C LY in der Sprache der Aus-
sagenlogik zu einer Aussagenvariablenmenge V' heifit widerspriichlich, wenn
es einen Ausdruck o € LY mit I' - o und I’ = =« gibt. Eine nicht wider-
spriichliche Ausdrucksmenge heifit widerspruchsfrei.

4.2. Der Vollstandigkeitssatz der Aussagenlogik I.

Wir zeigen, dass fiir die Aussagenlogik die Ableitbarkeitsbeziehung mit der
Folgerungsbeziehung iibereinstimmt. Im Beweisaufbau orientieren wir uns an
dem Vollstéandigkeitssatz fiir die Pradikatenlogik, der deutlich schwieriger ist
und der spéter folgen wird.

Definition 4.4. Eine Teilmenge I' C LY zu einer Menge V' an Aussagenva-
riablen heif3t mazimal widerspruchsfrei, wenn I' widerspruchsfrei ist und jede
echt grofere Menge I' C I widerspriichlich ist.

Lemma 4.5. Es sei LV die Sprache der Aussagenlogik zu einer Aussagen-
variablenmenge V' und es sei A eine Wahrheitsbelegung der Variablen mit
zugehériger Interpretation I. Dann ist I© mazimal widerspruchsfrei.

Beweis. Siehe Aufgabe 4.15. O

Lemma 4.6. Es sei V eine Menge an Aussagenvariablen und T C LV eine
maximal widerspruchsfreie Teilmenge der zugehorigen Sprache der Aussa-
genlogik. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Fiir jedes o € LY ist entweder o € T oder —a € T.

(2) Aus T'F « folgt o € T.

(3) Esista A B €T genau dann, wenn a € I' und 5 € T.
(4) Esist « — p €T genau dann, wenn o &€ T" oder € T.

Beweis. (1). Wegen der Widerspruchsfreiheit kénnen nicht sowohl « als auch
—av zu I gehoren. Wenn weder a noch =« zu I' gehoren, so ist entweder 'U{ar}
oder T' U {—a} widerspruchsfrei. Wiaren namlich beide widerspriichlich, so
wiirde fiir einen beliebigen Ausdruck /3 sowohl

ru{a}t g
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als auch
Fru{-a}Fgp
gelten. Dies bedeutet nach Aufgabe 4.9
'Fa—p
und
'k —-a— g,

woraus aufgrund der Fallunterscheidungsregel
=g

folgt. Dies bedeutet aber, dass I" widerspriichlich ist. (2). Sei I' = a. Nach
(1) ist @ € T oder mav € I'. Das zweite kann nicht sein, da sich daraus
sofort ein Widerspruch ergeben wiirde. Also ist a € T'. (3) folgt aus (2) und
der Konjunktionsregel. (4). Aufgrund von (1) miissen wir die Aquivalenz

- (o — ) € " genau dann, wenn o € I' und =5 € I" zeigen. Dies ergibt sich
aus (3). O

Lemma 4.7. Es sei I' C LV eine Ausdrucksmenge in der Sprache der Aus-
sagenlogik zu einer Aussagenvariablenmenge V. Es sei I' widerspruchsfret,
abgeschlossen unter Ableitungen und fir jede Aussagenvariable p € V' gelte
p € I' oder —p € I'. Dann ist I' maximal widerspruchsfrei.

Beweis. Wir zeigen zuerst durch Induktion iiber den Aufbau der Sprache,
dass fiir jedes o € LY die Alternative a € I' oder ~a € T gilt. Daraus folgt
die maximale Widerspruchsfreiheit. Fiir & = p eine Aussagenvariable ist dies
Teil der Voraussetzung. Bei a = —f folgt wegen F — (=) <> [ die Aussage
aus der Induktionsvoraussetzung, da I' abgeschlossen unter Ableitungen ist.
Seinun o = SA~. Bei f € I'und vy € I' ist wegen der Ableitungsabgeschlos-
senheit auch S A~y € I'. Wenn hingegen 5 ¢ I ist, so folgt nach Induktions-
voraussetzung -4 € I'. Aufgrund der Tautologie - =8 — = (8 A ) ergibt
sich =a = = (B A7) € I'. Der Beweis fiir die Implikation verlduft &hnlich,
siehe Aufgabe 4.16.

Zum Nachweis, dass I" maximal widerspruchsfrei ist, sei a ¢ I" angenommen.
Nachdem, was wir eben bewiesen haben, gilt dann —a € I'. Dann ist aber
a,-a € I'U{a} und somit ist diese erweiterte Menge widerspriichlich. [

Oben haben wir gesehen, dass Interpretationen maximal widerspruchsfreie
Ausdrucksmengen liefern. Davon gilt auch die Umkehrung.

Lemma 4.8. Es sei V eine Menge an Aussagenvariablen und I' C LV eine
mazximal widerspruchsfreie Teilmenge der zugehdrigen Sprache der Aussa-
genlogik. Dann ist I' erfiillbar.
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Beweis. Da I" maximal widerspruchsfrei ist, gilt nach Lemma 4.6 (1) fiir jede
Aussagenvariable die Alternative p € I' oder —p € I'. Wir betrachten die

Wahrheitsbelegung
1, fallspel,
Ap) =
0, falls pel,
mit der zugehorigen Interpretation /. Wir behaupten
I" =T,

was wir iiber den Aufbau der Sprache beweisen. Der Induktionsanfang ist
durch die gewéhlte Belegung gesichert, der Induktionsschritt folgt aus Lem-
ma 4.6. U

4.3. Auffiilllungsstrategien.

Wir wollen zeigen, dass jede widerspruchsfreie Ausdrucksmenge erfiillbar ist.
Die Strategie ist hierbei, sie zu einer maximal widerspruchsfreien Ausdrucks-
menge aufzufiillen und dann die vorstehende Aussage anzuwenden. Wir un-
terscheiden die beiden Félle, wo die Aussagenvariablenmenge abzéhlbar ist
und den allgemeinen Fall einer beliebigen Aussagenvariablenmenge. Letzteres
erfordert stirkere mengentheoretische Hilfsmittel, ndmlich das Lemma von
Zorn.

Lemma 4.9. Es sei V' eine abzihlbare Menge an Aussagenvariablen und
' C LY eine widerspruchsfreie Teilmenge der zugehirigen Sprache der Aus-
sagenlogik. Dann kann man I' durch sukzessive Hinzunahme von entweder p,,
oder —p,, und durch Abschluss unter der Ableitungsbeziehung zu einer mai-
mal widerspruchsfreien Teilmenge I'" D T' erginzen.

Beweis. Es sei p,, n € N,, eine (surjektive, aber nicht notwendigerweise
injektive) Aufzdhlung der Aussagenvariablen. Die Voraussetzung bedeutet,
dass Ty := I'" keinen Widerspruch enthilt. Wir konstruieren eine (endli-
che oder abzéhlbar unendliche) Folge von aufsteigenden widerspruchsfreien
Teilmengen I',, C T',,11, wobei in I'), fiir jede Variable p;, 1 <1 < n, die Al-
ternative entweder p; € I',, oder —p; € I, gilt. Das Konstruktionsverfahren
definieren und diese Aussage beweisen wir durch Induktion iiber n € N. Fiir
[y ist dies richtig. Sei I',, schon konstruiert. Bei p,,1 € I',, oder —p,,.1 € ',
setzen wir
Fn+1 = Fn

Wegen der Widerspruchsfreiheit von I',, konnen nicht sowohl p,,; als auch
“Ppa1 zu [, gehdren. Wenn weder p,,,1 noch —p,.1 zu I',, gehdren, so setzen
wir

Fn+1 = (Fn Upn+1)F

(man konnte genauso gut —p, 1 hinzunehmen). Nach Konstruktion ist I,
abgeschlossen unter der Ableitungsbeziehung und erfiillt die (Oder)-Alterna-
tive fiir alle Variablen p;, ¢« < n+1. Wenn I',, .| widerspriichlich wire, so gelte
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insbesondere I',U{p,+1} F —ppy1. Dann wiirde aber auch I'), = ppy1 — —ppia
gelten und somit nach der Fallunterscheidungsregel auch I',, = —p, .1, also
“Pny1 € I'yy im Widerspruch zu dem Fall, in dem wir uns befinden. Daher
liegt fiir die Aussagenvariablen auch die Entweder-Oder-Alternative vor.

Mit dieser induktiven Definition setzen wir

I = | JT..
neN
Diese Menge I ist widerspruchsfrei, da andernfalls schon eines der I',, einen
Widerspruch enthalten wiirde, und auch abgeschlossen unter Ableitungen,
da dies fiir die einzelnen I';, gilt und eine Ableitung nur endlich viele Voraus-
setzungen besitzt. Ferner gilt fiir jedes n € N die Alternative p,, € I' oder
—p, € I". Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 4.7 erfiillt und I' ist
maximal widerspruchsfrei. U

Beispiel 4.10. Wir betrachten die Aussagenvariablenmenge {p1, p2, p3, ...}
und die Ausdrucksmenge

I' = {pl — D2, P2 — D3, P3 — D4, }

Diese wollen wir zu einer maximal widerspruchsfreien Menge geméafl Lemma
4.9 ergdnzen. Wenn wir im ersten Schritt p; hinzunehmen, so ergibt sich suk-
zessive p; € I'y fiir alle 7+ € N. Es ist dann ['; schon maximal widerspruchsfrei.
Wiéhlt man hingegen im ersten Schritt —p;, so gehort weder py noch —py zu
I';. Beim zweiten Schritt hat man dann die Freiheit, ob man ps; oder —py zur
Definition von I'y hinzunimmt, und so weiter.

4. ARBEITSBLATT

4.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 4.1. Es sei ' C LY eine Ausdrucksmenge in der Sprache der
Aussagenlogik zu einer Aussagenvariablenmenge V und o € LY. Es gelte
I' F a. Zeige, dass es dann auch eine endliche Teilmenge A C I' mit A F «
gibt.

Aufgabe 4.2. Es sei ' C LY eine Ausdrucksmenge in der Sprache der
Aussagenlogik zu einer Aussagenvariablenmenge V. Es gelte p — ¢ € T’
und ¢ — r € I'. Folgt daraus p —r € I'?

Aufgabe 4.3. Essei I' = {p,~q,r — s} C LY (p,q,r,s seien Aussagenva-
riablen). Welche der folgenden Aussagen lassen sich aus I' ableiten?

P—=q P —=>q¢p— g p—qr—q (r—=q) = p, (s —=p) —
(r = —=q), (—g — —p) = s.
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Aufgabe 4.4. Zeige, dass man aus I' = {p} unendlich viele Aussagen ablei-
ten kann, die keine Tautologien sind.

Aufgabe 4.5.*

Es sei ' € LY eine Ausdrucksmenge in der Sprache der Aussagenlogik zu
einer Aussagenvariablenmenge V. Zeige

= ().

Aufgabe 4.6. Essei ' C LY eine Ausdrucksmenge in der Sprache der Aus-
sagenlogik zu einer Aussagenvariablenmenge V. Zeige die folgenden Regeln
fiir die Ableitungsbeziehung (dabei seien «, 3,7, ; Aussagen).

(1) Konjunktionsregel: I' = o A 8 genau dann, wenn I' - o und T' - 5.

(2) Kettenschlussregel: Wenn I' H @« — f und I' + 8 — ~, dann auch
'-a—n.

(3) Modus Ponens: Wenn I' - o und I' - o — 3, dann ist auch I' - g.

(4) Wenn I' - o, so auch I' - 5 — a.

(5) Wenn I' - ay,..., ' ay und ' F a3 A ... A v, — B, dann auch
'k g.

(6) Widerspruchsregel: Wenn I' - o und I' F =, dann auch I' - 5.

(7) Fallunterscheidungsregel: Wenn I' F @« — f und I' + = — 3, dann
auch I' - 5.

Aufgabe 4.7. Es sei V = {p,q,r} eine Aussagenvariablenmenge. Welche
der folgenden Aussagen aus LY lassen sich aus I' = V ableiten?

(1)

P,
pAGg—T,
pAG—T,
“pA TG — T
p—(qg—r),
p—(qg—-r),
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Aufgabe 4.8. EsseiI'y = {pA¢—r}und 'y = {p = (¢ = r)}. Zeige
Iy =T,
1= Lo

Aufgabe 4.9.*

Es sei ' € LY eine Ausdrucksmenge in der Sprache der Aussagenlogik iiber
einer Aussagenvariablenmenge V und es seien o, 3 € LY. Zeige, dass

rv{a}Fp
zZu

l'ra—p
dquivalent ist.

Aufgabe 4.10.*

Es sei ' € LY eine Ausdrucksmenge in der Sprache der Aussagenlogik iiber
einer Aussagenvariablenmenge V und es sei o € LY. Es gelte
' a.
Zeige, dass dann
'y {-a}
widerspruchsfrei ist.

Aufgabe 4.11. Es seien I';,I'; € LY Ausdrucksmengen in der Sprache der
Aussagenlogik zu einer Aussagenvariablenmenge V' und seien o, 8 € LY.

(1) Es gelte I'y F o und 'y = B. Zeige 'y UTy F a A S.
(2) Es gelte I'y - « und 'y F a. Folgt daraus I'y N Ty F 7

Aufgabe 4.12.*

Sein € N,. Man gebe ein Beispiel fiir eine aussagenlogische widerspriichliche
Ausdrucksmenge

' ={a,9,...,a,}
derart, dass jede echte Teilmenge davon widerspruchsfrei ist.

Aufgabe 4.13. Es sei ' C LV eine Ausdrucksmenge in der Sprache der
Aussagenlogik zu einer Aussagenvariablenmenge V. Zeige, dass die Ablei-
tungsbeziehung I' - « die Folgerungsbeziehung I' F « impliziert.

Aufgabe 4.14. Es sei I' C LY eine Ausdrucksmenge in der Sprache der
Aussagenlogik zu einer Aussagenvariablenmenge V und es sei « € LY. Es
gebe eine Interpretation [ mit I F ' und I F —a. Zeige I' F «.
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Aufgabe 4.15.*

Es sei LY die Sprache der Aussagenlogik zu einer Aussagenvariablenmenge
V und es sei A eine Wahrheitsbelegung der Variablen mit zugehoriger Inter-
pretation I. Zeige, dass I© maximal widerspruchsfrei ist.

Aufgabe 4.16. Fiihre die Einzelheiten im Beweis zu Lemma 4.7 fiir die
Implikation durch.

Aufgabe 4.17. Es sei A C LV eine Ausdrucksmenge in der Sprache der
Aussagenlogik zu einer Aussagenvariablenmenge V', die zu jeder Aussagen-
variablen p € V entweder p oder —p enthalte. Zeige, dass A" maximal wi-
derspruchsfrei ist.

Aufgabe 4.18. Es sei I' C LV eine widerspruchsfreie, aber nicht maximal
widerspruchsfreie Aussagenmenge, die unter Ableitungen abgeschlossen sei.
Zeige, dass I' nicht durch die Hinzunahme von endlich vielen Aussagen zu
einer maximal widerspruchsfreien Aussagenmenge aufgefiillt werden kann.

4.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 4.19. (3 Punkte)

Es sei I' = {p,~q — r} C LY (p,q,r seien Aussagenvariablen). Welche der
folgenden Aussagen lassen sich aus I' ableiten?

pP—=q, q—=p,p =1, g =T Ap, T —q,r— (¢ —=p) .

Aufgabe 4.20. (3 Punkte)

Es sei I' € LY eine Ausdrucksmenge in der Sprache der Aussagenlogik zu
einer Aussagenvariablenmenge V. Zeige, dass folgende Aussagen &dquivalent
sind.

(1) T ist widerspriichlich.
(2) Fiir jedes g€ LV ist T'F B und 'k —4.
(3) Esist I" = LV,

Aufgabe 4.21. (4 Punkte)

Es sei p eine Aussagenvariable und o € LY eine Aussage, in der die Variable
p nicht vorkommt. Es gelte
{p}+ .

Zeige, dass bereits
Fa

gilt.
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Aufgabe 4.22. (3 Punkte)

Es sei V' eine Aussagenvariablenmenge. Konstruiere eine Ausdrucksmenge
[ C LY, die abgeschlossen unter Ableitungen und nicht maximal wider-
spruchsfrei ist, die aber die Eigenschaft besitzt, dass fiir jede Aussagenva-
riable p sowohl (I' U {p})" als auch (I' U {-p})" maximal widerspruchsfrei
ist.

5. VORLESUNG - DAsS LEMMA VON ZORN

5.1. Das Lemma von Zorn.

Wir méchten im Folgenden zeigen, dass eine widerpruchsfreie Menge I' € LV
von Aussagen nicht nur bei einer abziahlbaren Aussagenvariablenmenge V' zu
einer maximal widerspruchsfreien Aussagenmenge aufgefiillt werden kann,
sondern dass dies bei einer beliebigen Variablenmenge moglich ist. Bei einer
Variablenmenge mit einer groflen Méchtigkeit gibt es im Allgemeinen kein
konstruktiv durchfithrbares Auffiillungsverfahren; es gibt lediglich Existenz-
aussagen, dass es solche maximal widerspruchsfreien Mengen geben muss.
Diese Existenzaussagen beruhen auf starkeren mengentheoretischen Konzep-
ten, namlich auf dem Auswahlaxiom und dem Lemma von Zorn.

Axiom 5.1. Es sei [ eine Menge und M;, ¢ € I, eine Familie von nichtleeren
Mengen M;. Dann gibt es eine Abbildung

fo1—JM

icl

mit f(i) € M; fiir alle i € 1.

Das Auswahlaxiom ist intuitiv einleuchtend, da es lediglich die Existenz eines
Tupels (f(i) : i € I) garantiert, wobei es fir jedes ¢ im Allgemeinen viele
Kandidaten gibt. Da jedes M; nicht leer ist, gibt es zu einem festen ¢ min-
destens ein f(i) € M;. Der Inhalt des Auswahlaxiomes ist, dass man diese
Elemente als Werte einer Abbildung realisieren kann. Die Abbildung wihlt
also in jeder der Mengen ein Element aus. Das Auswahlaxiom ist ein star-
kes Axiom mit teilweise iiberraschenden (und manchmal kontraintuitiven?)
Konsequenzen.

Das Lemma von Zorn wird fiir geordnete Mengen formuliert. Wir erinnern
an die relevanten Definitionen.

Definition 5.2. Eine Relation < auf einer Menge I heifit Ordnungsrelation
oder Ordnung, wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind.

(1) Esist i < ¢ fiir alle é € I.
(2) Ausi < jund j < k folgt stets i < k.
(3) Ausi < jund j < i folgt i = j.
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Diese Eigenschaften heiflen Reflexivitdit, Transitivitat und Antisymmetrie. Ei-
ne Menge mit einer fixierten Ordnung heifit geordnete Menge. Eine Ordnung
heifit total (oder linear), wenn i < j oder j < i fiir je zwei Elemente
1,5 € I gilt. Die reellen Zahlen R sind mit der {iblichen Ordnung < total
geordnet, die Potenzmenge B (M) zu einer Menge M ist mit der Inklusion C
eine nicht total geordnete Menge. Die Menge der natiirlichen Zahlen mit der
Teilbarkeitsbeziehung als Ordnungsrelation ist ebenfalls nicht total geordnet.

Definition 5.3. Sei (/, <) eine geordnete Menge. Ein Element = € I heifit
grofites Element von I, wenn y < x fiir jedes y € [ gilt.

Definition 5.4. Sei (I, <) eine geordnete Menge. Ein Element = € I heifit
mazimal (in I) oder ein mazimales Element (von I), wenn es kein Element
yel,y+#x, mitr < y gibt.

Bei einer total geordneten Menge fallen diese beiden Begriffe zusammen.
Ein groites Element ist, wenn es existiert, eindeutig bestimmt, maximale
Elemente im Allgemeinen nicht.

Definition 5.5. Sei (I, %) eine geordnete Menge und J C [ eine Teilmenge.
Ein Element x € I heifit obere Schranke fir J, wenn y < =z fiir jedes y € J
gilt.

Die folgende Aussage heifit Lemma von Zorn.

Lemma 5.6. Sei (I, <) eine geordnete Menge mit der Figenschaft, dass jede
total geordnete Teilmenge J C I eine obere Schranke in I besitzt. Dann gibt
es in I mazximale Elemente.

Beweis. Diese Aussage kann man aus dem Auswahlaxiom herleiten; der Be-
weis ist aber ziemlich kompliziert und wenig erhellend, so dass wir auf ihn
verzichten. U

Da die leere Menge total geordnet ist, kann insbesondere die Menge [ nicht
leer sein. Dies wird manchmal in Formlierungen des Lemmas extra mitauf-
gefithrt. Haufig nennt man die total geordneten Teilmengen auch Ketten.
Eine geordnete Menge, die die Voraussetzung des Lemmas erfiillt, in der also
jede Kette eine obere Schranke besitzt, heifit induktiv geordnet. Das Lemma
von Zorn ist ein grundlegender mengentheoretischer Sachverhalt, der zum
Auswahlaxiom dquivalent ist. Wir geben einige typische Beispiele, wie man
mittels des Lemmas von Zorn die Existenz von gewissen mathematischen
Objekten nachweisen kann.

Definition 5.7. Eine nichtleere Teilmenge a eines kommutativen Ringes R
heilt Ideal, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) Fiir alle a,b € a ist auch a +b € a.
(2) Fiir alle a € a und r € R ist auch ra € a.
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Definition 5.8. Ein Ideal m in einem kommutativen Ring R heifit mazimales
Ideal, wenn m # R ist und wenn es zwischen m und R keine weiteren Ideale
gibt.

Lemma 5.9. In einem kommutativen Ring R # 0 gibt es mazimale Ideale.

Beweis. Wir betrachten die Menge
M = {I CR|1¢1, Ideal in R} .

Diese Menge enthilt das Nullideal 0 und ist somit nicht leer. Wir wollen das
Lemma von Zorn auf M (mit der Inklusion als Ordnungsrelation) anwenden.
Dazu sei N C M eine total geordnete Teilmenge. Wir setzen

I := U J.
JeN

Man zeigt nun, dass I ein Ideal ist, das nicht die 1 enthélt. Also gehort es
zu M und es bildet eine obere Schranke fiir N. Das Lemma von Zorn liefert
dann maximale Elemente in M, und dies sind maximale Ideale. O

Eine Variante dieser Aussage ist, dass jedes Ideal a C R, das nicht die 1
enthélt, in einem maximalen Ideal enthalten ist. Fiir verhéltnisméafig einfache
Ringe kann man die Existenz maximaler Ideale auch ohne das Lemma von
Zorn sichern. Das Lemma von Zorn etabliert aber auch in iiberraschenden
Situationen die Existenz von maximalen Idealen, wie das folgende Beispiel
zeigt.

Beispiel 5.10. Wir betrachten die Menge
R = R" = {(,),y | reelle Folge} .

Diese Menge ist mit komponentenweiser Addition und Multiplikation ein
kommutativer Ring (mit der konstanten Nullfolge bzw. Einsfolge als 0 und
1). Zu jedem festen k € N ist die Menge

I = {(2n)pen € Rl 2 =0}

ein maximales Ideal. Die Idealeigenschaft kann man unmittelbar nachpriifen,
die Maximalitat ergibt sich daraus, dass ein grofieres Ideal

I, C I
ein Element y = (y5),,cy Mit yx # 0 enthélt. Dann ist

1 1
—y + <1 — —y) =1
Yk Yk

mit 1 — yiky € I, und daher ist 1 € [. Mit dieser Konstruktion bekommt
man also direkt maximale Ideale. Die Restklassenkorper zu diesen maximalen
Idealen sind (isomorph zu) R, der Restklassenhomomorphismus ist einfach
die Projektion auf die k-te Komponente.
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Wir betrachten nun das Ideal
I = {(zn),ex | T # 0 fiir endlich viele n € N},

das ist also die Menge aller Folgen, die bis auf endlich viele Glieder mit der
Nullfolge iibereinstimmen. Es gibt daher nach (einer Variante von) Lemma
5.9 maximale Ideale m mit

I Cm.
Es ist

m Z I,
da die Folge, die an der k-ten Stelle eine 1 und sonst iiberall eine 0 stehen hat,
links dazu gehort, aber nicht rechts. Ein solches maximales Ideal kann man
nicht explizit beschreiben. Selbst wenn man sich auf Folgen beschriankt, die
lediglich die beiden Werte 0 oder 1 annehmen, so ist kein explizites Verfahren
bekannt, zu bestimmen, ob die Folge zu m gehoren soll oder nicht. Fiir jede
Folge mit unendlich vielen Nullen und mit unendlich vielen Einsen gibt es
ein solches maximales Ideal m, das diese Folge enthélt, und auch eines, das
sie nicht enthalt.

Die Restklassenkorper zu einem solchen maximalen Ideal sind nicht isomorph
zu R. Die dabei auftretenden Korper sind vielmehr der Gegenstand der so-
genannten Nichtstandardanalysis.

Definition 5.11. Sei X ein topologischer Raum. Ein System F' aus offenen
Teilmengen von X heifit Filter, wenn folgende Eigenschaften gelten (U, V
seien offen).

(1) X eF.
(2) Mit U € Fund U C Vist auch V € F.
(3) Mit U € Fund V € Fist auch UNV € F.

Definition 5.12. Ein topologischer Filter F' heiit Ultrafilter, wenn () ¢ F
und wenn F' maximal mit dieser Eigenschaft ist.

Lemma 5.13. Es sei X ein topologischer Raum und F' ein topologischer
Filter auf X mit ) € F. Dann gibt es einen Ultrafilter G O F.

Beweis. Siehe Aufgabe 5.14. U

Wir beweisen den Satz von Hamel iiber die Existenz von Vektorraumbasen
als eine weitere Anwendung des Lemmas von Zorn. Eine Basis eines Vektor-
raumes iiber einem Korper ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem.
Fiir endlich erzeugte Vektorrdume (wie den R™) ist dieser Satz auch ohne
das Lemma von Zorn direkt beweisbar. Das Problem sind Vektorrdume ohne
endliches Erzeugendensystem, beispielsweise die Menge der reellen Zahlen als
Vektorraum iiber den rationalen Zahlen oder der oben betrachtete Folgen-
raum.

Satz 5.14. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.
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Beweis. Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K. Es sei
M = {T C V| Die Elemente aus T sind linear unabhéngig} .

Die leere Menge gehort zu M, also ist M nicht leer. Es sei N C M eine total
geordnete Teilmenge. Wir behaupten, dass

s=Ur
TeN

ebenfalls linear unabhéngig ist und daher eine obere Schranke von N in M
bildet. Andernfalls gidbe es ndmlich eine endliche Teilmenge £ C S, deren
Elemente linear abhéngig sind, und es gidbe auch ein T' € N, das E umfasst
und daher selbst linear abhéngig wére. Nach dem Lemma von Zorn besitzt
M also maximale Elemente, d.h. es gibt eine Teilmenge 7" C V| die linear
unabhéngig ist und derart, dass es keine echt gréflere linear unabhéngige
Teilmenge von V' gibt. Wir behaupten, dass 7" auch ein Erzeugendensystem
von V ist. Sei dazu v € V. Bei v € T sind wir fertig. Bei v & T ist T'U {v}
linear abhéngig, d.h. es gibt eine Linearkombination

Z cti+cv =0

i=1
mit Elementen t; € T und Koeffizienten ¢;, c € K, die nicht alle 0 sind. Dabei
kann ¢ nicht 0 sein, da sonst eine lineare Abhéngigkeit zwischen Elementen
aus T vorliegen wiirde. Also kann man v als Linearkombination der ¢4, ..., t,
ausdriicken. O

Definition 5.15. Eine totale Ordnung < auf einer Menge M heifit Wohlord-
nung, wenn jede nichtleere Teilmenge T" C M ein kleinstes Element besitzt.

Beispielsweise sind die natiirlichen Zahlen wohlgeordnet, die reellen Zahlen
nicht, siche Aufgabe 5.25. Da eine totale Ordnung vorliegt, stimmen jeweils
die Begriffe kleinstes Element und minimales Element iiberein. Die folgende
Aussage heifit Wohlordnungssatz. Er folgt aus dem Auswahlaxiom und ist
zu diesem und zum Lemma von Zorn dquvalent. Wir verzichten auf einen
Beweis.

Satz 5.16. Auf jeder Menge M g¢ibt es eine Wohlordnung.

Auch diese Aussage ist lediglich eine Existenzaussage. Es ist im Allgemeinen
nicht moglich, explizit eine Wohlordnung zu konstruieren. Auf den reellen
Zahlen ist keine Wohlordnung bekannt.

5.2. Der Vollstindigkeitssatz der Aussagenlogik II.

Lemma 5.17. Es sei V eine Menge an Aussagenvariablen und I' C LV
eine widerspruchsfreie Teilmenge der zugehorigen Sprache der Aussagenlogik.
Dann g¢ibt es eine mazimal widerspruchsfreie Teilmenge I' C LY, die T
enthdlt.
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Beweis. Wir betrachten die Menge
M = {A C LY|A DT, A widerspruchsfrei }

mit der durch Inklusion gegebenen Ordnung. Wegen I' € M ist diese Menge
nicht leer. Es sei N C M eine nichtleere total geordnete Teilmenge. Die

Vereinigung
o=Ja

AEN
ist ebenfalls widerspruchsfrei, da ein Widerspruch schon aus einer endlichen
Teilmenge ableitbar wére, die ganz in einem der A enthalten wiére. Also
besitzt die Kette in M eine obere Schranke. Nach dem Lemma von Zorn gibt
es also in M maximale Elemente. Ein solches ist maximal widerspruchsfrei.

g

Satz 5.18. Es sei V eine Menge an Aussagenvariablen und I' C LV ei-
ne widerspruchsfreie Teilmenge der zugehorigen Sprache der Aussagenlogik.
Dann ist T erfillbar.

Beweis. Nach Lemma 5.17 (bzw. Lemma 4.9 im abzdhlbaren Fall) kann man
I' zu einer maximal widerspruchsfreien Ausdrucksmenge I auffiillen. Nach
Lemma 4.8 ist I erfiillbar, d.h., es gibt eine Wahrheitsbelegung A derart,
dass unter der zugehorigen Interpretation alle Ausdriicke aus I' giiltig sind.
Dann sind unter dieser Belegung insbesondere die Ausdriicke aus I' giiltig.

0

Die folgende Aussage ist der Vollstindigkeitssatz fiir die Aussagenlogik.

Satz 5.19. Es sei V eine Menge an Aussagenvariablen und I' C LV eine
Teilmenge der zugehirigen Sprache der Aussagenlogik. Es sei o € LY. Dann
15t

I' - a genau dann, wenn I' E .

Beweis. Dass die Ableitungsbeziehung die Folgerungsbeziehung impliziert,
wurde bereits im Rahmen der Korrektheitsiiberlegungen zu den Ableitungs-
regeln gezeigt. Fiir die Umkehrung nehmen wir I' I/ a an. Dies bedeutet nach
Aufgabe 4.10, dass I' U {—a} widerspruchsfrei ist. Nach Satz 5.18 ist dann
auch T'U {—a} erfiillbar. Es gibt also eine Wahrheitsbelegung mit 7 £ I" und
I EF—a. Alsoist I' ¥ a. ]

Korollar 5.20. Es sei V eine Menge an Aussagenvariablen und o € LV,
Dann ist

F a genau dann, wenn F a.

Ein Ausdruck ist also eine semantische Tautologie genau dann, wenn es eine
syntaktische Tautologie ist.

Beweis. Dies ist der Spezialfall von Satz 5.19 bei I' = (. O
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5. ARBEITSBLATT

5.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 5.1. Zeige mit Hilfe des Auswahlaxioms, dass es zu jeder quiva—
lenzrelation ~ auf einer Menge M ein Repridsentantensystem fiir die Aqui-
valenzklassen gibt.

Aufgabe 5.2. Skizziere ein Teilerdiagramm fiir die Menge M der echten
natiirlichen Teiler von 100 (dabei gelte 1 als echter Teiler, 100 nicht). Was
sind die maximalen, die minimalen Elemente, gibt es ein gréfites und ein
kleinstes Element, was sind die total geordneten Teilmengen?

Aufgabe 5.3. Skizziere ein Inklusionsdiagramm fiir sdmtliche Teilmengen
einer dreielementigen Menge.

Aufgabe 5.4. Es sei (I, x) eine total geordnete Menge. Zeige durch Indukti-
on, dass jede nichtleere endliche Teilmenge 7" C [ ein eindeutiges Maximum
besitzt.

Aufgabe 5.5. Besitzt die Menge N der natiirlichen Zahlen in R eine obere
Schranke? Wie sieht das in anderen angeordneten Korpern aus?

Aufgabe 5.6.*

Es sei M eine endliche Menge. Betrachte die Relation auf der Potenzmenge
B (M), die durch

S < T, falls #(S) < #(T).

gegeben ist. Handelt es sich dabei um eine Ordnungsrelation?

Aufgabe 5.7. Es sei M eine Menge und I die Menge der echten Teilmengen
von M, also

I={TCMT#0und T # M} .

Diese Menge ist durch die Inklusion eine geordnete Menge. Bestimme die
minimalen und die maximalen Elemente von I.
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Aufgabe 5.8. Es sei A eine endliche total geordnete Menge. Es sei I =
{1,2,...,n} eine endliche Indexmenge. Definiere auf der Produktmenge
Al = Ax ... x A
1

die , lexikographische Ordnung“, und zeige, dass es sich dabei ebenfalls um
eine totale Ordnung handelt.

Aufgabe 5.9. Es sei (I,<) eine nichtleere geordnete Menge mit der Ei-
genschaften, dass alle Ketten in I endlich seien. Beweise in dieser Situation
direkt, dass es in [ maximale Elemente gibt.

Aufgabe 5.10.*
Es sei G eine unendliche Menge und M C P (G) die Menge, die aus samtli-
chen endlichen Teilmengen von G besteht.

(1) Ist (M, C) induktiv geordnet?
(2) Besitzt M maximale Elemente?

Aufgabe 5.11.%*

Es sei G eine Menge und M C P (G) eine Teilmenge der Potenzmenge, die
unter beliebigen Vereinigungen abgeschlossen ist.

(1) Zeige, dass (M, C) induktiv geordnet ist.
(2) Zeige, dass M ein grofites Element besitzt.

Aufgabe 5.12. Zeige, dass in Z die maximalen Ideale genau die von Prim-
zahlen p erzeugten Ideale Zp = {kp|k € Z} sind.

Aufgabe 5.13. Es sei R ein kommutativer Ring und I C R ein Ideal in R.
Zeige, dass I genau dann ein maximales Ideal ist, wenn der Restklassenring
R/I ein Korper ist.

Aufgabe 5.14. Es sei X ein topologischer Raum und F' ein topologischer
Filter auf X mit ) € F. Zeige, dass es einen Ultrafilter G D F gibt.

Wenn man die natiirlichen Zahlen N mit der diskreten Topologie versieht, so
dass also jede Teilmenge offen ist, so ist ein topologischer Filter auf N einfach
eine Teilmenge F' C P (N) mit

(1) Ne F.
(2) Mit U € Fund U CV ist auch V € F.
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(3) Mit U € Fund V € Fist auch UNV € F.

Aufgabe 5.15. Ein Filter F' C 3 (N) ist genau dann ein Ultrafilter, wenn
fiir jede Teilmenge T' C N entweder T' € F' oder N\ T' € F gilt

Die einfachen Ultrafilter in N werden in der folgenden Aufgabe beschrieben.

Aufgabe 5.16. Es sei n € N eine fixierte Zahl. Dann ist
F={TCN|neT}
ein Ultrafilter.

Aufgabe 5.17. Zeige, dass es in N Ultrafilter gibt, die keine endlichen Teil-
mengen enthalten.

Aufgabe 5.18. Wir betrachten den Folgenring R = RY. Zu einer Folge
T = (Tn),en € R sei

Z(x) = {n e N|z, =0}.
Zeige, dass iiber die Zuordnungen

I'— {T CN|T = Z(x) fiir ein z € I}

und

F+—{xeR|Z(x) e F}
sich die Ideale aus R und die Filter aus N entsprechen.

Aufgabe 5.19. Wir betrachten die Menge

1
G = {T C N, Z - ist eine divergente Reihe} .

netT
Ist G ein Filter?

Aufgabe 5.20. Man mache sich an den folgenden Beispielen klar, dass der
Satz von Hamel keineswegs selbstverstéandlich ist.

(1) Die reellen Zahlen R als Q-Vektorraum betrachtet.
(2) Die Menge der reellen Folgen

RY = {(zn),en |70 € R}.
(3) Die Menge aller stetigen Funktionen von R nach R.
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Aufgabe 5.21.*

Betrachte die reellen Zahlen R als Q-Vektorraum. Zeige, dass die Menge der
reellen Zahlen Inp, wobei p durch die Menge der Primzahlen lduft, linear
unabhéngig ist. Tipp: Verwende, dass jede positive natiirliche Zahl eine ein-
deutige Darstellung als Produkt von Primzahlen besitzt.

Aufgabe 5.22. Zeige, dass es keine Abbildung
p: N— N

gibt, die die folgende Eigenschaft erfiillt: Es ist & > n genau dann, wenn
p(k) < @(n).

Aufgabe 5.23. Beweise durch Induktion, dass die natiirliche Ordnung auf
den natiirlichen Zahlen N eine Wohlordnung ist.

Aufgabe 5.24. Zeige, dass die natiirliche Ordnung auf den ganzen Zahlen
keine Wohlordnung ist.

Aufgabe 5.25. Zeige, dass die natiirliche Ordnung auf den reellen Zahlen
keine Wohlordnung ist.

Aufgabe 5.26. Es sei ' C LY eine widerspruchsfreie aussagenlogische
Ausdrucksmenge, die unter Ableitungen abgeschlossen sei. Zeige, dass I' der
Durchschnitt von maximal widerspruchsfreien Ausdrucksmengen ist.

Aufgabe 5.27. Es sei V eine beliebige Aussagenvariablenmenge und sei
I' C LV eine abzéhlbare Ausdrucksmenge. Zeige, dass man in diesem Fall den
Vollstandigkeitssatz der Aussagenlogik ohne das Lemma von Zorn beweisen
kann.

Die folgenden beiden Aussagen ergeben zusammen einen konstruktiven Be-
weis fiir den Vollstandigkeitssatz der Aussagenlogik in der Version von Ko-
rollar 5.20, d.h. fiir eine semantische Tautologie o weifl man nicht nur die
Existenz einer Ableitung F «, sondern man kann konstruktiv eine Ableitung
angeben.
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Aufgabe 5.28.*

Es sei a eine aussagenlogische Aussage und es seien py, ..., p, die darin vor-
kommenden Aussagenvariablen. Es sei

¥y =xp1 A...\NEp,

eine fixierte Konjunktion dieser (negierten) Aussagenvariablen. Zeige, dass
dann
F~v— aoder Fv— -«

gilt.

Aufgabe 5.29.*

Skizziere einen konstruktiven Beweis fiir die Tautologieversion der Vollstén-
digkeit der Aussagenlogik.

Aufgabe 5.30.*

Es sei I' C LV eine endliche Menge an Aussagen. Skizziere ein Entschei-
dungsverfahren, mit dem man feststellen kann, ob I' widerspriichlich ist oder
nicht.

5.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 5.31. (2 Punkte)

Beweise das Lemma von Zorn fiir eine total geordnete Menge.

Aufgabe 5.32. (3 Punkte)
Wir betrachten die Menge

1
F = {T C Ny Z — ist eine konvergente Reihe} .
ngT n

Zeige, dass F ein Filter auf N, ist.

Aufgabe 5.33. (3 Punkte)

Zeige, dass sich bei der in Aufgabe 5.18 beschriebenen Korrespondenz maxi-
male Ideale und Ultrafilter entsprechen.

Aufgabe 5.34. (3 Punkte)

Definiere eine Wohlordnung auf der Menge der ganzen Zahlen Z.
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Aufgabe 5.35. (5 Punkte)

Es sei (M, <) eine total geordnete Menge, die sowohl nach unten als auch
nach oben wohlgeordnet ist. Zeige, dass M endlich ist.

Aufgabe 5.36. (2 Punkte)

Beweise den Endlichkeitssatz fiir die Aussagenlogik: Wenn die Aussage «
aus der Aussagenmenge I' C LV folgt, dann gibt es eine endliche Teilmenge
'y C T, aus der diese Aussage folgt.

6. VORLESUNG - PRADIKATENLOGIK

Pradikatenlogik

Mit der Aussagenlogik kann man keine gehaltvollen mathematischen Aussa-
gen behandeln. Beispielsweise fehlt in ihr das Gleichheitszeichen, und man
kann nicht iiber Variabeln, die sich auf eine Grundmenge beziehen, quantifi-
zieren, man kann keine Terme bilden und Funktionen auswerten. Dies fiihrt
zur Pradikatenlogik, der wir uns nun zuwenden, und mit der man einen Grof3-
teil der (in einem gewissen Sinn die ganze) Mathematik ausdriicken kann. Von
der mathematischen Praxis her ist sie aber immer noch recht restriktiv. Wir
erinnern kurz an den Abbildungsbegriff und den Relationsbegriff der Mathe-
matik und setzen eine naive Mengenlehre und die natiirlichen Zahlen ,,zum
Zéahlen* voraus.

Definition 6.1. Seien L und M Mengen. Eine Abbildung F von L nach M

ist dadurch gegeben, dass jedem Element der Menge L genau ein Element der

Menge M zugeordnet wird. Das zu x € L eindeutig bestimmte Element wird

mit F'(x) bezeichnet. Die Abbildung driickt man als Ganzes haufig durch
F: L— M, z+— F(z),

aus.

Definition 6.2. Es seien zwei Mengen L und M gegeben. Dann nennt man
die Menge
LxM = {(zx,y)|lreL,yeM}

die Produktmenge der beiden Mengen.

Fiir uns ist insbesondere das n-fache Produkt einer Menge M mit sich selbst,
also
M" = MxMXx---xM

(mit n Faktoren) wichtig.
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Definition 6.3. Es sei M eine Menge. Unter einer n- stelligen Abbildung
auf M versteht man eine Abbildung

fiMx--xM— M, (1,...,2,) — f(z1,...,2,),
vom n-fachen Produkt von M mit sich selbst nach M.

Definition 6.4. Unter einer n- stelligen Relation R auf einer Menge M
versteht man eine Teilmenge der n-fachen Produktmenge M x --- x M.

Eine n-stellige Funktion kann auch als eine (n + 1)-stellige Relation aufge-
fasst werden, bei der es zu jedem n-Tupel (z1,...,x,) genau ein x,; derart
gibt, dass (z1,...,%,,Ty1) zur Relation gehort. Dieses x,.; ist dann der
Funktionswert der zugehorigen Funktion an der Stelle (zq,...,z,).

6.1. Terme.

Betrachten wir die sinnvollen Ausdriicke, die fiir eine natiirliche Zahl ste-
hen konnen. Mit dem Ziffernalphabet Z = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} kann
man mit der rekursiven Vorschrift zur Generierung von Zeichenreihen aus ei-
nem Alphabet alle natiirlichen Zahlen (im Zehnersystem) aufschreiben, z.B.
530386275. Allerdings gibt es hier ein paar Schwierigkeiten, es sind ndmlich
auch die Zahlen 0530386275, 00530386275, u.s.w. erlaubt (und untereinander
verschieden, da sie eben unterschiedliche Symbolfolgen sind). Der , Zahlen-
wert steht im Moment noch nicht zur Verfiigung. Ferner méchte man das
leere Zahlwort nicht als erlaubte Ziffernfolge ansehen.

Mit dieser Menge an erlaubten Zahlwortern kann man Telefonnummern oder
Internetadressen bezeichnen, aber noch nicht das machen, was man eigentlich
mit Zahlen machen mo6chte, ndmlich Zéhlen, Rechnen, Probleme formulieren
und l6sen. Fiir die innerhalb der natiirlichen Zahlen ausfithrbaren Rechen-
operationen, insbesondere das Nachfolgernehmen (also das Zahlen) und die
Addition und die Multiplikation, brauchen wir neue Symbole. Eine Aussage
wie
5:3 =847

ist natiirlich wahr, da links und rechts 15 ,steht“, wie man durch , ausrech-
nen“ (also das korrekte Anwenden der Rechenregeln) iiberpriifen kann. Wenn
man allerdings solche Gleichungen logisch verstehen und analysieren méochte,
so sollte man die beiden Seiten nicht als 15 lesen, sondern jeweils als ein neues
,komplexes Zahlwort“, das sich aus den Ziffernsymbolen 5 und 3 und dem
Malzeichen - bzw. den Ziffernsymbolen 8 und 7 und dem Pluszeichen + zu-
sammensetzt. Die linke und die rechte Seite sind hier sogenannte Terme, also
sinnvolle mathematische Ausdriicke, die einen Zahlwert annehmen koénnen
bzw. formal den Charakter einer Zahl haben (der Vergleich der beiden Ter-
me durch = macht aus den beiden Termen eine Aussage, das spielt jetzt aber
noch keine Rolle). Ein weiteres Beispiel ist eine Gleichung der Form

4.-x = 3-(8+y),
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wo vermutlich nach den erlaubten Werten fiir x und y gesucht wird, die die-
se Gleichung erfiillen. Aber unabhéngig von dieser typischen Interpretation
stehen links und rechts ebenfalls Terme, in denen jeweils eine Variable vor-
kommt. Solche Terme sind ein konstitutiver Bestandteil der Prédikatenlogik
und werden, ausgehend von einer Variablenmenge (keine Aussagenvariablen-
menge), einer Konstantenmenge und verschiedenen Funktionssymbolmengen,
rekursiv definiert.

Definition 6.5. Eine Grundtermmenge besteht aus den folgenden (unter-
einander disjunkten®) Mengen.

(1) eine Variablenmenge V/,
(2) eine Konstantenmenge K,
(3) zu jedem n € N, eine Menge F,, von Funktionssymbolen.

Dabei konnen die auftretenden Mengen leer sein, es ist fiir die Funktionssym-
bole sogar typisch, dass es nicht zu jeder Stelligkeit (zu jedem n) ein Funkti-
onssymbol gibt (die Variablenmenge wird hingegen meistens als nicht leer an-
gesetzt, und zwar mit unendlich vielen Variablen, die haufig als x1, x5, x3, . ..
angesetzt wird.). Die Konstanten kann man auch als nullstellige Funktions-
symbole auffassen. Unter dem Termalphabet versteht man die Vereinigung
A =VUKUU,en, Fu

Die arithmetische Grundtermmenge besteht aus den beiden Konstanten 0, 1,
den beiden zweistelligen Funktionssymbolen {+, -} und einer Variablenmen-

ge.

Definition 6.6. Zu einer Grundtermmenge G = (V, K, F,,) ist die zugehori-
ge Termmenge (oder die Menge der G-Terme) diejenige Teilmenge T = T'(G)
der Worter A* iiber dem Termalphabet A = VUK U F,,, die durch

die folgenden rekursiven Vorschriften festgelegt wird.

(1) Jede Variable v € V ist ein Term.

(2) Jede Konstante ¢ € K ist ein Term.

(3) Fiir jedes f € F, und n Terme ty,ts,...,t, ist auch ftity...t, ein
Term.

neNL

Hierbei sind (1) und (2) die Anfangsbedingungen und (3) die Rekursionsregel,
da darin auf schon gebildete Terme Bezug genommen wird. Wie bei jeder
rekursiven Definition ist ein Wort nur dann ein Term, wenn es geméfl dieser
Regeln gebildet werden kann.

Gemaéf dieser Definition verzichten wir auf Klammern, und die Funktions-
symbole werden einheitlich links geschrieben® und daran werden rechts davon
die Terme angefiigt (das wird spéter so interpretiert, dass in n-stellige Funk-
tionen n Elemente eingesetzt werden). Schon in einfachen Beispielen ist es

5Zwei Mengen L und M heiBen disjunkt, wenn ihr Durchschnitt L N M = 0 ist.
SMan spricht von polnischer Notation.
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aber wegen der Lesbarkeit sinnvoll, auch Klammern zu verwenden und von
der strengen Reihenfolge bei den Funkltionssymbolen abzuweichen und bei-
spielsweise s+t statt +st zu schreiben. Solche Schreibweisen sind als Ersatz
fiir die formal korrekt gebildeten Terme zu interpretieren, sie gehéren aber
nicht zu den Termen.

Beispiel 6.7. Eine Grundtermmenge sei durch die Variablenmenge V' =
{z,y, z}, eine Konstantenmenge K = {c1,c2}, die einstelligen Funktions-
symbole F; = {f, g} und die zweistelligen Funktionssymbole F» = {a, 3,7}
gegeben. Dann sind die folgenden Worter Terme.

x,Y, 2, C1,Co, fx, fe1, 92, azy, axx, ax fy, afrge, yyrxex, Baxgeyy fyagze .
Auch wenn es fiir das Auge etwas ungewohnt aussieht, so sind diese Ter-
me auch ohne Klammern allesamt wohldefiniert. Davon iiberzeugt man sich,
indem man die Terme von links nach rechts liest, und dabei bei jedem Funk-
tionssymbol die zugehorige Stelligkeit bestimmt (zu welchem F,, gehort das
Funktionssymbol?) und dann die folgenden Symbole in die geforderten n
Terme aufspaltet (wenn dies nicht geht, so ist das Wort kein Term). Dabei
entsteht schnell eine grofie Verschachtelungstiefe. Den letzten angefiihrten
Term, also

Baxgeyyfyagzz,

kann man mit (suggestiven) Klammern und Kommata nach und nach les-
barer gestalten. Er beginnt mit dem zweistelligen Funktionssymbol (3, also
muss das Folgende aus zwei Termen bestehen. Es folgt zunédchst das ebenfalls
zweistellige Funktionssymbol «, worauf zwei Terme folgen miissen. Wenn die-
se gefunden sind, muss der verbleibende Rest (also alles, was weiter rechts
steht) den zweiten Term bilden, der von § verlangt wird. Die zwei Terme des
an zweiter Stelle stehenden « sind z und gcp. Man kann also den Term nach
dieser Analyse auch als

Bla(z, g(c2)), v fyagzz)

schreiben. Wenn man ebenso den zweiten Term fiir das duflere S auflost, so
erhélt man

pBlae, g(c2)), v(fy, alg(2), ©))) -

Ubrigens kann man auch bei einem beliebigen Funktionssymbol mittendrin
beginnen und die zugehorigen Terme, auf die es Bezug nimmt, bestimmen.
Besonders iibersichtlich wird die Termstruktur durch einen Termstamm-
baum ausgedriickt. Dabei werden die verwendeten Variablen und Konstanten
(mehrfach, um die unterschiedlichen Stellen, in die sie eingesetzt werden, be-
achten zu kénnen) als Blitter” nebeneinander aufgefiihrt. Sie bilden die 0-te
Reihe des Baumes. Wenn ein n-stelliges Funktionssymbol auf n solche Blatter
angewendet wird, so zeichnet man einen Knoten, bezeichnet ihn mit dem
Funktionssymbol (bzw. dem Funktionssymbol mit den eingelesenen Termen)
und verbindet es mit den eingelesenen Blittern (die Einlesungsreihenfolge

"Dies ist die graphentheoretische Bezeichnung fiir die Startpunkte eines Baumes.
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entspricht der Blatterreihenfolge). So entsteht aus allen Funktionssymbolen,
die nur auf Variablen und Konstanten Bezug nehmen, die erste Reihe des
Baumes. Die Funktionssymbole, die auf solche Knoten (und Blitter) Bezug
nehmen, bilden die néchste Reihe, u.s.w. Der Stamm des Baumes ist dann
der in Frage stehende Term. In unserem Beispiel sieht das so aus:

Baxge ,yfyagzx

Beispiel 6.8. Wir betrachten ein Modell fiir die Termmenge der natiirli-
chen Zahlen. Als Grundtermmenge nehmen wir eine Variablenmenge V|
die Konstantenmenge K = {0}, die einstelligen Funktionssymbolmenge
Fy = {N} (N steht fiir Nachfolger) und die zweistellige Funktionssym-
bolmenge F, = {a,p} (fiir Addition und Multiplikation). Allein aus der
Konstante 0 und dem Nachfolgersymbol N kann man dann fiir jede natiirli-
che Zahl eine Représentierung finden, ndmlich

NO,NNO, NNNO, NNNNO, etc.
Typische Terme sind dann Ausdriicke wie (u, v, w seien Variablen)

aNNONNNv, uNNOaNNONNNO, paNNNOuNNuNONNN Nw, etc.

Wenn man 2’ statt Nz, (z + y) statt axy und (z - y) statt pxy schreibt, so
,verschonern® sich diese Terme zu

(0// + 'U”/), (O// . (0// + 0///))7 ((0/// + (u// . 0/)) . w////>’ etC
Mit den Abkiirzungen 1 = 0/, 2 = 0” etc. wird daraus
240" (2-(2+3)), (B4 (u"-1))-w"), ete. .

Man beachte, dass die Einfithrung dieser Abkiirzungen nicht bedeutet, dass
dadurch die iiblicherweise mit diesen Symbolen verwendeten Rechenregeln
erlaubt sind. Der zweite Term oben ist nicht gleich 10, dem zehnten Nach-
folger der 0.

Wir erkldren noch, was die Variablenmenge eines Terms ist. Diese ist stets
eine Teilmenge der Variablenmenge V' und enthélt diejenigen Variablen, die
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in dem Term irgendwo vorkommen. Die rekursive Definition lautet folgen-
dermafen.

(1) Wenn t = x eine Variable ist, so ist Var(z) = {z}.

(2) Wenn t = ¢ eine Konstante ist, so ist Var(c) = 0.

(3) Wenn f ein n-stelliges Funktionssymbol ist und wenn ¢4, . .., ¢, Terme
sind, so ist Var(fty,...,t,) = Var(t;) U...U Var(t,).

Aristoteles (384-322 v.C.) gilt als Erfinder der Priadikatenlogik. Er verwendet in
seiner Analytik Variablen, einstellige Priadikate, Quantoren und die logischen
Junktoren.

Nachdem wir die Terme zur Verfiigung haben, fahren mit dem syntakti-
schen Aufbau der Ausdriicke in der Pradikatenlogik (mit Identitét) fort. Um
den Aufbau dieser formalen Sprache zu motivieren und das Verstéindnis der
zunéchst rein formalen Ausdriicke zu erleichtern, ist es hilfreich, an Bildungs-
weisen von mathematischen Aussagen zu erinnern. Der konsequente Aufbau
der Syntax und der Semantik folgt in der néchsten Vorlesung.

6.2. Relationen.

Ein Term kann weder wahr noch falsch sein, und zwar unabhéngig davon,
ob man ihn einfach als ein nach gewissen formalen Regeln aufgebautes Sym-
bolwort auffasst oder ihn in einer bestimmten Menge (etwa den natiirlichen
Zahlen) interpretiert. Wahr oder falsch kénnen nur Aussagen sein. Wichtig
sind fiir uns zunéchst die formalen Eigenschaften einer Aussage. In mathe-
matischen Aussagen kommen hiufig Terme zusammen mit einem Vergleichs-
symbol vor, z. B. in der (wahren) Gleichung

2.(2+3) = 10
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oder der (falschen) Abschétzung
2.(2+3) < 10.

Mit zwei Termen und dem Gleichheitszeichen oder Kleinerzeichen gelangt
man also zu Aussagen, man spricht von zweistelligen Relationen (in Logik
und Grammatik auch von zweistelligen Prédikaten). Der Wahrheitsgehalt
héngt dabei von den zwei Eingaben ab.

Eine einstellige Relation oder ein Pradikat ist eine Eigenschaftsform, die ei-
nem Element zukommen kann oder nicht, z.B. die Eigenschaft einer natiirli-
chen Zahl, prim zu sein oder gerade zu sein oder eine Quadratzahl zu sein,
oder das Positivitatspradikat, das besagt, dass eine reelle Zahl positiv ist.
Einstellige Pradikate definieren eine Teilmenge einer gegebenen Grundmen-
ge: Einem einstelligen Pradikat wird diejenige Teilmenge zugeordnet, die aus
allen Elementen besteht, fiir die das Préadikat gilt. Daher entspricht die Men-
genlehre weitgehend der Pradikatenlogik mit nur einstelligen Pradikaten.

Mit n-stelligen Relationenssymbolen und n Termen gelangt man ebenfalls zu
einer Aussage. Wenn z.B. A, B, C als Punkte in der Ebene interpretiert wer-
den konnen, und G die Relation , bildet ein gleichseitiges Dreieck” bedeutet,
so bedeutet G(A, B, (), dass diese drei Punkte ein gleichseitiges Dreieck bil-
den. Der Wahrheitsgehalt hédngt natiirlich von der Lage der Punkte A, B, C
ab, hier interessiert aber lediglich, dass G(A, B, C) eine sinnvolle Aussage-
form repréasentiert.

Andere geometrische Beispiele fiir dreistellige Relationen sind die Eigen-
schaften, dass die drei Punkte A, B, C' auf einer Geraden liegen, sagen wir
L(A, B,C), oder dass die drei Punkte ein rechtwinkliges Dreieck bilden, wo-
bei der rechte Winkel an dem zuerst genannten Eckpunkt liegen muss, sagen
wir R(A, B,C). Man kann sich dariiber streiten, ob bei einem Dreieck die
Eckpunkte alle verschieden sein miissen, jedenfalls kann man die Eigenschaft

der drei Punkte, dass sie paarweise verschieden sind, durch ein dreistelliges
Pradikat ausdriicken, sagen wir V (A, B, C).

6.3. Quantoren.

Mathematische Aussage enthalten hiufig auch Existenzaussagen. Wenn wir
bei dem eben erwédhnten Beispiel bleiben, so bedeutet

es gibt zG(A, B, 2)

die Aussage, dass es zu gegebenen festen A und B ein z gibt derart, dass die
drei Punkte A, B, z ein gleichseitiges Dreieck bilden (diese Aussage ist in der
reellen Zahlenebene wahr). In dem Beispielsatz wird nur iiber z quantifiziert,
nicht iiber A und B. Dies kann man durch die folgenden Aussagen erreichen.

es gibt z und es gibt y und es gibt z G(z,v, 2) ,
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was bedeutet, dass es Punkte z, y, z gibt, die ein gleichseitiges Dreieck bilden,
die wahr ist, aber deutlich schwécher als die Aussage

fiir alle x und fiir alle y gibt es 2 G(x,y, 2)

ist, die behauptet, dass es zu (beliebig vorgegebenen) Eckpunkten x und y
stets einen dritten Punkt gibt, so dass ein gleichseitiges Dreieck entsteht.®
Die Ausdriicke ,es gibt“ und ,fiir alle* nennt man Quantoren. Fiir diese
Quantoren gibt es spezielle Symbole, namlich 3 fiir ,,es gibt“ und V fiir , fiir
alle”. Die obigen Beispielsitze schreibt man dann formal als

JrIy32G(x,y, 2)

bzw. als

VaVy3dzG(z,y, z) .
Auf die Reihenfolge bei gleichartigen Quantoren kommt es nicht an (dies
ist von der inhaltlichen Bedeutung her klar, wird spéter aber auch formal
im Ableitungskalkiil nachgebildet), sie ist aber bei wechselnden Quantoren
entscheidend. Beispielsweise ist die Aussage

VaVyG(z,y, 2)

(also die Aussage, dass es einen Punkt gibt, der mit je zwei beliebigen wei-
terer Punkten ein gleichseitiges Dreieck bildet) im Gegensatz zur vorherigen
Aussage nicht wahr.

6.4. Junktoren.

Eine weitere Art von mathematischen Aussagen entsteht dadurch, dass man
Aussagen selbst zueinander in eine logische Beziehung setzt, indem man bei-
spielsweise sagt, dass aus der Aussage o die Aussage [ folgt, oder dass o und
B zueinander dquivalent sind. Der Satz des Pythagoras besagt, dass wenn
zwischen drei Punkten A, B, C' in der Ebene die Beziehung der Rechtwink-
ligkeit am Punkt A besteht, dass dann zwischen den durch die drei Punkte
definierten Streckenléngen ebenfalls eine bestimmte Beziehung zwischen den
Abstinden? besteht. Wenn man die Rechtwinkligkeit wie oben mit dem drei-
stelligen Relationssymbol R und die pythagoreische Lingenbeziehung mit
dem dreistelligen Relationssymbol S bezeichnet, so gilt also

aus R(A, B,C) folgt S(A, B,C),
was wir formal als
VAYBYC(R(A,B,C) — S(A, B,())

schreiben. Gilt davon auch die Umkehrung? Folgt also aus S(A, B, C), dass
ein rechter Winkel an A vorliegt? Dies ist in der Tat der Fall! Der Kosinussatz

8Die Giiltigkeit dieser Aussagen setzt voraus, dass wir iiber den reellen Zahlen bzw. in
der reellen Zahlenebene arbeiten. Siehe Aufgabe 6.18.

9Zur Erinnerung: Das Quadrat der Streckenlinge zwischen B und C' (die Hypotenuse)
ist gleich der Summe der Quadrate der beiden Streckenldngen zwischen A und B und A
und C (den Katheten).
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besagt fiir ein beliebiges (echtes) Dreieck mit einem an A anliegenden Winkel
a, dass
d(B,C)* = d(A,B)*+d(A,C)* —2d(A, B)d(A, C) cos «

gilt, wobei d den Abstand zwischen zwei Punkten bezeichne. Der ,,Storterm*®
rechts entféllt genau dann, wenn cos @ = 0 ist, und dies ist nur bei 90 Grad
der Fall. Daher gilt die Aquivalenz

VAVYBYC(R(A, B,C) +— S(A, B, C))

(ein Dreieck, bei dem zwei Eckpunkte zusammenfallen, akzeptieren wir als
rechtwinklig an dem doppelten Punkt).

Unser Rechtwinkligkeitspradikat R(A, B, C') besagt, dass der Winkel am Eck-
punkt A ein Rechter ist. Wenn man sich dafiir interessiert, ob {iberhaupt ein
rechtwinkliges Dreieck vorliegt, so muss R(A, B,C) oder R(B,C,A) oder

R(C, A, B) gelten. Die Oderverkniipfung wird formal als
(R(A,B,C)V R(B,C,A)) VvV R(C, A, B)
geschrieben (die Assoziativitéit der oder-Verkniipfung steht im Moment noch

nicht zur Verfiigung).

Fiir ein echtes Dreieck haben wir oben gefordert, dass die konstituierenden
Punkte A, B, C paarweise verschieden sind. Die Gleichheit von zwei Punkten
wird durch A = B und die Negation davon, also die Verschiedenheit der
beiden Punkte, wird in der Mathematik durch A # B, in der Logik aber
durch — (A = B) ausgedriickt. Dass drei Punkte paarweise verschieden sind,
erfordert ein logisches und, das durch A symbolisiert wird, so dass sich die
Echtheit eines Dreiecks durch

(—\(A:B)/\—'(A:C))/\—\(B:C)

ausdriicken lasst.

6. ARBEITSBLATT

6.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 6.1. Entwerfe einen Termstammbamm fiir den Term

faagracy fBgyacigfzBgc fe

wie in Beispiel 6.7.

Aufgabe 6.2. Wir betrachten die arithmetische Grundtermmenge, die aus
den Konstanten 0 und 1, den Variablen z,, n € N, dem einstelligen Funkti-
onssymbol N und den beiden zweistelligen Funktionssymbolen a und p be-
steht. Entscheide, ob die folgenden Worter iiber diesem Termalphabet Terme
sind oder nicht.
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) NNNNNNNO1,

) NNNNNNzyNNNNNNNNNN Nz,
) aNNNNNNONNNNNNNNNNNI,
) NNNuNNNuONNNNNNNNNNNI,
) popapa0101010,

(6) acaNziNroxsrysxs.

(1
(2
(3
(4
(5
6

Schreibe diejenigen Worter, die Terme sind, mit Klammern, /, + und -.

Aufgabe 6.3.*

Es seien x, y, z, w Variablen und V' ein zweistelliges Funktionssymbol. Welche
der folgenden Worter sind Terme?

(1) VayzVVw,

)

) VVayzVw,
) VaVyV zw,
) 2VyVzVw,
) VVVazyzw,
) VayV'Vzw,
) VVaVyzw,
) VayVzw,
) VaVyzVw,
) VaVVyzw,
) VayVzVw.

Aufgabe 6.4. Erldutere den Unterschied zwischen G = (V, K, F,,,n € N, )
und A=VUKU{ F,, in Definition 6.6.

neNy

Aufgabe 6.5. Es sei V eine Variablenmenge, K eine Konstantenmenge und
F eine Menge aus Funktionssymbolen (mit einer gewissen Stelligkeit). Es sei

A=VUKUF

das zugehorige Alphabet. Es sei vorausgesetzt, dass dieses Alphabet nicht
leer sei. Zeige, dass es nichtleere Worter iiber A gibt, die keine Terme sind.

Aufgabe 6.6. Es sei G eine Grundtermmenge und ¢ € T'(G) ein G-Term. Es
sei u das am weitesten links stehende Symbol von ¢ und v das am weitesten
rechts stehende Symbol von t. Zeige die folgenden Eigenschaften.

(1) Wenn u eine Variable oder eine Konstante ist, so ist ¢ = u.
(2) v ist eine Variable oder eine Konstante.
(3) Wenn t; und t, Terme sind, so ist ¢;to kein Term.
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Aufgabe 6.7. Es sei G eine Grundtermmenge und ¢ ein G-Term. Es sei n die
Gesamtzahl der Variablen und Konstanten in ¢, wobei mehrfaches Vorkom-
men auch mehrfach gezéhlt wird. Es sei k die Summe iiber alle Stelligkeiten
der in £ vorkommenden Funktionssymbole, wobei wiederum mehrfach auftre-
tende Symbole auch mehrfach gezédhlt werden.

(1) Bestimme n und & im Term

ggryhfefzgyfy,
wobei f einstellig, g zweistellig und h dreistellig sei.
(2) Es sei t weder eine Variable noch eine Konstante. Zeige k > n.
(3) Zeige, dass die Differenz n — k beliebig grof sein kann.

Aufgabe 6.8. Diskutiere, ob es sich bei

n!, (Z), T, e", ¥, 5%, x, ©

um Terme handelt.

Aufgabe 6.9. Es sei f ein zweistelliges Funktionssymbol und z, y Variablen.
Formuliere das Kommutativgesetz (fiir f) als eine Allaussage mit Hilfe der
Identitat von zwei Termen.

Aufgabe 6.10. Es sei K ein Koérper und V = {zy,...,x,} eine Variablen-
menge. Fine Grundtermmenge G sei durch K als Konstantenmenge, V' als
Variablenmenge und den beiden zweistelligen Funktionssymbolen + und -
festgelegt. In welcher Beziehung steht die Termmenge T'(G) zum Polynom-
ring Klxy,...,x,].

Aufgabe 6.11. Es sei T die Termmenge zur Konstantenmenge {0, 1},
zur Variablenmenge x;, ¢ € I und zur zweistelligen Funktionssymbolmen-
ge {+, }. Definiere eine natiirliche Abbildung von T in den Polynomring
Zlx; = 1 € I]. Ist diese Abbildung injektiv? Ist sie surjektiv? Was ist das
Bild?

Aufgabe 6.12. Fiir Punkte A, B,C in der Ebene bedeute R(A, B,C) die
Rechtwinkligkeit des durch A, B, C' gegebenen Dreiecks an der Ecke A und
S(A, B, C) die pythagoreische Langenbeziehung. Betrachte die beiden forma-
len Aussagen
VAYBYC(R(A,B,C) — S(A, B,())
und
VAVBYCR(A, B,C) — YAYBYCS(A, B,C).



89

Welche ist (sind) eine Formalisierung des Satzes von Pythagoras, welche ist
(sind) wahr?

Aufgabe 6.13. Formuliere mit arithmetischen Grundsymbolen, Gleichheit,
Quantoren und Junktoren die Eigenschaft (das Pradikat) einer natiirlichen
Zahl, gerade oder ungerade zu sein. Formuliere ebenso die Aussage, dass
jede natiirliche Zahl entweder gerade oder ungerade ist. Formuliere ferner
die Aussage, dass zu jeder natiirlichen Zahl n die Zahl n? — n gerade ist.

6.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 6.14. (3 Punkte)
Seien M, N, L. Mengen. Stifte eine Bijektion zwischen
Abb (M x N,L) und Abb (M,Abb (N, L)) .

Aufgabe 6.15. (2 Punkte)

Eine Grundtermmenge sei durch die Variablenmenge V' = {z, y, z}, eine Kon-
stantenmenge K = {c;, ¢y}, die einstelligen Funktionssymbole F; = {f, g}
und die zweistelligen Funktionssymbole Fy = {a, 3,7} gegeben. Entwerfe
einen Termstammbaum fiir den Term

gfBBafryycizgge, .

Aufgabe 6.16. (2 Punkte)

Es sei f ein zweistelliges Funktionssymbol und z,y, z Variablen. Formuliere
das Assoziativgesetz (fiir f) als eine Allaussage mit Hilfe der Identitat von
zwel Termen.

Aufgabe 6.17. (3 Punkte)

Eine Grundtermmenge G sei durch eine einelementige Konstantenmenge
K = {c}, eine leere Variablenmenge und eine einelementige einstellige Funk-
tionssymbolmenge

F = {f }
gegeben. Zeige durch Induktion, dass es eine bijektive Abbildung

¢o: N— T(G)
mit p(0) = cund p(n+1) = fo(n) fir alle n € N gibt.
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Aufgabe 6.18. (5 Punkte)

Zeige, dass es kein gleichseitiges Dreieck im R? gibt, dessen simtliche Ecken
rationale Koordinaten besitzen.

Tipp: Verwende, dass v/3 irrational ist und den Satz des Pythagoras.

7. VORLESUNG - SEMANTIK DER PRADIKATENLOGIK

7.1. Sprachen erster Sufe.

Die in der letzten Vorlesung erwahnten Konstruktionsmoglichkeiten fiir Aus-
sagen sind im Wesentlichen schon erschopfend. Mit ihnen kann man ausge-
hend von einer Grundtermmenge formale Sprachen aufbauen, deren Aussa-
gekraft prinzipiell grofl genug ist, um die gesamte Mathematik auszudriicken
(fiir viele Bereiche wire es aber kiinstlich, sich auf diese Sprachen zu be-
schrianken). Diese formalen Sprachen nennt man Sprachen erster Stufe, deren
syntaktischen Aufbau wir hier beschreiben. Wir beginnen mit den zugehori-
gen Alphabeten.

Definition 7.1. Ein Alphabet einer Sprache erster Stufe umfasst die folgen-
den Daten.

(1) Eine Grundtermmenge, also eine Menge aus Variablen, Konstanten
und Funktionssymbolen.

(2) Zu jeder natiirlichen Zahl n € N, eine Menge R, von n-stelligen
Relationssymbolen.

(3) Die aussagenlogischen Junktoren

2, A, V, =, &

(4) Das Gleichheitszeichen =.
(5) Die Quantoren V und 3.
(6) Klammern, also ( und ).

Die aussagenlogischen Junktoren sind von der Aussagenlogik her bekannt
und werden sowohl semantisch als auch syntaktisch ihre Rolle behalten. Der
Quantor V heifit Allquantor und 3 heifit Fxistenzquantor. Diese Liste ist
etwas redundant, da man, von der spéteren Interpretation her gesehen, ei-
nige aussagenlogische Junktoren durch andere ersetzen kann, wie wir das
schon im aussagenlogischen Kontext gesehen und verwendet haben. Ebenso
kann man den einen Quantor mit Hilfe des anderen und der Negation aus-
driicken, es ist ndmlich Vxa gleichbedeutend mit —3z—a. Um die Lesbarkeit
der Ausdriicke zu erhohen, ist es aber alles in allem vorteilhaft, nicht allzu
minimalistisch sein zu wollen (man konnte die unnétigen Symbole auch als
Abkiirzungen einfithren). Das Gleichheitszeichen konnte man zwar auch als
ein weiteres zweistelliges Relationssymbol auffassen, allerdings sind die weiter
unten einzufithrenden Schlussregeln fiir das Gleichheitszeichen (insbesondere
die Moglichkeit einzusetzen) fiir die Logik erster Stufe konstitutiv. Da ein
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Alphabet einer Sprache erster Stufe eine Termgrundmenge enthélt, ist klar,
was als Term in der Sprache zu gelten hat. Als néchstes erkldren wir formal,
was wir als einen Ausdruck (oder eine formale Aussage) in dieser Sprache
ansehen.

Definition 7.2. Es sei ein Alphabet einer Sprache erster Stufe gegeben.
Dann nennt man die folgenden rekursiv definierten Worter iiber diesem Al-
phabet die Ausdriicke dieser Sprache.

(1) Wenn ¢; und ¢, Terme sind, so ist
tl - tg

ein Ausdruck.
(2) Wenn R ein n-stelliges Relationssymbol ist und ¢y, . .., ¢, Terme sind,
so ist
Rty.. .t,

ein Ausdruck.
(3) Wenn « und 8 Ausdriicke sind, so sind auch

—(a), (@) A(B), (@) V(B), (@) = (B), (@) < (B)
Ausdriicke.
(4) Wenn « ein Ausdruck ist und x eine Variable, so sind auch

Vx (o) und Jz ()
Ausdriicke.

Die Klammern sind hier auch nur nétig, weil wir die zweistelligen Junkto-
ren anders als die Funktionssymbole in der Mitte schreiben. Die Menge der
Konstanten, der Variablen, der Funktionssymbole und der Relationssymbo-
le nennt man zusammen auch das Symbolalphabet der Sprache, das wir mit
S bezeichnen. Die anderen Symbole (Junktoren, Quantoren, Gleichheitszei-
chen, Klammern) sind immer gleich, so dass eine Sprache erster Stufe im
Wesentlichen nur von der gewihlten Symbolmenge S abhéngt. Fiir die zu-
gehorige Sprache schreibt man L.

7.2. Strukturen und Interpretationen.

Gelegentlich haben wir schon angedeutet, was die zuletzt eingefiihrten pradi-
katenlogischen Symbole, die wir rein formal als Zeichenreihen behandelt ha-
ben, eigentlich bedeuten sollen, was also ihr logisch-mathematischer Gehalt
sein soll. Bei einer solchen Interpretation werden die Junktoren, die Quanto-
ren und das Gleichheitszeichen stets in der gleichen Weise interpretiert (die
Junktoren werden wie im aussagenlogischen Kontext interpretiert), die Va-
riablen, Konstanten, Funktions- und Relationssymbole aber unterschiedlich.

Definition 7.3. Es sei S das Symbolalphabet einer Sprache erster Stufe.
Unter einer S- Struktur versteht man eine nichtleere Menge M mit den
folgenden Festlegungen.
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(1) Fiir jede Konstante ¢ € K ist ein Element ¢ € M festgelegt.
(2) Zu jedem n-stelligen Funktionssymbol f (aus S) ist eine n-stellige

Funktion
MM — M
festgelegt.
(3) Zu jedem n-stelligen Relationssymbol R (aus S) ist eine n-stellige
Relation
festgelegt.

Unter einer S- (Variablen)belegung in M versteht man eine Festlegung ' €
M fiir jede Variable z € V.

Unter einer S- Interpretation versteht man eine S-Struktur zusammen mit
einer S-Belegung.

Die Menge M heifit auch Grundmenge der S-Struktur bzw. der S-Interpreta-
tion. Die Festlegung fiir die Konstanten und die Variablen ist einfach ei-
ne Abbildung von K bzw. von der Variablenmenge in die Menge M. Statt
M oaM M RM schreibt man auch I(c), I(z), 1, R, wobei I eine Interpre-
tation bezeichnet. Die Strukturen sind die iiblichen Gegenstinde der Ma-
thematik (die Belegung von freien Variablen ist der mathematischen Praxis
eigentlich fremd; durch sie wird sichergestellt, dass bei einer Interpretation
jeder Ausdruck wahr oder falsch wird).

Beispiel 7.4. Es sei S ein Symbolalphabet, das aufler einer Variablenmenge
V' aus einem einzigen einstelligen Funktionssymbol F' bestehe (die Konstan-
tenmenge und die Relationssymbolmengen seien also leer). Eine S-Struktur
besteht dann aus einer nichtleeren Menge M zusammen mit einer Abbildung

f=F": M — M, ar— f(a).

Beispiele sind M = N mit der Nachfolgerfunktion, M = R mit dem Qua-
drieren x + 2% oder der Sinusfunktion oder der Exponentialfunktion, oder
eine beliebige Menge mit der Identitédt, eine endliche Menge mit einer Per-
mutation, u.s.w.

Beispiel 7.5. Es sei S ein Symbolalphabet, das aufler einer Variablenmenge
V' aus einem einzigen zweistelligen Funktionssymbol F' bestehe (die Konstan-
tenmenge und die Relationssymbolmengen seien also leer). Eine S-Struktur
besteht dann aus einer nichtleeren Menge M zusammen mit einer Abbildung

f=FM: M xM— M, (a,b) — f(a,b).
Eine solche Abbildung nennt man auch eine Verkniipfung auf M
sie ordnet

(einem geordneten Paar aus) zwei Elementen der Menge ein weiteres Ele-
ment der Menge zu. Die Addition oder die Multiplikation auf den natiirli-
chen Zahlen sind jeweils eine solche Verkniipfung. Weitere Beispiele sind die
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Verkniipfung in einer Gruppe, die Vektorraumaddition, das Maximum von
zwei reellen Zahlen, u.s.w.

Beispiel 7.6. Es sei S ein Symbolalphabet, das aufler einer Variablenmenge
V' aus einem einzigen einstelligen Relationssymbol R bestehe (die Konstan-
tenmenge und die Funktionssymbolmengen seien also leer). Eine S-Struktur
besteht dann aus einer nichtleeren Menge M zusammen mit einer fixierten
Teilmenge U C M. Beispiele sind M = N mit der Teilmenge der Primzah-
len, oder der Teilmenge der Quadratzahlen, oder M = R mit der Teilmenge
der positiven Zahlen, oder der Teilmenge der rationalen Zahlen, u.s.w.

7.3. Interpretation von Termen.

Mit einer solchen Interpretation in M wird das Symbolalphabet, das neben
den Junktoren, Quantoren, dem Gleichheitszeichen und den Klammern das
Alphabet der Sprache bildet, interpretiert. Man mochte aber die gesamte
Sprache in M, ausgehend von der Interpretation dieser Symbole, interpretie-
ren. Der erste Schritt dazu ist die Interpretation der Terme. Die Wohldefi-
niertheit der folgenden Festlegung ergibt sich durch einen Beweis iiber den
Aufbau der Terme.

Definition 7.7. Zu einem Symbolalphabet S erster Stufe und einer S-
Interpretation in einer Menge M wird induktiv iiber den Aufbau der Terme
fiir jeden S-Term ¢ eine Interpretation I(¢) in M definiert.

(1) Fiir jede Konstante ¢ und jede Variable x ist die Terminterpretation
durch die Interpretation bzw. die Belegung direkt gegeben, also
I(c) = M und I(z) = oM.

(2) Wenn ty,...,t, Terme mit den Interpretationen I(¢y),...,I(t,) sind
und wenn f ein n-stelliges Funktionssymbol ist, so wird der Term
fti.. .ty als fM(I(ty),...,I(t,)) interpretiert.

Damit werden alle Terme in der Grundmenge M interpretiert. Es wird al-
so die auf K UV gegebene Interpretation auf die gesamte Termmenge T
fortgesetzt, oder, mit anderen Worten, es liegt ein kommutatives Diagramm

Kuv — M

L
T

vor, wobei der Diagonalpfeil durch den horizontalen Pfeil eindeutig festgelegt
ist.

In vielen Situationen bleibt die Grundmenge und die Interpretation der Kon-
stanten und der Relations- und Funktionssymbole gleich, wihrend man die
Variablenbelegung dndern méchte. Inshesondere méchte man Interpretatio-
nen fiir eine einzelne Variable abéndern. Dafiir gibt es das Konzept der Um-
interpretation.
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Definition 7.8. Es sei ein Symbolalphabet S erster Stufe und eine S-
Interpretation I in einer Menge M gegeben. Es sei x eine Variable und
m € M ein Element der Grundmenge. Dann versteht man unter der Um-
interpretation 17 diejenige Interpretation von S in M, die strukturgleich zu
I ist und fiir deren Variablenbelegung

(1) ) = {f(y), falls 1y # x,

x m, fallsy =x,
gilt.
Entsprechend schreibt man [=h==k fiiy ( ( [74) 22 ) Tk wobei es bei
Lyeees T T €9 T

verschiedenen Variablen nicht auf die Reihenfolge ankommt.

7.4. Interpretation von Ausdriicken.

Nachdem wir alle Terme bei einer gegebenen S-Interpretation interpretie-
ren kénnen, wenden wir uns nun den Ausdriicken zu. Es ist das Ziel, jedem
S-Ausdruck eine Aussage (unter Bezug auf die Grundmenge M und die In-
terpretation des Symbolalphabets) zuzuordnen, die wahr oder falsch ist.

Definition 7.9. Zu einem Symbolalphabet S erster Stufe und einer S-
Interpretation [ in einer Menge M werden die S-Ausdriicke folgendermafien
(induktiv iiber den Aufbau der Ausdriicke) interpretiert und als giiltig (oder
ungiiltig) charakterisiert (die Giiltigkeit einer Aussage v unter der Interpre-
tation wird dabei als I F « geschrieben). Es seien s,t,t,...,t, Terme und
«, [ Ausdriicke.

Fs=t, wenn I(s) = I(t).
|= Rty ...t,, wenn (I(t1),...,I(t,)) € RM.
— (), wenn nicht [ F « gilt.
( )A(B), wenn I F a und I F 3 gilt.
F (o) — (8), wenn die Giiltigkeit I F « die Giiltigkeit I F
1mphz1ert
(6) I F Jza, wenn es ein m € M mit I F o gibt.
(7) I FVxa, wenn fiir alle m € M die Beziehung I F « gilt.

Dabei ist, wie bei jeder Definition, ,wenn® als ,,genau dann, wenn* zu lesen.
Auf der linken Seite stehen die formalen Ausdriicke zusammen mit der Er-
klarung, ob sie in der Interpretation gelten, und auf der rechten Seite steht
eine logisch-mathematische Bedingung. Diese ist im Sinne des iiblichen Ge-
brauchs in der Mathematik zu verstehen. Fiir die Giiltigkeitsbeziehung I F «
sagt man auch, dass die Interpretation I ein Modell fiir den Ausdruck « ist
oder den Ausdruck « erfiillt.
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Da bei dieser Zuordnung alle moglichen Konstruktionsweisen fiir Ausdriicke
auftreten, ergibt sich eine Erklarung fiir jeden Ausdruck durch deren induk-
tiven Aufbau. Fiir jeden Ausdruck o« gilt in einer Interpretation I entwe-
der I F « oder nicht, wobei die Nichtgiiltigkeit zur Giiltigkeit von I F -«
dquivalent ist. Eine Interpretation liefert also insbesondere eine vollstindige
Aufteilung der S-Ausdriicke in wahre und falsche Ausdriicke.

7.5. Beispiele.

Beispiel 7.10. Es sei S ein Symbolalphabet, das aufler einer Variablen-
menge V' aus einem einzigen einstelligen Funktionssymbol F' bestehe (die
Konstantenmenge und die Relationssymbolmengen seien also leer), so dass
eine S-Struktur aus einer Menge M zusammen mit einer Abbildung

f=F": M — M, ar— f(a),
besteht. In einer solchen Interpretation wird jeder S-Ausdruck interpretiert.
Der Ausdruck
a = Vr(Jy(Fy =)
besagt die Surjektivitit von f = FM.  D.h. in einer S-Interpretation gilt
I Fa

genau dann, wenn die durch die Interpretation festgelegte Abbildung f sur-
jektiv ist. Der Ausdruck

B = Va(Vy((Fz = Fy) = (z = y)))
besagt die Injektivitdt von f. D.h. in einer S-Interpretation gilt
IEp

genau dann, wenn die durch die Interpretation festgelegte Abbildung f in-
jektiv ist.

Beispiel 7.11. Es sei S das Symbolalphabet fiir einen angeordneten Kérper,
d.h. es gebe eine zweielementige Konstantenmenge K = {0, 1}, eine zweiele-
mentige Menge fiir die zweistelligen Funktionssymbole {+, -} und eine einele-
mentige Menge {>} fiir ein zweistelliges Relationssymbol.!® Wir betrachten
die Interpretation I; mit der Grundmenge Q und die Interpretation I, mit
der Grundmenge R, wobei Konstanten, Funktionssymbole und das Relations-
symbol in natiirlicher Weise interpretiert werden (und die Variablenbelegung
irgendwie festgelegt sei).

Der S-Ausdruck 1 +1 > 1 (also der Ausdruck > +111 in vorgestellter
Notation) wird unter den Interpretationen als 1g + 1o > 1g bzw. als 1g +
1g > 1gr interpretiert und daher gelten 1 F1+1>1und L F1+1 > 1.

0B ist typisch, dass man sich bei der Wahl der Symbole im Smbolalphabet von einer
beabsichtigten Interpretation leiten ldsst. Daher stimmen hdufig die Symbole mit den
mathematischen Bezeichnungen {iberein.
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Dagegen ist der Ausdruck Vz(z > 0 — Jy(x = y - y)) unter [; falsch und
unter [ richtig, also

LE-NVz(z>0—Jyr=y-y)) und LEVz(z>0— Jy(xr=y-vy)).

Das vorstehende Beispiel zeigt, dass die Giiltigkeit von Ausdriicken unter
einer bestimmten Interpretation von Eigenschaften der Grundmenge abhéngt
und durch eine mathematische Argumentation erwiesen oder zuriickgewiesen
werden muss. Diese kann beliebig kompliziert sein. Insbesondere bedeutet die
Modellbeziehung nicht, dass man fiir jeden Ausdruck entscheiden kann, ob
er in einer Interpretation wahr oder falsch ist.

7. ARBEITSBLATT

7.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 7.1.*

Wir betrachten den Satz ,,Diese Vorlesung versteht keine Sau‘. Negiere diesen
Satz durch eine Existenzaussage.

Aufgabe 7.2.%*

Negiere die Aussage ,,Martina findet alle Jungs im Kurs aufler Markus zucker-
siiB“ durch eine Aussage, in der eine Existenzaussage und eine Oder-Ver-
kniipfung vorkommen.

Aufgabe 7.3. Man formalisiere die folgenden Aussagen, indem man geeigne-
te Pradikate erklart. Man gebe die Negation der Aussagen (umgangssprach-
lich und formal) an.

(1) Alle Viégel sind schon da.

(2) Alle Wege fithren nach Rom.

(3) Faulheit ist aller Laster Anfang.

(4) Alle Menschen werden Briider, wo dein sanfter Fliigel weilt.

(5) Wem der groBle Wurf gelungen, eines Freundes Freund zu sein, wer
ein holdes Weib errungen, mische seinen Jubel ein!!!

(6) Freude trinken alle Wesen an den Briisten der Natur.

(7) Alle Macht geht vom Volk aus.

(8) Alle Achtung.

(9) Alle Neune.

HDjeser Satz ist im Konjunktiv formuliert, was eher auf eine Aufforderung hindeutet als
auf eine Aussage. Man kann hier ,;soll mischen* als Priadikat nehmen und damit arbeiten.
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Aufgabe 7.4. Es sei S das erststufige Symbolalphabet, das aus den Varia-
blen z,y, 2, den Konstanten 0, ¢, dem einstelligen Funktionssymbol F', den
zweistelligen Funktionssymbolen «, § und dem zweistelligen Relationssymbol
R bestehe. Uberpriife, ob die folgenden Wérter zur Sprache L% (bei korrekter
Klammerung) gehoren.

z (R0x)) A (= (Bayzy = Rez)),
z (R0z)) A (= (Bayzy = Bez)).

Aufgabe 7.5. Bestimme die kleinsten Symbolmengen, mit denen die folgen-
den Ausdriicke formulierbar sind.

(1) 3y (fz =y),
(2) Vo (fr = gyc) A 3z (Reay),
(3) VadySzhuy.

Aufgabe 7.6. Man gebe fiir die folgenden Teilmengen der natiirlichen Zah-
len quantorenlogische Beschreibungen.

(1) Die Menge der geraden Zahlen,

(2) Die Menge der Zahlen, die durch vier teilbar sind,

(3) Die Menge der ungeraden Zahlen,

(4) Die Menge der Quadratzahlen,

(5) Die Menge der Primzahlen,

(6) Die Menge der Zahlen, die als Summe von drei Quadratzahlen ge-
schrieben werden kénnen.

In der folgenden Aufgabe geht es nicht um die Wahrheit der Aussagen, son-
dern nur um die quantorenlogische Formulierung. Man darf und soll sich
natiirlich trotzdem Gedanken iiber die Giiltigkeit machen.

Aufgabe 7.7. Formuliere die folgenden Aussagen iiber die natiirlichen Zah-
len N ={0,1,2,3,...} allein mittels Gleichheit, Addition, Multiplikation und
unter Verwendung von aussagenlogischen Junktoren und Quantoren.

1)
(2)
(3) 5< 3.
(4) 7 ist eine Primzahl.
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) 8 ist eine Primzahl.

) 8 ist keine Primzahl.

) Jede natiirliche Zahl besitzt mindestens einen Primfaktor.

) Jede natiirliche Zahl grofler gleich 2 besitzt mindestens einen Prim-
faktor.
(9) Wenn eine Primzahl ein Produkt teilt, so teilt sie auch mindestens

einen der Faktoren.
(10) Es gibt Zahlen, die ein Produkt teilen, obwohl sie keinen der Faktoren
teilen.

(5
(6
(7
(8

Aufgabe 7.8. Formuliere die folgenden Beziehungen (ein- oder mehrstellige
Pradikate) innerhalb der natiirlichen Zahlen N = {0, 1,2, 3, ...} allein mittels
Gleichheit, Addition, Multiplikation und unter Verwendung von aussagenlo-
gischen Junktoren und Quantoren.

(1) z > y.
(2) x > y.

(3) z teilt y.

(4) x teilt nicht y.

(5) z ist eine Quadratzahl.

(6) x ist eine Primzahl.

(7) x ist keine Primzahl.

(8) x ist das Produkt von genau zwei verschiedenen Primzahlen.

(9) = wird von einer Primzahl geteilt.

Aufgabe 7.9. Formalisiere die folgenden mengentheoretischen Fassungen
einiger aristotelischer Syllogismen in der Prédikatenlogik erster Stufe.

(1) Modus Barbara: Aus B C A und C' C B folgt C' C A.

(2) Modus Celarent: Aus BN A =0 und C C B folgt C N A= 0.
(3) Modus Darii: Aus B C A und C'N B # () folgt C'N A # .
(4) Modus Ferio: Aus BN A =0 und CN B # () folgt C £ A.
(5) Modus Baroco: Aus B C Aund B Z C folgt A Z C.

Aufgabe 7.10. Finde Parallelen zwischen Aussagen- und Quantorenlogik
einerseits und Mengentheorie andererseits.

Aufgabe 7.11. Man mache sich den Unterschied zwischen den Aussagenva-
riablen in der Sprache der Aussagenlogik und den Variablen in der Sprache
der Pradikatenlogik klar.

Aufgabe 7.12. Formalisiere in der arithmetischen Sprache (mit + und -)
die folgenden (wahren) Aussagen.
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(1) Wenn x > y und y > z, so ist > z.

(2) Wenn x >y und y > z gilt, so ist = = y.

(3) Fiir jede natiirliche Zahl gibt es eine groflere natiirliche Zahl.

(4) Eine natiirliche Zahl, fiir die es keine kleinere natiirliche Zahl gibt, ist
gleich 0.

Aufgabe 7.13. Formalisiere in der arithmetischen Sprache die folgenden
wahren Aussagen.

(1) Es gibt unendlich viele Primzahlen.
(2) Jede natiirliche Zahl > 2 wird von einer Primzahl geteilt.

Wie sieht es mit der Aussage aus, dass jede natiirliche Zahl eine Primfaktor-
zerlegung besitzt?

Aufgabe 7.14. Erstelle einen pridikatenlogischen Ausdruck «, der in ei-
ner Struktur genau dann gilt, wenn die Grundmenge der Struktur genau 7
Elemente besitzt.

Aufgabe 7.15. Das Symbolalphabet S bestehe neben Variablen aus dem
einzigen einstelligen Funktionssymbol f. Finde fiir die folgenden Ausdriicke
aus L° jeweils Interpretationen, in denen der Ausdruck gilt, und Interpreta-
tionen, in denen er nicht gilt.

(1) Vo(x = fffx).

(2) 3a(z = [ fx).

(3) Va(fx = fffx).

(4) Va(z = ffz) ANVz(=(z = fr)).

Aufgabe 7.16. Formalisiere mit dem Symbolalphabet, das neben Variablen
aus {f, g} besteht, wobei f, g einstellige Funktionssymbole sind, die Aussa-
ge, dass die Hintereinanderschaltung von injektiven Abbildungen auf einer
Menge wieder injektiv ist.

Aufgabe 7.17.*
Es sei ein Symbolalphabet S erster Stufe mit der Variablenmenge
V = {x,y,z,w}
gegeben und eine S-Interpretation I in der Menge R mit
I(z) =5, I(y) =m, I(z) = —V2, [(w) = —3.

/34
Bestimme die Werte von [ % auf V.
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Aufgabe 7.18.*

Es sei K = {E,m,c} eine Konstantenmenge, () ein einstelliges Funktions-
symbol und P ein zweistelliges Funktionssymbol. Es sei I die Interpretation
mit M = N als Grundmenge, bei der () als Quadrieren, P als Multiplikation
und die Konstanten als I(E) = 9000000000 I/(m) = 1 und I(c) = 300000
interpretiert wird. Ist der Ausdruck

E = PmQc

unter dieser Interpretation giiltig?

Aufgabe 7.19. Es sei das arithmetische Alphabet {0, 1, +, -} zusammen mit
der Variablenmenge {x,y} gegeben. Interpretiere den Term

(0O+1)+2)- 1+ (y+1)

unter den folgenden Interpretationen.

(1) M = N mit der Standardinterpretation und der Variablenbelegung
I(z) =5und I(y) = 3.
(2) M = Mato(R) mit der Standardinterpretation

= (3 8)- 10~ (3 %)

und der iiblichen Matrizenaddition und Matrizenmultiplikation und
. 1 2 3 =2
der Variablenbelegung I(z) = <3 4> und I(y) = (O 5 )
(3) M =N, mit
10)=1,1(1) =4, I(z) =2, I(y) =1,
und wo + als Multiplikation und - als Addition interpretiert wird.
(4) M =Z, mit
und wo sowohl + als auch - als Subtraktion interpretiert werden.
(5) M = Potenzmenge von {1,2,3,4,5} mit
100) =0, 1(1) = {1,2,3,4,5}, I(z) = 0, I(y) = {2, 4},

und wo + als U und - als N interpretiert wird.

Aufgabe 7.20. Essei N ein einstelliges Funktionssymbol, I ein zweistelliges
Funktionssymbol, 0 sei eine Konstante und z, y seien Variablen. Interpretiere
den Term

NFNON Fxy

unter den folgenden Interpretationen, wobei M die Grundmenge der Inter-
pretation bezeichne.
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(1) M = N, N ist die Nachfolgerfunktion, F' die Addition, I(0) = 0,
I(z) =3 und I(y) = 4.

(2) M = Q, N ist das Quadrieren, F die Mutiplikation, I(0) = —2,
I(z) =3und I(y) = 3.

(3) M =C®(R,R) ={f: R — R| f unendlich oft differenzierbar}, NV ist
das Differenzieren von Funktionenn, F' die Multiplikation von Funk-
tionen, /(0) ist die Identitét, /(z) ist die Sinusfunktion und I(y) ist
die Exponentialfunktion zur Basis e.

Aufgabe 7.21. Es sei das arithmetische Alphabet {0, 1, +, -} zusammen mit
der Variablenmenge {z,y} gegeben. Interpretiere den Ausdruck

Vady(r=y+yVaz+1l=y+y)

unter den in Aufgabe 7.19 angefiihrten Interpretationen und {iberpriife die
Giiltigkeit.

Aufgabe 7.22.*

Es sei L° die pradikatenlogische Sprache, die neben Variablen aus einem
zweistelligen Relationssymbol A und einem dreistelligen Relationssymbol B
bestehe. Wir betrachten S-Interpretationen I, wobei die Grundmenge jeweils
aus einem Vektorraum V iiber einem Korper K bestehe und A als die lineare
Unabhéngigkeit von zwei und B als die lineare Unabhéngigkeit von drei
Vektoren interpretiert werde.

(1) Zeige
I F Bxyz — Axy.
(2) Gilt
IE Axy N Azz N\ Ayz — Bayz

fiir einen beliebigen Vektorraum?
(3) Gibt es Vektorrdume, fiir die die Aussage in Teil 2 gilt?
(4) Es sei V = R3 und ey, ey, e3 sei die Standardbasis. Gilt

€1,€9,€
[722 3 & Bryz?
x? y?Z

(5) Es sei V=R als Q-Vektorraum betrachtet. Gilt
L2

fE?J

FAxy?

Aufgabe 7.23. Es sei
o: N—Z
die durch

(n) = 5, falls n gerade,
4 o —i falls n ungerade,
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gegebene bijektive Abbildung mit der Umkehrabbildung ¢ ~!. Auf Z seien die
zweistelligen Funktionen o und © durch

mon = (p(ﬁpfl(m) + 9071(71))
und
mOn = p(p t(m) - o (n))

gegeben, wobei + und - die iiblichen Verkniipfungen auf N seien. Die Menge
7, zusammen mit diesen Verkniipfungen nennen wir M.

a) Berechne in M
(59(=2)) o ((—6)93) .

b) Es sei S das Symbolalphabet, das aus den Variablen z,y, einer Konstan-
ten ¢ und zwei zweistelligen Funktionssymbolen «, 5 bestehe. Es sei I die
Interpretation von L° in M, die « als o, B als Q, ¢ als 1 und die Variablen
als 2 interpretiere. Berechne I(t) fiir den Term

t = Baccfxc.

c¢) Gilt bei der Interpretation I der Ausdruck
Vo (Jy(coy=1x))?

7.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 7.24. (2 Punkte)

Es sei S das erststufige Symbolalphabet, das aus den Variablen z,y, z, den
Konstanten 0, 1,2, den einstelligen Funktionssymbolen F, G, den zweistelli-
gen Funktionssymbolen «, 5, den einstelligen Relationssymbolen P, und
dem zweistelligen Relationssymbol R bestehe. Uberpriife, ob die folgenden
Worter zur Sprache L° (bei korrekter Klammerung) gehéren.

30 (PO),
(3x (ROz)) A (= (af012 = Rez)),
(Ra0zGy) A (—Q1).

Es geniigt, die korrekten Ausdriicke aufzuschreiben; Punkte gibt es nur bei
einer komplett richtigen Losung.
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Aufgabe 7.25. (2 Punkte)

Es sei S ein Symbolalphabet einer Sprache erster Stufe, T" die Menge der
S-Terme und [ eine S-Interpretation. Zeige, dass auf 7" durch

s~t, falls I(s) = I(t),

eine Aquivalenzrelation definiert wird.

Aufgabe 7.26. (2 Punkte)

Schreibe die folgenden Aussagen mit Quantoren:
(1) Fiir jede natiirliche Zahl gibt es eine grofiere natiirliche Zahl.
(2) Fiir jede natiirliche Zahl gibt es eine kleinere natiirliche Zahl.
(3) Es gibt eine natiirliche Zahl, die grofiler oder gleich jeder anderen
natiirlichen Zahl ist.

(4) Es gibt eine natiirliche Zahl, die kleiner oder gleich jeder anderen
natiirlichen Zahl ist.

Welche sind wahr, welche falsch?

Aufgabe 7.27. (1 Punkt)

Formalisiere mit dem Symbolalphabet, das neben Variablen aus {f, g} be-
steht, wobei f, g einstellige Funktionssymbole sind, dass die Hintereinander-
schaltung von surjektiven Abbildungen auf einer Menge wieder surjektiv ist.

Aufgabe 7.28. (3 Punkte)

Formalisiere in der arithmetischen Sprache die folgenden zahlentheoretischen
Vermutungen.

(1) Die Goldbach-Vermutung.
(2) Die Vermutung iiber die Unendlichkeit der Primzahlzwillinge.
(3) Die Vermutung iiber die Unendlichkeit der Mersenne-Primzahlen.

Man beachte bei (3), dass das Potenzieren mit einem unbekannten Exponen-
ten nicht zur arithmetischen Sprache gehort.

Aufgabe 7.29. (4 Punkte)

Es sei das arithmetische Alphabet {0, 1,4+, -} zusammen mit der Variablen-
menge {z,y} gegeben. Interpretiere den Term

(0O+2)+1)- (14 ((y-2) +1))

unter den folgenden Interpretationen.
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(1) M = N mit der Standardinterpretation und der Variablenbelegung
I(z) =7und I(y) = 2.
(2) M = Mato(R) mit der Standardinterpretation

0-(32).0- (1)

und der iiblichen Matrizenaddition und Matrizenmultiplikation und

. -1 3 2 -3
der Variablenbelegung I(z) = ( 4 5) und I(y) = (2 0 )
(3) M = Z, mit
und wo sowohl + als auch - als Subtraktion interpretiert werden.
(4) M = Potenzmenge von {1,2,3,4,5,6} mit
1(0) = {5,6}, I(1) = {1,2,3,4,5,6}, I(z) =0, I(y) = {1,3,5},

und wo + als U und - als N interpretiert wird.

8. VORLESUNG - FOLGERUNGEN

8.1. Allgemeingiiltige Ausdriicke.

Es sei L° eine Sprache erster Stufe iiber einem Symbolalphabet S. Fiir einen
Ausdruck o € L und eine Interpretation I haben wir in der letzten Vorle-
sung die Giiltigkeit I F « iiber den Aufbau der Sprache rekursiv definiert.
Wie im aussagenlogischen Kontext fithren wir semantische Tautologien iiber
die Giiltigkeit bei jeder Interpretation ein.

Definition 8.1. Es sei S ein Symbolalphabet und « ein S-Ausdruck in der
Pradikatenlogik erster Stufe. Man nennt « allgemeingiiltig (oder eine seman-
tische Tautologie), wenn er in jeder S-Interpretation I gilt, also I F « wahr
ist.

Allgemeingiiltige Ausdriicke sind Tautologien im semantischen Sinn. Wir
werden spéter noch Tautologien im syntaktischen Sinn kennenlernen und
die Ubereinstimmung der beiden Konzepte zeigen (Vollstiandigkeitssatz der
Pradikatenlogik). Beispiele sind die Ausdriicke

VaVyVz((r =y ANy =2) >z = 2)
oder
(Vza) — «

(wobei « ein Ausdruck ist), sieche Aufgabe 8.1. Wenn man in eine aussagen-
logische Tautologie fiir die Aussagenvariablen beliebige prédikatenlogische
Ausdriicke einsetzt,'? so erhiilt man auch eine Tautologie im obigen Sinn,

Insofern ist auch die Bezeichnung Aussagenvariable gerechtfertigt, da fiir sie pridika-
tenlogische Ausdriicke eingesetzt werden kénnen.
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sieche Aufgabe 8.4 (die entprechende syntaktische Version wird in Lemma
10.2 behandelt). Beispielsweise erhélt man aus der aussagenlogischen Tauto-
logie
a— (f—a)

die priadikatenlogische Tautologie (mit naheliegenden Zugehorigkeiten der
Symbole)

Vr(fr =y) = Gu(Rgzu) = Va(fr =y))
die aber keinen eigentlichen pridikatenlogischen Sachverhalt ausdriickt.

8.2. Giltigkeit von Ausdrucksmengen.

Fiir eine Menge I' € L° von Ausdriicken und einer S-Interpretation I
schreibt man I F ', wenn in [ jeder Ausdruck aus I' gilt. Man sagt, dass [
ein Modell fiir T ist. Eine S-Struktur heifit ein Modell fiir T, wenn jede Va-
riablenbelegung zu dieser Struktur eine Interpretation liefert, die ein Modell
fiir T ist.

Diese Sprechweise wird insbesondere fiir Axiomensysteme I' verwendet, die
eine mathematisch wichtige Struktur festlegen. Die erfiillenden Modelle hei-
Ben dann so, wie der Definitionsname in der Definition lautet, die dieses
Axiomensystem verwendet. Die Modelle nennt man im iiblichen mathema-
tischen Sprachgebrauch Beispiele fiir diejenige mathematische Struktur, die
durch die Definition festgelegt wird.

8.3. Axiomensysteme.

Grundsétzlich gibt es zwei Bedeutungen von Axiomensystemen. Einerseits
wird ein Axiomensystem aufgestellt, um eine in einem gewissen Sinn ver-
traute Struktur prézise zu erfassen und ihre Eigenschaften aus den fixierten
Grundeigenschaften zu folgern. Man spricht von einem intendierten Modell,
das durch das Aufstellen eines Axiomensystems mathematisch beschrieben
werden soll. Die Axiome selbst werden dann durch die Giiltigkeit im inten-
dierten Modell gerechtfertigt und kénnen nicht weiter hinterfragt werden. In
diesem Sinne gibt es in der Geometrie die euklidische Axiome fiir die Ebene
bzw. den Raum, oder die Dedekind-Peano-Axiome fiir die natiirlichen Zah-
len, die wir spéater behandeln werden, oder die Axiome fiir die reellen Zahlen,
die man in der Analysis I einfiihrt, oder die Axiome fiir die Mengenlehre
(typischerweise Zermelo-Fraenkel mit Auswahlaxiom), die eine Festlegung
fiir den mengentheoretischen Rahmen der gesamten Mathematik bilden. Ei-
ne wichtige Fragestellung hierbei ist, ob die Axiome die Struktur eindeutig
festlegen.

Andererseits kann man jede willkiirliche Vorgabe einer Menge von Aus-
driicken als ein Axiomensystem ansehen. Es gibt dann jeweils mehrere ver-
schiedene Strukturen, die diese Axiome erfiillen. Ein Axiomensystem in die-
sem Sinn will nicht ein bestimmtes Modell charakterisieren, sondern abstrak-
te Eigenschaft, die in unterschiedlichen Kontexten auftreten, bereitstellen.
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Eigenschaften, die man aus den Axiomen erschlielen kann, gelten dann fiir
sdmtliche Modelle, die die Axiome erfiillen. Die Okonomie dieses mathe-
matischen Ansatzes liegt eben darin, dass man Schliisse nicht am Objekt
durchfiihrt, sondern abstrakt und allgemein. Wichtige Axiomensysteme in
diesem zweiten Sinn sind die Axiome fiir Gruppen, Ringe, Korper, angeordne-
te Korper, Vektorrdume, metrische Rdume, topologische Rdume, Mafiraume,
Mannigfaltigkeiten.

Wichtige Bewertungskriterien fiir beide Arten von Axiomensystemen sind.

(1) Die Axiome sollen moglichst einfach formuliert sein.

(2) Die Axiome sollen moglichst einfach (in einem Modell) iiberpriifbar
sein.

(3) Die Axiome sollen reichhaltige Folgerungen erlauben.

(4) Die Axiome eines Systems sollen untereinander unabhéngig sein; es
darf kein Axiom redundant sein.

Fiir uns stehen zundchst Axiomensysteme im zweiten Sinne im Mittelpunkt;
grundsitzlich kann man jede Ausdrucksmenge I' C L° als ein Axiomensy-
stem auffassen. Als Beispiele betrachten wir aber nur mathematisch relevan-
te Axiomensysteme. Um ein Axiomensystem pridikatenlogisch zu reprasen-
tieren, muss man zuerst das Symbolalphabet und anschlieend die Axiome
festlegen. Betrachten wir beispielsweise die mathematische Definition einer
Gruppe.

Definition 8.2. Eine Menge G mit einem ausgezeichneten Element e € GG
und mit einer Verkniipfung

GxG— G, (g,h) — g *h,
heifit Gruppe, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind.

(1) Die Verkniipfung ist assoziativ, d.h. fiir alle f, g, h € G gilt

(fxg)xh = fx(gxh).
(2) Das Element e ist ein neutrales Element, d.h. fir alle g € G gilt

gxe =g =exg.
(3) Zu jedem g € G gibt es ein inverses Element, d.h. es gibt ein h € G
mit
hxg = gxh = e.

In formal-priadikatenlogischer Formulierung besteht das Symbolalphabet (ne-
ben den Variablen) aus einer Konstanten e und aus einem zweistelligen Funk-
tionssymbol u. Die in der Gruppendefinition auftretenden Axiome (die Grup-
penaxiome, also die drei auftretenden Bedingungen) kann man mit diesen
Symbolen einfach schreiben als

(1)
Va (Vy(Vz prpyz = puzyz)) .
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(2)
(3)

Va(uxe =z A\ pexr = ).

Vedy(pzy = e A pyz = e).

Nennen wir diese drei Ausdriicke zusammen I'. Dann ist eine Gruppe eine
Menge G mit einer Interpretation I fiir e und fiir p, d.h. es muss ein aus-
gezeichnetes Element ¢“ (hiiufig schreibt man eg oder e) geben und eine
zweistellige Funktion auf G' (eine Verkniipfung), derart, dass I E I gilt. Eine
Gruppe ist also ein Modell fiir T'.

Als weiteres Beispiel wiederholen wir die Definition der Ordnungsrelation,
die wir in der fiinften Vorlesung behandelt haben.

Eine Relation < auf einer Menge I heifit Ordnungsrelation oder Ordnung,
wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind.

(1) Esist i < i fiir alle é € I.

(2) Ausi < jund j < k folgt stets i < k.

(3) Ausi < jund j < i folgt i = j.
Neben den Variablen besteht das zugehorige Symbolalphabet allein aus ei-
nem zweistelligen Relationssymbol, das wir ebenfalls mit < bezeichnen. Die
fiir eine Ordnung verlangten Eigenschaften fithren zu dem folgenden Axio-
mensystem I'.

(1)
(2)
(3)

Ve(r < x).

VaVyVz(r S y ANy 2z = @

N

VaVy(z K yANysz—x=y).

In einer Menge M mit einer zweistelligen Relation R gilt das Axiomensystem
I' genau dann, wenn die Relation eine Ordnungsrelation ist. Eine geordnete
Menge ist also ein Modell fiir I'.

8.4. Die Folgerungsbeziehung.

4

Mit Axiomensystemen verbindet man die Vorstellung, dass daraus ,,wichtige
weitere Eigenschaften beweisbar sind. In einer jeden Gruppe gelten nicht nur
die Gruppenaxiome, sondern auch alle Gesetzméfligkeiten, die man aus den
Gruppenaxiomen folgern kann. Dies wird in der mathematischen Logik durch
den Folgerungsbegriff prizisiert.

Definition 8.3. Es sei S ein Symbolalphabet erster Stufe, I' eine Menge
von S-Ausdriicken und « ein S-Ausdruck. Man sagt, dass a aus I' folgt,
geschrieben I' F «, wenn fiir jede S-Interpretation I mit [ E I" auch I F «
gilt.
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Die Folgerungsbeziehung verwendet also (wie schon im aussagenlogischen
Kontext) das gleiche Symbol wie die Giiltigkeitsbeziehung. Dass aus einer
gewissen Ausdrucksmenge I' ein gewisser Audruck o folgt, erfordert eine
mathematische Argumentation, die aufzeigt, dass eine Menge mit gewissen
zusatzlichen Strukturen, die I' erfiillt, stets auch « erfiillen muss.

Beispiel 8.4. In einer Gruppe ist das inverse Element zu einem jeden Ele-
ment, das es aufgrund der Definition einer Gruppe geben muss, eindeutig
bestimmt. Mathematisch wird dies so bewiesen: Sei e das neutrale Element
der Gruppe, sei x € GG vorgegeben und seien y, z € GG inverse Elemente zu x,
d.h. es gelte yr = xy = e und zx = xz = e. Dann ist insgesamt

y =ye = y(zz) = (yx)z = ez = 2.

Die Eindeutigkeit des inversen Elementes kann man mit den Symbolen {e, u},
wobei e eine Konstante und p ein zweistelliges Funktionssymbol ist, als den

Ausdruck
a = Ve(Vy(Vz(pyr = e ANuzy =eANpuzx =eApurz =€ —y = z2)))

ansetzen, und die obige mathematische Argumentation bedeutet, dass der
Ausdruck « aus den Gruppenaxiomen I folgt, also die Folgerungsbeziehung

'k«

vorliegt.

Da ein allgemeingiiltiger Ausdruck « in jeder Interpretation gilt, kann man
auch sagen, dass « aus der leeren Ausdrucksmenge folgt, also () F « gilt. Wenn
a1, g, a3 die Gruppenaxiome sind, und a die im obigen Beispiel erwéhnte
Eindeutigkeitsausssage fiir das inverse Element ist, so ist

ar ANag \Nag —
allgemeingiiltig.

Definition 8.5. Es sei S ein Symbolalphabet und es sei « ein S-Ausdruck
in der Prédikatenlogik erster Stufe. Man nennt « erfillbar, wenn es eine
S-Interpretation I mit I F « gibt.

Fiir eine Ausdrucksmenge I' bedeutet die Erfiillbarkeit, dass die darin ent-
haltenen Ausdriicke simultan in einer Interpretation erfiillbar sind. Zwischen
Allgemeingiiltigkeit und Erfiillbarkeit besteht die Beziehung, dass o genau
dann allgemeingiiltig ist, wenn die Negation -« nicht erfiillbar ist.

Zwischen Folgerung und Erfiillbarkeit besteht der folgende Zusammenhang.

Lemma 8.6. Es gilt I' E « genau dann, wenn T'U {—a} nicht erfillbar ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 8.15. U
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8.5. Sortenpradikate.

Bei vielen mathematischen Strukturen bewegen sich die Objekte, iiber die
quantifiziert werden soll, nicht in einer einzigen Menge, sondern in mehre-
ren. Beispielsweise interessiert man sich nicht nur fiir Abbildungen von einer
Menge in sich selbst, sondern auch fiir Abbildungen zwischen zwei Mengen.
Bei einem Vektorraum wird ein Korper zugrunde gelegt, aus dem die ,,Skala-
re“ herrithren, wiahrend die Vektoren aus dem Vektorraum sind; die Axiome
eines Vektorraums nehmen Bezug auf beide Arten. Bei einem metrischen
Raum ist der Abstand zwischen zwei Punkten des Raumes eine reelle Zahl
bzw. ein Element in einem angeordneten Korper. Man spricht von verschie-
denen ,Sorten“ (von Termen, von Objekten). Solche mathematische Struk-
turen lassen sich ebenfalls mit der Sprache erster Stufe beschreiben, wobei
man einen einfachen Kniff anwendet, der von der mathematischen Praxis her
etwas kiinstlich wirkt. Man wirft die Mengen zunéchst zusammen und fiihrt
dann fiir jede Sorte ein Sortenprdidikat ein, um sie wieder trennen zu koénnen.
Ein Sortenpréadikat ist eine einstellige Relation, und Pt bedeutet inhaltlich
gesprochen, dass der Term ¢ zur Sorte gehort, die durch P représentiert wird.
Wir erldutern dieses Vorgehen an zwei Beispielen.

Beispiel 8.7. Eine angemessene priadikatenlogische Formulierung fiir Abbil-
dungen zwischen zwei Mengen wird durch das Symbolalphabet beschrieben,
das neben Variablen aus {F, D, Z} besteht, wobei F' ein einstelliges Funkti-
onssymbol und D (fiir ,,Definitionsbereich®) und Z (fiir ,,Zielbereich®) zwei
einstellige Relationssymbole sind, mit denen man den Definitionsbereich und
den Zielbereich einer Abbildung erfassen mochte. Bei Interpretation in einer
Menge M ist die Funktion f = F'™ zwar auf jedes Element aus M anwend-
bar, man kann aber relevante Eigenschaften einer Abbildung spezifisch fiir
die durch D bzw. Z bestimmten Teilmengen (den Definitionsbereich bzw.
Zielbereich) formulieren. Beispielsweise besagt der Ausdruck

Va(Dx — Zfx),

dass fiir jedes x, das zum Definitionsbereich gehort, der Funktionswert zu 2
gehoren muss. Die Surjektivitidt (als Abbildung von der durch D beschrie-
benen Menge, also D, in die durch Z beschriebene Menge, also ZM) wird
durch

Yy (Zy — Jz (Dz A fxr =vy))

beschrieben.

Beispiel 8.8. Eine angemessene pradikatenlogische Formulierung fiir Vek-
torrdume wird neben Variablen durch

{0K717+Ka'K70V7+V7'7K7 V}

beschrieben, wobei {0g,1,0y} Konstanten, {+x, x,+v, -} zweistellige
Funktionssymbole und K (fiir Kérper) und V' (fiir Vektorraum) zwei einstel-
lige Relationssymbole sind, mit denen man den Korper und den Vektorraum
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erfassen mochte. Die grundlegende Skalarmultiplikation wird durch
VaVy (Ke ANVy — V- y)
beschrieben, die beiden Distributivgesetze durch
VaVyVz (Ke NKyAVz = (w4+gy) -2 = ((x-2) +v (y - 2)))
und

VaVyVz (Ke A\VyAVz =z (y+y 2) = (x-y) +v (- 2)) .

8. ARBEITSBLATT

8.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 8.1. Zeige, dass die folgenden pridikatenlogischen Ausdriicke all-
gemeingiiltig sind.

(1)
VaVyVz((r =y ANy =2) >z = z2).

(2)

(Vza) = «

(wobei « ein Ausdruck ist).

(3)

ayp A\ ag N\ ag — 6,
wobei aq, as, ag die Gruppenaxiome sind und
f:=Vz(Vx(zz =xANzz=1x) > 2=¢)

ist.

Aufgabe 8.2. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet und f € S ein n-
stelliges Funktionssymbol. Zeige, dass der Ausdruck

y ((frr...xn =y) AV2((fr1...00p = 2) >y =2))

allgemeingiiltig ist.

Aufgabe 8.3. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet und f € S ein 2-
stelliges Funktionssymbol. Zeige, dass der Ausdruck

(Vavyvz(ffryz = fefyz)) = (VavyvaVu(f [ feyzw = fefyfzw))

allgemeingiiltig ist.
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Aufgabe 8.4. Es seien py, ..., p, Aussagenvariablen und f, ..., 8, pradika-
tenlogische Ausdriicke. Zeige, dass man, wenn man in einer allgemeingiiltigen
aussagenlogischen Aussage «, in dem keine weiteren Aussagenvariablen vor-
kommen, jedes Vorkommen von p; durch f3; ersetzt, einen allgemeingiiltigen
pradikatenlogischen Ausdruck erhélt.

Aufgabe 8.5. Formuliere ein Axiomensystem fiir das Konzept Aquivalenz-
relation in einer pridikatenlogischen Sprache erster Stufe.

Aufgabe 8.6. Axiomatisiere den Korperbegriff in einer geeigneten Sprache
erster Stufe.

Eine Menge K heifit ein Kdrper, wenn es zwei Verkniipfungen (genannt Ad-
dition und Multiplikation)

+:AXxK—Kund -: K xK — K

und zwei verschiedene Elemente 0,1 € K gibt, die die folgenden Eigenschaf-
ten erfiillen.

(1) Axiome der Addition
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt: (a+b)+c = a+ (b+c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a + b= b+ a.
(c) 0 ist das neutrale Element der Addition, d.h. fiir alle a € K ist
a+0=a.
(d) Existenz des Negativen: Zu jedem a € K gibt es ein Element
be K mita+0=0.
(2) Axiome der Multiplikation
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt: (a-b)-c=a-(b-c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a-b=1b"-a.
(c) 1ist das neutrale Element der Multiplikation, d.h. fiir alle a € K
ista-1=a.
(d) Existenz des Inversen: Zu jedem a € K mit a # 0 gibt es ein
Element ¢ € K mit a-c = 1.
(3) Distributivgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt a- (b+¢) = (a-b) + (a-c).

Aufgabe 8.7. Axiomatisiere den Begriff eines angeordneten Korpers in einer
geeigneten Sprache erster Stufe.

Ein Koérper K heifit angeordnet, wenn es eine totale Ordnung ,,>“ auf K
gibt, die die beiden Eigenschaften

(1) Aus a > b folgt a + ¢ > b+ c (fir beliebige a,b, c € K),
(2) Aus a > 0 und b > 0 folgt ab > 0 (fiir beliebige a,b € K),

erfiillt.
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Aufgabe 8.8. Sei S = {0,1,+,-,>} die Symbolmenge fiir einen angeordne-
ten Korper. Zeige

R#VxVy(xEyHHz(x—yzzQ))

und

(@izﬂ(Vx‘v’y(xZyHEIz(a:—y:f))).

Uber den reellen Zahlen kann man also das Symbol > mit anderen Symbolen
ausdriicken.

Aufgabe 8.9. Sei S = {0,1,+,-,>} UV die Symbolmenge fiir einen an-
geordneten Korper und f ein einstelliges Funktionssymbol. Formuliere iiber
S" = SU{f} folgende Eigenschaften.

(1) Die Stetigkeit von f.
(2) Die gleichméBige Stetigkeit von f.
(3) Die Differenzierbarkeit von f.

Gesucht ist also ein Ausdruck o aus L% mit der Eigenschaft, dass « in einer
Interpretation von S’ (gegeben durch einen angeordneten Korper K und eine
Funktion f: K — K) genau dann gilt, wenn f stetig ist.

Aufgabe 8.10. Zeige, dass die Polynomfunktionen in einer Variablen iiber
einem angeordneten Korper stetig sind. Formuliere diese Aussage iiber dem
Symbolalphabet S = {0,1,+,-, >} fiir Polynome eines festes Grades.

Aufgabe 8.11. Sei S = {0,1,+,-,>} UV die Symbolmenge fiir einen an-
geordneten Korper und f ein einstelliges Funktionssymbol. Formuliere iiber
S" = SU{f} die Aussage des Zwischenwertsatzes.

Aufgabe 8.12. Sei S = {0,1,+,-,>} UV die Symbolmenge fiir einen an-
geordneten Korper. Formuliere iiber S die Aussage des Zwischenwertsatzes
fiir Polynome vom Grad d.

In welchem Zusammenhang stehen die beiden vorstehenden Formulierungen?

Aufgabe 8.13. Es seien oy, as, ag die Gruppenaxiome und
a = Ve(My(Vz(pyr =eANpuzy =eApzx =eAuxz =€ =y = z))),

also die Aussage, dass das inverse Element eindeutig bestimmt ist. Zeige,
dass « aus keiner echten Teilmenge I' C {ay, ag, a3} folgt.
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Aufgabe 8.14. Zeige, dass der pradikatenlogische Ausdruck
Jz(Vy(z = y))

erfiillbar ist.

Aufgabe 8.15. Es sei I' eine Ausdrucksmenge und « ein Ausdruck in einer
Sprache erster Stufe. Zeige, dass I' F « genau dann gilt, wenn I'U{—a} nicht
erfiillbar ist.

Aufgabe 8.16.*

Formuliere die Injektivitédt fiir eine Abbildung
f:D—2Z7

pradikatenlogisch mit Hilfe der Verwendung von Sorten.

Aufgabe 8.17. Formalisiere mit dem Symbolalphabet S = {f, g} UV, wobei
f, g einstellige Funktionssymbole sind, die Aussage, dass die Hintereinander-
schaltung von injektiven Abbildungen zwischen Mengen wieder injektiv ist.

Héufig sind in mathematische Strukturen gewisse Teilmengen wichtig, die Be-
zug auf die umgebende Struktur nehmen. Eine solche Teilmenge wird préadi-
katenlogisch durch eine einstellige Relation mit zusétzlichen Eigenschaften
wiedergegeben.

Aufgabe 8.18.*

Formalisiere pradikatenlogisch mit einem geeigneten Symbolalphabet S, dass
ein Untervektorraum in einem Vektorraum iiber einem Korper vorliegt.

Aufgabe 8.19. Formalisiere priadikatenlogisch mit einem geeigneten Sym-
bolalphabet S den Sachverhalt, dass der Durchschnitt von zwei Untervek-
torrdumen in einem Vektorraum iiber einem Korper wieder ein Untervektor-
raum ist.

Aufgabe 8.20. Formalisiere pradikatenlogisch mit einem geeigneten Sym-
bolalphabet S, dass ein Ideal in einem kommutativen Ring vorliegt.
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8.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 8.21. (2 Punkte)

Formalisiere in der pradikatenlogischen Sprache, dass die Hintereinander-
schaltung von surjektiven Abbildungen zwischen Mengen wieder surjektiv
ist.

Aufgabe 8.22. (2 Punkte)

Welche der folgenden pridikatenlogischen Ausdriicke sind allgemeingiiltig
(x, y seien Variablen)?

Aufgabe 8.23. (5 (2+2+1) Punkte)
Es seien o, 3 € L°.
a) Zeige, dass
(Fz (v — B)) = (FJra — FzP)
nicht allgemeingiiltig ist.
b) Zeige, dass
(Jza — Jzf) — (Fz (o — B))
allgemeingiiltig ist.
c) Zeige, dass
(Jra — Jzf) — (Fz (o — B))

nicht allgemeingiiltig wére, wenn man auch leere Grundmengen zulassen
wiirde.

Aufgabe 8.24. (3 Punkte)

Es sei f ein einstelliges Funktionssymbol. Bestimme, welche der folgenden
Ausdriicke untereinander dquivalent'® sind.

(1) Y23y(fr =y),
(2) Va3z(fz = z),

(3) Jz(fzx = x).

137 wei Ausdriicke o und 8 heifien dquivalent, wenn « <+ 3 allgemeingiiltig ist.
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Aufgabe 8.25. (5 Punkte)

Es seien u, x, y, z Variablen und f, g einstellige Funktionssymbole. Bestimme,
welche der folgenden Ausdriicke untereinander dquivalent sind.

a)

(1) Vavy((fz = fy =z =y) Algz = gy = = =y)),
(2) VaVy(fz = fy = 2 =y) AVaVy(gz = gy — = = y),
(3) VaVyVuVz((fr = fy =z =y) A (gu = gz = u = 2)).

b)

VaJy(fy = x) AVazIy(gy = ),

(1)
(2) Vady (fy =2 A gy = ),

(3) VeIyVudz(fy = x A gz = u),
(4) VaVudy3z(fy = x A gz = u).

Aufgabe 8.26. (2 Punkte)

Zeige, dass die Kommutativitdat der Addition aus den iibrigen Kérperaxiomen
folgt.

Tipp: Zeige zuerst, dass O0x = 0 ist.

Aufgabe 8.27. (2 Punkte)

Sei S = {0,1,+,-,>} UV die Symbolmenge fiir einen angeordneten Korper
und f, g zwei einstellige Funktionssymbole. Formuliere iiber S = SU{f, g}
die Aussage, dass die Hintereinanderschaltung von zwei stetigen Funktionen
wieder stetig ist.

Aufgabe 8.28. (3 Punkte)

Formuliere ein prédikatenlogisches Axiomensystem fiir einen metrischen
Raum iiber einem angeordneten Kérper mit Hilfe von Sortenpradikaten.

Aufgabe 8.29. (3 Punkte)

Sei k € N fixiert. Formalisiere pradikatenlogisch mit einem geeigneten Sym-
bolalphabet S den Sachverhalt, dass k£ Elemente eines kommutativen Ringes
ein gegebenes Ideal erzeugen.
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9. VORLESUNG - SUBSTITUTION
9.1. Freie Variablen.

In einem Ausdruck o € L° iiber einem Symbolalphabet S nennt man die
Variablen, die (und zwar fiir jedes Vorkommen) innerhalb der Reichweite

eines Quantors stehen, gebunden, die anderen frei. Dies wird streng iiber den
Aufbau der Ausdriicke definiert.

(1)

Frei (tl = tg) = Var (tl) U Var (tg)

(2)
Frei (Rt; ...t,) = Var (t;) U Var (to) U... U Var (¢,)
fiir ein n-stelliges Relationssymbol R und n Terme ty,t, ..., t,.
(3)
Frei (—a) = Frei (a)
fiir einen Ausdruck a.
(4)
Frei (& — B) = Frei (a) U Frei (B)
fiir Ausdriicke a und . Ebenso fiir <+, A, V.
(5)
Frei (Vxa) = Frei (a) \ {z}
fiir einen Ausdruck « und eine Variable z.
(6)
Frei (3xa) = Frei (a) \ {z}

fiir einen Ausdruck « und eine Variable z.

Einen Ausdruck ohne freie Variablen nennt man einen Satz, auch wenn diese
Bezeichnung nicht ganz gliicklich ist, da ,,Satz“ die Giiltigkeit einer Aussage
suggeriert. Die Menge der Sitze wird mit L5 bezeichnet, die Menge der Aus-
driicke mit genau einer freien Variablen (die aber in dem Ausdruck beliebig
oft vorkommen darf) mit LY.

Beispielsweise ist in
Va(Jy(fz = 2)) V Jx(Ryzx)

die Variable x gebunden, wéhrend die Variablen vy, z frei sind, wobei die
Freiheit von y auf dem freien Vorkommen im hinteren Ausdruck beruht.
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9.2. Das Koinzidenzlemma.

Die folgende Aussage, das Koinzidenzlemma, zeigt, dass der Wert eines Terms
und die Giiltigkeit eines Ausdrucks unter einer Interpretation (bei einer fixier-
ten S-Struktur) nur von den in dem Term vorkommenden Variablen bzw. in
dem Ausdruck vorkommenden freien Variablen abhéingt. Ihr Beweis ist ein
typisches Beispiel fiir einen Beweis durch Induktion iiber den Aufbau der
Terme bzw. Ausdriicke.

Lemma 9.1. Es set S ein Symbolalphabet erster Stufe und U C S eine
Teilmenge. Es sei t ein U-Term und o ein U-Ausdruck. Es seien zwei S-
Interpretationen Iy und Iy in einer gemeinsamen Grundmenge M gegeben,
die auf U identisch seien. Dann gelten folgende Aussagen.

(2) Es ist Iy E a genau dann, wenn Iy F « (dazu geniigt bereits, dass
die Interpretationen auf den Symbolen aus U und auf den in « frei
vorkommenden Variablen identisch sind).

Beweis. (1). Wir fithren Induktion iiber den Aufbau der U-Terme. Fiir den
Induktionsanfang miissen wir Variablen und Konstanten aus U betrachten.
Fiir eine Variable z (oder eine Konstante) aus U ist nach Voraussetzung
Ii(z) = Ix(x). Im Induktionsschritt konnen wir annehmen, dass ein n-
stelliges Funktionssymbol f aus U gegeben ist sowie U-Terme tq,...,1,, fir
die die Interpretationsgleichheit schon gezeigt wurde. Nach Voraussetzung
wird f in beiden Interpretationen durch die gleiche Funktion f interpre-
tiert. Daher ist

L(fti...ty) = ML), .., L(t))
= M(L(t),..., Lt
= L(ft...t,).

(2). Wir fithren Induktion iiber den Aufbau der U-Ausdriicke, wobei die zu
beweisende Aussage iiber je zwei Interpretationen zu verstehen ist. Fiir die
Gleichheit und ein Relationssymbol R aus U folgt die Aussage unmittelbar
aus (1), da ja R in beiden Interpretationen als die gleiche Relation zu interpre-
tieren ist. Der Induktionsschritt ist fiir Ausdriicke der Form —a, aAS, o — 3
aufgrund der Modellbeziechung unmittelbar klar. Sei nun ein U-Ausdruck der
Form dza gegeben, und es gelte I; F dza. Dies bedeutet aufgrund der Mo-
dellbeziehung, dass es ein m € M derart gibt, dass I;”* F « gilt. Die beiden
umbelegten Interpretationen I; 7 und I, stimmen auf den Symbolen aus U
und den in « frei vorkommenden Variablen iiberein: Die Variable x wird so
oder so als m interpretiert und die anderen freien Variablen aus « sind auch

in 3z frei. Nach Induktionsvoraussetzung gilt I,” F « und daher wiederum
1) FE dxa. ]
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9.3. Substitution.

Wir besprechen nun die Variablensubstitution, wobei wir weitgehend der
Darstellung von Ebbinghaus, Flum, Thomas folgen.

Variablen reprasentieren verschiedene Werte (in einer Grundmenge M), die
man fiir sie einsetzen kann. Auf formaler Ebene bedeutet dies, dass eine
oder mehrere Variablen durch gewisse Terme ersetzt werden. Im semanti-
schen Kontext wird dies durch die Uminterpretation von Variablen bei einer
Interpretation prézise gemacht. Im syntaktischen Kontext spricht man von
Substitution, die wir nun definieren werden. In der Ersetzung macht es einen
groflen Unterschied, ob gebundene oder freie Variablen vorliegen. Der Aus-
druck

r>0—Jylr=y-y)
bedeutet in einem angeordneten Korper interpretiert, dass die nichtnegative
Zahl x als Quadrat darstellbar ist (also eine Quadratwurzel besitzt), was fiir
R wahr ist, fir Q im Allgemeinen (das héngt von der Interpretation fiir x
ab) nicht. Gleichbedeutend (bei einer inhaltlichen Interpretation) mit diesem
Ausdruck ist

r>0—>3z(x=2-2),
aber nicht

r>0— J(z=x- x),
das nur bei z = 0 oder x = 1 wahr ist. Von daher wird die weiter unten
zu gebende Definition fiir die Substitution von Ausdriicken beriicksichtigen,
ob Variablen frei oder gebunden sind. Ferner wird es wichtig sein, in einem
Ausdruck neue Variablen einzufithren. Damit diese Konstruktion eindeutig
definiert ist, legen wir entweder eine durchnummerierte (und abzéhlbare)
Variablenmenge vy, vg,v3 ... zugrunde, oder aber eine beliebig grofle Varia-
blenmenge, die mit einer Wohlordnung versehen sei.

Definition 9.2. Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe

gegeben. Es seien zq, ...,z paarweise verschiedene Variablen und tq,..., 1
fixierte S-Terme. Dann definiert man rekursiv iiber den Aufbau der Terme
die Substitution sﬁ fiir jeden S-Term s.

(1) Fiir eine Variable z ist

ty, ...t {x, falls © # z; fir alle 7,
r— =

i, T t;, falls z = ;.

(2) Fiir eine Konstante c ist

bty
c— = c.
T1y...,Tk
(3) Fiir ein n-stelliges Funktionssymbol f und n Terme sy, ..., s, ist
oot

o b oo te

fSl...Sn— = fSl—...Sn .
T1yeo. Tk T1yeoo, Tk T1yeo, Tk
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Beispiel 9.3. Es seien ¢, d Konstanten einer erststufigen Sprache, x, vy, z,v
Variablen, p ein einstelliges und f, g, h zweistellige Funktionssymbole. Wir
betrachten den Term

t = fprgcy
und die Substitution

d, hvx, v

x? y? 'Z .

Die Substitution wird durchgefiihrt, indem man die kleinsten Bestandteile
des Termes, also x,y, ¢, ersetzt und ansonsten den funktionalen Aufbau des
Termes iibernimmt. Fiir diese gilt

d, hvx, v
l‘—

= d7
z, Y =z
d, h
y & T Y e
x? y? Z
und
d, hvx, v
c—— = c.
x? y’ Z
Also ist i A
, hvx, v
fprgecy——— = fpdgchvz.
z

9 9
Man beachte, dass das letzte x nicht zu ersetzen ist.

Definition 9.4. Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe
gegeben. Es seien x4, ..., x, paarweise verschiedene Variablen und t4,..., %
fixierte S-Terme. Dann definiert man rekursiv iiber den Aufbau der S-Aus-
driicke die Substitution aﬁ fiir jeden S-Ausdruck a.

2y

(1) Fiir Terme sy, 8o setzt man'*

ooty oo te oo te
(81 = 82) =851 = So .
L1y, Tk L1y, Tk L1y, Tk
(2) Fiir ein n-stelliges Relationssymbol R und n Terme sy, ..., s, setzt
man
by, ..t by, ..t by, ..t
(Rsy.. sy Tt _po oot ot ot
T1y.oo 3 Tk T1y.oy, Tk T1y.oy, Tk
(3) Fiir einen Ausdruck « setzt man
ty, ...t b, ..t
(—a) 1 LA ko
L1y, Tk T1y.oy, Tk
(4) Fiir Ausdriicke o und § setzt man
...t by, ..t by, t
(oz/\ﬁ)l LRG| Eop gt k
T1ye.., Tk T1ye. ., Tk T1yeooy, Tk

und ebenso fiir die anderen zweistelligen Junktoren.

HDje Klammern unterstreichen hier lediglich den Gesamtausdruck, fiir den die Substi-
tution durchgefiithrt wird
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(5) Fiir einen Ausdruck « seien x;,,...,x; diejenigen Variablen (unter
den z1,...,xy), die in Vza frei vorkommen. Es sei v = z, falls 2 nicht
in t;,...,t;, vorkommt. Andernfalls sei v die erste Variable (in einer

fixierten Variablenaufzéhlung, falls es abzéhlbar viele Variablen gibt,
bzw. in einer fixierten Wohlordnung der Variablenmenge), die weder

in @ noch in ¢;,,...,t; vorkommt. Dann setzt man
(Voa) 2k g oot T
Ty ., Tk Ligyeooy Ljy T

und ebenso fiir den Existenzquantor.

Bemerkung 9.5. Die sonderbare Bedingung in Definition 9.4 im Quanto-
renfall mit der ,,Hilfsvariablen* v bedeutet insbesondere: Wenn in Vxa keine
der Variablen x1,...,z, frei vorkommt, so ist die Indexmenge {i1,...,i,}
der ,relevanten Variablen“ leer und damit auch die Menge der ,relevanten
Terme®. In diesem Fall kommt x auch nicht in dieser Menge vor und somit
ist als Hilfsvariable v = x zu nehmen, und es ist

byt

x
b= vz(al) = Vza
T1y..., Tk T

(Vxa)

nach Aufgabe 9.6.

Beispiel 9.6. Es seien ¢, d Konstanten einer erststufigen Sprache, z,v, z, u
Variablen (so geordnet), f, g einstellige Funktionssymbole und R ein zwei-
stelliges Relationssymbol. Wir betrachten den Ausdruck

a = Ve Ryfx
und die Substitution
u, gc
T, Yy

Von den zu substituierenden Variablen ist 2 gebunden und y frei. Die Variable
x kommt in den substituierenden Termen nicht vor. Also ist

4, gyc = VY (—Ryfx%) = Vaz—Rgcfzx.

(Vx—Ryfz)

x?
Bei der Substitution
u, gx
T, Y
kommt jetzt die gebundene Variable x in dem substituierenden Term gx vor.
Es ist v = z die néchste Variable in der gegebenen Reihenfolge. Somit ist

u, gr

y = Vz (ﬁRyfxgx’

Y

(V= Ryfz) ;) = V2 Rgxfz.

Y

Die folgende Aussage, das Substitutionslemma, stiftet eine Beziehung zwi-
schen Substitutionen und Uminterpretationen.
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In Verallgemeinerung der Schreibweise I”* fiir eine Uminterpretation schrei-
ben wir [ ";—Z:“ fiir die sukzessive Uminterpretation der untereinander ver-

schiedenen Variablen x1,...,x (dabei seien my, ..., my Elemente der Grund-
menge M der Interpretation). Es werden also die x; als m; interpretiert und
alle anderen Variablen werden geméfl  interpretiert.

Lemma 9.7. Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe gege-
ben und es seien x1,...,xy paarweise verschiedene Variablen und tq, ..., t;
fixierte S-Terme. Es sei eine S-Interpretation I gegeben. Dann gelten folgen-
de Aussagen.

(1) Fiir jeden S-Term s gilt
I(s tl,...,tk) _ (I](tl),...,](tk)) (s).
T1y..., Tk T1y..., Tk
(2) Fiir jeden S-Ausdruck o gilt

th, ...t
T1yeooy, Tk

genau dann, wenn <I

I(tl),...,l(tk)> - o

T1ye.. Tk

Beweis. Dies wird iiber den induktiven Aufbau der Terme bzw. der Aus-
driicke bewiesen. (1). Fiir eine Konstante ¢ ist die Aussage richtig, da ihre
Interpretation unveréndert ist. Fiir eine Variable x macht man eine Fallun-
terscheidung. Wenn

r = I;

mit einer der an der Substitution beteiligten Variablen ist, so ist

I(:cu> _ I = ([I(tl),...,l(tk)> @)

Ty, Tk T1y..., Tk

Bei einer an der Substitution nicht beteiligten Variablen x ist

I<xu) _ Ie) — (Il(tl),...,l(tk)) @,

T1y..., Tk Ti1y.e.., Tk

Wenn f ein n-stelliges Funktionssymbol ist und sy, ...,s, Terme sind, fiir
die die Gleichheit schon bekannt ist, so ist

[((fsl...sn)tl’”"tk>

L1y, Tk
_ I<fslt1”"’t’“...sntl”"’t’“>
T1,..-,Tk T1,...-,Tk
_ I(f)([(sltl’”"tk),...J(sntl’”"tk))
Llyeoo sy Tk L1y, Tk
1 . 1 .
— I(f)(([ (tl)a ) (tk)>(51),,<l (tl)a ) (tk)>(8n)>
Tlyeeoy Lk Tlyeeoy Lk
. It
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(2). Fiir einen Ausdruck der Form s = ¢ bedeutet

t1,....,t
IE(s=t) 2k
X1, -y Tk
einfach
]':Stla 7tk :ttla 7tk
xy, y Lk xy, y Lk

Dies ist dquivalent zu

t1,...,t t1,...,t
I(S 1 ’k)zl(t 1, )k)7
T1y...,Tk T1y..., Tk

was nach dem ersten Teil einfach
I(ty),..., I(t I(ty),..., I(t
(1)7 ) (k)(s) I (1)7 ) (k)

L1y Tk L1y Tk

1

bedeutet. Dies wiederum ist dquivalent zu
I(th), ..., I(tg)

1 Fs=t.
Ti1y..., Tk
Sei nun R ein n-stelliges Relationssymbol und seien si,...,s, Terme. Die
Giiltigkeit
t1,...,1
IE (Rsy...s,) "
Ti1y..., Tk
bedeutet
t1,...,t t1,...,t
IERsy 22k, 0k
T1y.o., Tk T1y.o., Tk

und dies bedeutet, dass

t1,...,t t1,...,t
(1 (Slb_wc> T (th_vk))
T1y.o, Tk T1y..., Tk
zur Relation I(R) gehort. Nach dem ersten Teil ist dieses Tupel gleich

<[1(t1),...,l(tk)(sl)’._.711(t1)7---=](tk)(3n)> .

T1y..., Tk T1y.--, Tk

Tl Tk

I(t1), ..., I(tg)

T1y..., Tk

Wegen R(I) = R <I M) ist dies dquivalent zu

1 FRsi...S,.

Fiir die weiteren Aussagen beweist man die Aquivalenz durch Induktion iiber
den Aufbau der Ausdriicke, und zwar iiber alle Interpretationen simultan;
dies ist fiir die aussagenlogischen Junktoren unmittelbar klar. Betrachten
wir also einen Ausdruck der Form Vza. Die Giiltigkeit

et
T1y...,Tk

I E (Vza)
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bedeutet gemif der Festlegung in Definition 9.4, dass

T E Voo tilv' .. ,tir,?]
Ligyeooy Ljy T
gilt, wobei v in t;,,...,t; nicht vorkommt. Dies bedeutet, dass fiir jedes
m € M der Grundmenge der Interpretation die Beziehung
[m Ea tim ce 7tir7U
v Ligyevey Ty T

gilt. Nach Induktionsvoraussetzung (angewendet auf die Interpretation I°7)
bedeutet dies

F o

< m) (1) (tiy) s (1) (), (1) (v)

[ —
v Liyyeooy iy T

fiir alle m € M. Aufgrund des Koinzidenzlemmas ist dies dquivalent zu

<IT> L), I(t,),m o

v LigyeooyLipy L

Dies ist dquivalent (fiir alle m € M) zu
I(til),...,[(tir),m
LigyeooyLjpy L

1 Fa,

was bei v = x klar ist und bei v # z aus dem Koinzidenzlemma folgt, da
dann v nicht in « vorkommt. Dies bedeutet wiederum

I(t;,),....I(t
_[ (t11)7 ) (tlr> ':vaé
Liys -5 Liy
und damit
I(ty),..., I(t
I (t),-- <k)|=‘v’xa.
L1y, Tk

9. ARBEITSBLATT

9.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 9.1. Bestimme die freien Variablen in den folgenden Ausdriicken,
wobei z,y, z Variablen seien und f ein einstelliges Funktionssymbol und R
ein zweistelliges Relationssymbol sei.

(1) Vo (fr =y),

(2) Vz (fx=y) A3z (fr=y),
(3) VadyRx fy,

(4) (Va3yRxfy) — x =y.
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Aufgabe 9.2. Es sei a € Lj ein Satz einer erststufigen Sprache iiber einem
Symbolalphabet S. Es sei eine S-Struktur mit Tragermenge M gegeben und
I; und I; zwei auf M definierte S-Interpretationen. Zeige I; F o genau dann,
wenn [, F « gilt.

Aufgabe 9.3. Es seien ¢, d Konstanten einer erststufigen Sprache, x,y, z,v
Variablen, f ein einstelliges und g, h zweistellige Funktionssymbole. Bestim-
me die Substitution

ghhxcdfzfx’ 9Tz, hvfx'

:L‘7 y7 z

Aufgabe 9.4. Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe ge-
geben. Es seien zq,...,r; paarweise verschiedene Variablen und tq,..., %
fixierte S-Terme.

a) Interpretiere die Termsubstitution H als Abbildung.

goony

b) Interpretiere die Substitution von Ausdriicken ﬁ als Abbildung.

[ARRS]

Aufgabe 9.5.*
Es seien x,y, z Variablen (mit der angegebenen Reihenfolge), ¢ eine Konstan-

te und f ein einstelliges Funktionssymbol.

(1) Bestimme

(Fz(z = c))g .
(2) Bestimme

(Fx(z = c))g :

(3) Bestimme

(Fx(z = c))ﬁ :

T

Aufgabe 9.6.*
Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe gegeben.

(1) Zeige, dass die Substitution £ fiir die Terme die Identitét ist.
(2) Zeige, dass die Substitution £ fiir die Ausdriicke die Identitat ist.

xT

Aufgabe 9.7. Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe gege-
ben, es sei x eine Variable und ¢ ein fixierter S-Term. Gehort die Symbolkette
(1) at zu L57?
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Aufgabe 9.8. Es sei ¢ eine Konstante einer erststufigen Sprache, z,y, z, u
Variablen, f ein einstelliges Funktionssymbol, g, h zweistellige Funktionssym-
bole und R ein zweistelliges Relationssymbol. Bestimme die Substitution

fxr, gxz, hcfx
T, Y,z

(VyRxy N —~Ryfz)

Aufgabe 9.9. Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe gege-
ben. Man gebe ein Beispiel fiir eine Substitution H und einen S-Ausdruck
« derart, dass die sukzessive substituierten Ausdriicke

ty e te tyeente \ t1,. ..ty
o | @ )
T1y..., Tk L1y oy T ) T1y.v., Tk

((atl,...,tk) tl,...,tk) ti, ...t
L1y oy ) T1ye.. T ) T1y...,Tk

immer langer werden.

Aufgabe 9.10.*

Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe gegeben. Es seien

x1,...,T, paarweise verschiedene Variablen und %4, ..., t; fixierte S-Terme.
Zeige, dass fiir jeden S-Satz o € Lj die Gleichheit
t1, ..., Tk
aO—— =«
Ti1y..., Tk
gilt.

Aufgabe 9.11. Es sei o € L®. Zeige, dass die Gleichheit
( y) z Y,z
a=) - = a—
sy LY
im Allgemeinen nicht gilt.

Aufgabe 9.12.*

Es seien x1,zo Variablen, tq,ts Terme und « ein Ausdruck in einer pradika-
tenlogischen Sprache. Zeige, dass

1,12 ( tl) to
ao—— — |a— ) —
X1, T2 X1 ) T2

im Allgemeinen nicht allgemeingiiltig ist.
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Aufgabe 9.13.*

Es seien x1, x5 Variablen, tq,ts Terme und « ein Ausdruck in einer pradika-
tenlogischen Sprache. Zeige, dass

( tl) to ty,to
a— | — = a——
T1/) T2 X1, T2

im Allgemeinen nicht allgemeingiiltig ist.

Aufgabe 9.14.*

Es seien x,y Variablen, s,¢ Terme und « ein Ausdruck in einer préadikatenlo-
gischen Sprache. Es seien u, v neue Variablen, die weder in s noch in ¢ noch
in o vorkommen. Zeige, dass

Yy x yu;

allgemeingiiltig ist, wobei der Ausdruck rechts als die Hintereinanderaus-
fithrung von vier Einzelsubstitutionen (von links nach rechts) zu lesen ist.

Aufgabe 9.15.*

Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe gegeben, a € L° und
I eine Interpretation mit I F «. Zeige durch ein Beispiel, dass daraus nicht
t1,...,tk

im Allgemeinen die Giiltigkeit I F ==k unter einer Substitution folgt.

Aufgabe 9.16. Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe ge-
geben. Es seien xq,..., 7, paarweise verschiedene Variablen und tq,..., %
fixierte S-Terme. Zeige, dass zu einem allgemeingiiltigen Ausdruck « auch

die Substitution a2==% allgemeingiiltig ist. Gilt hiervon auch die Umkeh-
rung?

T1,...,Tk
9.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 9.17. (2 Punkte)

Es sei a ein S-Ausdruck. Zeige, dass es einen S-Ausdruck § der Form § =
a A vy derart gibt, dass

Frei () = Var (a) = Var (8)
gilt.
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Aufgabe 9.18. (2 Punkte)

Es seien ¢, d Konstanten einer erststufigen Sprache, z,vy, 2, u, v, w Variablen
(in dieser Reihenfolge), f ein einstelliges Funktionssymbol, g ein zweistelli-
ges Funktionssymbol und P, R einstellige Relationssymbole. Bestimme die
Substitution

gzz, ¢ fu

- - AP
(Vy(y = ¢) V (~Rfz — Jx—Pu) m m .

Aufgabe 9.19. (3 Punkte)

Man gebe fiir jedes r € N, ein Beispiel fiir eine Substitution P und
einen S-Ausdruck « derart, dass die sukzessive substituierten Ausdriicke

th, ..t tooo e\t ..t
« Y «@ )
L1y Tk Tlyeoey Xk ) T1y...,Tk

((atb”.Jk)tb“.¢k>th”.Jk
-
L1y ) T1yeeo T ) Tyy.oo., Tk

eine Periode der Lange r besitzen.

t1,..tk

Aufgabe 9.20. (3 Punkte)

Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe gegeben. Es seien
X1,y Ty Y1, - ., Yp paarweise verschiedene Variablen und tq, ..., tg, s1,...,
sp fixierte S-Terme. Zeige, dass fiir Terme 7, in denen v, ..., y, nicht vor-
kommen, die Gleichheit

$1,e-48¢0 EY)
(’7’ tl, R ,tk ) S1,...,8¢ t1y1,.-.,yz’ s ’tky1,...,yg

=T
Liseeoos Tk ) Yiy-- -5 Ye Liy--s Tk

gilt.

Aufgabe 9.21. (2 Punkte)

Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe gegeben. Es seien
X1y Ty Y1, - -, Y¢ paarweise verschiedene Variablen und ¢y, ..., %, s1,...,
s fixierte S-Terme. Zeige durch ein Beispiel, dass fiir Terme 7 die Gleichheit

$1,---,5¢ $15:-4,5¢
(T tl, Ce ,tk ) S1,...,5¢ t1y1,.--7ye’ s 7tky17_._7y£

=T
Tiyeoos Xl ) Y1y---5Yp Ti1y...,Tk

nicht gelten muss.
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Aufgabe 9.22. (4 Punkte)

Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe gegeben. Es seien
X1,y Ty Y1, - .., Yp paarweise verschiedene Variablen und tq, ..., tg, s1,...,
sy fixierte S-Terme. Zeige durch ein Beispiel, dass fiir Ausdriicke o die Gleich-
heit (von Ausdriicken)

<at1,...,tk)81,...,Sg tl%:"wtkﬁ

=
L1y -3 Tk /) Y1y---5,Yp L1y Tk

nicht gelten muss.

Aufgabe 9.23. (3 Punkte)

Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe gegeben. Es seien x, 2
verschiedene Variablen, ¢ ein S-Term und « ein S-Ausdruck, wobei z weder
in ¢t noch in a vorkomme. Gilt dann die Gleichheit

Z\ t t
(a—) - = a7
x/) z x

10. VORLESUNG - ABLEITUNGSKALKUL

10.1. Ableitungskalkiil der Pradikatenlogik.

Gegeben sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe und damit
die zugehorige Termmenge und die zugehérige Ausdrucksmenge L°. Wir
mochten die logisch wahren Aussagen einer solchen Sprache syntaktisch cha-
rakterisieren. Mathematische Aussagen sind im Allgemeinen ,,wenn-dann‘-
Aussagen, d.h. sie behaupten, dass, wenn gewisse Voraussetzungen erfiillt
sind, dann auch eine gewisse Folgerung erfiillt ist.

Wenn man einen Beweis eines Satzes der Gruppentheorie oder der elemen-
taren Arithmetik entwirft, so sind dabei die Axiome der Gruppentheorie
bzw. die Peano-Axiome stets priasent. Wenn «q, as, a3 die Gruppenaxiome
bezeichnen und « die Aussage, dass das inverse Element eindeutig bestimmt
ist, bezeichnet, so folgt o aus ay, as, az. Mit der Folgerungsbeziehung kann
man dies als

{a1,a0,a3} F a
formulieren. Dies kann man auch so ausdriicken, dass
ap ANag \Nag —
allgemeingiiltig ist, also dass
Fa Aag Aas — «

gilt. So kann man jede Folgerung I' F « aus einer endlichen Ausdrucksmenge
I' ,,internalisieren®, also durch einen allgemeingiiltigen Ausdruck der Form

FarA...Na, > «
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wiedergegeben, wobei vorne die Ausdriicke aus I' konjugiert werden. Die
Folgerungsbeziehung (zumindest aus endlichen Ausdrucksmengen) kann also
vollstdndig durch allgemeingiiltige Ausdriicke verstanden werden.

Wir besprechen nun die syntaktische Variante der allgemeingiiltigen Aus-
driicke, ndmlich die syntaktischen préadikatenlogischen Tautologien. Uber den
soeben besprochenen Zusammenhang ergibt sich daraus auch ein Ableitungs-
kalkiil, der das syntaktische Analogon zur Folgerungsbeziehung ist. Da wir
Ausdriicke der Form a; A ... A a,, — « als Grundtyp fiir eine mathematische
Aussage ansehen, arbeiten wir allein mit den Junktoren =, A, — und lesen V
und < als Abkiirzungen. Man kénnte auch noch A bzw. — eliminieren und
durch die verbleibenden beiden Junktoren ausdriicken, doch wiirde dies zu
recht unleserlichen Formulierungen fiihren.

Der pradikatenlogische Kalkiil, den wir vorstellen wollen, soll es erlauben,
yalle“ pradikatenlogischen allgemeingiiltigen Ausdriicke formal abzuleiten.
Der Aufbau dieses Kalkiils geschieht (wie fiir den Ableitungskalkiil der Aus-
sagenlogik) rekursiv (und fiir beliebige Symbolalphabete gleichzeitig). D.h.
man hat eine Reihe von Anfangstautologien (oder Grundtautologien) und
gewisse Schlussregeln, um aus schon nachgewiesenen Tautologien neue zu
produzieren. Sowohl die Anfangstautologien als auch die Schlussregeln sind
aus der mathematischen Beweispraxis vertraut.

Zur Formulierung dieses Kalkiils verwenden wir die Schreibweise
Fa.

Sie bedeutet, dass der Ausdruck « in der Pridikatenlogik (erster Stufe zu
einem gegebenen Alphabet) ableitbar ist, also eine Tautologie (im syntakti-
schen Sinne) ist. Wir beschreiben nun rekursiv die syntaktischen Tautologien
in der Pradikatenlogik, die sich in aussagenlogische Tautologien, Gleichheits-
tautologien und Quantorentautologien und zwei Ableitungsregeln unterglie-
dern. Wir beginnen mit den schon bekannten, allerdings in einer anderen
Sprache formulierten aussagenlogischen Tautologien.

Axiom 10.1. Zu einem beliebigen Symbolalphabet S und beliebige Aus-
driicke v, 3,y € L* legt man folgende (syntaktische) Tautologien axiomatisch
fest.

Fa— (8 —a).
Fla—=B)AN(B—=7) = (a—=7).
Fla—=08)A(a—=7v) = (a—=FA7).

FlanB =)= (a—=(6—=7)
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und
Fla=(B—=7)—=(@AnB—7).

()

FaA-a—f.

(6)
Fa—=B)A(—a—B)— 0.

Als (erste) Schlussregel erlaubt man wieder den Modus Ponens, so dass die
Préadikatenlogik in einem gewissen Sinne die Aussagenlogik umfasst. Die Ein-
schriankung in dieser Formulierung beruht darauf, dass es in der Sprache der
Pradikatenlogik keine Aussagenvariablen gibt. Man kann sich vorstellen, dass
die oben angefiihrten Tautologien aus den entsprechenden aussagenlogischen
(in Aussagenvariablen formulierten) Tautologien entstehen, indem man fiir
die Aussagenvariablen beliebige pridikatenlogische Ausdriicke einsetzt. Dies
fithrt zu folgendem FEinsetzungsprinzip. Wir schreiben gog 15: , wenn in einem
aussagenlogischen Ausdruck ¢ die darin vorkommenden Aussagenvariablen
p; durch pradikatenlogische Ausdriicke ; ersetzt werden (diese Ersetzung ist

deutlich einfacher als die Ersetzung von Variablen durch Terme.)

Lemma 10.2. Es sei ¢ eine in den Aussagenvariablen py, . .., p, formulierte
aussagenlogische Tautologie und es seien Bi,. .., [, € L° pridikatenlogische
Ausdriicke tiber einem Symbolalphabet S. Dann ist auch der prddikatenlogi-
sche Ausdruck ¢', der entsteht, wenn man in ¢ jedes Auftreten der Aussa-
genvariablen p; durch B; ersetzt, eine prdadikatenlogische Tautologie.

Beweis. Wir fithren Induktion iiber den Aufbau der aussagenlogischen Tau-
tologien. Es sei ¢ eines der aussagenlogischen Axiome in den Ausdriicken
«, B,y und es seien pq, ..., p, die darin auftretenden Aussagenvariablen. Wir
schreiben die zugrunde liegende aussagenlogische Tautologie in den Aussa-
genvariablen p, ¢, r und nennen diese ¢. Dann ist

a, B,
o =1p—.
P, q, T
Somit ist insgesamt
ﬁla"vﬂ‘ﬂ Blr"?ﬁn Blr"?ﬁn
/ /617 o 7/8n aplv"'7pn ’ /Bp17"'7p7l ’ "yplv"?pn
o = = :
P1s---3Pn D, q, r

D.h. ¢’ entsteht durch Einsetzung von pridikatenlogischen Ausdriicken in
eine Basistautologie und gehort somit zu den in Axiom 10.1 gelisteten Tau-
tologien. Es sei nun ¢ eine aussagenlogische Tautologie, die durch Modens
Ponens erhalten wird. Dann gibt es also eine aussagenlogische Tautologie
1 und ¢ — @ ist ebenfalls eine aussagenlogische Tautologie. Nach Induk-

3 3 517"'7577, ﬁlv"'vﬁn — Blr"vﬁn
tl(;nsv;)raussetzung sind dann ¢ b= und (W = p) St = gLl
1,--,Pn

— pradikatenlogische Tautologien. Da der Modus Ponens eine erlaubte
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Schlussregel in der Pradikatenlogik ist, folgt, dass @% eine pradikaten-

logische Tautologie ist. U
Beispiel 10.3. Wir betrachten die aussagenlogische Tautologie der Form
a—(f—a)
mit
a=pi Apyund 8 =p3 — pg,

also

)) D1 A\ D2, P3 —> P4
a, B
= (p1 Ap2) = ((p3 = pa) = (P1 A p2)) .

v = (a=P—a

In diese aussagenlogische Tautologie soll

p durch 1 := Rxy, py durch £y := Yuu = ¢, p3 durch
B3 = yVx frz =y, py durch 8, := —Pu,

ersetzt werden. Das ergibt die pradikatenlogische Tautologie

(Rxy ANVuu = ¢) — ((ByVaxfrz = y) — =Pu) = (Rxy AVuu = ¢)) .

Im Laufe der Einfithrung der pradikatenlogischen Tautologien und der zu-
gehorigen Schlussregeln werden wir sogleich die Korrektheit feststellen, d.h.,
dass es sich auch um allgemeingiiltige Ausdriicke (semantische Tautologien)
handelt. Fiir die aussagenlogischen Tautologien wurde die Korrektheit fiir
aussagenlogische Modelle schon gezeigt, eine einfache Variante davon liefert
die Korrektheit innerhalb von pradikatenlogischen Modellen.

Lemma 10.4. Jede aussagenlogische Tautologie im Sinne von Axiom 10.1
st allgemeingiiltig in der Prddikatenlogik.

Beweis. Es sei I eine Interpretation von L° und ¢ eine aussagenlogische
Grundtautologie in den préadikatenlogischen Ausdriicken «, 3, . Dann ist
der Wahrheitswert von ¢ in [ nur abhédngig von den Wahrheitswerten von
a, 8, v in I und den Junktoren in ¢. Da es sich um eine aussagenlogische
Tautologie handelt und die Wahrheitsvorschrift fiir die Junktoren in einem
pradikatenlogischen Modell mit der in einem aussagenlogischen Modell iiber-
einstimmt, besitzt ¢ den Wahrheitswert w. Also ist ¢ allgemeingiiltig.  [J

Da allgemeingiiltige Aussagen unter Modus Ponens abgeschlossen sind, folgt
daraus, dass generell alle pradikatenlogisch formulierten aussagenlogischen
Tautologien allgemeingiiltig sind.
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10.2. Gleichheitstautologien.

In der Pradikatenlogik gelten die beiden folgenden Tautologien fiir die Gleich-
heit.

Axiom 10.5. Es sei S ein Symbolalphabet, s, ¢ seien S-Terme und « sei ein
S-Ausdruck. Dann sind die beiden folgenden Ausdriicke syntaktische Tauto-
logien.

(1)
Ft=t.
(2)

S t
Fs=tANa— — a—.
T T

Diese beiden Axiome (oder genauer Axiomenschemata) heilen Gleichheits-
aztom und Substitutionsaxiom. Mit einer aussagenlogischen Umformulierung
sieht man, dass das Substitutionsaxiom #dquivalent zu

S t
l—s:t—><a——>a—>
x x

ist.

Lemma 10.6. Die Gleichheitsaziome sind korrekit.

Beweis. Sei I eine beliebige S-Interpretation. (1). Aufgrund der Bedeutung
des Gleichheitszeichens unter jeder Interpretation gilt

I(t) = I(t),
also
IEt=t.
(2). Es gelte
]|=s:t/\ozi,
x

also I F s =tund I F a2. Das bedeutet einerseits I(s) = I(t). Andererseits
gilt nach dem Substitutionslemma

Wegen der Termgleichheit gilt somit auch

M|=04

und daher, wiederum aufgrund des Substitutionslemmas, auch

t
ITEa—.
T
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Lemma 10.7. Aus den Gleichheitsaxiomen lassen sich folgende Gleichheits-
tautologien ableiten (dabei sind r,s,t,81,...,8p,t1,...,t, Terme, f ein n-
stelliges Funktionssymbol und R ein n-stelliges Relationssymbol).

(1)

Fs=t—>t=s.
Fr=sAs=t—r=t.
|_81:tl/\.../\Sn:tn—>f81...8n:ft1...tn.

"Sl:tl/\.../\Sn:tn/\Rsl...Sn—)Rtl...tn.

Beweis. (1). Aufgrund der Gleichheitsaxiome haben wir
Fs=s
und

t

Fs=tA(x=ys) —>(l’=5)57

s
x
wobei x eine Variable sei, die weder in s noch in ¢ vorkomme. Daher sind die
beiden substituierten Ausdriicke gleich s = s bzw. t = s. Fine aussagenlogi-
sche Umstellung der zweiten Zeile ist
Fs=s—(s=t—t=s),
so dass sich aus der ersten Zeile mittels Modus ponens
Fs=t—t=s

ergibt. (2). Es sei wieder x eine Variable, die weder in r noch in s noch in ¢
vorkomme. Eine Anwendung des Substitutionsaxioms liefert

S t
Fs=tA(r=2a)— =)—.
S (r x)x —(r x)x

Nach Einsetzen und einer aussagenlogischen Umstellung ist dies die Behaup-
tung. Fiir (3) siche Aufgabe 10.5. (4). Es sei u eine Variable, die weder in
einem der s; noch in einem der ¢; vorkommt. Fiir jedes ¢ = 1, ..., n gilt nach
Axiom 10.5 (2) (mit @« = a; = Rty...t;_1uS;41...5,) dann

Si ti
H s; =t — <Rt1 .. .ti,1USi+1 e Sy — Rtl c. ti,1u5i+1 e Sn_) ,
u u
also
F s; =1t — (Rtl ce ti_18i8i+1 oSy — Rtl Ce. ti—ltisi—‘rl ce Sn) .

Diese Ableitbarkeiten gelten auch, wenn man die Vordersétze durch ihre Kon-
junktion
(Slztl)/\/\<8nztn)

ersetzt. Durch die Transitivitéit der Implikation ergibt sich daher
l_(Sl :tl)/\/\(sn:tn) —>(R818n—>Rt1tn) .
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10. ARBEITSBLATT

10.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 10.1. Ersetze in den folgenden aussagenlogischen Tautologien

p1 durch 8y := JzRxy, ps durch 5y :=Vu (fu =c— Pc),
ps durch 5 := JyVegrz =y, py durch By := Rcu — ¢ = u.

) P1 A P2 — D1,

) (p1 Aps — —p2) A (pr Apa — (p2 = p1)) = (p1 Apa — —p2 A (p2 = p1)),
) p3 A —p3 — P4,

) (p1 Aps — p3) A (= (p1 A ps) = p3) = p3.

(1
(2
(3
(4

Aufgabe 10.2. Unterscheide zwischen den verschiedenen Bedeutungen von
Gleichheit.

(1) Gleichheit von Elementen in einer Menge.
(2) Gleichheit von Zeichenketten.
(3) Das Gleichheitssymbol in einer erststufigen Sprache.

Aufgabe 10.3. Es sei S ein Symbolalphabet einer Sprache erster Stufe. Es
seien S-Terme s,t mit
Fs=t

gegeben. Zeige, dass es sich bei s und ¢ um eine identische Zeichenreihe
handelt.

Aufgabe 10.4. Es sei S ein Symbolalphabet und ¢4,...,t, seien S-Terme.
Zeige die Ableitbarkeit

it =t Nta =13 N ... Nlp1 =1 >t =1y

Aufgabe 10.5.*

Es seien sq,...,8,,t1,...,t, Terme und f ein n-stelliges Funktionssymbol.
Zeige, dass die Ableitbarkeit

|—51:tl/\.../\sn:tn—>f51...sn:ft1...tn
gilt.
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Aufgabe 10.6. Zeige direkt (ohne die Verwendung der Ableitungsbezie-
hung), dass die folgenden Ausdriicke allgemeingiiltig sind (dabei seien r, s, t,
S1y--+,8n,t1,...,t, Terme, f ein n-stelliges Funktionssymbol und R ein n-
stelliges Relationssymbol).

(1)

Fs=t—t=s.
Er=sAs=t—r=t.

':81:tl/\.../\Sn:tn—>f81...8n:ft1...tn.

(4)

':81:tl/\.../\Sn:tn/\Rsl...Sn—)Rtl...tn.

Aufgabe 10.7.*

Es seien x4, ..., x, Variablen, sq,...,s,,t1,...,t, Terme und « ein Ausdruck
in einer priadikatenlogischen Sprache L°. Zeige, dass

S1y...4,8 tlt
sl—tl/\.../\sn—tn—>(a etr 2,
T1y.ooy, Tp T1y.eooy Iy

allgemeingiiltig ist.

Aufgabe 10.8. Es seien ry, 19, s,t Terme einer pradikatenlogischen Sprache
L® und sei x eine Variable. Zeige durch ein Beispiel, dass

S t
S=t—=r—=r9—
x x

nicht ableitbar sein muss.'®

Aufgabe 10.9.*

Zeige durch ein Beispiel, dass fiir Terme 71,75, s und eine Variable x einer
pridikatenlogischen Sprache L° der Ausdruck
s s
rN=T9g —=>"r1— =79—
x x

nicht ableitbar sein muss.

Aufgabe 10.10. Gehort in einem Ausdruck der Form (z = y) £ die Sym-
bolfolge £ zur pridikatenlogischen Sprache? Gehért (z = y) £ dazu?

5Djie Nicht-Ableitbarkeit wird durch die Angabe eines Modells gezeigt; dies verwendet
die Korrektheit des Ableitungskalkiils, den wir noch nicht vollstdndig behandelt haben.
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10.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 10.11. (2 Punkte)

Es seien ¢, d Konstanten, es sei f ein zweistelliges Funktionssysmbol und es
R ein dreistelliges Relationssymbol. Man erldutere, wie man die pradikaten-
logische Tautologie

(RzcfydV z = z) A= (RexefydV z = x) — (Jxfre = d)

aus einer aussagenlogischen Tautologie im Sinne von Lemma 10.2 erhalt.

Aufgabe 10.12. (4 Punkte)

Es seien r,s1,...,5n,t1,...,t, Terme einer pradikatenlogischen Sprache L°
und seien zq, ..., x, verschiedene Variablen. Zeige durch Induktion iiber den
Aufbau des Termes r die Ableitbarkeit
S1y.-.,8 t1,...,¢
I—slztl/\.../\sn:tnﬁ(rl LA n)
L1y Iy L1yeooyIp

Aufgabe 10.13. (4 Punkte)

Esseien si, ..., 8p,t1,...,t, Terme einer priadikatenlogischen Sprache L° und
seien x1,...,x, verschiedene Variablen.
(1) Es sei R ein k-stelliges Relationssymbol und 74, ..., 7 seien Terme.

Zeige die Ableitbarkeit

S1,...,8

N t, oty
|_81:t1/\.../\5n:tn%((er...’l"k) —>(R7"17”k)1—>

T1y.-y3Tp L1y, Tp

(2) Es seien r; und ro Terme. Zeige die Ableitbarkeit

I_Slztl/\.../\sn:tn—)

81,...,8n_ S1y...458n tl,...7tn . tl,...,tn
rn——————— =79 — =Ty .
T1ye.oy Ty T1y.oy3Tp T1y...y,Tp T1y.eooy Ty

Tipp: Verwende Aufgabe 10.12

Aufgabe 10.14. (4 Punkte)

Es sei S ein Symbolalphabet, sq,...,s,,t1,...,t, seien S-Terme, x1,..., 1z,
verschiedene Variablen und « sei ein S-Ausdruck. Zeige die Allgemeingiiltig-
keit

S1y...,8 tlt
lzslztl/\.../\sn:tnﬁ(a R R LA R
T1yeooy Iy L1yeooyIp
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Aufgabe 10.15. (4 Punkte)

Zeige durch ein Beispiel, dass bei einem ableitbaren Ausdruck der Form

t
Fs=t— <(E|zﬂ) AN (32P) —)
x x
die durch die Existenzquantoren gebundenen Variablen (nach der durch-
gefiihrten Substitution) nicht iibereinstimmen miissen.

10.3. Die Aufgabe zum Aufgeben.

Losungen zu der folgenden Aufgabe direkt an den Dozenten. Bis Ende Mai.

Aufgabe 10.16. Wir betrachten eine Variante des Ableitungskalkiil (ge-
schrieben ty/) der Aussagenlogik, bei dem die Grundtautologien aus Axiom
3.8 unverédndert iibernommen werden, bei der aber der Modus Ponens durch
die Schlussregel

Wenn Fy a A (a — (3), dann ist by

ersetzt wird. Stimmen F, Fy iiberein?

11. VORLESUNG - QUANTORENREGELN

11.1. Quantorenaxiome und -regeln.

Wir besprechen nun die Tautologien und Ableitungsregeln, die mit den Quan-
toren zusammenhingen. Wir arbeiten allein mit dem Existenzquantor und
wir arbeiten nur mit nichtleeren Grundmengen. Letzteres ist Voraussetzung
dafiir, dass es iiberhaupt eine Variablenbelegung geben kann. Bei den jetzt
einzufithrenden Axiomen handelt es sich um eine Tautologie (genauer gesagt
um ein Schema von Tautologien), ndmlich die Ezistenzeinfiihrung im Sukze-
dens und um eine Schlussregel, ndmlich die Fxistenzeinfihrung im Anteze-
dens. Fiir letztere ist die exakte Formulierung und der Korrektheitsnachweis
nicht trivial.

Axiom 11.1. Es sei S ein Symbolalphabet erster Stufe, o ein S-Ausdruck,
x eine Variable und ¢ ein S-Term. Dann ist

t
Fa— — dzo.
T

Diese Tautologie bedeutet inhaltlich gesprochen, dass man bei einem Aus-
druck, fiir den man einen erfiillenden Term gefunden hat, auf die entspre-
chende Existenzaussage schlieffen kann. Diese Tautologie ist allgemeingiiltig:
Wenn in einer Interpretation I die Beziehung

t
IEa—
x



138

gilt, so ist dies nach dem Substitutionslemma &quivalent zu
I(t
1 ®) F

X

Y

und das bedeutet wiederum

I E Jza.

Einen wichtigen Spezialfall dieser Tautologie erhélt man fiir ¢ = x, ndmlich
(unabhéngig davon, ob z in @ vorkommt oder nicht)

Foa— deo.

Fiir den Allquantor (den wir als Abkiirzung verstehen) ergibt sich die ent-
sprechende Tautologie

t
FVYra — a—.
T

Streng genommen ergibt sich diese Variante in dieser Form aber erst unter
Verwendung der Existenzeinfithrung im Antezedens, siche weiter unten und
Aufgabe 11.8 und Aufgabe 11.1.

Axiom 11.2. Es sei S ein Symbolalphabet erster Stufe, o und [ seien S-
Ausdriicke, x und y seien Variablen. Dann gilt die folgende Regel: Wenn

FaZ & B
x
gilt und wenn y weder in dxa noch in S frei vorkommt, so gilt auch
Fdrza — G.

Ein Spezialfall dieser Ableitungsregel (bei z = y) ist, dass man aus - o — 3
unter der Bedingung, dass z nicht frei in § vorkommt, auf F dza — S
schlieflen kann.

Die Allvariante dieser Schlussregel ist die Alleinfihrung im Sukzedens. Sie

besagt, dass man aus
Y

x
unter der Bedingung, dass y weder in Vza noch in g frei vorkommt, auf
F G — Vra

schliefen kann. Wir geben ein Beispiel fiir diese Version (mit z = y), wie sie
in der mathematischen Praxis vorkommt.

FB—a

Beispiel 11.3. Nehmen wir an, wir mochten die Aussage beweisen, dass
in einem jeden Monoid das neutrale Element eindeutig bestimmt ist. Wir
formalisieren diese Aussage als

8 — Vra,

wobei § die Konjunktion der zwei Monoidaxiome (also Assoziativitéit und
Existenz des neutralen Elementes) und o = Vz(zz = 2) — = = e ist.
In « ist x nicht gebunden, in Vxa schon. In einem mathematischen Beweis
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wird man sich dann ein ,festes, aber beliebiges“ Monoid M , denken®, und
darin ein ,festes, aber beliebiges“ x € M. Fiir dieses x beweist man dann die
Aussage, dass wenn zz = z fiir alle z € M gilt, dass dann z = e sein muss.
Im Beweis selbst wird nicht iiber x quantifiziert, dies steckt gewissermaflen
in der gew#hlten Beliebigkeit drin. Man beweist also eher'® die Aussage

f—a,

und betrachtet dies als einen Beweis fiir die oben notierte Version. Da x
in 8 gar nicht oder allenfalls gebunden vorkommt, ist die Ableitbarkeit bei-
der Versionen auch préadikatenlogisch gleichwertig. Insofern spiegelt sich in
der Alleinfithrung im Sukzedens eine wichtiger Aspekt der mathematischen
Praxis.

Die Existenzeinfithrung im Antezedens ist die einzige syntaktische Gesetz-
Bigkeit, deren Korrektheit nicht unmittelbar klar ist.

Lemma 11.4. Die Existenzeinfiihrung im Antezedens ist eine korrekte Re-
gel.

Beweis. Es sei a? — (3 allgemeingiiltig, d.h.
TEa? & I6;
x

fiir jede S-Interpretation I. Wir miissen zeigen, dass dann auch dza — f3
allgemeingiiltig ist (unter den gegebenen Voraussetzungen). Sei dazu I eine
Interpretation mit

I F dza.

Aufgrund der Modellbeziehung bedeutet dies, dass es ein m € M (aus der
Grundmenge der Interpretation) mit

e
i

gibt. Die Variable y kommt nach Voraussetzung in dz« nicht frei vor, d.h.
bei y # x, dass y in « nicht frei vorkommt. Wir kénnen daher das Koinzi-
denzlemma anwenden und erhalten

Y ey
(x)y

Diese Aussage gilt trivialerweise auch bei x = y. Damit gilt auch

(ﬁ)@m.
y T

16Djese Unschirfe in der Begrifflichkeit ist kaum zu vermeiden, da eine formale Interpre-
tation oder Rekonstruktion dessen, was in der mathematischen Praxis passiert, nie ganz
eindeutig ist.
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Wir schreiben dies (etwas kiinstlich) als

<ﬂ2>£§agﬁh@.

y x
Darauf kénnen wir das Substitutionslemma (fiir die Interpretation J = I "
und den Term y) anwenden und erhalten

e
Y x
Wegen der vorausgesetzten Allgemeingiiltigkeit von a2 — 3 folgt
eg.
)
Da y in ( nicht frei vorkommt, liefert das Koinzidenzlemma
ITEQS.
0
Bemerkung 11.5. Die Variablenbedingung in der Existenzeinfithrung im
Antezedenz ist wesentlich. Das zeigt am besten die Betrachtung f = «,
wobei darin die Variable x = y frei vorkommen moge (also z.B. o = Rz,

wobei R ein einstelliges Relationssymbol sei). Dann ist natiirlich
Fo—a

richtig, und die Variablenbedingung an z, bezogen auf diesen Ausdruck, ist
nicht erfiillt. Die Aussage
Jra — «,

die man unter Missachtung dieser Variablenbedingung ableiten konnte, ist
keine Tautologie. Aus der Existenz eines Elementes m € M, das die Relati-
on RM erfiillt, folgt ja keineswegs, dass die Relation fiir alle Elemente gilt.
Diese Ableitungsregel liasst sich also insbesondere nicht durch eine interne
Tautologie ersetzen.

Definition 11.6. Ein Ausdruck o € L® heifit ableitbar im Pridikatenkalkiil
(oder eine syntaktische Tautologie), wenn er sich aus den Grundtautologien,
also

e den aussagenlogischen syntaktischen Tautologien,
e den Gleichheitsaxiomen,
e der Existenzeinfithrung im Sukzedens,

durch sukzessive Anwendung der Ableitungsregeln Modus Ponens und der
Existenzeinfithrung im Antezedens erhalten ldasst. Die Ableitbarkeit wird
durch

Fa

ausgedriickt.
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11.2. Abgeleitete Regeln und weitere Tautologien.

Bisher haben wir lediglich den Modus Ponens und die Existenzeinfiithrung im
Antezedens als Ableitungsregeln fiir den syntaktischen Kalkiil zur Verfiigung.
Daraus ergeben sich allerdings sofort neue Ableitungsregeln, mit denen man
neue Tautologien herleiten kann. Die Hinrichtung in der folgenden Aussage
kommt h#ufig implizit in einer mathematischen Argumentation vor. Man
beweist eine Aussage fiir beliebige, aber feste Elemente, und fasst dies als
einen Beweis fiir die entsprechende Allaussage auf.

Lemma 11.7. Es sei S ein Symbolalphabet erster Stufe, o ein S-Ausdruck
und x eine Variable. Dann ist = « genau dann, wenn = Vra ist.

Beweis. Nach der Allquantorversion von Axiom 11.1 ist

x
FVra — a—,

x
also
FVYra — a.
Daher folgt aus
F Vra
mittels Modus Ponens direkt
Fa.

Sei umgekehrt - a gegeben. Es sei S ein beliebiger Ausdruck, in dem z nicht
vorkomme. Nach Axiom 3.8 (2) und Modus Ponens ergibt sich

FB— a
und
+ ﬁﬁ — Q.
Auf diese beiden abgeleiteten Ausdriicke wird nun die Allquantorversion der
Existenzeinfithrung im Antezedens (also die Alleinfithrung im Sukzedens)

angewendet. Dies ist moglich, da x in £ iiberhaupt nicht und in Vza nicht
frei vorkommt. Man erhélt

F B — Vea
und
F -8 — Vea.
Daraus ergibt sich mit der Fallunterscheidungsregel
FVza.

4

Diese Aussage bedeutet aber keineswegs, dass man den Allquantor iiberall
weglassen oder hinzufiigen konnte. Sie bedeutet lediglich, dass bei einem Aus-
druck, der als Ganzes als eine Tautologie erwiesen ist, auch der entsprechende
Allausdruck eine Tautologie ist und umgekehrt. Semantisch betrachtet be-
ruht diese Aquivalenz darauf, dass die Allgemeingiiltigkeit von a bedeutet,
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dass bei einer beliebigen (Struktur- und) Variablenbelegung die entstehende
Aussage ohne freie Variable wahr wird. Da ist also eine Allaussage schon
miteingebunden. Insbesondere gilt nicht - a < Vxa.

Fiir den Existenzquantor gilt die entsprechende Aquivalenz nicht. Zwar er-
gibt sich aus F «a direkt F Jza (und zwar unabhingig davon, ob z in «
vorkommt oder nicht; die Allgemeingiiltigkeit beruht darauf, dass nur nicht-
leere Grundmengen betrachtet werden), aber nicht umgekehrt. Beispielsweise
ist

F3z(z =y),

aber x = y ist keine Tautologie.

Lemma 11.8. Die folgenden Ausdriicke sind im Pradikatenkalkil ableitbar.

(1)

F drxdya — Jydza.

(2)
FVaVya — VyVra.

Beweis. (1). Durch Existenzeinfithrung im Sukzedenz haben wir
Fo— dra
und
Fdra — dJydza

und daraus
Faoa— dydea.

Dabei ist y hinten gebunden und somit kann man mit der Existenzeinfithrung
im Antezedens auf
F dya — Jydra

schliefen. Da auch x hinten gebunden ist, ergibt sich
F drxdya — Jydza.
(2) wird dhnlich wie (1) bewiesen oder darauf zuriickgefiihrt. O
Fiir die (Nicht)-Vertauschbarkeit des Allquantors mit dem Existenzquantor
siche Aufgabe 11.22.
Lemma 11.9. Die folgenden Ausdriicke sind im Pradikatenkalkil ableitbar.
(1)
FVza AVe(a — 8) — Vap.
(2)
FYza AVep < Vo (a A B) .

(3)
Fdza AVe(a — 8) — Jxp.
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W F3z(aApB) — Jza A Jzs.
Beweis. (1). Aufgrund der Alleinfiihrung im Antezedens ist
FVra — «

und
FVz(a— B) = (a— f).

Dies konjugiert (unter Verwendung von Lemma 3.16 (2)) ergibt

FVYza AVe(a — 8) > aA(a— f).
Ferner haben wir die aussagenlogische Tautologie
FaA(a—pB)— 0.

Damit ergibt sich aufgrund der Transitivitit der Implikation die Ableitung

FVrza AVe(a — 8) = 5.

Da x vorne und in V3 gebunden vorkommt, gilt nach der Alleinfithrung im
Sukzedens auch
FVza AVe(a — 8) — Vap.

Zu (2) siehe Aufgabe 11.9 und Aufgabe 11.10.
(3). Aufgrund der Alleinfithrung im Antezedens ist
FVz(a — B) = (a— F),

was wir als

FaAVe(a— p) — 5
schreiben. Wegen - § — dx ist auch
FaAVr(a— () — Jz3,

was wir als
Fa— (VYe(a — 8) — Jzp)

schreiben. Im Sukzedens ist  gebunden, daher folgt aus der Existenzeinfiih-
rung im Antezedens

F3za — (Vo(a — B) — Jz6),
was aussagenlogisch dquivalent zur Behauptung ist.
Zu (4) siehe Aufgabe 11.12. O
Die folgende Aussage zeigt, dass man quantifizierte Aussagen im Wesentli-
chen mit beliebigen Variablen formulieren kann.

Lemma 11.10. Es sei a ein Ausdruck tiber einem erststufigen Symbolalpha-
bet S und seien x,y Variablen. Die Variable y komme in o nicht und die
Variable x komme in « allenfalls frei vor. Dann ist

Fdra — Jy <ag> .
x
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Beweis. Nach Axiom 11.1, angewendet auf o, ist
FaZ o Jy <ag> :
x x

Da y in dy (Oz%) gebunden vorkommt und in 3z« gar nicht, kann man Axiom
11.2 anwenden und erhélt

Fdra — Jy <ag> .
x

11.3. Die Ableitungsbeziehung.

Analog zur Folgerungsbeziehung definieren wir die Ableitungsbeziehung aus
einer Ausdrucksmenge.

Definition 11.11. Es sei S ein Symbolalphabet, I eine Menge an S-Aus-
driicken und « ein weiterer S-Ausdruck. Man sagt, dass a aus I' ableitbar

ist, geschrieben
I'-a,

wenn es endlich viele Ausdriicke aq, ..., a, € I' derart gibt, dass
Foag Ao Aoy, =«

gilt.

Man kann sich also wieder fragen, welche Ausdriicke aus einer vorgegebenen
Ausdrucksmenge I', beispielsweise einem Axiomensystem einer Sprache erster
Stufe, ableitbar sind. Unser ,,unbedingter Pradikatenkalkiil, der die syntak-
tischen Tautologien generiert, fithrt zu einem entsprechenden Regelsatz fiir
die Ableitbarkeit aus I'. Dies ist naher an der mathematischen Praxis, da
man sich dort in einem bestimmten mathematischen Kontext bewegt (z.B.
der Gruppentheorie) und daher unter der Voraussetzung arbeitet, dass eine
gewisse Ausdrucksmenge (z.B. die Gruppenaxiome) vorliegt, aus der heraus
man etwas beweisen mochte.

11. ARBEITSBLATT

11.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 11.1. Beweise allein aus der Existenzeinfithrung im Sukzedens und
aussagenlogischen Gesetzen die Alleinfiihrung im Antezedens, also dass fiir
eine Variable x, einen Term ¢ und einen Ausdruck o

t
FVr-a — ~a—
x

eine Tautologie ist.
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Aufgabe 11.2. Zeige
Fdz(x =y).

Aufgabe 11.3. Zeige
F3x(z =y).

Aufgabe 11.4. Beweise aus der Existenzeinfiithrung im Antezedens die All-
einfiihrung im Sukzedens. Sie besagt, dass man aus

B — aZ

x

unter der Bedingung, dass y weder in Vza noch in 3 frei vorkommt, auf
F G — Vra

schlieffen kann.

Aufgabe 11.5. Zeige, dass der Ausdruck
(ag — 5) — (Fza — p)
x

keine Tautologie ist (auch nicht, wenn y weder in Jza noch in S frei vor-
kommt).

Aufgabe 11.6. Es sei a ein Ausdruck in einer Sprache L erster Stufe. Zeige,

dass

a > Vea
keine Tautologie ist.
Aufgabe 11.7.*
Zeige, dass mit

Fa—f
auch

FVYra — Va3

gilt.

Aufgabe 11.8. Zeige, dass in der Préadikatenlogik die Alleinfiihrung im An-
tezedens ableitbar ist, also dass fiir eine Variable x, einen Term ¢t und einen

Ausdruck a

t
FVra — a—
T

gilt.
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Aufgabe 11.9.*

Zeige
FVrza AVaf — Vo (aApB) .

Aufgabe 11.10.*

Zeige
FVz(aApB) = Vea AVzp.

Aufgabe 11.11. a) Zeige
F3z(aApB) = Jza A Jzs.
b) Zeige, dass
dra A Jzf — Jz(a A p)
keine Tautologie ist.

Aufgabe 11.12. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet und f € S ein
n-stelliges Funktionssymbol. Erstelle eine Ableitung fiir den Ausdruck

Jy((fry...xn=y) AV2((fr1... 2 =2) 2 y=2)) .

Aufgabe 11.13.*

Es seien A, B, C' einstellige Relationssymbole. Zeige, dass der Modus Barbara,
also die Aussage

(Vz(Az — Bzx) AVx(Bxr — Cx)) — (Vo (Az — Cx))
im Prédikatenkalkiil ableitbar ist.

Aufgabe 11.14.*

Es seien A, B, C einstellige Relationssymbole. Zeige, dass der Modus Darii,
also die Aussage

(Vz(Ax — Bx) A Jz(Ax A Cx)) — (Jz(Bx A Cx))
im Prédikatenkalkiil ableitbar ist.

Aufgabe 11.15.*
Es seien x,y,u,v Variablen und I' = {VaVy (x = y)} und A = {& = y}.

(1) Zeige (ohne Bezug auf den Vollstandigkeitssatz) I' - u = v.
(2) Charakterisiere die Modelle M mit M E T
(3) Zeige A u=w.
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Aufgabe 11.16.*

Es sei G ein dreistelliges Relationssymbol und L die zugehorige pradika-
tenlogische Sprache. Es sei I die Interpretation, bei der die Grundmenge
die euklidische Ebene ist und G durch die dreistellige Relation interpretiert
wird, bei der G(A, B, C) zutrifft, wenn die Punkte A, B, C' auf einer Geraden

liegen.

(1) Zeige I F Gzyz <> Gyzz.

(2) Zeige, dass im Allgemeinen nicht [ F VaVyVz (Gryz — Gryu) gelten
muss.

(3) Es sei ' = {VaVyVz (Gryz <> Gyzxz), VaVyVz (Gryz < Grzy)}.
Erstelle eine Ableitung fiir I' - Gazyz < Gyzzx.

(4) Zeige, dass der Ausdruck Gxyz A Gryu bei der gegebenen Interpreta-
tion nicht bedeutet, dass die die freien Variablen x,y, z, u belegenden
Punkte auf einer Geraden liegen.

(5) Formuliere einen Ausdruck aus L in vier freien Variablen, der bei
der gegebenen Interpretation besagt, dass die die freien Variablen
belegenden Punkte auf einer Geraden liegen.

Die beiden folgenden Aufgaben sind vermutlich miihselig.

Aufgabe 11.17. Man gebe einen formalen Beweis fiir die Aussage, dass die
Hintereinanderschaltung von zwei surjektiven Abbildungen auf einer Menge
wieder surjektiv ist.

Aufgabe 11.18. Man gebe einen formalen Beweis fiir die Aussage, dass die
Hintereinanderschaltung von zwei injektiven Abbildungen auf einer Menge
wieder injektiv ist.

Aufgabe 11.19. Es sei I' eine Ausdrucksmenge aus einer Sprache erster
Stufe und « ein weiterer Ausdruck. Es sei « nicht aus I' ableitbar. Zeige,
dass man aus I'U {—a} keinen Widerspruch (also keinen Ausdruck der Form
S A ) ableiten kann.

Aufgabe 11.20. Begriinde die folgenden Ableitungsregeln (es seien s, ¢ Ter-
me, a, f Ausdriicke und I' eine Ausdrucksmenge).

(1) Wenn T' - s = ¢, dann ist auch I' - a2 — of,

(2) Wenn T' - ot dann ist auch '+ Jza,

(3) Wenn I' = o2 — 3, dann ist auch I' - 3zar — 3, unter der Bedingung,
dass y nicht frei in ', za, § vorkommt.
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11.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 11.21. (2 Punkte)
Sei o € L®. Zeige die Ableitbarkeit
Fdrdra < Jza.

Aufgabe 11.22. (4 Punkte)
Sei o € L®. Zeige die Ableitbarkeit
F JxVya — Vydza.

Zeige, dass
Vydra — JxVya

nicht ableitbar ist.

Aufgabe 11.23. (4 Punkte)

Formuliere mit dem zweistelligen Funktionssymbol - die Aussage, dass wenn
eine Zahl a die Zahl b teilt und b die Zahl c teilt, dass dann a auch c teilt.

Erstelle eine Ableitung fiir diese Aussage.

Aufgabe 11.24. (3 Punkte)

Zeige, dass es eine Ausdrucksmenge I' mit der Eigenschaft gibt, dass fiir
jede Interpretation I genau dann [/ F I' gilt, wenn die Grundmenge der
Interpretation unendlich ist.

12. VORLESUNG - NATURLICHE ZAHLEN

Wir haben bisher nur von Axiomensystemen im Sinne einer beliebigen Aus-
drucksmenge I' C L7 gesprochen, die im Allgemeinen eine Vielzahl von
Modellen besitzt und aus der gewisse Ableitungen bzw. Folgerungen gezogen
werden konnen, die fiir alle Modelle gelten. Es gibt aber auch Axiomen-
systeme, mit denen man ein intendiertes mathematisches Objekt wie bei-
spielsweise die vertrauten natiirlichen Zahlen charakterisieren mochte. Die
natiirlichen Zahlen haben wir bisher nur zum Indizieren von Aussagen- oder
Termvariablen verwendet (wobei wir an einzelnen Stellen Induktion iiber die
natiirlichen Zahlen gefiithrt haben) und als wichtige Quelle fiir offene ma-
thematische Probleme erwahnt. Hier sprechen fiir von Axiomensystemen fiir
die natiirlichen Zahlen, und zwar sowohl von zweitstufigen als auch von erst-
stufigen. Der Sprachgebrauch ist in der Literatur nicht einheitlich, wir wer-
den von den (zweitstufigen) Dedekind-Peano-Axiomen und den erststufigen
Peano-Axiomen sprechen.
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12.1. Dedekind-Peano-Axiome.

Richard Dedekind (1831 - 1916) Giuseppe Peano (1858 - 1932)

Wir besprechen nun die Dedekind-Peano-Axiome, eine zweitstufige Axioma-
tik, die eine vollstdndige Charakterisierung der natiirlichen Zahlen erlauben.

Axiom 12.1. Eine Menge N mit einem ausgezeichneten Element 0 € N (die
Null) und einer (Nachfolger)-Abbildung

"N — N, nr——n,

heilt natiirliche Zahlen (oder Dedekind-Peano-Modell fiir die natiirlichen
Zahlen), wenn die folgenden Dedekind-Peano-Aziome erfiillt sind.

(1) Das Element 0 ist kein Nachfolger (die Null liegt also nicht im Bild
der Nachfolgerabbildung).
(2) Jedes n € N ist Nachfolger hochstens eines Elementes (d.h. die Nach-
folgerabbildung ist injektiv).
(3) Fiir jede Teilmenge T' C N gilt: Wenn die beiden Eigenschaften
o0eT,
e mit jedem Element n € T ist auch n’ € T,

gelten, so ist T' = N.

Mit zweitstufig ist gemeint, dass nicht nur iiber die Elemente der Menge
N, die man axiomatisch charakterisieren will, quantifiziert wird, sondern (im
dritten sogenannten Induktionsaxiom) auch tiber beliebige Teilmengen dieser
Menge. Eine solche Situation wird erststufig nicht (zumindest nicht unmittel-
bar) erfasst.'” Mit dieser Axiomatik werden wir zeigen, dass je zwei Modelle

I"Eine andere wichtige Frage ist, inwiefern man in der ersten Stufe zweitstufige Phéinome
nachbilden kann. Das ist weitgehend moglich.



150

fiir diese zweistufigen Dedekind-Peano-Axiome ,jisomorph* sind, dass es al-
so zwischen ihnen eine strukturerhaltende Bijektion (einen Isomorphismus)
gibt, und dass man ausgehend von der Nachfolgerfunktion die Addition und
die Multiplikation rekursiv einfithren kann.

Die folgende Aussage ist das induktive Definitionsprinzip fir Abbildungen.

Satz 12.2. Es sei (N,0,") ein Dedekind-Peano-Modell der natirlichen Zah-
len und es sei M eine Menge mit einem fixierten Element s € M und einer
Abbildung F: M — M. Dann gibt es genau eine Abbildung

¢: N — M, n+— o(n),
die die beiden Figenschaften
©(0) = s und p(n') = F(p(n)) fir allen € N
erfillt.

Beweis. Wir betrachten Teilmengen S C N mit den Eigenschaften

(1)oesS
(2) Fiir jedesn € S, n#0, gibt es ein k € S mit n = k.
(3) Es gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung

ps: S— M
mit ¢g(0) = s und
ps(n’) = F(ps(n))
fir alle n € N mit n,n’ € S.

Wir betrachten nun die Menge

T={k € N|Es gibt ein S
mit den beschriebenen Eigenschaften und mit k£ € S} .
Wir zeigen durch Induktion, dass T = N ist. Fiir £ = 0 konnen wir
S = {0}

wihlen, wobei ¢yo) durch die erste Abbildungseigenschaft eindeutig festgelegt
ist. Sei nun k£ € T vorausgesetzt. Das bedeutet, dass es k£ € S und eine
Abbildung ¢g mit den angegebenen Eigenschaften gibt. Bei &’ € S sind wir
fertig, sei also k' ¢ S. Wir setzen S’ = S U {k’} und wir definieren

(n) = vs(n), fallsn e S,
P Fos(k)), falls n = k.

Dies erfiillt die Eigenschaften und ist auch die einzige Moglichkeit, da die Ein-
schriankung von ¢g auf S wegen der Eindeutigkeit mit (g iibereinstimmen
muss. Also ist T = N.
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Wir zeigen nun durch Induktion iiber k, dass ¢g(k) unabhéngig von der
gewdahlten Menge k € S ist. Bei £ = 0 ist dies klar, sei diese Aussage fiir ein
gewisses k schon bekannt, und sei k' € Si, S, mit zugehorigen Abbildungen
01 = ¥s,, P2 = ps,. Aufgrund der zweiten Eigenschaft ist & € 57, .55, daher
ist nach Induktionsvoraussetzung

pi1(K') = F(p1(k)) = F(pa(k)) = wa(k').
Damit erhalt man durch
p(k) == ps(k)

mit einem beliebigen k € S eine wohldefinierte Abbildung auf ganz N mit den
in der Formulierung des Satzes geforderten Eigenschaften. Die Eindeutigkeit
von ¢ ergibt sich aus der Eindeutigkeit der Einschrénkungen. O

Satz 12.3. Es seien N1 und No Dedekind-Peano-Modelle fiir die natirlichen
Zahlen. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte bijektive Abbildung

@ Nl — N2
mit ¢(01) = 0y und

p(n') = (p(n))
fir alle n € N;p. Insbesondere sind je zwei Dedekind-Peano-Modelle iso-
morph.
Beweis. Aufgrund von Satz 12.2, angewendet auf N; und die Nachfolgerab-
bildung auf N,, gibt es genau eine Abbildung

@ Nl — N2

mit den angegebenen Eigenschaften. Wenn man die Rollen vertauscht, so
erhélt man eine eindeutige Abbildung

1/12 N2 — N1
mit den gleichen Eigenschaften. Wir betrachten nun die Verkniipfung
77/) op: Ny — Nj.

Diese erfiillt ebenfalls diese Eigenschaften. Da aber die Identitdt auf Ny auch
diese Eigenschaften erfiillt, folgt aus der Eindeutigkeitsaussage aus Satz 12.2,
dass 1) o ¢ = Idp, ist. Ebenso ist ¢ 01 = Idy, und somit sind ¢ und ¥
invers zueinander. U

Fiir das im Wesentlichen eindeutig bestimmte Modell der Dedekind-Peano-
Axiome verwenden wir das Symbol N und sprechen von den natiirlichen
Zahlen.
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12.2. Addition auf natiirlichen Zahlen.

Wir wollen die Addition auf den natiirlichen Zahlen definieren, und zwar
ausgehend von den Dedekind-Peano-Axiomen. Die Addition mit 0 soll dabei
das Element wiedergeben - d.h. 0 soll das neutrale Element der Addition sein
- und die Addition eines Elementes n mit 1 := 0" soll der Nachfolger von n
sein. Die Grundidee ist dabei, die Summe n + k dadurch zu definieren, dass
man sukzessive den ersten Summanden um eins erhoht (also den Nachfolger
nimmt) und den zweiten um eins vermindert (also den Vorgénger nimmt,
falls k # 0 ist). Man spricht vom Umlegungsprinzip (oder Umlegungsmodell)
fiir die Addition. Um dies prézise durchzufiihren verwenden wir das induk-
tive Definitionsprinzip fiir Abbildungen. Wir wenden dieses Prinzip fiir die
Nachfolgerabbildung und fiir eine natiirliche Zahl n € N als Startglied an.
Die daraus gewonnene Abbildung beschreibt das Addieren mit dieser Zahl
n (es wird also die zweistellige Addition auf einstellige Operationen zuriick-
gefiihrt).

Definition 12.4. Es sei (N, 0,") ein Dedekind-Peano-Modell der natiirlichen
Zahlen und n € N. Dann definieren wir die Addition mit n als diejenige
aufgrund von Satz 12.2 eindeutig bestimmte Abbildung
an: N— N, k— a,(k),
fiir die
@, (0) = n und a, (k') = (a,(k)) fiir alle k € N
gilt.
Damit definieren wir
n+k = a,(k)
und nennen das die Addition von natiirlichen Zahlen. Man beachte, dass

hier die Addition in einer Weise definiert wird, in der die Kommutativitat
keineswegs offensichtlich ist.

Lemma 12.5. Es sei (N,0,”) ein Dedekind-Peano-Modell der natiirlichen
Zahlen. Dann gibt es genau eine Verkniipfung

NxN-—N, (z,y) —> x + y,
mit
r+0=ux firalex €N und xz+y = (x+vy) fir alle z,y € N.
Beweis. Siehe Aufgabe 12.10. O

Lemma 12.6. Es sei (N,0,”) ein Dedekind-Peano-Modell der natiirlichen
Zahlen mit der in Definition 12./ festgelegten Addition. Dann gelten folgende
Aussagen.

(1)
n+0=n=0+n
fiir alle n, d.h. 0 ist das neutrale Element fiir die Addition.
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(2)
n+k'=n+k)=n+k
fur alle n, k € N.
(3) Die Addition ist kommutativ.

(4) Die Addition ist assoziativ.
(5) Aus einer Gleichung n+k = m + k folgt

n=m

( Abziehregel ).

Beweis. (1). Die Gleichung links ergibt sich direkt aus der Definition, die
rechte Gleichung, also ag(n) = n, folgt aus einer einfachen Induktion nach
n.

(2). Die linke Gleichung folgt direkt aus der Definition, die rechte besagt
an (k) = (an(k)). Wir beweisen sie fiir beliebiges n durch Induktion iiber
k. Bei k = 0 steht beidseitig n’. Sei die Aussage nun fiir k& schon bewiesen
und betrachten wir £’. Dann ist

aw (K) = (aw (k) = ((an(k)))" = (ca(K))"
Fiir die anderen Aussagen siehe Aufgabe 12.11. O

12.3. Multiplikation auf natiirlichen Zahlen.

Zur Definition der Multiplikation verwenden wir erneut das Prinzip der
induktiven Definition. Zu einer natiirlichen Zahl n € N betrachten wir
den Startwert 0 und die durch die Addition mit n definierte Abbildung
a,: N — N.

Definition 12.7. Es sei (N, 0, ) ein Dedekind-Peano-Modell der natiirlichen
Zahlen und n € N. Dann definieren wir die Multiplikation mit n als diejenige
aufgrund von Satz 12.2 eindeutig bestimmte Abbildung

fn: N— N, k— p,(k),
fiir die
pn(0) = 0 und p, (k') = pn(k) + n fiir alle k € N
gilt.

Damit definieren wir die Multiplikation von zwei natiirlichen Zahlen n, k € N
durch

n-k = p,(k).

Es gilt alson-0 = O und n-k" = n-k+n. Diese beiden Eigenschaften legen
bereits die Multiplikationsverkniipfung eindeutig fest.
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Lemma 12.8. Es sei (N,0,)) ein Dedekind-Peano-Modell der natiirlichen
Zahlen. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Verkniipfung

NxN-—N, (z,y) — z -y,

die

x-0=0 firalexr eNundx-y =x-y+x firalexz,yeN
erfillt.
Beweis. Siehe Aufgabe 12.15. O

Lemma 12.9. Es sei (N,0,”) ein Dedekind-Peano-Modell der natiirlichen
Zahlen mit der in Definition 12.7 festgelegten Multiplikation. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Es gilt

fiir alle n,
(2) Es gilt
l-n=n=n-1
fiir allemn, d.h. 1 = 0 ist das neutrale Element fiir die Multiplikation.
(3) Es ist
n-k=n-k+n==%-n
fur alle n, k € N.
(4) Die Multiplikation ist kommutativ.
(5) Die Multiplikation ist assoziativ.
(6) Aus einer Gleichungn-k = m-k mitk # 0 folgt n = m (Kiirzungs-
regel ).
(7) Fir beliebige k,m,n € N gilt
k-(m+n)=k-m+k-n

(Distributivgesetz).

Beweis. Siehe Aufgabe 12.24. O

12.4. Erststufige Peanoaxiome.

Wir betrachten zwei erststufige Varianten der Dedekind-Peano-Axiome. Da-
bei wird in der ersten Variante die Nachfolgerfunktion beibehalten und das
Induktionsaxiom, das oben fiir beliebige Teilmengen formuliert wurde, wird
durch ein Induktionsaxiom fiir die in der Sprache erster Stufe formulierbaren
Ausdriicke ersetzt. Das Induktionsaxiom gilt somit lediglich fiir Teilmengen,
die in der gegebenen Sprache charakterisierbar sind. Man spricht vom Induk-
tionsschema, da es sich nicht um ein einzelnes Axiom handelt, sondern um
eine ganze Familie von Axiomen.



155

Axiom 12.10. Die Peano-Axiome fiir die Nachfolgerfunktion in der ersten
Stufe werden (in der Sprache L zur Symbolmenge mit einer Konstanten 0
und einem einstelligen Funktionssymbol N) folgendermaflen definiert.

(1) Va(=(Nz = 0)).
(2) VaVy((Nz = Ny) — (z = y)).
(3) Fiir jeden Ausdruck o von L mit einer freien Variablen x gilt

N
ag/\V:c <a—>a—x) — Voo .
T T

Aus der obigen zweitstufigen Formulierung der Axiomatik, die nur die Nach-
folgerabbildung verwendet, kann man in jedem Modell in eindeutiger Weise
eine Addition und eine Multiplikation definieren. Dafiir ist das obige erststu-
fige Axiomensystem zu schwach. Stattdessen werden wir unter der Peano-
Arithmetik das folgende Axiomensystem verstehen, das mit zwei Konstanten
0 und 1 und zwei zweistelligen Operationen + und - auskommt. Die Nachfol-
gerfunktion ist dann durch Nz = x + 1 definiert und es braucht dafiir kein
eigenes Funktionssymbol.

Axiom 12.11. Die Peano-Aziome fiir Addition und Multiplikation in der
ersten Stufe werden (in der Sprache LAT zur Symbolmenge mit den beiden
Konstanten 0 und 1 und zwei zweistelligen Funktionssymbolen + und -)
folgendermaflen definiert.

(1) Va(=(z+1=0)).

2) VaVy((z+1=y+1) = (z =1y)).

) Va(r +0 = z).

) VaVy(z + (y+1) = (x +y) + 1)).

) Yz (x-0=0).

) VaVy(x - (y +1) = (z-y) + x).

) Fiir jeden Ausdruck o von LA" mit einer freien Variablen z gilt

(
(3
(4
(5
(6
(7

z+1
T

a%/\Vm(a—My )—>an.

Die Axiome (1), (2) und (7) entsprechen dabei direkt den Nachfolgeraxiomen
von oben. Die Axiome (3) und (4) spiegeln die Grundregeln in der zweistu-
figen Peano-Arithmetik fiir die rekursive Definition der Addition wider, und
die Axiome (5) und (6) entsprechen den Grundregeln fiir die rekursive Defini-
tion der Multiplikation. Diese Axiome gelten fiir die (zweitstufig festgelegten)
natiirlichen Zahlen. Anders als bei der obigen zweitstufigen Axiomatik gibt
es aber von N verschiedene Modelle (nicht Standard-Arithmetiken), die die
erststufige Peano-Arithmetik erfiillen. Dies ist aber kein ,zufalliges® Defizit
der gewédhlten Axiomatik, sondern dahinter verbirgt sich eine grundsétzliche
Schwéche der Sprache erster Stufe, die durch die Gédelschen Unvollstéandig-
keitssétze préazisiert werden wird.
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12. ARBEITSBLATT

12.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 12.1. Erldutere Vor- und Nachteile des axiomatischen Aufbaus der
Mathematik.

Aufgabe 12.2. Definiere auf der Menge der Worter zum einelementigen
Alphabet A = {|} ein Dedekind-Peano-Modell. Worauf beruht die Giiltigkeit
der Dedekind-Peano-Axiome?

Aufgabe 12.3. Zeige ausgehend von den Dedekind-Peano-Axiomen, dass
jedes Element n € N, n # 0, einen Vorgénger besitzt.

Aufgabe 12.4. Sei N die Menge der natiirlichen Zahlen und n € N. Zeige,
dass die Menge

N>, = {z € NJz > n}
ebenfalls die Dedekind-Peano-Axiome (mit welchem ausgezeichneten Ele-
ment und mit welcher Nachfolgerabbildung?) erfiillt.

Aufgabe 12.5. Man gebe Beispiele (M,0,) fiir Mengen mit einem ausge-
zeichneten Element 0 € M und einer Abbildung ': M — M an, die je zwei
der Dedekind-Peano-Axiome erfiillen, aber nicht das dritte.

Aufgabe 12.6. Es sei N; = (N,0,/) und es sei Ny die unten angegebene
Menge mit dem Startsymbol oben links und der durch die Pfeile ausgedriick-
ten Nachfolgerabbildung. An welcher Stelle bricht der Beweis von Satz 12.3

in dieser Situation zusammen?
[ ] /. .\
[ ]

\_/

Aufgabe 12.7. Berechne im Strichsystem

T T

allein unter Verwendung des Umlegungsprinzips.
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Aufgabe 12.8. Wir zihlen
heute, morgen, iibermorgen, iiberiibermorgen, iiberiiberiibermorgen, ...

und wollen mit diesen Zahlen Addieren.

(1) Welche alltagssprachliche Formulierung besitzt die Addition in diesem
Zghlmodell?

(2) Welche sprachlichen Formulierungen driicken aus, das heute das neu-
trale Element der Addition ist.

(3) Was ist morgen plus morgen?

(4) Was ist iibermorgen plus {ibermorgen?

(5) Was ist iibertibermorgen plus iiberiiberiibermorgen?

Aufgabe 12.9.*

Wir zéhlen
ich, Mama, Oma, Uroma, Ururoma, ... .

(1) Was ist die Mama der Urururoma?

(2) Was ist die Uroma der Uroma?

(3) Was ist die Oma der Oma der Oma?

(4) Was ist das ich der Uroma der Ururoma?

Aufgabe 12.10.*

Es sei (N, 0, ) ein Dedekind-Peano-Modell der natiirlichen Zahlen. Zeige, dass
die Addition durch die Bedingungen

r+0=zfirallez € Nund z +¢' = (z +y) fiir alle z,y € N

eindeutig bestimmt ist.

Aufgabe 12.11. Zeige, dass die Addition auf den natiirlichen Zahlen kom-
mutativ und assoziativ ist und dass die Abziehregel (d.h., dass aus n + k =
m + k fir ein k stets n = m folgt) gilt.

Aufgabe 12.12. Es seien N; und Ny Dedekind-Peano-Modelle der natiirli-
chen Zahlen. Es sei
@ Nl — N2
der eindeutig bestimmte Isomorphismus mit ¢(0;) = 0y und p(n') = (p(n))’
fiir alle n € Ny. Zeige, dass ¢ die Addition respektiert, dass also
p(m+n) = ¢(m) + ¢(n)
fiir alle m,n € Ny gilt.
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Aufgabe 12.13. Wie verhilt sich die iiber die Nachfolgerbeziehung ein-
gefiihrte Addition auf den natiirlichen Zahlen (das Umlegungsmodell) zu dem
Vereinigungsmodell, dass die Summe a + b zweier natiirlichen Zahlen sich als
Anzahl von Objekten (Apfel) ergibt, wenn man eine Menge von a Objekten
und eine Menge von (dazu disjunkten) b Objekten zusammenschmeifit.

Aufgabe 12.14. Begriinde, dass die Addition von natiirlichen Zahlen im
Dezimalsystem (das schriftliche Addieren) das Umlegungsprinzip respektiert
und auch die 0 richtig verarbeitet. Schliele daraus, dass die schriftliche Ad-
dition korrekt ist.

Aufgabe 12.15. Sei (N,0,”) ein Dedekind-Peano-Modell der natiirlichen
Zahlen. Zeige, dass die Multiplikation durch die Bedingungen

r-0=0firallexeNundz- -y =z -y+afiralexz,yeN

eindeutig bestimmt ist.

Aufgabe 12.16. Definiere auf einem Dedekind-Peano-Modell (N, 0,") fiir die
natiirlichen Zahlen die Abbildung @): N — N rekursiv durch die Bedingungen
(die Addition sei mit den wesentlichen Eigenschaften etabliert)

Q(0) =0

und

Zeige

Aufgabe 12.17.*

(1) Bestimme die kleinste natiirliche Zahl, die groer als die ersten drei
Quadratzahlen ist.

(2) Beschreibe die Bedingung (und zwar so, dass die Bedingung erkennbar
ist) aus (1) durch einen préadikatenlogischen arithmetischen Ausdruck
(also mit dem Symbolalphabet +,-,0,1 und Variablen) in der einen
freien Variablen z.

(3) Beschreibe das Ergebnis aus (1) durch einen einfachen pradikatenlo-
gischen Ausdruck in der einen freien Variablen z.
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Aufgabe 12.18. Wir definieren auf N eine neue Relation R durch folgende
Vorschrift: Fiir zwei Zahlen n,m € N, mit n = 2¥ und m = 2% mit ¢,u
ungerade sei

nRm falls t < u gilt oder falls zugleich t = v und k£ < £ gilt

(rechts wird auf die natiirliche Ordnung in N Bezug genommen).

(1) Zeige, dass R eine totale Ordnung auf N, ergibt und beschreibe ex-
emplarisch diese Ordnung.

(2) Zeige, dass es zu jedem n € N, ein wohldefiniertes Element n* € N,
n* # n, derart gibt, dass nRn* gilt und dass es zwischen n und n*
keine weiteren Elemente gibt (diese Formulierung ist zu prézisieren).

(3) Erfiillt die Menge (N, 1, ) die Dedekind-Peano-Axiome?

Aufgabe 12.19. Betrachte die Produktmenge N x N mit der Nachfolger-
funktion
(a,b) = (a,b)

und der sogenannten lexikographische Ordnung, fiir die
(ala bl) < (a27 b2>

genau dann gilt, wenn a; < as oder a; = as und b; < by ist. Zeige folgende
Aussagen.

(1) Es handelt sich um eine totale Ordnung.
(2) Es ist
x>z
fiir alle x € N x N.
(3) (0,0) ist das kleinste Element.
(4) Es liegt eine Wohlordnung (nach unten) vor.
(5) Diese Menge mit der Nachfolgerfunktion erfiillt nicht das Dedekind-
Peano-Induktionsaxiom

Aufgabe 12.20. Es sei M die disjunkte Vereinigung aus N und aus Z.'8
Wir definieren auf M eine Nachfolgerfunktion, die auf den beiden Bestand-
teilen durch den iiblichen Nachfolger gegeben ist (also durch +1), und wir
betrachten die 0 € N als die Null von M.

a) Zeige, dass M die ersten beiden Axiome aus den erststufigen Peano-
Axiomen fiir die Nachfolgerfunktion erfiillt.

b) Zeige, dass es keine Addition auf M gibt, die mit den Additionen auf N
und auf Z iibereinstimmt und fiir die die Abziehregel gilt.

18Dabei muss man darauf achten, die Elemente aus N nicht mit denen aus Zsq zu
verwechseln. Beispielsweise kann man die Elemente einerseits mit 5 und andererseits mit
57 bezeichnen.
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c) Gilt das erststufige Induktionsaxiom (formuliert fiir die Nachfolgerfunkti-
on)?%

Aufgabe 12.21. Im Kalkiil der Pradikatenlogik sei - a — S ableitbar.
Zeige, dass dann auch
Fdza — dzf

ableitbar ist.

Aufgabe 12.22. Zeige, dass in der Pradikatenlogik
Fdra < dr——a
ableitbar ist.

12.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 12.23. (5 Punkte)

Sei A=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} das Ziffernalphabet. Definiere die Teilmenge
N C A*, die aus den korrekt gebildeten Zifferndarstellungen einer natiirlichen
Zahl besteht. Definiere auf N eine Nachfolgerabbildung und zeige, dass N
zu einem Dedekind-Peano-Modell wird. Worauf beruht die Giiltigkeit der
Dedekind-Peano-Axiome?

Aufgabe 12.24. (7 Punkte)

Sei (N,0,") ein Dedekind-Peano-Modell der natiirlichen Zahlen mit der in
Definition 12.7 festgelegten Multiplikation. Zeige die folgenden Aussagen.

(1)
0-n=0=n-0
fiir alle n.
(2)
l-n=n=n-1
fiir alle n, d.h. 1 = 0/ ist das neutrale Element fiir die Multiplikation.
(3)
EF-n=k-n+n
fiir alle n, k € N.
(4) Die Multiplikation ist kommutativ.
(5) Die Multiplikation ist assoziativ.
(6) Aus einer Gleichung n - k = m - k mit k # 0 folgt n = m (Kirzungs-
regel).

Djese Aufgabe ist wohl schwierig.
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(7) Fiir beliebige k,m,n € N gilt
k-(m+n)=k-m+k-n
(Distributivgesetz).

Aufgabe 12.25. (3 Punkte)
Es seien N; und Ny Dedekind-Peano-Modelle der natiirlichen Zahlen. Es sei
©: N — N,

der eindeutig bestimmte Isomorphismus mit ¢(0;) = 03 und p(n’) = (p(n))’
fiir alle n € N;. Zeige, dass ¢ die Multiplikation respektiert, dass also

p(m-n) = p(m)-p(n)
fiir alle m,n € Ny gilt.

Aufgabe 12.26. (3 Punkte)

Es sei (IV, 0, ) ein Dedekind-Peano-Modell der natiirlichen Zahlen. Zeige, dass
das erststufige Axiomenschema fiir die Induktion in N gilt.

13. VORLESUNG - PEANO-ARITHMETIK

13.1. Erststufige Peano-Arithmetik - Folgerungen und Ableitun-
gen.

Die in der zweiten Stufe formulierten Dedekind-Peano-Axiome legen die na-
tiirlichen Zahlen bis auf Isomorphie fest, wie wir in der letzten Vorlesung ge-
sehen haben. In dieser Vorlesung geben wir einen Einblick, welche wichtigen
Eigenschaften der natiirlichen Zahlen bereits aus den erststufigen Peano-
Axiomen (formuliert mit der arithmetischen Symbolmenge {0, 1,+,-}) fol-
gen. Fiir Mengen, die diese Axiome erfiillen, fithren wir einen eigenen Namen
ein.

Definition 13.1. Eine Menge M mit zwei ausgezeichneten Elementen 0
und 1 und zwei Verkniipfungen + und - heifit Peano-Halbring, wenn diese
Strukturen die erststufigen Peano-Axiome erfiillen.

Neben der Menge der natiirlichen Zahlen N gibt es weitere Peano-Halbringe,
die allerdings nicht einfach zu konstruieren sind. Die Existenz solcher Model-
le ergibt sich als Korollar aus dem Vollsténdigkeitssatz, siehe Aufgabe 15.11.
Nach Aufgabe 13.33 enthélt jeder Peano-Halbring ein Modell der natiirlichen
Zahlen als Teilmenge. Die Elemente dieser Teilmengen sind nicht mit erst-
stufigen Ausdriicken, die aus den ersstufigen Peano-Axiomen folgen, von den
anderen Elementen trennbar.
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Wir ziehen einige Folgerungen aus den erststufigen Peano-Axiomen, und
zwar argumentieren wir ,mathematisch® (also semantisch). D.h. wir zeigen
fiir einen beliebigen Peano-Halbring (also ein mathematisches Objekt, das
die Peano-Axiome erfiillt), dass gewisse Eigenschaften gelten miissen, so wie
man aus den Gruppenaxiomen oder den Korperaxiomen gewisse Folgerun-
gen zieht. In der Argumentation stellt man sich also einen Peano-Halbring
vor, mit einer zugrunde liegenden Menge, einer Addition und einer Multi-
plikation u.s.w. Als Beweismittel sind nur die Axiome, die den Begriff eines
Peano-Halbringes festlegen, erlaubt. Insbesondere darf man sich nicht auf das
intendierte Modell, ndmlich die natiirlichen Zahlen, berufen, da es eben auch
andere Peano-Halbringe gibt (obwohl deren Konstruktion schwierig ist). Die
Situation ist vergleichbar zur schrittweisen axiomatischen Einfiihrung der re-
ellen Zahlen, wo es darum geht, Eigenschaften aus einer kleinen Menge aus
Axiomen zu etablieren, ohne auf die reellen Zahlen selbst Bezug zu nehmen
(ein grofler Unterschied ist allerdings, dass die Konstruktion der natiirlichen
Zahlen einfach ist, die der reellen Zahlen aber nicht). Ein wichtiger Unter-
schied zu anderen mathematischen Konzepten ist, dass mit dem Indukti-
onsschema die Peano-Axiome explizit auf pradikatenlogische Konstruktionen
Bezug nehmen.

Wir werden spéiter im Rahmen des Vollstdndigkeitssatzes sehen, dass die
hier gezogenen Folgerungen auch aus den Peano-Axiomen ableitbar sind.
Der formale Nachweis der Ableitbarkeit ist im Allgemeinen, verglichen mit
einem , natiirlichen Beweis®, deutlich umstéandlicher. Wir werden gelegentlich
Ableitungsbeweise andeuten.

Die grundlegende allgemeine Struktur, die aus den Peano-Axiomen ableitbar
ist, ist die eines kommutativen Halbringes (daher auch der Name Peano-
Halbring).

Definition 13.2. Ein kommutativer Halbring R ist eine Menge mit zwei
Verkniipfungen + und - (genannt Addition und Multiplikation) und mit zwei
ausgezeichneten Elementen 0 und 1 derart, dass folgende Bedingungen erfiillt
sind:

(1) (R,+,0) ist ein kommutatives Monoid.
(2) (R,-, 1) ist ein kommutatives Monoid.
(3) Es gilt das Distributivgesetz, also

a-(b+c¢)=(a-b)+(a-c)
fiir alle a,b,c € R.

Lemma 13.3. Fin Peano-Halbring ist ein kommutativer Halbring.

Beweis. Nur die Eigenschaft, dass 0 das neutrale Element (von rechts) der
Addition ist, tritt unmittelbar in den Peano-Axiomen auf. Die (erststufig
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formulierte) Eigenschaft Vz (0 + 2 = z), also 0 + z = x fiir alle z € M*
zeigen wir durch Induktion iiber z. Fiir x = 0 ist dies klar. Sei die Aus-
sage also fiir ein z € M bewiesen. Dann ist nach Axiom 12.10 (4) und der
Induktionsvoraussetzung

O+(x+1) =0+2)+1=a+1.

Wir zeigen zunéchst, dass das vierte Axiom, also die Eigenschaft z+(y+1) =
(x 4+ y) + 1, auch gilt, wenn man den ersten Summanden erhoht, also

(z+1)+y = (z+y)+ 1.

Dies zeigen wir (fiir jedes x) durch Induktion {iber y. Der Fall y = 0 ist klar,
da 0 neutrales Element ist. Der Ubergang von y nach y 4 1 folgt aus

@E+D+u+1) = ((z+)+y)+1 = (e+y)+D+1 = (z+(y+ 1)+ 1,

wobei wir das vierte Axiom und die Induktionsvoraussetzung angewendet
haben.

Zum Nachweis der Kommutativitat der Addition betrachten wir zu festem
y € M die Eigenschaft, dass

r+y=y+<x
fiir alle x ist. Dies wird erststufig durch
Ve(zr+y) = (y+ )

formalisiert, so dass wir also Induktion {iber y anwenden kénnen. Wir miissen
also zeigen, dass diese Eigenschaft fiir y = 0 wahr ist (was stimmt, da 0 von
beiden Seiten neutrales Element ist) und dass sie, wenn sie fiir ein y gilt,
dann auch fiir y 4+ 1 gilt. Dies folgt aber aus

r+(y+1)=(x+y)+1=@wW+a)+1=(y+1)+uz,

wobei wir das Axiom 12.10 (4), die Induktionsvoraussetzung und einmal

die Voriiberlegung angewendet haben. Fiir die weiteren Eigenschaften siehe
Aufgabe 13.15, Aufgabe 13.16 und Aufgabe 13.34. U

Lemma 13.4. In einem Peano-Halbring M gilt fiir jedes x € M die Eigen-
schaft: Entweder ist x = 0 oder es gibt ein w € M mit x = u+ 1.

Beweis. Beide Teilaussagen konnen wegen des ersten Peano-Axioms nicht
zugleich wahr sein. Es geht also um die Aussage
Ve ((x=0)V (Jur =u+1)),

die wir durch Induktion beweisen. Der Induktionsanfang fiir x = 0 ist durch
den linken Bestandteil gesichert. Sei also die Aussage fiir ein gewisses x schon

20Wir bezeichnen hier und im Folgenden die Variable und das ihr in einer Belegung
zugewiesene Element mit dem gleichen Symbol.
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bewiesen, und sie ist fiir x 4+ 1 zu beweisen. Beix = Oist z+1 = 0+ 1, so
dass man v = 0 nehmen kann. Bei x = u + 1 ist
r+1=(ut+1)+1

und somit kann man v + 1 nehmen. O

Lemma 13.5. In einem Peano-Halbring M gilt die folgende Abzieh- bzw.
Kiirzungsregel.

(1) Fiir alle x,y,z € M folgt aus x + z = y + z die Gleichheit x = y.
(2) Fiir alle x,y,z € M mit z # 0 folgt aus vz = yz die Gleichheit

T =y.

Beweis. Seien x,y € M fixiert. Wir betrachten die Aussage, dass fiir alle z
die angegebene Eigenschaft gilt, also dass aus x + 2z = y + z schon x = y
folgt. Diese Eigenschaft ist erststufig formulierbar. Sie gilt fiir z = 0 nach
Axiom 12.10 (3). Nehmen wir an, sie gilt fiir ein bestimmtes, aber beliebiges
z. Wir miissen die Aussage fiir z + 1 zeigen. Es ist also

r+(z4+1) = y+(2+1).
Aufgrund von Axiom 12.10 (4) gilt daher

(x+2)+1=(y+2)+1
und nach Axiom 12.10 (2) folgt

r+z=y+z
Die Induktionsvoraussetzung liefert
xr =Y.

Fiir die Kiirzungsregel siehe Aufgabe 13.35. U

In jedem Peano-Halbring ldsst sich durch
x >y genau dann, wenn es ein z gibt mit x =y + 2

eine Relation definieren, die sich einfach als eine totale Ordnung nachweisen
lasst. Wir schreiben z = y als Abkiirzung fiir z > y und x # y.

Lemma 13.6. In einem Peano-Halbring M ist > eine totale Ordnung mit
0 als kleinstem Element. Fir jedes x € M, x # 0, ist

r > 1.
Die Ordnung ist mit der Addition und der Multiplikation vertraglich.
Beweis. Die Reflexivitit folgt direkt aus Axiom 12.10 (3). Die Transitivitét

ergibt sich unmittelbar, da ja x > y und y > z bedeutet, dass es u,v € M
mit £ = y + v und mit y = z + v gibt, woraus sich

r = z+v+u,
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also x > z ergibt. Zum Beweis der Antisymmetrie sei x > y und y > =,
also r = y + u und y = x + v mit gewissen u,v € M. Dann gilt auch

r =T+u-+o.

Aus der Abziehregel folgt
0 =u+w.
Waiéren u, v nicht beide 0, so wiirde nach Lemma 13.4 beispielsweise u = t+1
gelten und damit
0= (t+v)+1,

ein Widerspruch zu Axiom 12.10 (1). Dass 0 das kleinste Element ist, folgt
direkt aus Axiom 12.10 (3). Die Vertraglichkeit mit der Addition ergibt sich
direkt, die mit der Multiplikation folgt aus dem Distributivgesetz. Bei x # 0
ist + = t+1 nach der Vorgéngereigenschaft und daher x > 1. Zum Nachweis
der totalen Ordnung seien =,y € M gegeben. Wir beweisen die Eigenschaft,
dass zu festem z fur alle y die Eigenschaft (x > y) V (y > ) gilt, durch
Induktion iiber y. Bei y = 0 ist dies klar. Sei die Aussage nun fiir ein y
bewiesen. Bei y > x gilt erst recht y4+1 > x. Sei also z > y, wobei wir uns
direkt auf x > y beschrinken konnen. Dies bedeutet x = y 4+« und u # 0
und somit u > 1. Alsoist z > y + 1. O

Satz 13.7. In einem Peano-Halbring M erfillt > das Wohlordnungsprinzip
fiir erststufige Ausdriicke. D.h. fiir jeden Ausdruck o € L%Vt in der freien
Variablen x gilt

3xa—>§|y<a%/\‘v’x(a—>l’2y)> :

Beweis. Wir betrachten den Ausdruck
Vu (Elx(a/\x <wu)— Jy (ag/\Vx(a% x> y)))
x
und wollen zeigen, dass er in jedem Peano-Halbring gilt. Dies zeigen wir unter
Verwendung des Induktionsaxioms und fixieren einen Peano-Halbring M. Fiir

u = 0 ist die Aussage richtig, da dann, falls der Vordersatz 3z (o A x < 0)
gilt, dann insbesondere Ozg in M gilt und man im Nachsatz

y=20
nehmen kann, da ja 0 das kleinste Element ist. Zum Beweis des Induktions-
schrittes miissen wir die Giiltigkeit von
Vu((ﬂx(a/\x <wu)— Iy (ozg/\‘v’x(oz—wjgx)>> —
x
(Elx(oz/\x <u+1)— Ty (ozg/\‘v’x(oz%x Zy))))
x

zeigen. Sei also die Aussage fiir ein bestimmtes u € M (also der Vordersatz
links) im Modell wahr. Wir miissen dann den Nachsatz, also die Aussage fiir
u + 1 als wahr erweisen. Es gelte also

dr(anz<u+1).
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Wenn sogar 3z (a Az < u) gilt, so sind wir nach Induktionsvoraussetzung
fertig. Es gelte diese Aussage also nicht. Das bedeutet einerseits, dass der
Ausdruck « fiir kein Element aus M gilt, das kleiner als oder gleich u ist,
und andererseits, dass « gilt, wenn x durch u + 1 interpretiert wird. Somit
gilt der Ausdruck

u—+1

X

a AVz (o =2 >u+1)

und damit
Ty <ag/\Va:(a — x> y)) :
x

Die Zahlentheorie beginnt mit der Division mit Rest.

Satz 13.8. Sei M ein Peano-Halbring und d > 1. Dann gibt es zu jedem
m € M eindeutig bestimmte q, v € M mit** v, r < d, und mit

m = qd+r.

Beweis. Wir betrachten zum Nachweis der Existenz die erststufige Aussage
Vd(d>1—3¢gIr(m=dg+rAr <dA-r=4d)),

die m als einzige freie Variable besitzt. Fiir m = 0 ist die Aussage mit ¢ = 0
und

r =20
richtig. Zum Beweis des Induktionsschritts sei
m = dq+r
mit den angegebenen Eigenschaften. Daher ist
m+1=dqg+r+1.

Wenn " = r 41 kleiner als d ist, so erfiillen ¢, die geforderten Eigenschaf-
ten. Beir +1 > d muss r + 1 = d gelten. Dann ist

m+1=dg+r+1=dg+d = d(g+1),

so dass ¢ + 1,0 das Geforderte leisten. Fiir die Eindeutigkeit siche Aufgabe
13.20. O

Mit der Division mit Rest kann man weitere, aus der elementaren Zahlentheo-
rie bekannte Gesetzméfligkeiten in jedem Peano-Halbring etablieren, wie die
Existenz des grofiten gemeinsamen Teilers, des kleinsten gemeinsamen Viel-
faches, u.s.w. Fiir die Teilbarkeitsbeziehung schreiben wir a|b. Gemeint ist
damit, dass es ein Element ¢ mit b = ac gibt.

21Bei der iiblichen Formulierung der Division mit Rest {iber Z schreibt man 0 < r < d,
doch ist dies hier iiberfliissig, da es keine negativen Zahlen in einem Peano-Halbring gibt.
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Beispiel 13.9. Wir betrachten die Teilmenge
M C Z[V]

des Polynomrings in der Variablen V iiber Z, die aus dem Nullpolynom und
allen Polynomen P € Z[V] besteht, deren Leitkoeffizient zu N, gehort. Die
Menge M umfasst die natiirlichen Zahlen (als Polynome vom Grad 0 mit
nichtnegativem Leitkoeffizient) und sie ist abgeschlossen unter Addition und
Multiplikation. Es gelten die erststufigen Peano-Axiome (1)-(6), wie man di-
rekt sieht. Auch gilt die Vorgéngereigenschaft, d.h. jedes von 0 verschiedene
Element besitzt einen eindeutigen Vorgénger (dies ist der Grund, warum wir
abgesehen fiir den Leitkoeffizienten auch negative Koeffizienten zulassen),
siche Aufgabe 13.30. Dagegen gilt das erststufige Induktionsschema nicht,
und die natiirlichen Zahlen lassen sich als Teilmenge von M erststufig cha-
rakterisieren. Zur Vereinfachung der folgenden Formulierung definieren wir
die <-Relation durch

x >y genau dann, wenn Jz(x =y + z),
dies ist eine totale Ordnung nach Aufgabe 14.25. Damit setzen wir
alz) = VmV¥d(m <z ANd<zAd>1)—JgIr(m=qd+rAr <d)).

Dies ist ein Ausdruck mit der einzigen freien Variablen x, der inhaltlich be-
sagt, dass die Division mit Rest gilt, wenn die beteiligten Eingangsdaten m
und d unterhalb von z liegen. Dieser Ausdruck gilt innerhalb der natiirlichen
Zahlen (also fiir x € N). Dagegen gilt sie in M nicht, und zwar gilt sie dort
nur fiir die natiirlichen Zahlen. Fiir ein Polynom x aus M vom Grad > 1
kann man ndmlich m = x = a,V*+---+a;V + ap und fiir d eine Primzahl
(aus N) nehmen, die den Leitkoeffizienten as von m nicht teilt. Die Diffe-
renz zwischen z und einem jeden Vielfachen von d ist ein nichtkonstantes
Polynom, daher gilt die Divsion mit Rest dafiir nicht.

Wir betrachten nun die Induktionsversion dieser Aussage, also

1
aQAVx (oz—>ozgvJr )—)Vma.

i T

Der Vordersatz gilt in M, da die beschriebene Eigenschaft genau fiir die
natiirlichen Zahlen und fiir alle anderen Elemente nicht gilt, und daher genau
dann gilt, wenn sie auch fiir den Nachfolger gilt (die echten Polynome sind
nicht als Nachfolger von natiirlichen Zahlen erreichbar). Da der Nachsatz
nicht gilt, ergibt sich, dass die Gesamtaussage nicht gilt.

13. ARBEITSBLATT

13.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 13.1.*

Zeige, dass in einem kommutativen Halbring die Beziehung 0-0 = 0 gilt.
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Aufgabe 13.2. Es sei R ein kommutativer Halbring. Zeige, dass
0-(I+1+4---+1) =0

ist (mit einer beliebig langen Summe von Einsen).

Aufgabe 13.3.*

Man definiere auf der dreielementigen Menge {0,1,u} die Struktur eines
kommutativen Halbringes, bei dem 0 -u # 0 gilt.

Aufgabe 13.4. Da man die natiirlichen Zahlen zum Zéahlen von endlichen
Mengen nimmt, es aber auch unendliche Mengen gibt, denkt sich Gabi Hoch-
ster, dass man die natiirlichen Zahlen N um ein weiteres Symbol oo (sprich
unendlich) erweitern sollte. Diese neue Menge bezeichnet sie mit N*°. Sie
mochte die Ordnungsstruktur, die Addition und die Multiplikation der natiir-
lichen Zahlen auf ihre neue Menge ausdehnen, und zwar so, dass moglichst
viele vertraute Rechengesetze erhalten bleiben.

(1) Wie legt Gabi die Ordnung fest?

(2) Wie legt sie die Nachfolgerabbildung fest? Gelten die Peano-Axiome?

(3) Wie legt sie die Addition fest? Sie mochte ja nur mit dem einzigen
neuen Symbol oo arbeiten.

(4) Gilt mit dieser Addition die Abziehregel?

(5) Zuerst denkt sie an die Festlegung

0-00 =1,

doch dann stellt sie fest, dass sich das mit dem Distributivgesetz
beifit. Warum?

(6) Gabi mochte nun, dass fiir die neue Menge die Eigenschaften aus Satz
8.13 (Grundkurs Mathematik (Osnabriick 2016-2017)) und aus Satz
9.4 (Grundkurs Mathematik (Osnabriick 2016-2017)) nach wie vor
gelten. Wie legt sie die Verkniipfungen fest?

(7) Handelt es sich bei N*° mit den Festlegungen aus Teil (6) um einen
kommutativen Halbring?

(8) Gilt die Kiirzungsregel?

Aufgabe 13.5.*

Essei R = P (M) die Potenzmenge zu einer Menge M. Zeige, dass R mit der
Vereinigung U als Addition und der leeren Menge als 0 und mit dem Durch-
schnitt N als Multiplikation und der Gesamtmenge M als 1 ein kommutativer
Halbring ist.
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Aufgabe 13.6. Sei R ein kommutativer Halbring und f,a;,0; € R. Zeige
die folgenden Gleichungen:

n max(n,m)

doaf +> bif = Y (ax+bp)f*
=0

1=0 k=0

n m n+m k
(Z azfl> ’ (Z bjfj> = Z Ckfk mit ¢, = Z apby_ .
=0 j=0

k=0 r=0

Aufgabe 13.7.*

Beweise das allgemeine Distributivgesetz fiir einen kommutativen Halbring.

Aufgabe 13.8.*

Beweise die folgende Form des allgemeinen Distributivgesetzes fiir einen kom-
mutativen Halbring R durch Induktion iiber k, wobei der Fall £ = 2 ver-
wendet werden darf (dabei sind ny, ..., ny natiirliche Zahlen und a;; € R).

ni n2 Nk
E A1y | E 255 |~ ° E g, | =
i1=1 io=1 ie=1

E Q1,4y * Q249 Ak iy, -

(31,8258 ) €{ L, na }x {1, ona b X X {1, ong }

Aufgabe 13.9. Zeige, dass in einem kommutativen Halbring durch
x >y genau dann, wenn 3z(x = y + 2)

eine reflexive und transitive Relation gegeben ist. Zeige durch geeignete Bei-
spiele, dass diese weder antisymmetrisch noch total sein muss.

In den folgenden Aufgaben besprechen wir Teilbarkeitskonzepte fiir einen
kommutativen Halbring.

Eine Nichteinheit p in einem kommutativen Halbring heifit irreduzibel (oder
unzerlegbar), wenn eine Faktorisierung p = ab nur dann moglich ist, wenn
einer der Faktoren eine Einheit ist.

Diese Eigenschaft charakterisiert im Halbring N gerade die Primzahlen.

Eine Nichteinheit p # 0 in einem kommutativen Halbring R heifit prim (oder
ein Primelement), wenn folgendes gilt: Teilt p ein Produkt ab mit a,b € R,
so teilt es einen der Faktoren.

Aufgabe 13.10. Formalisiere in der (erststufigen) Sprache der kommutati-
ven Halbringe die Konzepte Einheit, Teilt, irreduzibel, Primelement.
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Aufgabe 13.11. Es sei R ein kommutativer Halbring, der die Kiirzungsregel
erfiillt. Zeige, dass ein Primelement stets irreduzibel ist.

Aufgabe 13.12. Zeige, dass fiir N die Konzepte Primelement und irreduzibel
zusammenfallen.

Aufgabe 13.13. Man gebe Beispiele fiir kommutative Halbringe, in denen
die Konzepte Primelement und irreduzibel auseinanderfallen.

Aufgabe 13.14. Gilt fiir die Vereinigung von Mengen die ,,Abziehregel,
d.h. kann man aus AUC = BUC auf A = B schlieflen?

Aufgabe 13.15. Zeige, dass in einem Peano-Halbring die Addition assozia-
tiv ist.

Aufgabe 13.16. Zeige, dass in einem Peano-Halbring die Multiplikation
kommutativ und assoziativ ist und dass 1 das neutrale Element ist.

Aufgabe 13.17.*

Man gebe ein Beispiel fiir einen kommutativen Halbring, der kein Peano-
Halbring ist.

Aufgabe 13.18. Zeige, dass in einem Peano-Halbring die Ordnungsrelation
mit der Addition und der Multiplikation vertrédglich ist.

Aufgabe 13.19. Zeige, dass in einem Peano-Halbring der Ausdruck
VeVy(x <yAy<z+1— (y=zVy=z+1))
gilt.

Aufgabe 13.20.*

Zeige, dass in einem Peano-Halbring M zu d > 1 die Division mit Rest
eindeutig ist.
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Aufgabe 13.21. Zeige, dass in einem Peano-Halbring das Lemma von Be-
zout in der Form gilt, dass es zu zwei teilerfremden (das ist zu definieren)
Elementen z,y Elemente a, b mit

ar = 1+ by
gibt.

Aufgabe 13.22. Zeige, dass in einer Struktur, die die Peano-Axiome fiir den
Nachfolger erfiillt, die Aussage

Ve(r=0Vax=N0VIy(NNy=ux))
gilt.

Aufgabe 13.23.*
Zeige, dass die Vorgangereigenschaft
Vo (z # 0 — Jy(x = Ny))

aus der Menge der Peano-Axiome fiir den Nachfolger folgt.

Aufgabe 13.24. Zeige, dass die Vorgingereigenschaft
Ve(r #0— Jy(z=y+1))

aus der Menge der erststufigen Peano-Axiome ableitbar ist.

Aufgabe 13.25. Zeige, dass die Division mit Rest aus der Menge der erst-
stufigen Peano-Axiome ableitbar ist.

Aufgabe 13.26. Es sei M die disjunkte Vereinigung aus zwei Kopien von N
zusammen mit dem ausgezeichneten Element 0 = 0; (aus der ersten Kopie)
und der Abbildung NN, die auf beiden Kopien die iibliche Nachfolgerabbildung
ist. Welche der Peano-Axiome fiir den Nachfolger gelten fiir M, welche nicht?

Aufgabe 13.27. Es sei M die disjunkte Vereinigung aus N und aus Z.*
Wir definieren auf M eine Nachfolgerfunktion, die auf den beiden Bestand-
teilen durch den iiblichen Nachfolger gegeben ist (also durch +1), und wir
betrachten die 0 € N als die Null von M.

a) Zeige, dass M die ersten beiden Axiome aus den erststufigen Peano-
Axiomen fiir die Nachfolgerfunktion erfiillt.

22Dabei muss man darauf achten, die Elemente aus N nicht mit denen aus Zsq zu
verwechseln. Beispielsweise kann man die Elemente einerseits mit 5 und andererseits mit
57 bezeichnen.
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b) Zeige, dass es keine Addition auf M gibt, die mit den Additionen auf N
und auf Z iibereinstimmt und fiir die die Abziehregel gilt.

c) Gilt das erststufige Induktionsaxiom (formuliert fiir die Nachfolgerfunkti-
on)?%3

Aufgabe 13.28. Es sei

M = Q>
die Menge der nichtnegativen rationalen Zahlen mit der 0 und der Abbildung
N(z) = z+1.

Welche der Peano-Axiome fiir den Nachfolger gelten fiir M, welche nicht?

Aufgabe 13.29.*
Es sei

M = {0} UQs;.

(1) Zeige, dass M ein kommutativer Halbring ist.
(2) Zeige, dass in M die Relationen

a teilt b oder a =0

und
a<boderb=0
zueinander dquivalent sind.

(3) Zeige, dass £ nicht irreduzibel in M ist.

(4) Zeige, dass es in M keine irreduziblen Elemente gibt.
(5) Es sei a die Aussage

r=0VIy(zr=y+1).
Zeige, dass in M die Aussage

0 1
a—/\(a—>ax+ )

T i

wahr ist.
(6) Zeige, dass M kein Peano-Halbring ist.

Aufgabe 13.30. Zeige, dass in M C Z[V] aus Beispiel 13.9 jedes Element
# 0 einen eindeutig bestimmten Vorgénger besitzt.

Z3Diese Aufgabe ist wohl schwierig.
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Aufgabe 13.31. Zeige, dass in der arithmetischen Sprache erster Stufe mit
den Konstanten 0,1, dem Nachfolgersymbol N und den zweistelligen Funk-
tionssymbolen + und - nur abzéhlbar viele Teilmengen von N | adressierbar®
sind und dass daher das zweitstufige Induktionsaxiom der Dedekind-Peano-
Axiome nicht in dieser Sprache formulierbar ist.

Aufgabe 13.32. Zeige, dass man fiir jede Teilmenge T' C N die arithme-
tische Sprache erster Stufe um ein einstelliges Relationssymbol Ry und die
erststufigen Peano-Axiome um geeignete Axiome ergénzen kann, derart, dass
diese neue Axiomatik in der Standardinterpretation N genau dann gilt, wenn
R als T interpretiert wird. Man folgere daraus, dass mit iiberabzahlbar vie-
len Relationssymbolen alle Teilmengen der natiirlichen Zahlen , adressierbar*
sind.

(Dies bedeutet aber weder, dass fiir jede Struktur einer solchen Axiomatik
jede Teilmenge adressierbar ist, noch, dass das zweitstufige Induktionsaxiom,
das eine Aussage iiber alle Teilmengen macht, erststufig formulierbar ist).

13.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 13.33. (4 Punkte)

Es sei N ein Peano-Dedekind-Modell der natiirlichen Zahlen und M ein
Peano-Halbring. Zeige, dass es eine eindeutig bestimmte Abbildung

o: N— M

mit p(0) = 0 und p(n’) = ¢(n) + 1 gibt. Zeige ferner, dass ¢ injektiv ist und
die Addition und die Multiplikation respektiert.

Aufgabe 13.34. (4 Punkte)

Zeige, dass in einem Peano-Halbring das Distributivgesetz gilt.

Aufgabe 13.35. (3 Punkte)

Zeige, dass in einem Peano-Halbring die Kiirzungseigenschaft gilt, d.h. dass
aus rz = yz mit z # 0 die Gleichheit x = y folgt.

Aufgabe 13.36. (4 Punkte)

Zeige, dass R>o mit 0,1 und der natiirlichen Addition und Multiplikation die
ersten sechs Peano-Axiome erfiillt, aber nicht das Induktionsaxiom.
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13.3. Die Aufgabe zum Aufgeben.

Aufgabe 13.37. (5 Punkte)

Man gebe einen Ausdruck a € LAT aus der arithmetischen Sprache erster
Stufe (also mit 0,1, +, -) mit einer freien Variablen z an, der iiber den ganzen
Zahlen Z folgende Eigenschaft besitzt: Es gilt

YA
X

genau dann, wenn m € N ist (der Ausdruck gilt also genau fiir die natiirlichen

Zahlen).

14. VORLESUNG - SATZ VON HENKIN

14.1. Die Korrektheit des Ableitungskalkiils.

Im Laufe der Einfiihrung des syntaktischen Préadikatenkalkiils haben wir ge-
sehen, dass die in ihm ableitbaren Ausdriicke allgemeingiiltig sind, dass also
sdmtliche durch den Priadikatenkalkiil generierten formalen Tautologien auch
semantische Tautologien sind. Wir halten den sogenannten Korrektheitssatz
(fiir Tautologien) fest.

Satz 14.1. Es sei S ein Symbolalphabet und sei o« € L° eine syntaktische
Tautologie. Dann ist o auch eine semantische Tautologie.

Beweis. Dies ergibt sich aus den einzelnen Korrektheitsiiberlegungen im An-
schluss an die Ableitungsregeln, siehe beispielsweise Lemma 11.4. U

Der entworfene Kalkiil produziert also nur inhaltlich korrekte Ableitungen.
Eine gleichwertige Variante davon bezieht sich auf die Ableitbarkeit und die
Folgerung.

Satz 14.2. Es sei S ein Symbolalphabet, I' eine Menge an S-Ausdricken und
a ein weiterer S-Ausdruck. Dann folgt aus der Ableitungsbeziehung I' F «
die Folgerungsbeziehung I' E .

Beweis. Es sei I' F a vorausgesetzt. Dann gibt es endlich viele Ausdriicke
ai,...,ap € I'derart, dass ¢ = a1 A...Aqa, — «a eine formale Tautologie ist.
Nach Satz 14.1 ist ¢ auch allgemeingiiltig. Es sei I eine Interpretation mit I F
I'. Dann ist insbesondere I F a1 A. .. Aq, und wegen der Allgemeingiiltigkeit
von ¢ gilt I E . Also gilt auch I F a. O

Die Umkehrung dieser beiden Aussagen ist deutlich schwieriger: Es geht um
die Frage, ob der Kalkiil jeden allgemeingiiltigen Ausdruck formal ableiten
kann, ob es also fiir jeden mathematischen Beweis eines Ausdrucks einer
Sprache erster Stufe auch einen formalen Beweis gibt. Es ist die Frage, ob
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der Kalkiil vollstindig ist. Dass dies der Fall ist, ist der Inhalt des Vollstindig-
keitssatzes, der auf Godel zuriickgeht und den wir in dieser und der néchsten
Vorlesung beweisen werden. Der Beweis ist recht aufwéndig, so dass wir kurz
die Strategie erldutern, die in einer einfacheren Form schon im Beweis des
Vollstandigkeitssatzes fiir die Aussagenlogik verwendet wurde. Wir verwen-
den Kontraposition und zeigen, dass aus der Nichtableitbarkeit I' I/ a die
Nichtfolgerung I' & « folgt. Ersteres bedeutet, dass 'U{—a} widerspruchsfrei
ist, und Letzteres bedeutet, dass 'U{—a} erfiillbar ist. Wir zeigen daher allge-
mein, dass eine widerspruchsfreie Ausdrucksmenge erfiillbar ist. Dazu fiillen
wir eine widerspruchsfreie Ausdrucksmenge, analog zum aussagenlogischen
Fall (siche Lemma 5.17), zu einer maximal widerspruchsfreien Ausdrucks-
menge auf. Wenn diese zusétzlich , Beispiele enthédlt“ (um das zu erreichen,
muss man die Symbolmenge erweitern) so kann man auf der Sprache eine
Aquivalenzrelation definieren, deren Aquivalenzklassen die Grundlage eines
erfiillenden Modells bilden. Wir beginnen mit dem Satz von Henkin, der die
Erfiillbarkeit im maximal widerspruchsfreien Fall mit Beispielen erledigt.

14.2. Der Satz von Henkin.

Definition 14.3. Eine Menge I" an S-Ausdriicken (iiber einem Symbolal-
phabet S) heifit mazimal widerspruchsfrei, wenn sie widerspruchsfrei ist und
wenn jede Hinzunahme eines jeden Ausdrucks o ¢ I' die Menge wider-
spriichlich macht.

Definition 14.4. Man sagt, dass eine Menge I" an S-Ausdriicken (iiber einem
Symbolalphabet S) Beispiele enthdlt, wenn es fiir jeden Ausdruck der Form
Jxa einen S-Term t derart gibt, dass

t
Jra — a—
T

zu I' gehort.

Diese beiden Begriffe sind durch folgende Aussage motiviert.

Lemma 14.5. Es sei S ein Symbolalphabet und I eine S-Interpretation auf
einer Menge M, wobei die Terminterpretation surjektiv sei. Dann ist die
Giiltigkeitsmenge I' = I mazimal widerspruchsfrei und enthdlt Beispiele.

Beweis. Zunichst ist ' = I~ aufgrund des Korrektheitssatzes abgeschlossen
unter Ableitungen. Fiir jeden S-Ausdruck « gilt die Alternative: Entweder
a € I' oder -~ € T'. Insbesondere ist I' widerspruchsfrei. Wenn « ¢ T ist,
so ist mav € I' und daher ist I' U {a} widerspriichlich. Also ist I" maximal
widerspruchsfrei. Wir betrachten nun einen Ausdruck der Form o = Jzf.
Wenn « ¢ T gilt, so gilt 3z — % in [ fiir jeden Term ¢, da ja der Vordersatz
nicht gilt. Wenn hingegen v € T' gilt, so gibt es aufgrund des semantischen
Aufbaus der Giiltigkeitbeziehung ein m € M derart, dass [ F /3 gilt. Wegen
der vorausgesetzten Surjektivitdt der Belegung gibt es einen Term ¢, der
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durch m interpretiert wird. Daher gilt nach dem Substitutionslemma % in
I. Also gilt 328 — L in 1. O

Lemma 14.6. Es sei I' eine Menge an S-Ausdriicken (tiber einem Symbo-
lalphabet S), die mazimal widerspruchsfrei ist. Dann gelten folgende Figen-
schaften.

(1) Fir jeden Ausdruck o ist entweder a € I' oder -« € T

(2) AusT'F « folgt « € T', d.h. T ist abgeschlossen unter Ableitungen.

(3) Fir Ausdriicke o, B ist a NS € T genau dann, wenn o € I' und § € T
15t.

Beweis. (1). Wegen der Widerspruchsfreiheit kann nicht sowohl « als auch -«
zu I" gehoren. Wenn weder a noch =« zu I' gehoren, so ist entweder I' U {a}
oder I' U {—a} widerspruchsfrei. Waren namlich beide widerspriichlich, so
wiirde fiir einen beliebigen Ausdruck /5 sowohl

Fru{a}t kg
als auch

rd{-a}tp
gelten. Dies bedeutet

'-a—p

und

'c—a— g3,
woraus aufgrund der Fallunterscheidungsregel

=g

folgt. Dies bedeutet aber, dass I" widerspriichlich ist. (2). Sei I' - a. Nach
(1) ist a € I oder —«v € I'. Das zweite kann nicht sein, da sich daraus sofort
ein Widerspruch ergeben wiirde. Also ist a € I'. (3). Die Richtung von links
nach rechts folgt aus (2). Seien also o, € I'. Da @ — (8 — a A 5) nach
Aufgabe 3.33 eine Tautologie ist, folgt a A 8 € I" nach Teil (2). O

Wir werden nun umgekehrt zeigen, dass man zu einer jeden maximal wider-
spruchsfreien Ausdrucksmenge I', die Beispiele enthilt, eine Interpretation
konstruieren kann, deren Giiltigkeitsmenge mit I' iibereinstimmt. Diese Kon-
struktion, die wir die kanonische Termidentifizierung nennen, geht folgen-
dermaflen.

Konstruktion 14.7. Es sei I' eine Menge an S-Ausdriicken (iiber einem
Symbolalphabet S), die abgeschlossen unter Ableitungen ist. Dann definiert
man auf der Menge aller S-Terme eine Aquivalenzrelation durch

t ~ s genau dann, wenn der Ausdruck ¢ = s zu I' gehort .



177

Es sei M die Menge der Termklassen (also die Menge der Aquivalenzklas-
sen zu dieser Aquivalenzrelation). Auf M definiert man fiir jedes n-stellige
Relationssymbol R eine n-stellige Relation RM durch

RM([t],[ta], - .., [tn]) genau dann, wenn der Ausdruck Rtity---t, zu I gehort

und fiir jedes n-stellige Funktionssymbol f eine n-stellige Funktion f™ durch

UL ] [t]) = [ftate - ta).

Konstanten werden als

interpretiert.

Wir miissen natiirlich zunéchst zeigen, dass wirklich eine Aquivalenzrelation
vorliegt und dass die Relationen und Funktionen wohldefiniert sind.

Lemma 14.8. FEs sei I' eine Menge an S-Ausdriicken (iber einem Sym-
bolalphabet S ), die abgeschlossen unter Ableitungen ist. Dann liefert die in
Konstruktion 14.7 beschriebene Konstruktion eine Aquivalenzrelation auf der
Menge aller Terme und wohldefinierte Relationen bzw. Funktionen auf der
Menge der Termklassen.

Beweis. Eine Aquivalenzrelation liegt aufgrund von Axiom 10.5 (1) und Lem-
ma 10.7 (1), (2) vor, da ja I nach Voraussetzung abgeschlossen unter Ablei-
tungen ist und insbesondere alle syntaktischen Tautologien enthélt.

Es sei M die Menge der Aquivalenzklassen, die wir in diesem Zusammen-
hang Termklassen nennen. Es sei R ein n-stelliges Relationssymbol. Es sei
([s1],- -+, [sn]) ein n-Tupel aus Termklassen, die einerseits durch das Termtu-
pel (s1,...,5,) und andererseits durch das Termtupel (ti,...,t,) repréisen-
tiert werde. Es gilt also s; ~ t; bzw. s; = t; € I'. Wenn nun Rs;...s, in
I gilt, so folgt aus Lemma 10.7 (4) auch Rt;...t, € I'. Unter den gleichen
Voraussetzungen folgt mit Lemma 10.7 (3) die Zugehorigkeit fs;...s, =
fti...t, € I und somit

[fSl - Sn] = [ftl .. tn]a
also die Wohldefiniertheit der Funktion. O

Lemma 14.9. Es sei I' eine Menge an S-Ausdriicken (iber einem Sym-
bolalphabet S ), die abgeschlossen unter Ableitungen ist. Dann gilt fir die
Interpretation (M, [3), wobei M die in Konstruktion 14.7 beschriebene Men-
ge aus Termklassen (mit der natirlichen Interpretation I von Konstanten,
Funktionssymbolen und Relationssymbolen) und [ die natirliche Belegung
p(x) = [z] fir Variablen ist, die Beziehung

I(t) = [t]

fiir alle Terme t.
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Beweis. Wir fithren Induktion iiber den Aufbau der Terme, wobei der In-
duktionsanfang unmittelbar durch die natiirliche Belegung gesichert ist. Die
Aussage gelte nun fiir Terme tq,...,t, und f sei ein n-stelliges Funktions-
symbol. Dann ist

I(fty...ty) = MU, ..., I(t) = fM(ta], ..., [ta]) = [ft1.. . ta).
U

Die folgende Aussage heifit Satz von Henkin. Er wird durch Induktion iiber
den sogenannten Rang eines Ausdrucks bewiesen. Dazu definieren wir.

Definition 14.10. Unter einem atomaren Ausdruck versteht man Ausdriicke
der Form s = t, wobei s und ¢ Terme sind, und der Form Rt ...t,, wobei
R ein n-stelliges Relationssymbol ist und ¢4, ... ,%, Terme sind.

Definition 14.11. Es sei ein Alphabet einer Sprache erster Stufe gegeben.
Dann definiert man fiir Ausdriicke @ € L den Rang p von « durch

(1) p(a) = 0, falls o atomar ist.

(2) pla) = p(B) + 1, falls a« = —(p) ist.

(3) pla) = p(B)+p(vy)+ 1, falls @« = (B)o(y) mit o = A, V, —, > ist.
(4) pla) = p(B) + 1, falls &« = Fzf oder a = Va3 ist.

Diese beiden Begriffe sind vor allem dann wichtig, wenn man eine Aussage
iiber alle Ausdriicke induktiv beweisen méchte.

Satz 14.12. Es sei I’ eine Menge an S-Ausdriicken (iber einem Symbolal-
phabet S ), die maximal widerspruchsfrei ist und Beispiele enthdlt. Dann ist
die in Konstruktion 14.7 gegebene Interpretation ein Modell fiir I'. Insbeson-
dere ist I' erfiillbar.

Beweis. Es sei M das konstruierte Modell zu I' und [ die zugehorige In-
terpretation mit der natiirlichen Belegung fiir die Variablen. Wir zeigen die
Aquivalenz

a € I' genau dann, wenn [ F «

fiir alle Ausdriicke «, durch Induktion iiber den Rang der Ausdriicke. Zum
Induktionsanfang sei der Rang von « gleich 0, also o atomar. D.h. « ist
entweder von der Form s = ¢t oder Rt;...t,. Im ersten Fall ist s =t € T
dquivalent zu s ~ t bzw. [s] = [t] in M. Dies ist nach Lemma 14.9 dquivalent
zu I(s) = I(t) und das bedeutet I F s = t.

Im zweiten Fall ist Rt;...t, € I' - nach Konstruktion von M und RM -
dquivalent zu RM([ty], ..., [t.]), und dies ist dquivalent zu I & Rt; .. .t,.

Sei nun die Aussage fiir alle Ausdriicke vom Rang < r bewiesen und sei «
ein Ausdruck vom Rang r + 1. Wir betrachten die mogliche Struktur von «
geméf Definition 7.2. Bei

o =B
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ergibt sich die Aquivalenz aus der Induktionsvoraussetzung (3 hat kleineren
Rang als ) und Lemma 14.6 (1). Bei

a = BB

besitzen die beiden Bestandteile kleineren Rang als a. Die Zugehorigkeit
a € T ist nach Lemma 14.6 (3) dquivalent zur gemeinsamen Zugehorigkeit
B, B2 € T'. Nach Induktionsvoraussetzung bedeutet dies I F $; und I FE [3s.
Dies bedeutet wiederum I F 31 A 5 aufgrund der Modellbeziehung. Bei

a = Jxf

besitzt wieder 8 einen kleineren Rang. Die Zugehorigkeit @ € T' ist auf-
grund der Eigenschaft, Beispiele zu enthalten und aufgrund von Axiom 11.1
dquivalent zur Existenz eines Terms ¢ und der Zugehorigkeit ﬁ% € I'. Die
Substitution von 3 nach S veréindert nach Aufgabe 14.17 nicht den Rang.
Wir konnen also auf 3 % die Induktionsvoraussetzung anwenden und erhalten
die Aquivalenz zu I E % Nach dem Substitutionslemma ist dies dquivalent

zu 119 0 bzw. I% F B wegen Lemma 14.9. Dies ist dquivalent zu I F dxf8

xT

aufgrund der Modellbeziehung und der Surjektivitéat der Termabbildung. [

14. ARBEITSBLATT

14.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 14.1. Es seien S C S’ Symbolalphabete und seien L° C L% die
zugehorigen Sprachen Es sei I' € L° eine Ausdrucksmenge.

(1) T sei widerspruchsfrei. Ist dann auch T, aufgefasst in L%, wider-
spruchsfrei?

(2) T sei maximal widerspruchsfrei. Ist dann auch I', aufgefasst in L%,
maximal widerspruchsfrei?

Aufgabe 14.2. Zeige durch ein Beispiel, dass Lemma 14.5 ohne die Voraus-
setzung, dass eine surjektive Terminterpretation vorliegt, nicht gelten muss.

Aufgabe 14.3. Es sei S ein Symbolalphabet und I eine S-Interpretation auf
einer Menge M mit der zugehorigen Terminterpretation. Zeige, dass man die-
se Terminterpretationsabbildung durch die Hinzunahme von Variablen (oder
durch die Hinzunahme von Konstanten) surjektiv machen kann.

Aufgabe 14.4. Das Symbolalphabet S bestehe aus einer einzigen Variablen
x und einem einzigen einstelligen Relationssymbol P. Zeige, dass zu einer
Interpretation I die Giiltigkeitsmenge I© C L° keine Beispiele enthalten
muss.
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Aufgabe 14.5.*

Es sei S ein Symbolalphabet und L® die zugehérige Sprache und T die zu-
gehorige Termmenge. Es sei ' € L° eine Ausdrucksmenge.

(1) Zeige, dass durch
s 2r t genau dann, wenn [(s) = I(t) fiir jede Interpretation I mit I £ T

eine Aquivalenzrelation auf T' definiert wird.
(2) Wenn man I" vergrofert, werden dann die Aquivalenzklassen grofler
oder kleiner?

Aufgabe 14.6. Es sei S ein Symbolalphabet, T die zugehorige Termmenge
und L° die zugehorige Sprache. Es sei I' C L° eine Ausdrucksmenge. Zei-
ge, dass die Aquivalenzrelation ~p aus Konstruktion 14.7 die semantische
Aquivalenz = aus Aufgabe 14.5 impliziert.

Aufgabe 14.7. Das Symbolalphabet S bestehe neben Variablen x,vy, z, ...
aus einer Konstanten 0 und einem einstelligen Funktionssymbol f. Wir be-
trachten die Teilmengen

I, C L
mit
Iy = {fff():()}k,
Ty = {fffr=2a}",

Ty = {Va (fffr=1x)}"

Es seien ~; die zugehérigen Aquivalenzrelationen gemif Konstruktion 14.7
auf der Termmenge.

(1) Gelten die Aquivalenzen

JIFFO~ JO FFFFFFO~u fFO, FEFFFFLSSO
~1 FIFFFFFO, ffffae ~ fa?

(2) Gelten die Aquivalenzen

FIffw o fo, [Effy o fy, ffe oy, fIFfy ~3 fy?

(3) Welche Inklusionsbeziehungen bestehen zwischen I'y, 'y, I'37
(4) Wie viele Termklassen gibt es zu ~1, ~9, ~3, wenn die Variablenmenge
nur aus = besteht?
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Aufgabe 14.8. Das Symbolalphabet S bestehe neben Variablen x, vy, z, ...
aus einer Konstanten 0 und einem zweistelligen Funktionssymbol +. Es sei
I' C L® die Menge aller Ableitungen aus dem Axiomensystem

V(240 = z), Vo (04 = x), VaVyVz((z+y)+2) = 2+ (y+2)), Ve(z+z = 0) .

Es sei ~ die zugehorige Aquivalenzrelation gemif Konstruktion 14.7. Zeige
x+y ~ y—+x fiir jedes Variablenpaar x, y.

Aufgabe 14.9. Es sei S ein Symbolalphabet und L° die zugehorige Sprache.
Zeige, dass zu

=90

die in Konstruktion 14.7 eingefiihrte Aquivalenzrelation die Identitét ist.

Aufgabe 14.10. Es sei I' C L® eine widerspriichliche, unter Ableitungen
abgeschlossene Teilmenge. Zeige, dass es nur eine Termklasse im Sinne von
Konstruktion 14.7 gibt.

Aufgabe 14.11. Es sei ' C L° eine unter Ableitungen abgeschlossene
Teilmenge, die zu je zwei Termen s, ¢t die Gleichheit s = ¢ enthalte. Wie viele
Termklassen im Sinne von Konstruktion 14.7 gibt es? Ist I widerspriichlich?

Aufgabe 14.12. Es sei S ein Symbolalphabet und L® die zugehérige Spra-
che. Die Ausdrucksmenge I" bestehe aus x = y, wobei x, y veschiedene Varia-
blen seien. Zeige, dass zwei Terme s,t genau dann dquivalent im Sinne von
Konstruktion 14.7 sind, wenn es eine Kette von Termen

tOIS,tl,tQ,...,tk,btk:t

derart gibt, dass beim Ubergang von t; nach t;; genau ein Vorkommen von
x (bzw. y) in t; durch y (bzw. z) ersetzt wird.

Aufgabe 14.13. Es sei V eine Variablenmenge und ~ eine Aquivalenzrela-
tion auf V' mit der Quotientenmenge W = V/ ~ . Es sei S ein erststufiges
Symbolalphabet mit V' als Variablenmenge und

= {z=ylz~y} .

Es sei ~ die zugehorige Aquivalenzrelation auf der Termmenge gemi Kon-
struktion 14.7. Zeige, dass die Termklassenmenge zu I' in kanonischer Weise
mit der Termmenge zum Symbolalphabet S’ in Bijektion steht, wobei S’ aus
S entsteht, indem man die Variablenmenge V' durch W ersetzt.
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In der folgenden Aufgabe sollen die Variablen zq,...,z, verschieden sein.
Dennoch gibt es zwei Interpretationen fiir Teil (2), die aber inhaltlich dqui-
valent sind.

Aufgabe 14.14. Es sei S ein Symbolalphabet und L® die zugehérige Spra-
che. Es sei I' C L7 eine Ausdrucksmenge. Zu fixiertem n € N sei F), die
Menge der n-stelligen Funktionssymbole. Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Durch
f =g, falls I(f) = I(g) fir alle Interpretationen [ mit I £ T"

wird eine Aquivalenzrelation auf F,, definiert.
(2) Durch

f~yg, falls U -V Vo, .. Vo, fry.. .2, =921 ... 2y

wird eine Aquivalenzrelation auf F,, definiert.

(3) Die Aquivalenzrelation ~ impliziert die Aquivalenzrelation 22,

(4) Es sei ~ die zu I' gehorende formale Aquivalenzrelation auf der
Termmenge im Sinne von Konstruktion 14.7. Dann gilt fiir Terme
s1 ~ t1,...,8, ~ t, und Funktionssymbole f,g € F,, mit f ~ g die
Beziehung

fS1...8, ~ gty...1,.

Aufgabe 14.15. Es sei a € L° ein atomarer Ausdruck, der zugleich eine
Tautologie ist, also F a. Zeige, dass a gleich s = s mit einem S-Term s ist.

Aufgabe 14.16. Bestimme den Rang der folgenden Ausdriicke.

(1) a= fx,

(2) dza = fu,

(3) (Rxy A ffr =c) = (za = fz),
(4) (VyRzy) — (Jxa = fz).

Aufgabe 14.17. Zeige durch Induktion iiber den Aufbau der Ausdriicke,
dass sich bei einer Termsubstitution der Rang eines Ausdrucks nicht dndert.

Aufgabe 14.18. Warum fiithrt man im Beweis zum Satz von Henkin nicht
Induktion iiber den Aufbau der Ausdriicke?

Aufgabe 14.19. Es sei M ein kommutativer Halbring. Zeige, dass es eine
eindeutig bestimmte (kanonische) Abbildung

o: N— M
gibt, die sowohl die Addition als auch die Multiplikation respektiert.
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Aufgabe 14.20. Es sei M ein Peano-Halbring und
o: N— M

die kanonische Abbildung. Zeige, dass ¢ injektiv ist.

Aufgabe 14.21. Sei n € N, und betrachte M = Z/(n) mit den natiirlichen
Operationen. Welche der Peano-Axiome gelten, welche nicht?

Aufgabe 14.22.*
Es sei M ein kommutativer Halbring und =,y € M. Es sei

I == {u € M|3JaTb3c3d mit u + ax + by = cx + dy} .

(1) Zeige, dass I die folgenden drei Eigenschaften erfiillt.
(a) 0 € 1.
(b) Wenn u,v € I sind, so ist auch u +v € I.
(¢) Wenn u € I und r € M ist, so ist auch ru € I.
(2) M erfiille nun die Abziehregel. Zeige, dass aus u,v € [ mit u = v+z
auch z € I folgt.

Die folgende Aufgabe gibt eine Version des Lemmas von Bezout fiir Peano-
Halbringe.

Aufgabe 14.23. Es sei M ein Peano-Halbring und x,y € M. Es sei
I := {u € M|3JadbIc3d mit u + ax + by = cx + dy} .

Zeige, dass es ein eindeutig bestimmtes v € M derart gibt, dass [ aus sdmt-
lichen Vielfachen von v besteht. Zeige, dass v der grofite gemeinsame Teiler
von x und y ist.

Aufgabe 14.24. Zeige, dass in einem Peano-Halbring M die Begriffe irre-
duzibel und prim zusammenfallen.

Aufgabe 14.25. Zeige, dass in M C Z[V] aus Beispiel 13.9 durch x > y,
falls es ein z € M mit x = y + z gibt, eine totale Ordnung gegeben ist.



184

14.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 14.26. (3 Punkte)

Es sei I' eine Menge an S-Ausdriicken (iiber einem Symbolalphabet ), die
folgende Eigenschaften erfiillt.

(1) Fiir jeden Ausdruck « ist € I' oder -~ € T'.
(2) Aus I' F « folgt a € T', d.h. T ist abgeschlossen unter Ableitungen.
(3) T ist widerspruchsfrei.

Zeige, dass I' maximal widerspruchsfrei ist.

Aufgabe 14.27. (4 Punkte)

Es sei S ein Symbolalphabet und L° die zugehorige Sprache. Es seien s,t
verschiedene Terme. Zeige, dass es eine S-Interpretation I mit

I(s) # 1(1)
gibt.

Aufgabe 14.28. (5 Punkte)

Es sei ' C LA* die Peano-Arithmetik, also die Menge aller aus den erststu-
figen Peano-Axiomen ableitbaren Ausdriicke. Zeige, dass jeder variablenfreie
Term im Sinne von Konstruktion 14.7 dquivalent zu einem Term ist, bei dem
das Multiplikationszeichen nicht mehr vorkommt.

Aufgabe 14.29. (8 (1+3+1+3) Punkte)

Es sei S ein Symbolalphabet und L® die zugehorige Sprache. Es sei I' C L*
eine Ausdrucksmenge. Zu fixiertem n € N, sei R,, die Menge der n-stelligen
Relationssymbole in S. Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Durch
P =@, falls I(P) = I(Q) fiir alle Interpretationen I mit [ T’

wird eine Aquivalenzrelation auf R,, definiert.
(2) Durch

P~@Q, falls I' -V Vay .. Vo, (Pry ... 2p > Q... 2y)

wird eine Aquivalenzrelation auf R, definiert.
(3) Die Aquivalenzrelation ~ impliziert die Aquivalenzrelation =.
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(4) Es sei ~ die zu I' gehérende Aquivalenzrelation auf der Termmen-
ge im Sinne von Konstruktion 14.7. Dann gilt fiir Terme mit s; ~
t1,...,8, ~ t, und Relationsssymbole P, () € R, mit P ~ () die
Beziehung

F"PSlanQtltn

Aufgabe 14.30. (2 Punkte)

Bestimme den Rang der folgenden Ausdriicke.

(1) gry =c,

(2) Yxger = gax,

(3) (=PzV ggzryy = gcc) — (JxPx),

(4) (VyPy) — (—3xgex = gegex N ¢ = c).

15. VORLESUNG - DER VOLLSTANDIGKEITSSATZ

15.1. Auffiillungsstrategien.

Die weitere Strategie zum Beweis des Vollstandigkeitssatzes ist nun, eine wi-
derspruchsfreie Ausdrucksmenge zu einer maximal widerspruchsfreien Aus-
ducksmenge, die Beispiele enthélt, aufzufiillen, und so ein erfiillendes Modell
mit Hilfe des Satzes von Henkin zu bekommen. Dabei betrachten wir zunéchst
das Problem, Beispiele hinzuzunehmen. Es sei I' eine widerspruchsfreie Aus-
drucksmenge iiber dem Alphabet S. Zu jedem Ausdruck a miissen wir einen
Ausdruck der Form Jxa — a% mit einem gewissen Term ¢ hinzunehmen. Das
Problem ist hierbei, dass bei ungeeigneter Wahl von ¢ die Hinzunahme dieses
Ausdrucks I" widerspriichlich machen kénnte. Es gibt keine Garantie, dass es
iiberhaupt einen S-Term ¢ gibt, mit dem man I' widerspruchsfrei erweitern
kann. Von daher wahlt man eine andere Strategie, indem man simultan das
Symbolalphabet erweitert und den hinzuzunehmenden Existenzausdruck mit
einem neuen , unbelasteten* Term ansetzt.

Lemma 15.1. Es sei ' eine widerspruchsfreie Menge an S-Ausdriicken (tiber
einem Symbolalphabet S). Es sei z ein weiteres Variablensymbol, das nicht
zu S gehort, und sei o ein S-Ausdruck. Dann ergibt die Hinzunahme von
dra — a2 zu T eine ebenfalls widerspruchsfreie Ausdrucksmenge (iber dem

Symbolalphabet S' = S U {z}).

Beweis. Nehmen wir an, dass I" = I' U {3za — a2} widerspriichlich ist.
Dann kann man aus I jeden Ausdruck ableiten. Es gilt also

I
und damit

Fl-(EIxa—)ozi>—>1/z

xz
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fiir jeden Ausdruck . Es gilt also insbesondere
'k —3za — ¢

und ,
'Fa—— 1.
T

Wir nehmen nun zusétzlich an, dass z in 1 nicht vorkommt. Da z iiberhaupt
nicht in den anderen Ausdriicken vorkommt, kénnen wir mittels Axiom 11.2
(genauer wegen der in Aufgabe 11.20 besprochenen Variante) auf

I'Fdza — 9.
schliefen. Damit ergibt sich mit der Fallunterscheidungsregel
I'E4,
im Widerspruch zur Widerspruchsfreiheit von I'. U

Lemma 15.2. Es sei ' eine widerspruchsfreie Menge an S-Ausdriicken (tiber
einem Symbolalphabet S ). Dann gibt es eine Symbolerweiterung S* O S und
eine widerspruchsfreie S*-Ausdrucksmenge I'* O T derart, dass es zu jedem
Ausdruck 3wa € L® einen Term t (iiber S*) derart gibt, dass

t
dra = a— €T
T

qgilt.
Beweis. Die Menge S* definieren wir als disjunkte Vereinigung
ST =SUV,

wobei V eine Variablenmenge ist, die fiir jeden Ausdruck der Form Jza € L
genau eine (neue) Variable enthélt, die wir mit ys,, bezeichnen. Wir setzen

r* = FU{EIxa—>ay3m|Elxoz€LS}.
T

Daher ist I' C I'* und I'* enthélt S-Beispiele. Es bleibt also die Wider-
spruchsfreiheit zu zeigen. Ware I'* widerspruchsvoll, so wére auch eine endli-
che Teilmenge davon widerspruchsvoll und insbesondere wiirde es Ausdriicke
ai,...,a, € L® derart geben, dass

'y {3zia; — alw} U...U{3z,a, — oznyax"a"}

T Tn
widerspriichlich ist (dabei koénnen die z; gleich oder verschieden sein). Da
bei jeder Hinzunahme eine neue Variable y3, ., verwendet wird, konnen wir

induktiv Lemma 15.1 anwenden und erhalten die Widerspriichlichkeit von T'.
O

Lemma 15.3. Es sei ' eine widerspruchsfreie Menge an S-Ausdriicken (tiber
einem Symbolalphabet S). Dann gibt es eine aufsteigende Folge von Symbol-
mengen

Sn g Sn+1 mit S(] =S
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und eine Folge von aufsteigenden S,,-Ausdrucksmengen
Fn g Fn—l—l mit F() =T

derart, dass zum Symbolalphabet S" = | _nSn die S’-Ausdrucksmenge

neN

I = Urn

neN
widerspruchsfrei ist und Beispiele enthdlt.

Beweis. Wir konstruieren die Folgen .S, und I',, sukzessive mit der in Lemma
15.2 beschriebenen Methode durch

Sn+1 = (Sn)*
und
L = (0y)".
Wire IV widerspriichlich, so wiirde sich schon aus einer endlichen Teilmenge

ein Widerspruch ergeben. Dann wére schon eines der I',, widerspriichlich im
Widerspruch zu Lemma 15.2. O

Wir wenden uns nun dem Problem zu, wie man eine widerspruchsfreie Aus-
drucksmenge zu einer maximal widerspruchsfreien Menge ergénzen kann. Wie
im entsprechenden Beweis der Aussagenlogik verwenden wir das Lemma von
Zorn, wobei wir im abzéhlbaren Fall noch eine Beweisvariante angeben, die
ohne das Lemma von Zorn auskommt.

Lemma 15.4. Es sei ' eine widerspruchsfreie Menge an S-Ausdriicken (tiber
einem Symbolalphabet S). Dann gibt es eine mazimal widerspruchsfreie S-
Menge IV mit ' C T,

Beweis. Wie betrachten die Menge
M = {A| rcAcCL® , A widerspruchsfreie Ausdrucksmenge}

aller widerspruchsfreien S-Ausdrucksmengen oberhalb von I'. Es ist I' € M.
Es sei N C M eine nichtleere total geordnete Teilmenge. Die Vereinigung
A" = [Jpey A ist ebenfalls eine S-Ausdrucksmenge, die I' umfasst. Sie ist
auch widerspruchsfrei. Wiirde namlich A’ F —a A « gelten, so kdnnte man
schon aus einer endlichen Teilmenge " C A’ einen Widerspruch ableiten.
Die Elemente aus T liegen jeweils in je einem A € N, und da diese eine
Kette bilden, gibt es auch ein A mit T C A, also wire A widerspriichlich.
Somit sind die Voraussetzungen im Lemma von Zorn erfiillt und daher gibt es

eine maximale Menge [V in M. Diese ist offenbar maximal widerspruchsfrei.
O

Wir besprechen eine Variante der vorstehenden Auffiillung fiir den Fall eines
abzahlbaren Symbolalphabets, die das Lemma von Zorn vermeidet und im
Wesentlichen (siehe die Einschréinkung weiter unten) konstruktiv ist. Man
beachte, dass die oben durchgefithrte Aufnahme von Beispielen bei einem
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abzéhlbaren Ausgangsalphabet wieder abzdhlbare Symbolalphabete liefert
und dies auch bei der abzdhlbaren Wiederholung dieses Prozesses wie in
Lemma 15.3 der Fall ist.

Lemma 15.5. Fs sei [ eine widerspruchsfreie Menge an S-Ausdriicken
tiber einem abzdhlbaren SymbolalphabelS. Dann gibt es eine maximal wider-
spruchsfreie S-Menge I'" mit I' C IV, die man durch sukzessive Hinzunahme
von einzelnen Ausdriicken erhalten kann.

Beweis. Da S abzihlbar ist, ist auch L® abzédhlbar. Es sei ay,, n € N, ei-
ne Abzihlung simtlicher Ausdriicke aus L°. Wir definieren induktiv eine
aufsteigende Folge I',, von Ausdrucksmengen durch I'y = I' und

r _ JTwU{anq}, falls dies widerspruchsfrei ist,
mhe I',, sonst .

Wir setzen
I = JT.
neN

Diese Menge ist widerspruchsfrei, da andernfalls schon eines der I',, wider-
spriichlich wére, was aufgrund der induktiven Definition nicht der Fall ist.
Um zu zeigen, dass I" maximal widerspruchsfrei ist, sei @ € I'. Da « in
der Abzéhlung der Ausdriicke vorkommt, ist a« = «,, fiir ein gewisses n.
Im n-ten Konstruktionsschritt wurde a,, nicht hinzugenommen, sonst wéare
a, € T, C T Also ist T',,_; U {«,} widerspriichlich und damit ist auch
I'" U {a} widerspriichlich. d

Die vorstehende Variante sieht auf den ersten Blick konstruktiver aus, als
sie ist. Das Problem ist die Entscheidung, ob I',, U {41} widerspruchsfrei
ist. Dafiir gibt es (anders als bei der Aussagenlogik) kein algorithmisches
Verfahren.

15.2. Der Vollstindigkeitssatz.
Die folgende Aussage ist der Vollstindigkeitssatz.

Satz 15.6. Es sei S ein Symbolalphabet, ' eine Menge an S-Ausdriicken
und a ein weiterer S-Ausdruck. Dann gilt I' F o genau dann, wenn I' F «
qgilt.

Beweis. Die Richtung von rechts nach links ist der Korrektheitssatz. Sei um-
gekehrt ' I/ . Um zu zeigen, dass auch I' ¥ « gilt, miissen wir ein Modell
angeben, das I erfiillt, aber nicht «. Die Nichtableitbarkeit I' I/ o bedeutet,
dass I' U {—a} widerspruchsfrei ist, und wir miissen zeigen, dass I' U {—a}
erfiillbar ist. Nach Lemma 15.3 gibt es eine widerspruchsfreie Erweiterung
S C S’ des Symbolalphabets und eine Erweiterung IV von I' U {—a}, die
Beispiele enthélt. Nach Lemma 15.4 gibt es eine maximal widerspruchsfreie
S’-Ausdrucksmenge I' O TV. Diese enthélt mit I ebenfalls Beispiele. Nach
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dem Satz von Henkin gibt es eine S’-Interpretation, die I'” erfiillt. Diese
Interpretation erfiillt erst recht I' U {—a}. O

Fiir Tautologien ergibt sich der folgende Spezialfall.

Korollar 15.7. Es sei S ein Symbolalphabet und o € L° ein S-Ausdruck.
Dann ist a genau dann eine ableitbare Tautologie, wenn « allgemeingiiltig
158.

Beweis. Dies folgt aus Satz 15.6 mit
I = 0.
O

Korollar 15.8. Es sei S ein Symbolalphabet und T eine Menge an S-
Ausdriicken. Dann ist I' genau dann widerspruchsfrei, wenn I' erfiillbar ist.

Beweis. In dieser Form haben wir den Vollstandigkeitssatz bewiesen. Diese
Aussage ergibt sich aber auch als Spezialfall von Satz 15.6, wenn man fiir «
eine widerspriichliche Aussage ansetzt. U

Das folgende Korollar, der sogenannte FEndlichkeitssatz, demonstriert, dass
der Vollstandigkeitssatz keineswegs selbstverstidndlich ist. Es sei eine Folge-
rungsbeziehung I' F o bewiesen, also gezeigt, dass jede Interpretation, die I'
erfiillt, auch « erfiillen muss. Dabei sei I" unendlich, man denke etwa an ein
unendliches Axiomenschema, wie es im Induktionsschema der erststufigen
Peano-Arithmetik vorliegt. Ist es vorstellbar, dass in einem Beweis irgendwie
auf all diese unendlich vielen Voraussetzungen Bezug genommen wird?

Korollar 15.9. FEs sei S ein Symbolalphabet, " eine Menge an S-Ausdriicken
und « ein weiterer S-Ausdruck. Dann gilt I' E o genau dann, wenn es eine
endliche Teilmenge I'. C T' gibt mit I', F «.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 15.6, da die Endlichkeitsbeziehung fiir das
Ableiten nach Definition gilt. O

Korollar 15.10. Es sei S ein Symbolalphabet und T eine Menge an S-
Ausdriicken. Es sei jede endliche Teilmenge I'. C T' erfillbar. Dann ist T’
erfillbar.

Beweis. Dies folgt aus Korollar 15.8. Fiir die Widerspruchsfreiheit ist die
Aussage klar, da eine Ableitung eines Widerspruchs nur Bezug auf endlich
viele Voraussetzungen nimmt. U

Als ein weiteres Korollar zum Vollstandigkeitssatz fithren wir die Existenz
von Peano-Halbringen an, die nicht archimedisch geordnet sind und daher
nicht isomorph zum Standardmodell N sind. Die erststufigen Peano-Axiome
charakterisieren also nicht die natiirlichen Zahlen.
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Korollar 15.11. Es gibt Peano-Halbringe, die nicht zu N isomorph sind,
also nicht die zweitstufigen Dedekind-Peano-Axiome erfiillen.

Beweis. Siehe Aufgabe 15.11. O

15. ARBEITSBLATT

15.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 15.1. Warum sind mathematische Beweise schwierig, obwohl sie
(zumindest fiir erststufige Aussagen) aufgrund des Vollstandigkeitssatzes mit
einem sehr begrenzten und iibersichtlichen formalen Regelwerk durchgefiihrt
werden kénnen?

Aufgabe 15.2. Diskutiere Metasprache und Objektsprache anhand der For-
mulierung ,,im Widerspruch zur Widerspruchsfreiheit® aus dem Beweis zu
Lemma 15.1.

Aufgabe 15.3. Es sei S ein Symbolalphabet (das mindestens eine Variable
enthalte) einer Sprache erster Stufe und 7" die zugehorige Termmenge. Zei-
ge, dass man T als Grundmenge einer Interpretation von S nehmen kann,
indem man Variablen, Konstanten und Funktionssymbole ,natiirlich® und
Relationssymbole willkiirlich interpretiert.

Aufgabe 15.4. Zeige, dass es eine widerspruchsfreie, unter Ableitungen ab-
geschlossene Ausdrucksmenge I' C L® geben kann, wobei die Variablenmenge
aus x,, n € N, besteht, derart, dass es einen Ausdruck a mit drga € I' und
—ogr el fiir alle n € N gibt.

Aufgabe 15.5. Es sei PA die Menge der aus den erststufigen Peano-
Axiomen fiir die Addition und Multiplikation ableitbaren Ausdriicken. Es
sei a der erststufige Ausdruck, der die Goldbach-Vermutung ausdriickt. Was
kann man iiber die Widerspruchsfreiheit von PAU {a} bzw. von PAU {—a}
sagen? Was bedeutet dies fiir das in Lemma 15.5 beschriebene Verfahren?

Aufgabe 15.6. Essei ' C L® eine Ausdrucksmenge, die iiber beliebig grofien
endlichen Grundmengen erfiillbar ist. Zeige, dass I" auch iiber einer unendli-
chen Menge erfiillbar ist.
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Aufgabe 15.7. Es sei S ein Symbolalphabet, das allein aus der einzigen
Variablen x besteht. Zeige, dass die Menge aller S-Tautologien maximal wi-
derspruchsfrei ist und Beispiele enthélt.

Aufgabe 15.8. Es sei S ein Symbolalphabet, das nur aus Variablen besteht.
Es sei

A = {z =y},
wobei x,y verschiedene Variablen seien, und sei
I = A"

Zeige, dass I' maximal widerspruchsfrei ist und Beispiele enthélt.

Aufgabe 15.9.*

Es sei S ein Symbolalphabet und I' € L* eine Ausdrucksmenge. Begriinde,
warum man im Allgemeinen bei der Hinzunahme von Beispielen (inner-
halb des Beweises des Vollstandigkeitssatzes) nicht fiir alle Existenzaussagen
Jra € L mit einer einzigen neuen Variablen z arbeiten kann.

Aufgabe 15.10. Es sei S ein Symbolalphabet und I' € L° eine Ausdrucks-

menge. Zeige
" =I.

I

Aufgabe 15.11.%*

Zeige, dass es einen Peano-Halbring M mit der Eigenschaft gibt, dass es
darin ein Element = € M gibt, das groBer als jede natiirliche Zahl in M (also
Zahlen der Form 1 +1+ .-+ 1) ist.

Aufgabe 15.12. Man mache sich Gedanken zu den folgenden Zitaten aus
Ludwig Wittgensteins Tractatus logico-philosophicus.

,0.2 Die Mathematik ist eine logische Methode. Die Sétze der Mathematik
sind Gleichungen, also Scheinsétze. 6.21 Der Satz der Mathematik driickt
keinen Gedanken aus”.

,6.22 Die Logik der Welt, die die Sdtze der Logik in den Tautologien zeigen,
zeigt die Mathematik in den Gleichungen®.

,6.2321 Und, dass die Siatze der Mathematik bewiesen werden konnen, heif3t
ja nichts anderes, als dass ihre Richtigkeit einzusehen ist, ohne dass das, was
sie ausdriicken, selbst mit den Tatsachen auf seine Richtigkeit hin verglichen
werden muss®.
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,6.234 Die Mathematik ist eine Methode der Logik.

6.2341 Das Wesentliche der mathematischen Methode ist es, mit Gleichun-
gen zu arbeiten. Auf dieser Methode beruht es nédmlich, dass jeder Satz der
Mathematik sich von selbst verstehen muss®.

,60.24 Die Methode der Mathematik, zu ihren Gleichungen zu kommen, ist
die Substitutionsmethode®. (...)

15.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 15.13. (4 Punkte)

Es seien s,t nicht identische S-Terme. Zeige, dass es ein endliches S-Modell
mit

I(s) # 1(t)
gibt.

Aufgabe 15.14. (3 Punkte)

Man gebe ein Beispiel fiir eine widerspruchsfreie, unter Ableitungen abge-
schlossene Ausdrucksmenge I' C L% derart, dass fiir die konstruierte Inter-
pretation I nicht I' C IF gilt.

Aufgabe 15.15. (4 Punkte)

Es sei I' C L* eine abzihlbare widerspruchsfreie Ausdrucksmenge. Zeige,
dass I' ein erfiillendes Modell mit abzdhlbar vielen Elementen besitzt.

Aufgabe 15.16. (4 Punkte)

Zeige, dass man die natiirlichen Zahlen nicht erststufig festlegen kann.

16. VORLESUNG - ELEMENTARE AQUIVALENZ I

16.1. S-Homomorphismen und elementare Aquivalenz.

In der Mathematik spielen strukturerhaltende Abbildungen eine herausra-
gende Rolle. Eine erststufige Version dieses Konzeptes kommt in folgender
Definition zum Ausdruck.

Definition 16.1. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet und M und N
seien S-Strukturen. Eine Abbildung

p: M — N

heilt S- Homomorphismus , wenn folgende Eigenschaften gelten.
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(1) Fiir jede Konstante ¢ € S ist

p(cM) = .

(2) Fiir jedes n-stellige Funktionssymbol f € S ist
Qo(fM(mlv s amn)) = fN(90<m1)7 ce 790(mn>>

fir alle mq,...,m, € M.
(3) Fiir jedes n-stellige Relationsymbol R € S impliziert die Giiltigkeit
von
RM(ml, N ,mn)

die Giiltigkeit von
RY(p(m), - .., p(my)).

Die iiblichen Begriffe der Mathematik, beispielsweise ein Gruppenhomomor-
phismus, ein Ringhomomorphismus, eine lineare Abbildung zwischen Vek-
torrdumen, eine monotone Abbildung zwischen geordneten Mengen, fallen
unter diesen abstrakten Homomorphiebegrift.

Definition 16.2. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet und M und N
seien S-Strukturen. Eine bijektive Abbildung

p: M — N

heifit S- Isomorphismus , wenn sowohl ¢ als auch die Umkehrabbildung ¢~*
ein S-Homomorphismus ist.

Zwei S-Strukturen heiflen S-isomorph, wenn es einen S-Isomorphismus zwi-
schen ihnen gibt. Bei M = N spricht man auch von einem Automorphismus.

Beispiel 16.3. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet, das nur aus einer
Variablenmenge besteht, die Konstantenmenge und die Mengen der Funkti-
onssymbole und der Relationssymbole seinen also leer. Dann ist jede (nicht-
leere) Menge M unmittelbar eine S-Struktur und jede Abbildung

p: M — N
ist ein S-Homomorphismus. Insbesondere ist jede bijektive Abbildung
p: M — N

ein S-Isomorphismus.

Bemerkung 16.4. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet und M und N
seien S-Strukturen. Eine bijektive Abbildung

p: M — N,

die ein S-Homomorphismus ist, muss kein S-Isomorphismus sein, da die Um-
kehrabbildung ¢! im Allgemeinen kein Homomorphismus sein muss. Des-
halb fordert man in der Definition eines Isomorphismus explizit die Ho-
momorphie der Umkehrabbildung. Wenn allerdings das Symbolalphabet S
keine Relationssymbole enthélt, so ist die Umkehrabbildung automatisch
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ein Homomorphismus, siehe Aufgabe 16.3. Ein Extremfall liegt, vor, wenn
ein Relationssymbol R in M als die leere Relation interpretiert wird. Dann
verhélt sich ¢: M — N beziiglich dieses Relationssymbols S-homomorph,
unabhéngig von der Interpretation von R auf V.

Wir haben in Satz 12.3 gesehen, dass je zwei Modelle der (allerdings nicht
erststufig formulierten) Dedekind-Peano-Axiome zueinander isomorph sind.
Dabei war 0 die einzige Konstante und die Nachfolgerabbildung die einzige
(einstellige) Funktion. Auch zwei Modelle der reellen Zahlen sind isomorph,
was schwieriger zu beweisen ist. Die zugehorigen Axiomensysteme legen al-
so das intendierte Modell bis auf Isomorphie fest, und zwar ist sogar je-
weils der Isomorphismus eindeutig bestimmt. Letzteres gilt beispielsweise fiir
die komplexen Zahlen nicht. Die komplexen Zahlen konnen als algebraischer
Abschluss von R eingefithrt werden. Je zwei solche algebraische Abschliisse
sind untereinander isomorph, allerdings ist die Isomorphie nicht eindeutig
bestimmt. Beispielsweise ist die komplexe Konjugation ein nichttrivialer Au-
tomorphismus auf C.

Lemma 16.5. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet, M und N seien
S-Strukturen und

p: M — N
ein S-Homomorphismus. FEs sei A eine Variablenbelegung in M und ¢ o A
die nach N fiibertragene Variablenbelequng. Es seien I und J die zugehdrigen
Interpretationen. Dann ist

fiir alle S-Terme t.

Beweis. Siehe Aufgabe 16.10. O

16.2. Elementare Aquivalenz und Isomorphiesatz.

Definition 16.6. Zwei S-Strukturen M und N {iber einem erststufigen Sym-
bolalphabet S heiflen elementar dquivalent, wenn jeder S-Satz, der in M gilt,
auch in N gilt.

Dies bedeutet, dass in den beiden Strukturen iiberhaupt die gleichen Sétze
gelten. Die folgende Aussage heifit Isomorphiesatz (oder Isomorphielemma).

Satz 16.7. Es seien M und N isomorphe S-Strukturen tber einem Symbo-
lalphabet S. Dann sind M und N elementar dquivalent. Genauer: Zu einem
Isomorphismus

p: M — N
und einer Variablenbelegung A auf M und der zugehérigen Variablenbelegung
w o X auf N mit den zugehirigen Interpretationen I und J gilt fir jeden
S-Ausdruck o die Aquivalenz

I F « genau dann, wenn J F «.
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Beweis. Wir beweisen den Zusatz durch Induktion iiber den Aufbau der Aus-
driicke, woraus sich dann die Hauptaussage, die unabhingig von Belegungen
ist, ergibt. Es sei ein Isomorphismus

p: M — N
fixiert. Nach Lemma 16.5 respektiert der Isomorphismus die Interpretation
aller Terme. Da die Situation symmetrisch ist, miissen wir lediglich zeigen,

dass aus der Giiltigkeit von I F « die Giiltigkeit von J F « folgt. Fiir einen
Ausdruck der Form

s =1
mit Termen s,t bedeutet
ITEs=t
einfach
I(s) = I(t)
Daher ist
J(s) = l(s)) = @(I(t)) = J(t)
und somit
JEs=t.
Fiir ein n-stelliges Relationssymbol R und n Terme t¢4,...,t, bedeutet
IERt;...t,,
dass RM auf (I(ty), ..., I(t,)) zutrifft. Dann trifft aufgrund der Homomor-

phie von ¢ auch RY auf

((L(t1)), -5 oI(tn)) = (J(t), ..., J(tn))
zu. Also ist
JERt; ... t,.
Wir kommen zum Induktionsschluss. Bei a« = =8, a = Ay und a =
B — ~ folgt die Aussage aus der Induktionsvoraussetzung, wobei man bei

der Negation und der Implikation verwendet, dass eine Aquivalenz bewiesen
wird.

Fiir eine Existenzaussage dz 3 bedeutet

IE 3z,
dass es ein m € M derart gibt, dass
meg
x
gilt. Es sei
n = p(m).

Nach der Induktionsvoraussetzung, angewendet auf 5 und die Interpretation
J2, die zu I in der gleichen Beziehung steht wie J zu I (d.h. die Varia-
blenbelegungen sind durch ¢ miteinander verbunden) gilt

JLes.
X
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Dies impliziert
JE Jxp.
U

Fiir die meisten Axiomensysteme in der Mathematik gibt es natiirlich ver-
schiedene nicht isomorphe und im Allgemeinen auch nicht elementar dqui-
valente Modelle. Es gibt beispielsweise eine Vielzahl an Gruppen, die - nach
Definition - alle die Gruppenaxiome erfiillen, die aber ansonsten wenig mit-
einander zu tun haben. Interessanter ist die Frage, ob es, wenn man ein
Axiomensystem fiir ein bestimmtes intendiertes Modell aufstellt, es dieses
bis auf Isomorphie festlegt (oder ob es nichtisomorphe Modelle gibt) oder ob
es die Menge aller giiltigen elementaren Aussagen vollstandig festlegt, also ob
alle im intendierten Modell giiltigen Sétze aus dem Axiomensystem ableitbar
sind.

16.3. Elementare Aquivalenz fiir Elemente.

Inwiefern kann man die einzelnen Elemente in einer gegebenen S-Struktur
M mit der durch S gegebenen Sprache einzeln adressieren bzw. voneinander
unterscheiden? Zur Prézisierung dieser Fragestellung dient das Konzept der
elementaren Aquivalenz fiir Elemente.

Definition 16.8. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet und M eine S-
Struktur. Wir nennen zwei Elemente m,n € M elementar dquivalent, wenn
fiir jeden Ausdruck a € LY in der einen freien Variablen z und jede Varia-
blenbelegung A auf M die Beziehung

meq genau dann, wenn “ea
x x
gilt.

Die elementare Aquivaglenz driicken wir durch m ~ n aus. Dabei handelt es
sich offenbar um eine Aquivalenzrelation auf der Menge M. Wenn

po: M — M

ein S-Isomorphismus (also ein Automorphismus) ist, der m auf n abbildet,
so miissen die beiden Elemente elementar dquivalent sein, wie aus Satz 16.7
fiir eine beliebige Interpretation I mit I = I und J = IZ folgt.

Beispiel 16.9. Es sei S ein Symbolalphabet, das neben Variablen aus einem
einzigen einstelligen Funktionssymbol f besteht und es sei M = {1,...,6}
eine S-Struktur, wobei f als die Permutation 7 mit

m(x) |3]5|1]4]6 |2
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interpretiert werde. Hier sind die Aquivalenzklassen zur elementaren Aqui-
valenz gleich der sogenannten Zykelzerlegung, namlich gleich {1,3}, {2,5,6}
und {4}. Die Ordnung der Elemente kann man in der Sprache zu S aus-
driicken und erhélt dadurch trennende Ausdriicke, beispielsweise ist fxr = =
ein Ausdruck in der einen freien Variablen z, der genau dann wahr wird,
wenn x durch 4 belegt wird. Der Ausdruck

(ffe=z)N=(fr =)
ist ein Ausdruck, der genau dann wahr wird, wenn x durch 1 oder 3 belegt
wird, u.s.w. Dass 1 oder 3 zueinander elementar dquivalent sind, sicht man
am einfachsten, wenn man den Automorphismus betrachtet, der durch die
Transposition 1 <+ 3 gegeben ist. Dieser ist ndmlich ein S-Automorphismus
und daher konnen wir des Isomorphiesatz anwenden.

Beispiel 16.10. Wenn man in der Definition 16.8 auch Ausdriicke in meh-
reren freien Variablen zulassen wiirde, so wiren Elemente nur mit sich selbst
dquivalent. Betrachten wir dazu den Ausdruck x = y, den wir a nennen, und
zwei Elemente m # n aus M. In der Interpretation I sei y durch m belegt.
Dann gilt /2 F «, denn dies bedeutet m = m, aber IZ ¥ «, denn dies
bedeuet n = m.

Fiir eine Konstante in ¢ € S, die in M als das Element m = ¢ interpretiert
wird, ist die zugehdrige Aquivalenzklasse einelementig: Sie wird durch den
Ausdruck z = c in der einen freien Variablen x charakterisiert, der offenbar
nur bei der Belegung von x durch m wahr wird. Wir fragen uns, ob es fiir
jede Aquivalenzklasse zur elementaren Aquivalenz einen solchen charakteri-
sierenden Ausdruck (oder trennenden Ausdruck) in einer freien Variablen
gibt.

Lemma 16.11. Es sei S ein Symbolalphabet erster Stufe und M eine S-
Struktur mit der Figenschaft, dass es in M nur endlich viele Klassen zur
elementaren Aquivalenz gibt. Dann gibt es zu jeder Aquivalenzklasse [m] C
M einen S-Ausdruck oy in einer freien Variablen x, der die Klasse [m)]
beschreibt, fir den also

n
n € [m] genau dann, wenn I— F oy
x
gilt.

Beweis. Es seien M, ..., M, die Aquivalenzklassen der elementaren Aqui-
valenzrelation und sei m; € M; ein fest gewéhlter Repriasentant. Wir zei-
gen, dass es fiir M; einen solchen trennenden Ausdruck gibt. Zu jedem
i = 2,...,k gibt es einen Ausdruck 3; in der freien Variablen z mit ™+ F 3;,
aber I I7 3;, da ja m; und m; nicht elementar dquivalent sind. Wir kénnen
annehmen, dass die relevante Variable in jedem dieser Ausdriicke die gleiche
ist. Der konjugierte Ausdruck

aq :Bg/\/\ﬁk
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ist in einer Interpretation (zur S-Struktur M) genau dann wahr, wenn die
Variable x durch ein Element aus M; belegt wird. |

Beispiel 16.12. Fiir das Symbolalphabet {0, } und die natiirlichen Zahlen
N mit der kanonischen Interpretation sind sémtliche Klassen zur elementaren
Aquivalenz einelementig und kénnen auch durch Ausdriicke charakterisiert
werden, und zwar wird die Zahl n durch den Ausdruck z = 0" mit n
Strichen eindeutig beschrieben.

Beispiel 16.13. Es sei S das Symbolalphabet, das aufler Variablen fiir jedes
k € N, ein einstelliges Relationssymbol R enthélt, und es sei

ap = Rkl’

Wir betrachten die Menge M = N, , wobei wir das Relationssymbol Ry
durch

RM(n) genau dann, wenn n ein Vielfaches von k ist

interpretieren. Zwei Elemente m # n € N koénnen dann nicht elementar
dquivalent sein, da sie sich nicht gegenseitig teilen kénnen und daher bei-
spielsweise R (m), also I & ay,, aber nicht R} (n), also I E —ay,, gilt.
Die Aquivalenzklassen sind also einelementig. Es ist aber nicht maglich, die-
se Klassen durch einen Ausdruck in dieser Sprache zu charakterisieren, da
die Giiltigkeitsmengen zu jedem Ausdruck entweder leer sind oder unendlich
viele Elemente enthalten, siche Aufgabe 16.22.

Lemma 16.14. Es sei S ein Symbolalphabet erster Stufe und M eine S-
Struktur. Fir jede elementare Aquivalenzklasse [m| C M gebe es einen S-
Ausdruck oy in einer freien Variablen x, der die Klasse [m] beschreibt, fiir
den also

n € [m] genau dann, wenn Yk Q]
x
gilt. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Fiir jedes k-stellige Relationssymbol R ist RM auf den Aquivalenz-
klassen wohldefiniert.

(2) Fiir jedes k-stellige Funktionssymbol f ist f™ auf den Aquivalenz-
klassen wohldefiniert (und zwar in dem Sinn, dass aus my ~mf, ...,
my, ~ ml, die elementare Aquivalenz

Pl mi) ~ P )
folgt).
Beweis. (1). Es sei R ein k-stelliges Relationssymbol. Fiir ein k-Tupel (m,
...,my) aus M mit (mq,...,my) € RM und ein weiteres dazu elementar-

dquivalentes Tupel (nq,...,ng) (es gelte also my ~ ny, may ~ ng, ... ,my ~
ni) miissen wir (ny,...,n;) € RM zeigen. Es seien ay, ..., a, Ausdriicke in
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der einen freien (untereinander verschiedenen) Variablen z;, die die Aquiva-
lenzklassen zu m; bzw. n; charakterisieren. Es gilt

IIZElxl...Elxk(al/\.../\ak—)Ra:l...xk) ,
wie ja die Belegung von z; durch m; zeigt. Ebenso gilt

m
I—l':3.2132...333]6(041/\042/\.../\0%%Rafl.l?g....iEk) s

T
wie die entsprechende Belegung zeigt. Dies ist jetzt ein Ausdruck in der
einen freien Variablen z;. Wenn man x; statt mit m; durch ein anderes
elementar dquivalentes Element n; belegt, so erhélt man nach Definition der
elementaren Aquivalenz

n

-t Fry...drg (g Aag Ao Ay — Rrqeg ... xy,)
I

und damit
TEVr3zy .. . Jxg (ag Aag A ... Aoy, — Reqzs ... xy) .

Somit hat man den ersten Existenzquantor durch einen Allquantor ersetzt.
In dieser Weise fahrt man mit den anderen Existenzquantoren fort und erhélt
schliefllich

I EVYz\Vay .. Vo (g Aag A ... Nag — Rrjxs ... xy) .

Einsetzen von n; fiir z; liefert also, da ja a; auf n; zutrifft,

ny, ..., Nk
I—— " " Rryzy...7%
Tiy.e..o, Tk
und somit (ny,...,n,) € RM.

(2). Die Aussage fiir Funktionssymbole wird dhnlich bewiesen, siehe Aufgabe
16.27. Il

16. ARBEITSBLATT

16.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 16.1. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet und L, M, N seien
S-Strukturen. Zeige folgende Aussagen.

(1) Die Identitét
Idy: M — M

ist ein Isomorphismus.
(2) Zu einem Isomorphismus

p: M — N
ist die Umkehrabbildung
o't N—M

ein Isomorphismus.
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(3) Es seien
v L— M
und
p: M — N
Homomorphismen (Isomorphismen). Dann ist auch die Hintereinan-
derschaltung ¢ o ¢ ein Homomorphismus (Isomorphismus).

Aufgabe 16.2. Zeige, dass die Begriffe Gruppenhomomorphismus, Ring-
homomorphismus, monotone Abbildung zwischen geordneten Mengen und
lineare Abbildung unter den abstrakten Homomorphiebegriff (iiber welchem
erststufigen Symbolalphabet S7?) fallen.

Aufgabe 16.3. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet, das keine Relati-
onssymbole enthalte. Zeige, dass ein bijektiver S-Homomorphismus zwischen
zwei S-Strukturen bereits ein S-Isomorphismus ist.

Die néchste Aufgabe verwendet die folgende Definition.

Es seien (M7, <;) und (Ms, <) zwei Mengen, auf denen jeweils eine Ordnung
definiert ist. Eine Abbildung
F: M1—>M2,.IIHF($),

heifit ordnungstreu (oder monoton), wenn fiir alle z, 2" € M; mit x <y 2’
stets auch F'(x) <o F(z') gilt.

Aufgabe 16.4. Es sei (M, <) eine geordnete Menge und B (M) die Potenz-
menge von M. Zeige, dass die Abbildung

M — B (M), v —{y € M|y <z},

ordnungstreu und injektiv ist, wobei die Potenzmenge mit der Inklusion ver-
sehen ist.

Aufgabe 16.5. Es sei M die Menge aller unendlichen Teilmengen von N,
versehen mit der Inklusion als Ordnung, und es sei [0, 1] das rechtsseitig
offene reelle Einheitsintervall mit der Kleinergleich-Relation als Ordnung.
Zeige, dass die Abbildung

1\"
W M [0,1[, T > <§) :
ngT

eine bijektive, ordnungstreue Abbildung ist, deren Umkehrabbildung nicht
ordnungstreu ist.

Warum beschrinkt man sich auf unendliche Teilmengen? Wie sehen die
,transportierten Ordnungen* aus?
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Aufgabe 16.6. Es sei S ein Symbolalphabet, das neben Variablen aus einem
einzigen einstelligen Relationssymbol besteht. Was bedeutet ein S-Homo-
morphismus? Welche mathematische Signifikanz hat dieser Begriff?

Aufgabe 16.7. Es sei S ein Symbolalphabet, das neben Variablen aus
einem einzigen einstelligen Funktionssymbol besteht. Was bedeutet ein S-
Homomorphismus? Welche mathematische Signifikanz hat dieser Begrift?

Aufgabe 16.8. Es sei S ein Symbolalphabet erster Stufe. Definiere eine
S-,,Unterstruktur® in einer S-Struktur M.

Aufgabe 16.9.*

Es sei S ein Symbolalphabet und L° die zugehorige Sprache erster Stufe. Es
sei I eine S-Interpretation mit der Grundmenge N und es sei I' := [ F mit
der zugehorigen Aquivalenzrelation ~ auf der Termmenge T

(1) Zeige, dass s ~ t genau dann gilt, wenn I(s) = I(t) gilt.
(2) Zeige, dass es eine injektive Abbildung

Y: T ~—s N

mit

gibt.

(3) Zeige, dass 9 ein S-Homomorphismus ist, wenn die Quotientenmenge
T/ ~ mit der kanonischen S-Struktur versehen wird.

(4) Es sei J die kanonische Interpretation auf 7'/ ~. Es sei vorausgesetzt,
dass die Terminterpretation fiir N surjektiv sei. Zeige, dass [ F «
genau dann gilt, wenn J F « gilt.

Aufgabe 16.10. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet, M und N seien
S-Strukturen und

p: M — N
ein Homomorphismus. Es sei A eine Variablenbelegung in M und ¢ o A die
nach N iibertragene Variablenbelegung. Es seien I und J die zugehdrigen
Interpretationen. Zeige, dass

fiir alle S-Terme t gilt.

Unter einem Automorphismus einer S-Struktur M versteht man einen Iso-

morphismus von M nach M. Man spricht von der S-Automorphismengruppe
von M, geschrieben S — Aut M.
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Aufgabe 16.11. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet und M sei eine S-
Struktur. Zeige, dass die Menge der S-Automorphismen auf M eine Gruppe
bildet.

Aufgabe 16.12. Es sei S = {0,+} und Z sei versehen mit der natiirlichen
S-Interpretation. Bestimme die S-Automorphismengruppe von Z.

Aufgabe 16.13. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet und M eine S-
Struktur. Zeige, dass die elementare Aquivalenz von Elementen m,n € M
eine Aquivalenzrelation auf M ist.

Aufgabe 16.14. In einer Wohngemeinschaft wohnen Albert, Beowulf, Cla-
ra, Dora, Emil und Gundula. Dabei kénnen Albert und Beowulf kochen, die
anderen vier nicht. Emil findet Beowulf doof, Dora findet Albert und Clara
doof, Clara und Gundula finden beide ebenfalls den Albert doof. Charakte-
risiere jede Person durch einen sprachlichen Ausdruck, in dem nur auf die
Kochfihigkeit und das Dooffinden Bezug genommen wird.

Aufgabe 16.15.*

In einer Wohngemeinschaft leben die Personen A, B, C, D, E. Wir betrachten
die folgenden Relationen:

(1) Txy bedeutet, dass x und y manchmal miteinander Tennis spielen,

(2) Szyz bedeutet, dass z,y und z manchmal miteinander Skat spielen,

(3) Kzyzw bedeutet, dass z,y, z und w manchmal miteinander Doppel-
kopf spielen.

In der WG gilt
TDE,SABC,SABE, KACED .

(1) Charakterisiere umgangssprachlich die Person D allein unter Bezug-
nahme auf die gegebenen Spielrelationen.

(2) Charakterisiere umgangssprachlich die Person C' allein unter Bezug-
nahme auf die gegebenen Spielrelationen.

(3) Charakterisiere pradikatenlogisch durch einen Ausdruck mit der einzi-
gen freien Variablen x und den Relationssymbolen 7', S| K die Person
A.

(4) Charakterisiere préadikatenlogisch durch einen Ausdruck mit der einzi-
gen freien Variablen x und den Relationssymbolen 7', S| K die Person
B.

(5) Charakterisiere priadikatenlogisch durch einen Ausdruck mit der einzi-
gen freien Variablen x und den Relationssymbolen T, S, K die Person
E.
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Aufgabe 16.16. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet, das nur aus einer
Variablenmenge besteht, die Konstantenmenge und die Mengen der Funk-
tionssymbole und der Relationssymbole seien also leer. Zeige, dass je zwei
Elemente m,n € M elementar dquivalent sind.

Aufgabe 16.17. Es sei S ein Symbolalphabet, das neben Variablen aus
einem einzigen einstelligen Funktionssymbol f besteht und es sei M =
{1,...,8} eine S-Struktur, wobei f als die Permutation 7 mit

x 112345 |6|7]8
w(z) [2(5|6[8|4 3|17

interpretiert werde. Bestimme die elementar dquivalenten Elemente von M.

Aufgabe 16.18.*

Charakterisiere den Punkt d im skizzierten Graphen mit einem Ausdruck in
einer freien Variablen x iiber dem Symbolalphabet, das neben Variablen aus
einem einzigen zweistelligen Relationssymbol R besteht, das im angegebenen
Modell durch einen Pfeil wiedergegeben wird.

Aufgabe 16.19. Wir betrachten das Symbolalphabet S = {4,0} mit der
natiirlichen Interpretation auf N. Zeige, dass jedes Element nur zu sich selbst
elementar aquivalent ist.
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Aufgabe 16.20. Es seien die Symbolalphabete S = {+,0}, T" = {+,0, 1},
und R = {0,1,+, -} gegeben, die wir auf Z natiirlich interpretieren. Bestim-
me zu diesen Symbolalphabeten jeweils die Aquivalenzklassen zur elementa-
ren Aquivalenz.

Aufgabe 16.21. Bestimme die Aquivalenzklassen zur elementaren Aquiva-
lenz in der zyklischen Gruppe Z/(4) zum Symbolalphabet S = {0, +}.

Aufgabe 16.22. Bestimme die Aquivalenzklassen zur elementaren Aquiva-
lenz in der Gruppe Z/(2) x Z/(2) zum Symbolalphabet S = {0, +}.

Aufgabe 16.23. Es sei S das Symbolalphabet, das aufler Variablen fiir je-
des k € N, ein einstelliges Relationssymbol R enthélt. Wir betrachten die
Menge M = N, wobei wir das Relationssymbol R durch

RM(n) genau dann, wenn n ein Vielfaches von k ist

interpretieren. Es sei o € L° ein Ausdruck in einer freien Variablen z, wobei
in a die Relationssymbole Ry,,..., R, vorkommen mogen. Es sei k£ das
kleinste gemeinsame Vielfache von ky, ..., k,,. Zeige, dass
n
M—-Fa
x
genau dann gilt, wenn
n+k
x

M F o

gilt.

Aufgabe 16.24. Es sei S das Symbolalphabet, das neben Variablen aus
einem zweistelligen Relationssymbol G besteht und es sei

' = {VaVy (Gzy — —~Gyzx)}.
Zeige, dass eine vierelementige S-Struktur, die I' erfiillt, dquivalent zur Ge-
winnstruktur in einer Vorgruppe bei einer Fu3ballweltmeisterschaft ist.

(Bemerkung: Eine zweistellige Relation wird oft durch ein Pfeildiagramm
veranschaulicht.)

Aufgabe 16.25. Es sei S das Symbolalphabet, das neben Variablen aus
einem zweistelligen Relationssymbol G besteht und es sei
M = {Bra, Kam, Kro, Mex}

die S-Struktur, bei der G(m,n) als m gewinnt gegen n (bei der Fufiball-
weltmeisterschaft 2014) interpretiert wird. Bestimme die Aquivalenzklassen
zur elementaren Aquivalenz, trennende Ausdriicke und die Automorphismen-

gruppe.
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Aufgabe 16.26. Es sei S das Symbolalphabet, das neben Variablen aus
einem zweistelligen Relationssymbol G besteht. Wir betrachten Modelle, die
aus einer vierelementigen Menge M mit einer zweistelligen (Gewinn)-relation
GM bestehen und die die Aussage VaVy (Gry — —Gyz) erfiillen. Zeige, dass
zwei verschiedene Elemente m,n € M zueinander elementar dquivalent sein
koénnen, obwohl GM (m,n) gilt (m und n spielen also nicht unentschieden).

Aufgabe 16.27. Ein Turnier werde im KO-System mit 2" Mannschaften
ausgetragen, jedes Spiel endet also mit einem Gewinner und einem Verlie-
rer und der Verlierer scheidet direkt aus (es gebe kein Spiel um Platz drei
oder dhnliches). Das Turnier sei vorbei. Zeige, dass man jede Mannschaft in
der Pridikatenlogik allein mit der Gewinnrelation adressieren kann (je zwei
Mannschaften sind also nicht elementar dquivalent).

Aufgabe 16.28. Es sei S ein Symbolalphabet erster Stufe und M eine S-
Struktur. Fiir jede elementare Aquivalenzklasse [m] C M gebe es einen S-
Ausdruck ) in einer freien Variablen x, der die Klasse [m| beschreibt. Zeige,
dass fiir jedes k-stellige Funktionssymbol f aus my ~ mi, ..., my ~ mj die
elementare Aquivalenz fM(my,...,mg) ~ fM(m},...,m;) folgt.

Aufgabe 16.29. Es sei S ein Symbolalphabet erster Stufe und M eine S-
Struktur. Fiir jede elementare Aquivalenzklasse [m] C M gebe es einen S-
Ausdruck o, in einer freien Variablen z, der die Klasse [m] beschreibt.
Zeige, dass fiir ein k-stelliges Funktionssymbol f aus m; ~m/, ..., my ~ m}
nicht die Gleichheit f™(my,...,my) = fM(mj,...,m}) folgen muss.

16.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 16.30. (4 Punkte)

Es seien I' C IV C L® widerspruchsfreie Ausdrucksmengen, die unter Ablei-
tungen abgeschlossen seien, und seien M bzw. M’ die geméfl der Konstruk-
tion zugehorigen Modelle. Zeige, dass es einen S-Homomorphismus

M — M’
gibt.

Aufgabe 16.31. (2 Punkte)

Es sei S ein Symbolalphabet, das neben Variablen aus einem einzigen einstel-
ligen Funktionssymbol f besteht und es sei M = {1,...,10} eine S-Struktur,
wobei f als die Permutation 7 mit



interpretiert werde. Bestimme die elementar dquivalenten Elemente von M.

Aufgabe 16.32. (4 Punkte)

Es sei S das Symbolalphabet, das neben Variablen aus einem zweistelligen
Relationssymbol G besteht und es sei

M = {Deu, Gha, Por, USA}

die S-Struktur, bei der G(m,n) als m gewinnt gegen n (bei der Fufball-
weltmeisterschaft 2014) interpretiert wird. Bestimme die Aquivalenzklassen
zur elementaren Aquivalenz, trennende Ausdriicke und die Automorphismen-

gruppe.

Aufgabe 16.33. (8 Punkte)

Klassifiziere (bis auf Isomorphie) die moglichen Gewinnstrukturen bei einer
Vierergruppe (wie bei einer Fufiballweltmeisterschaft).

(Bemerkung: Es wird also eine vollstéindige Liste aller moglichen Isomor-
phietypen verlangt. Die Liste muss systematisch sein und die Vollstandigkeit
begriindet werden.)

Aufgabe 16.34. (2 Punkte)

Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet und M, N seien S-isomorphe S-
Strukturen. Zeige, dass die zugehorigen Automorphismengruppen Autg M
und Autg N isomorph sind.

Aufgabe 16.35. (3 Punkte)

Bestimme die Aquivalenzklassen zur elementaren Aquivalenz in der zykli-
schen Gruppe Z/(8) zum Symbolalphabet S = {0, +}.

17. VORLESUNG - ELEMENTARE AQUIVALENZ II

17.1. Isomorphie und elementare Aquivalenz im endlichen Fall.

Wir mochten zeigen, dass bei endlichen Mengen die elementare Aquivalenz
den Isomorphietyp bereits festlegt. Wir besprechen zunéchst einige typische
Beispiele, die als Orientierung fiir den komplexen Beweis dienen sollen.
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Beispiel 17.1. Es sei S ein Symbolalphabet, das ausschliefllich aus (abzahl-
bar unendlich vielen) Variablen bestehe. Zwei endliche S-Mengen M und N
sind genau dann elementar dquivalent, wenn sie die gleiche Anzahl an Ele-
menten haben, denn die Elementanzahl kann man durch einen erststufigen
Ausdruck aus L® ausdriicken. In diesem Fall gibt es eine Bijektion zwischen
M und N und diese ist ein S-Isomorphismus.

Beispiel 17.2. Das Symbolalphabet S bestehe (neben Variablen) aus einem
einstelligen Funktionssymbol f. Die Ausdrucksmenge I' bestehe aus einem
Satz, der inhaltlich besagt, dass eine erfiillende Menge genau n Elemente
besitzen muss, und einen Satz, der besagt, dass die Funktion bijektiv ist.
Ein Modell fiir I" ist also eine n-elementige Menge M zusammen mit einer
fixierten Permutation
MM —M
auf dieser Menge. Eine Teilmenge T" C M der Form

T = {m, f(m), f*(m),...., f*"(m)}
mit f¥(m) = m und mit f{(m) # m fiir alle i, 1 < i < k — 1, nennt
man Zykel zu f der Lénge k. Die Menge M ist die disjunkte Vereinigung
von Zykeln unterschiedlicher Léange. Zwei Elemente m,n € M sind genau
dann elementar dquivalent, wenn sie beide in einem gleichlangen (aber nicht
unbedingt im gleichen) Zykel liegen: Einerseits ldsst sich die Zykelldnge k
erststufig formalisieren, etwa durch

ffr=aAfflatan. . Afo#z,

wobei die Potenzen ausgeschrieben werden miissen. Andererseits kann man
einfach Automorphismen angeben, indem man aus jedem Zykel Z; ein Ele-
ment m; auswihlt und dieses auf ein beliebiges Element n; = (m;) eines
Zykels gleicher Léange schickt, wobei jeder Zykel genau einmal getroffen wird.

Durch

(S (my)) = [ (P(my))
erhélt man einen wohldefinierten Automorphismus. Insbesondere kann man
einen Automorphismus konstruieren, der m auf n abbildet. Wenn man m
auf n (elementar dquivalent zu m) abbilden mdochte, so ist dadurch schon
bestimmt, wohin man die Elemente aus dem Zyklel zu m abbilden muss. Es

muss namlich ¢¥(fm) = fip(m), ¥(ffm) = ffi(m), u.s.w. gelten.

Beispiel 17.3. Wir betrachten das Symbolalphabet S, das neben Variablen
aus einer Konstanten 0 und einem zweistelligen Funktionssymbol + besteht.
Wir betrachten die Gruppe Z/(8) mit der natiirlichen S-Struktur. Die ele-
mentaren Aquivalenzklassen sind durch die Ordnung der Elemente gegeben.

Die Klassen sind

{{0}, {4}, {2,6},{1,3,5,7}} .
Bei einen S-Automorphismus auf Z/(8) miissen die einelementigen Klassen
auf sich selbst abgebildet werden, bei den anderen hat man gewisse Freihei-
ten. Allerdings gibt es Abhéingigkeiten zwischen den Wahlmoglichkeiten auf
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den groferen Klassen. Wenn man 2 auf 6 abbilden méchte, so muss man
zunédchst 6 auf 2 abbilden. Wenn man diese partielle Abbildung

{0,2,4,6} —» {0,1,2,3,4,5,6,7,8}

fortsetzen mochte, so muss man beispielsweise 3 wegen 3 + 3 = 6 — 2 auf 1
oder auf 5 abbilden, die Werte 3 oder 7 sind ausgeschlossen.

Beispiel 17.4. Es sei S ein Symbolalphabet und M eine S-Struktur mit der
Eigenschaft, dass jede Aquivalenzklasse zur elementaren Aquivalenz einele-
mentig sei. Wenn N eine weitere, zu M elementar dquivalente S-Struktur ist,
so hat auch diese einelementige Aquivalenzklassen. Die einzige Moglichkeit
fiir einen S-Isomorphismus M — N ist dann, ein Element m auf das ein-
zige Element n € N abzubilden, das den entsprechenden charakteristischen
Ausdruck erfiillt. Es muss dann allerdings begriindet werden, dass es sich
wirklich um einen Homomorphismus handelt.

Aus den Uberlegungen der letzten Vorlesung erhalten wir das folgende Re-
sultat. Im Beweis arbeiten wir mit folgender Definition.

Definition 17.5. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet umd M eine S-
Struktur. Eine Teilmenge T' C M heifit funktional abgeschlossen (oder eine
S- Unterstruktur ), wenn fiir jede Konstante ¢ € S das Element ¢ zu T
gehort und fiir jedes k-stellige Funktionssymbol f und beliebige Elemente
mi,...,my € T auch fM(my,...,my) zu T gehort.

Unter einem formal-zusammengesetzten Funktionssymbol (oder Funktions-
symbolbaum) versteht man die Elemente der folgenden rekursiv festgelegten
Menge (innerhalb der Menge von Stammbé#umen).

(1) Jedes Funktionssymbol (einschlieBlich der Konstanten) gehort dazu.

(2) Wenn f ein k-stelliges Funktionssymbol ist und F3,..., Fy formal-
zusammengesetzteFunktionssymbole, so ist auch der Stammbaum
(nicht die Symbolkette) fF}...F) ein formal-zusammengesetztes
Funktionssymbol.

Bei einer Interpretation mit Grundmenge M wird ein formal-zusammenge-
etztes Funktionssymbol F' als Hintereinanderschaltung der beteiligten Abbil-
dungen interpretiert, wofiir wir wieder F™ schreiben. Eine funktional abge-
schlossene Menge ist auch unter jeder formal-zusammengesetzten Funktion
abgeschlossen, sieche Aufgabe 17.8 und zu einer Startmenge U C M besteht
die kleinste funktional abgeschlossene Teilmenge, die U enthilt, genau aus
den Werten der formal-zusammengesetzten Funktionen mit Argumenten aus
U. (die funktionale Hille von U). Wenn man mit einem Element m startet,
und nur ein einstelliges Funktionssymbol zur Verfiigugn hat, so besteht die

funktionale Hiille einfach aus m, f(m), f(f(m)), f(f(f(m))),....
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Satz 17.6. Es sei S ein Symbolalphabet und es seien M und N S-Strukturen,
wobei M endlich sei. Dann sind M und N genau dann elementar dquivalent,
wenn ste zueinander isomorph sind.

Beweis. Dass eine Isomorphie elementare Aquivalenz impliziert, wurde in
Satz 16.7 bewiesen. Fiir die Umkehrung seien also die beiden Strukturen
elementar dquivalent, und M habe r Elemente. Dann gilt in M die Aussage

JryFzy .. Tz (v Ao ANy F g AL AT F X N T
F X3 N NTyF T N NT F Ty)

und die entsprechende Aussage fiir r+1 gilt nicht. Aufgrund der elementaren
Aquivalenz gilt diese Aussage (bzw. die entsprechende Aussage) auch (nicht)
in N. D.h. N ist ebenfalls endlich mit » Elementen.

Wir konstruieren nun sukzessive Teilmengen S; C S;31 € M, wobei die S;
funktional abgeschlossen sind, und Abbildungen

%‘3 Sj — N
mit ¢;11|s, = t; und derart, dass die 1, fiir jedes j Isomorphismen zwischen
S; und T} = bild v, sind.

Wir wéahlen m; € M beliebig und setzen S; als die kleinste, funktional ab-
geschlossene Teilmenge in M an, die m; enthilt. Nach Lemma 16.11 gibt
es einen Ausdruck « in einer freien Variablen, der die elementare Aqui-
valenzklasse [m;] beschreibt. Wir wéhlen ein Element n; € N aus der «
entsprechenden Aquivalenzklasse in N (und diese ist nicht leer wegen der
elementaren Aquivalenz zwischen M und N) und setzen

P1(my) = ny.

Fiir jedes formal-zusammengesetzte Funktionssymbol F' definieren wir
D (FY(ma)) = FY(1(ma)) = FY ().
Diese Abbildung ist wohldefiniert. Ist namlich
m = FM(my) = GM(my),
so gilt in M
Ve (a — F(z) = G(z))

da dies fiir my gilt und daher auch fiir alle dazu elementar dquivalenten
Elemente, und da fiir die dazu nicht elementar &dquivalenten Elemente der

Vordersatz nicht gilt. Diese Aussage gilt dann auch bei Interpretation iiber
N. Daher ist

FN(ny) = GN(ny).

Wir miissen zeigen, dass ein Homomorphismus vorliegt. Die Vertréglichkeit
mit den Funktionssymbolen folgt unmittelbar aus der Definition der Abbil-
dung. Ferner wird jedes Element zu einem Element aus der entsprechenden
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Aquivalenzklasse abgebildet. Nach (dem Beweis zu) Lemma 16.14 und we-
gen der elementaren Aquivalenz beriicksichtigt ¢ daher die Relationen. Dies
gilt in beide Richtungen, d.h. eine Relation trifft auf ein Tupel genau dann
zu, wenn dies auf das Bildtupel zutrifft. Die Abbildung ist injektiv: Zu zwei
Elementen m,m’ € S; gibt es zusammengesetzte Funktionssymbole F und
G mit m = FM(my) und m’ = GM(m;) Bei m # m’ gilt

FVr(a— Fz # Grx) ,

da dies bei Interpretation von x durch m, gilt, und diese Aussage gilt auch in
N. Die Abbildung ist surjektiv auf das Bild, also liegt wegen der Aquivalenz
bei den Relationen insgesamt ein Isomorphismus vor.

Es seien nun S; und v; schon konstruiert und S; # M. Wir wéhlen
m;+1 € M\ S; und betrachten die funktionale Hiille von S;U{m;;;}. Wir be-
trachten die Menge aller Tupel (3, my, ..., my), wobei 8 € L® ein Ausdruck
in den freien Variablen x,...,z; und y ist und wobei my,...,my € S; (das
miissen nicht die in der Konstruktion der v; gewéhlten Elemente sein) mit

der Eigenschaft, dass
My, ..., Mg Mjy

1

=B
T1y..., Tk

gilt. Dabei sei I eine fixierte Interpretation auf M und J entsprechend eine
Interpretation auf N. Es gilt dann insbesondere

Lo TR e 8.
Ty ., Tk

Daher gilt nach Satz 16.7 (angewendet auf den Isomorphismus t; mit n;, =
¥;(m;)) auch

Ny, ..., N
J R e 8
Ti1y..., Tk
und insbesondere gibt es ein (zundchst von § abhéngiges) n € N mit
J 1 ) k_ ':B
Tiyeoo s T Y

Dann gibt es auch ein n € N, das man fiir alle § nehmen kann. Fiir jedes
einzelne 3 ist ndmlich die erfiillende Elementmenge nicht leer, und wenn der
Durchschnitt iiber alle g leer wére, dann schon fiir eine endliche Teilmenge
und dann auch fiir die endliche Konjunktion dariiber. Sei n;,; ein solches
Element. Wir setzen nun

Yir1(mjq1) == njp
und definieren
wj+1(FM(ml7 s amkaijrl)) = FN(nla s 7nk7nj+1)

fiir jedes k + 1-stellige formal zusammengesetzte Funktionssymbol F'. Die
Wohldefiniertheit von 1,4, die Vertriglichkeit mit den Funktionssymbolen
und mit den Relationssymbolen (in beide Richtungen) sowie die Bijektivitét
und damit die Isomorphieeigenschaft folgt wie oben.
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Da M endlich ist, erhalten wir, wenn wir diesen Konstruktionsschritt iterie-
ren, insgesamt eine injektive Abbildung

v: M — N.
Da M und N gleich viele Elemente besitzen, ist diese auch surjektiv und
insgesamt erhalten wir einen Isomorphismus. U

Das im Beweis beschriebene Verfahren zur Konsrtuktion eines Isomorphismus
ist grundsétzlich konstruktiv.

17.2. Nichtstandardmodelle.

Definition 17.7. Es sei M eine fixierte S-Struktur (das Standardmodell)
iiber einem Symbolalphabet S. Dann nennt man eine weitere S-Struktur
M', die zu M elementar dquivalent, aber nicht zu M S-isomorph ist, ein
Nichtstandardmodell von M.

Bemerkung 17.8. So formuliert ist diese Definition fiir jedes Modell M
anwendbar. Man verwendet sie aber eigentlich nur dann, wenn ein wohlbe-
stimmtes ,, prominentes® Modell M ausgezeichnet ist. Das Standardmodell
ist dann in der Regel durch den Kontext festgelegt. Im zahlentheoretischen
Kontext ist N das Standardmodell, die entsprechenden Nichtstandardmodelle
heilen Nichtstandardmodelle der Arithmetik, die Untersuchung solcher Mo-
delle heif3t Nichtstandardarithmetik. Im analytschen Kontext sind die reellen
Zahlen das Standardmodell, die entsprechenden Nichtstandardmodelle hei-
Ben Nichtstandardmodelle der reellen Zahlen; man spricht von Nichtstandard-
analysis.

Es ist keineswegs selbstverstandlich, dass es Nichtstandardmodelle gibt. Dies
ergibt sich, und zwar ganz allgemein fiir jede unendliche Struktur, aus einer
Reihe von Uberlegungen, die an den Vollstindigkeitssatz anschlieBen. Ein
wesentlicher Punkt ist dabei, dass man zwar die Unendlichkeit eines Modells
durch ein erststufiges Axiomenschema beschreiben kann, nicht aber erststufig
verschiedene Méchtigkeiten unterscheiden kann. Zu n € N beschreibt die
Aussage

oy = Ell’l e ElIn (/\1;&](1’1 # Ib)) s
dass es mindestens n verschiedene Elemente gibt (d.h. diese Aussage ist in-

terpretiert in einem Modell M genau dann richtig, wenn M mindestens n
Elemente besitzt). Die Ausdrucksmenge

' = {a,|n € N}
beschreibt daher die Unendlichkeit einer Menge. Aufgabe 15.16 zeigt, dass es
Nichtstandardmodelle der Arithmetik gibt (siehe auch Korollar 15.11) und
Aufgabe 15.15 zeigt (das Argument werden wir gleich wiederholen), dass es

abzéhlbare Modelle gibt, die zu den reellen Zahlen elementar dquivalent sind.
Man spricht von reell-abgeschlossenen Kérpern.
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17.3. Reell-abgeschlossene Korper.

Beispiel 17.9. Die Symbolmenge S bestehe aus 0, 1,4+, (und abzdhlbar
unendlich vielen Variablen), die in den reellen Zahlen R in natiirlicher Weise
interpretiert werden. Die Ausdrucksmenge

I = RF

ist somit widerspruchsfrei. Der Beweis zu Lemma 15.3 zeigt, dass es dann
eine abzéhlbare Symbolerweiterung S’ O S und eine S’-Ausdrucksmenge I
gibt, die Beispiele enthélt (es ist nicht selbstverstandlich, ob I" selbst Beispie-
le enthélt. Da es {iberabzéhlbar viele reelle Zahl gibt, liegt nicht jede reelle
Zahl im Bild der Terminterpretation, so dass man Lemma 14.5 nicht anwen-
den kann), und die nach Lemma 15.4 zu einer maximal widerspruchsfreien
Ausdrucksmenge ergéinzt werden kann. Nach dem Satz von Henkin gibt es
ein erfiillendes Modell, das aus Identifizieren von Termen entsteht. Da die
Termmenge abzédhlbar ist, ist auch dieses Modell abzéhlbar. Es gibt daher
ein abzihlbares Nichtstandardmodell der reellen Zahlen.

Die Menge der rationalen Zahlen bilden einen abzdhlbaren angeordneten
Korper, aber kein Nichtstandardmodell der reellen Zahlen, da ja beispiels-
weise die Aussage Jz(2? = 2) in R gilt, aber nicht in Q. Wichtige erststufige
Aussagen, die in R und damit auch in jedem Nichtstandardmodell gelten,
fassen wir in folgender Proposition zusammen.

Proposition 17.10. Fir die reellen Zahlen gelten folgende Aussagen tiber
dem Symbolalphabet** S = {0,1,+, -, z,,n € N}

(1) Die Aziome eines*® angeordneten Korpers.
(2) Fir jedes ungerade n € N gilt

VeoVey .. Ve, ((¢n #0) = Fz (cpa” + coora™ ' + -+ 1z + ¢ = 0)) .
(3) Fiir jedes gerade n € N gilt
Ve By ((y" =2) V (y* = —1))) .
(4) Fir jeden S-Ausdruck o in einer freien Variablen x gilt

Jra A Ve (o — 2 <b) — s (Vo (@ =z < s)
ANz (oo =2 <c¢c)—s<c).

24Um die Lesbarkeit zu erhshen benutzen wir auch andere Variablennamen.
%5Die Beziehung u > v wird durch Jt(t? = u — v) erklirt. Alternativ kann man die
Symbolmenge um > ergénzen.
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(5) Fiir jeden S-Ausdruck o in einer freien Variablen x gilt
<E|:1:a A dz—a A\ VaVy <:1: <y— <ag — a))
x

AYzVy <y <z— (ﬂa% — —u))) — ds (Vo (a =z < s)

Nz (o — x> s)).

Beweis. (1) ist in der Axiomatik der reellen Zahlen enthalten. (2) folgt aus
dem Zwischenwertsatz, der Stetigkeit von Polynomen und dem Verhalten
von Polynomen von ungeradem Grad gegen +oo. (3) folgt aus wiederholter
Anwendung von Satz 7.4 (Analysis (Osnabriick 2014-2016)) und Teil (2).
(4) ist eine Formulierung von Satz 7.5 (Analysis (Osnabriick 2014-2016)) fiir
solche Teilmengen, die in der ersten Stufe beschrieben werden koénnen. (5)
folgt aus dem Dedekindschen Schnittaxiom. O

Diese Eigenschaften (insbesondere die beiden letzten) sind ein erststufiger
Ersatz fiir die Vollstandigkeit (dhnlich wie das Axiomenschema der Induktion
in den erststufigen Peano-Axiomen ein Ersatz fiir die zweitstufige Induktion
der Dedekind-Peano Axiome ist). Das Archimedes-Axiom, also dass es zu
jeder reellen Zahl x € R eine natiirliche Zahl n > =z gibt, ldsst sich nicht
erststufig charakterisieren, da dies fiir die natiirlichen Zahlen nicht moglich
ist. Wir betrachten zu n € N den Ausdruck

pn = Jx(z>n),

wobei n durch die n-fache Addition der 1 mit sich selbst reprasentiert wird.
Eine Aussage wie ,3zVn(x > n)“, was nichtarchimedisch bedeutet (n soll
hier eine natiirliche Zahl sein), ist nicht erststufig formulierbar.

Beispiel 17.11. Die Symbolalphabet S bestehe aus den Zeichen 0,1, 4, -
(und abzéhlbar unendlich vielen Variablen), die in den reellen Zahlen R in
natiirlicher Weise interpretiert werden. Die Ausdrucksmenge

I = R"
ist somit widerspruchsfrei. Wir betrachten fiir n € N den Ausdruck
Bn = x> n.

Es sei I'V die Vereinigung von I' mit {5,| n € N}. Jede endliche Teilmenge von
I ist erfiillbar (némlich in R), also ist nach Korollar 15.10 auch I' erfiillbar.
Es gibt also eine S-Struktur M, in der alle erststufigen Sétze von R gelten
und auch alle x > n bei geeigneter Belegung gelten, d.h. es gibt ein Element
m € M, das jenseits jeder natiirlichen Zahl liegt. Insbesondere ist M ein
nicht-archimedisch angeordneter Korper.

Definition 17.12. Ein angeordneter Korper K heifit reell-abgeschlossen,
wenn folgende Eigenschaften gelten.

(1) Jedes nichtnegative Element aus K besitzt eine Quadratwurzel in K.
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(2) Jedes Polynom P € K[X] mit ungeradem Grad besitzt in K eine
Nullstelle.

Man kann zeigen, dass ein reell-abgeschlossener Korper K elementar dquiva-
lent zu den reellen Zahlen ist und insbesondere die oben angefiihrten Eigen-
schaften besitzt. Eine wichtige Eigenschaft ist ferner, dass Ki| algebraisch
abgeschlossen ist (d.h. durch Hinzunahme eines Elementes i mit i¥ = —1
wird der Korper algebraisch abgeschlossen). Ein (abzahlbares Modell) eines
reell-abgeschlossenen Korpers sind die reellen algebraischen Zahlen, also al-
le reellen Zahlen, die Nullstelle eines Polynoms mit rationalen Koeffizienten
sind. Dies ist zugleich der kleinste reell-abgeschlossene Korper. Da die Zahlen
7 und e transzendent sind, folgt, dass diese Zahlen nicht erststufig charakteri-
sierbar sind. Eine Besonderheit der Theorie der reell-abgeschlossenen Kérper
ist, dass es dafiir eine Entscheidungsprozedur gibt, d.h. es gibt einen maschi-
nell durchfithrbaren Algorithmus, die Quantorenelimination, der fiir jeden
Ausdruck « iiber der erststufigen Sprache zur Symbolmenge {0,1,+,-, >}
entscheidet, ob a aus den Axiomen ableitbar ist (dquivalent, in jedem reell-
abgeschlossenen Korper gilt) oder nicht. Es gibt also prinzipiell keine erst-
stufig formulierbaren ,,substantiellen Probleme* fiir die reellen Zahlen.

17. ARBEITSBLATT

17.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 17.1. Bestimme die funktionale Hiille zu einem Element x € M,
wobei auf M eine Permutation 7 fixiert sei.

Aufgabe 17.2. Es sei S ein Symbolalphabet, das neben Variablen aus einer
Konstanten e und einem einzigen zweistelligen Funktionssymbol f bestehe.
Es sei GG eine endliche Gruppe, wobei e als neutrales Element und f als die
Verkniipfung interpretiert werde. Zeige, dass die funktionale Hiille zu einem
Element g € G mit der von g erzeugten Untergruppe iibereinstimmt.

Aufgabe 17.3. Erstelle Funktionssymbolstammbéume, die den arithmeti-
schen Ausdriicken

(x+19)z, 22 +yz, 2° + y2?

entsprechen.
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Aufgabe 17.4. Definiere einen Isomorphismus auf {1,2,...,10} zur Permu-
tation

8

—
[\)
w

475 [6]7]8[9]10
m(x) [4]9]3[10(8 [5]2[6]7] 1

anhand von Satz 17.6, wobei im ersten Schritt 4 auf 6 abgebildet werden soll.

Aufgabe 17.5. Bestimme die Automorphismengruppe zu einer fixierten Per-
mutation 7 auf einer endlichen Menge M.

Aufgabe 17.6. Essei M = 7Z/(12), aufgefasst als Gruppe. Definiere entlang
von Satz 17.6 einen Isomorphismus

o: Z/(12) — Z/(12),

startend mit S; = {0} und weiter mit Sy, wobei Sy die funktionale Hiille von
0 und my = 3 sei, und ny als 9 gewdhlt wird, etc. Welche Wahlméglichkeiten
hat man fiir p3(m3) mit mg = 17

Aufgabe 17.7. Definiere die Stelligkeit fiir ein formal-zusammengesetztes
Funktionssymbol.

Aufgabe 17.8. Zeige, dass eine funktional abgeschlossene Teilmenge T C
M einer S-Struktur M auch unter jedem formal-zusammengesetzten Funk-
tionssymbol abgeschlossen ist.

Aufgabe 17.9. Wir betrachten das Symbolalphabet .S, welches neben Va-
riablen aus 0, 1, +, - besteht, mit der Standardinterpretation auf R. Bestimme
die funktionale Hiille der einzelnen Elemente 1,3+/7, e, 7. Welche sind unter-
einander S-isomorph, welche nicht?

Aufgabe 17.10. Es sei S = {0,1,+,-}. Zeige, dass die Automorphismen-
gruppen der S-Strukturen Q und R jeweils trivial sind.

Aufgabe 17.11. Es sei S = {0,1,+,-} die Symbolmenge eines Korpers.
Zeige, dass es einen Unterkérper K C R derart gibt, dass S — Aut K nicht
trivial ist.
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Aufgabe 17.12. Es sei S = {0,1,+,+,>} die Symbolmenge eines angeord-
neten Korpers. Zeige, dass fiir jeden Unterkoérper K C R die Automorphis-
mengruppe S — Aut K trivial ist.

Aufgabe 17.13. Es sei S = {0,1,+,+,>} die Symbolmenge eines angeord-
neten Korpers. Zeige, dass es einen angeordneten Korper K derart gibt, dass
S — Aut K nicht trivial ist.

Aufgabe 17.14.*

Es sei
S = {0717+7'7Z

das Symbolalphabet fiir einen angeordneten Korper und es sei R die S-
Struktur mit der Standardinterpretation.

(1) Zeige, dass die Aquivalenzklassen zur elementaren Aquivalenz einele-
mentig sind.

(2) Zeige, dass es fiir die Elemente im Allgemeinen keinen charakterisie-
renden Ausdruck gibt.

Aufgabe 17.15. Wir betrachten die beiden folgenden Punktkonfigurationen
im R?,

M ={(0,0),(0,1),(1,0),(2,0)} und N = {(0,0),(0,1),(1,0),(3,0)}.
Zeige, dass es keine lineare Abbildung
¢: R? — R?
gibt, die M in N iiberfithrt. Widerspricht dies Satz 17.67

Aufgabe 17.16. Es sei f ein zweistelliges Funktionssymbol und g ein ein-
stelliges Funktionssymbol. Man mache sich klar, dass die Symbolkette fggg
in zweifacher Weise als formal-zusammengesetztes Funktionssymbol gelesen
werden kann.

Aufgabe 17.17. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet, M eine S-Struk-
tur und 7' C M eine Teilmenge. Zeige, dass die (rekursiv definierte) funktio-
nale Hiille von T gleich dem Durchschnitt iiber alle funktional abgeschlosse-
nen Teilmengen N C M ist, die T" umfassen.
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In der Mathematik interessiert man sich nicht nur fiir die von einer Teil-
menge einer Struktur erzeugte funktionale Hiille, sondern auch fiir Unter-
strukturen, in denen zusétzlich noch die gleichen Gesetzméafigkeiten (ausge-
driickt durch ein Axiomensystem I') wie in der Struktur gelten, beispielsweise
die von einer Teilmenge erzeugten Untergruppen, Unterringe, Unterkorper,
Untervektorrdume. Diese von einer Teilmenge erzeugten S — I'-Strukturen
kann man oft, wenn es sie iiberhaupt gibt, als Durchschnitt {iber alle S —I'-
Unterstrukturen erhalten, die die Teilmenge umfassen.

Aufgabe 17.18. Wir betrachten die Gruppe (Z, 0, +). Bestimme die funktio-
nale Hiille von 7" = {15,20} (hier spricht man vom erzeugten Untermonoid)
und die von T' erzeugte Untergruppe.

Aufgabe 17.19. Das Symbolalphabet S bestehe neben Variablen aus einem
einstelligen Funktionssymbol f und es sei I' = {a} mit a = VazIy(fy = z).
Es sei M = Z, wobei f als +2 interpretiert wird mit der einzigen Ausnahme

r+1, fallsx >0,
f(z) =10, falls z = —1,
x+2, falls x < —2.

a) Zeige, dass I" von M erfiillt wird.
b) Bestimme die funktionale Hiille von {0}.
c) Zeige, dass die funktionale Hiille von {0} nicht I" erfiillt.

d) Man gebe zwei funktional abgeschlossene, I'-erfiillende und 0 enthaltende
Teilmengen 77,7, C Z an, deren Durchschnitt 77 N T, nicht T erfiillt.

Zu einer S-Struktur M und einer S-Unterstruktur N C M versteht man
unter der relativen S-Automorphismengruppe von M beziiglich N die Menge

der S-Automorphismen auf M, die die Elemente aus N in sich iiberfiihren.
Sie wird mit S — Auty M bezeichnet.

Aufgabe 17.20. Es sei S ein Symbolalphabet, M eine S-Struktur und N C
M eine S-Unterstruktur. Zeige, dass die relative Automorphismengruppe S —
Auty M eine Untergruppe der Automorphismengruppe S — Aut M ist.

Aufgabe 17.21. Interpretiere die Galoisgruppe zu einer Kérpererweiterung
K C L als eine relative Automorphismengruppe zu einem geeigneten Sym-
bolalphabet. Welche Rolle spielen dabei die Kérperaxiome?
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Aufgabe 17.22. Es sei S ein Symbolalphabet, M eine S-Struktur und
N C M eine S-Unterstruktur. Zeige, dass man durch eine Symbolmen-
generweiterung S C S’ wobei nur Konstanten hinzugenommen werden,
erreichen kann, dass die relative Automorphismengruppe S — Auty M der
S’-Automorphismengruppe S’ — Aut M entspricht (dazu muss insbesondere
S" auf M und N interpretiert werden).

Wir erinnern an die Definition eines algebraisch abgeschlossenen Korpers.
Die komplexen Zahlen C sind algebraisch abgeschlossen (Fundamentalsatz
der Algebra), die reellen Zahlen R nicht.

Ein Koérper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nichtkonstante
Polynom F' € K[X] eine Nullstelle in K besitzt.

Aufgabe 17.23. Definiere iiber der Symbolmenge {0, 1, +, -} einen algebra-
isch abgeschlossenen Korper mit Hilfe eines Axiomenschemas.

17.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 17.24. (3 Punkte)

Es sei S ein Symbolmenge und M eine endliche S-Struktur. Zeige, dass zwei
Elemente m,n € M genau dann elementar dquivalent sind, wenn es einen
S-Automorphismus

po: M — M
mit ¢(m) = n gibt.

Aufgabe 17.25. (4 Punkte)

Zeige, dass ein angeordneter Korper, der die Supremumseigenschaft fiir erst-
stufige Ausdriicke besitzt, reell-abgeschlossen ist.

Verwende, dass Polynomfunktionen auf einem angeordneten Korper stetig
sind.

Aufgabe 17.26. (4 Punkte)

Es sei S das Symbolalphabet, das neben Variablen aus einem zweistelligen
Relationssymbol G besteht. Wir betrachten vierelementige S-Strukturen, die
VaVy (Gry — —Gyx) erfiillen (also WM-Fuballgruppen, wobei G(m,n) als
m gewinnt gegen n interpretiert wird). Erstelle Aussagen ag,aq,..., a9 in
einer freien Variablen x derart, dass

M2 e,
X

bedeutet, dass m in der Abschlusstabelle & Punkte hat.
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Aufgabe 17.27. (3 Punkte)

Man gebe ein Beispiel fiir zwei (abstrakte) WM-Fufiballgruppen, die die glei-
che Abschlusspunktetabelle besitzen, aber nicht isomorph sind.

18. VORLESUNG - REGISTERMASCHINEN

Wir kehren nun zur Ausgangsfrage dieses Kurses zuriick, ob es eine Maschine
geben kann, die mathematische Probleme (etwa aus der Zahlentheorie) 16st.
In den vorhergehenden Vorlesungen haben wir eine formale Sprache ent-
wickelt, in der man solche nichttrivialen Probleme prézise formulieren kann.
Ferner haben wir gesehen, wie ein formaler Beweis (eine Ableitung im Pradi-
katenkalkiil) in dieser Sprache aussieht, und dass es nach dem Vollsténdig-
keitssatz fiir jeden mathematisch beweisbaren Ausdruck der Sprache auch
einen formalen Beweis gibt.

In dem vorgestellten Ableitungskalkiil der Pradikatenlogik sind die Start-
tautologien und die Ableitungsregeln iibersichtlich strukturiert. Zwar neh-
men die Starttautologien hiufig Bezug auf beliebige Ausdriicke (und Va-
riablen) der Sprache, doch da die Ausdriicke prinzipiell auflistbar sind, gilt
dies auch fiir die Starttautologien. Daher kann man sich auch einen Algo-
rithmus vorstellen, der nach und nach alle formalen Beweise und somit auch
alle formal-beweisbaren Ausdriicke ausgibt. Ein andersgelagertes Problem ist
die Fragestellung, ob es ein Entscheidungsverfahren fiir die Pradikatenlogik
gibt, ob es also ein algorithmisches Verfahren gibt, dass zu einem gegebe-
nen Ausdruck iiberpriifen kann, ob es dafiir einen formalen Beweis gibt oder
nicht.

Wenn wir bisher von Algorithmen gesprochen haben, so haben wir dabei
immer an intuitiv durchfiihrbare Algorithmen gedacht, ohne ein konkretes
Durchfithrungsmodell vor Augen zu haben. In dieser Vorlesung stellen wir
die Arbeitsweise einer konkreten algorithmischen Maschine vor, der Register-
maschine, die wir von nun an als mechanische Realisierung unserer intuitiven
Vorstellung von Algorithmen auffassen wollen.

18.1. Registermaschinen.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, eine deterministisch arbeitende Maschi-
ne zu modellieren. Wir arbeiten hier mit Registermaschinen, da diese einem
wirklichen Computer ziemlich nahe kommen und daher etwas vertrauter sind
als Turingmaschinen oder rekursive Funktionen (wobei letztere vom mathe-
matischen Standpunkt her eleganter sind).
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Statue von Alan Turing (1912-1954).

Definition 18.1. Unter einer Registermaschine versteht man eine endliche
Folge von Registern Ry, Ra, ..., R,, (oder Speichern), deren Inhalt jeweils
eine natiirliche Zahl ist, die durch eine endliche (eventuell leere) Folge von
Strichen repréasentiert wird.

Ein Programm fiir eine Registermaschine ist eine endliche durchnummerierte
Folge von Befehlen By, By, ..., By, wobei es fiir die einzelnen Befehle B; die
folgenden Moglichkeiten gibt.

(1) i+ (erhohe den Inhalt des Registers R; um 1, d.h. um einen Strich).

(2) i— (reduziere den Inhalt des Registers R; um 1, d.h. ziehe einen Strich
ab; wenn der Inhalt leer ist, so lasse ihn leer).

(3) C(ij) (wenn das i-te Register leer ist, so gehe zum Befehl B;, andern-
falls zum néchsten Befehl).

(4) Drucke (drucke den Inhalt des ersten Registers).

(5) Halte an.

Dabei muss ¢ < m fiir alle in einer Programmzeile adressierten Register und
7 < h fiir alle adressierten Befehlszeilen gelten. Die letzte Befehlszeile By, ist
ein Haltebefehl und sonst gibt es keinen Haltebefehl.

Die beiden ersten Befehle nennt man Inkrementierung bzw. Dekrementie-
rung. Der dritte Befehl ist der Abfragebefehl oder die (bedingte) Sprungan-
weisung. Es folgen Druckbefehl und Haltebefehl.

Ein Programm fiir eine Registermaschine arbeitet die Befehle der Reihe nach
ab und zwar unter den jeweiligen zum Bearbeitungszeitpunkt vorgefundenen
Registerbelegungen. Wenn die aktuelle Programmzeile ein bedingter Sprung-
befehl C(ij) ist, so wird, falls die Bedingung zu diesem Zeitpunkt erfiillt ist
(also falls das Register R; leer ist), zur Programmezeile B; gewechselt. Wenn
die Endzeile By, also der Haltebefehl erreicht wird, so ist die Bearbeitung
beendet.
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Die Belegung (oder der Inhalt) des Registers R;, die sich im Laufe des Pro-
grammdurchlaufs mehrfach &ndern kann, werden wir haufig mit r; bezeich-
nen. Dies ist stets eine natiirliche Zahl. Wenn das Register R; leer ist, so ist
sein Inhalt r; = 0.

Die Moglichkeiten einer Registermaschine scheinen auf den ersten Blick recht
bescheiden zu sein. Man sieht aber recht schnell, dass man aus diesen we-
nigen Befehlen Programmabschnitte zusammensetzen kann, die zunehmend
komplexere Befehle ausfiihren. Komplexe Befehle, von denen schon gezeigt
wurde, dass sie sich mit Hilfe der Grundbefehle realisieren lassen, werden
ohne weiteren Kommentar weiterverwendet.

Man sagt, dass ein Programm korrekt ist, wenn es das tut, was es tun soll.
Wenn beispielsweise gesagt wird, dass ein Programm zwei Zahlen addiert,
so wird die Korrektheit dadurch bewiesen, dass man eben durch Analyse
des Programmcodes nachweist, dass bei beliebiger Belegung der beiden Re-
gister, deren Inhalte addiert werden sollen, das Programm schliefSlich anhéalt
und in ein weiteres Register wirklich die Summe der beiden Zahlen gespei-
chert ist. Ein Korrektheitsnachweis ist héufig eine miihevolle Kleinarbeit
mit aufwéndigen Fallunterscheidungen, in den natiirlich auch mathemati-
sche Uberlegungen eingehen, wie z.B. bei der Addition die Eigenschaft, dass
s+t = s+(t—1)+1 ist, was einen induktiven Korrektheitsbeweis ermoglicht.
Wir werden diese Korrektheitsiiberlegungen haufig abkiirzen.

18.2. Programmbeispiele.

Wir beschreiben nun einige Programme bzw. Programmabschnitte fiir Regi-
stermaschinen. Wenn man Programme aus schon entwickelten Programmab-
schnitten zusammensetzt, so &ndern sich natiirlich die absoluten Befehlsnum-
mern im Programm, was wir aber ignorieren werden.

Beispiel 18.2. Einen unbedingten Sprung (ein ,,Go to-Befehl“) zu einer be-
stimmten Programmzeile, der also nicht von einer Abfrage abhéngt, kann
man dadurch realisieren, dass man ein neues Register Rj; hinzunimmt, das
von keiner anderen Programmezeile adressiert wird und dessen Inhalt auf 0
gesetzt wird. Dann bewirkt der Befehl C'(k7), dass zur j-ten Programmzeile
gewechselt wird, da der Inhalt des Registers Rj im gesamten Programmver-
lauf gleich 0 bleibt.

Beispiel 18.3. Ein Programm soll sdmtliche natiirlichen Zahlen der Reihe
nach ausdrucken. Dazu brauchen wir eine Registermaschine mit zwei Regi-
stern R; und R,, die zum Start beide leer sind. Das zweite Register bleibt
unveradndert und wird nur fiir den unbedingten Sprungbefehl verwendet. Die
Haltezeile wird nie erreicht.

(1) Drucke
(2) 1+
(3) Gehe zu 1
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(4) Halte an

Beispiel 18.4. Das Register R; soll geleert werden. Dies geschieht durch das
folgende Programm.

(1) C(i,4)
(2) i—

(3) Gehe zu 1
(4) Halte an

Bemerkung 18.5. Wir erlauben, dass bei einer Registermaschine die An-
fangsbelegung der Register von auflen festgelegt wird. Man kénnte aber auch
festlegen, dass die Anfangsbelegung stets die Nullbelegung ist, ohne die Be-
rechnungsmoglichkeiten der Registermaschine einzuschrinken. Dann kann
man die eigentlich gewiinschte Anfangsbelegung dadurch erreichen, dass man
dem Programm ein ,, Belegungsprogramm* voranstellt, das den einzelnen Re-
gistern R; durch die s; Befehle i+, . .. i+ die gewiinschte Belegung s; zuweist.

Man koénnte auch erstmal ein , Entleerungsprogramm® vorschalten, das alle
Register leert und daran anschlieend die Belegung durchfiihrt, doch muss
man fiir den Entleerungsvorgang, der nach Beispiel 18.4 einen unbedingten
Sprungbefehl verwendet, zumindest ein leeres Register zur Verfiigung haben.

Wenn der Registerinhalt r; um eine natiirliche Zahl k erhéht werden soll,
also k-fach direkt hintereinander inkrementiert werden soll, so schreiben wir
dafiir auch 7 + - - - + mit k Pluszeichen.

Beispiel 18.6. Es soll mit einer Registermaschine festgestellt werden, ob
der Inhalt 7; des Registers R; gréfier oder gleich dem Inhalt r; des Registers
R; ist. Dazu reserviert man das leere Register Ry (7, ],k selen paarweise
verschieden) und baut einen Programmabschnitt der folgenden Art.

(1) €(7,6)

Wenn dieser Programmabschnitt abgelaufen ist, so steht im Register R der
Wert r, = 1 oder r;, = 0, je nachdem, ob r; > r; ist oder nicht, und zwar
unabhéngig davon, ob man damit die Eingangsdaten oder Zwischendaten,
wenn das Programm den ersten Befehl abarbeitet, meint. Die Korrektheit
dieses Programms beruht darauf, dass r > s genau dann gilt, wenn r —1 >
s — 1 ist. Dies ermoglicht einen Induktionsbeweis.

Beispiel 18.7. Wir wollen {iberpriifen, ob die Inhalte von zwei Registern R;
und R; iibereinstimmen. Dazu kann man das Programm aus Beispiel 18.6
einfach abéndern zu
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Bei Gleichheit erhélt man r, = 1, bei Ungleichheit r, = 0.

In den obigen beiden Beispielen wurde die Antwort im Register Ry (in der
Form 0 oder 1 abgespeichert). Der Druckbefehl nimmt aber immer Bezug auf
R;. Daher ist es notig, Registerinhalte in andere Register zu verschieben.

Beispiel 18.8. Wir wollen den Registerinhalt r; des Registers R; in das Regi-
ster R; iibertragen (unabhéngig von dessen Inhalt). Dies leistet das folgende
Programm.

(1) Leere R;
C(i,6)

(2)
(3) i—
(4) J
(5) ehe zu 2

(6) Halte an

Bei diesem Programm wird im Laufe der Durchfithrung das Ausgangsregister
der Ubertragung leer gemacht. Dies ist nicht immer erwiinscht, hdufig mochte
man den Inhalt eines Registers kopieren und sich den Inhalt zugleich merken.

Beispiel 18.9. Wir wollen den Registerinhalt r; des Registers R; in das
Register R; iibertragen (unabhéngig von dessen Inhalt), ohne R; zu leeren.
Dazu brauchen wir ein drittes Register Ry und das folgende Programm.

(1) Leere R,
Leere Rk

C(i,8)

(2)
(3)
(4) i
(5) Jj
(6) k
(7) Gehe zu 3

(8) Ubertrage den Inhalt von Ry nach R;

(9) Halte an

Hier wird zwar im Laufe des Programms der Inhalt von R; verdndert, zum
Schluss wird der urspriingliche Inhalt aber wieder hergestellt.
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Beispiel 18.10. Die zwei Registerinhalte r; (von R;) und r; (von R;) sollen
addiert werden, wobei die Summe zum Schluss in R}, stehen soll (es seien
i, j, k paarweise verschieden). Dies leistet das folgende Programm.

(1) Leere Ry
Ubertrage r; nach Ry
C ( 7)

(2)
(3)
(4) j
(5) K
(6) Gehe zu 3

(7) Halte an

Mit der Addition und der Kopie von Inhalten kann man auch den Inhalt eines
Registers zu ein anderes Register dazuaddieren. Dies kann man natiirlich
auch einfach direkt realisieren.

Beispiel 18.11. Die beiden Registerinhalte r; (von R;) und r; (von R;)
sollen multipliziert werden, wobei das Produkt zum Schluss in R, stehen soll
(es seien i, j, k paarweise verschieden). Dies leistet das folgende Programm
mit dem Hilfsregister R,.

(
(2) Ubertrage den Inhalt von R; nach R, ohne R; zu leeren
(3) C(4,7)

(4) Addiere den Inhalt von Ry zu Ry hinzu

(5) j—

(6) Gehe zu 2

(

Die Korrektheit dieses Programms beruht auf r - s = (r — 1)s + s; fiir das
Produkt rs muss man r-mal s mit sich selbst addieren.

Beispiel 18.12. Es soll iiberpriift werden, ob der Registerinhalt r, (von R;)
den Registerinhalt r; (von R;) teilt. Falls ja soll das Programm 1 ausgeben,
andernfalls 0. Dies leistet das folgende Programm mit den Hilfsregistern Ry
und R, (fiir Teilprogramme braucht man noch weitere Hilfsregister). Das
Ausgaberegister R; soll zu Beginn leer sein.

(1) Leere Ry

(2) Berechne 7, - r, und schreibe das Ergebnis in Ry (ohne 7,7, zu
verdndern)
Bei 7, > r; gehe zu 8
Bei 7, = r; gehe zu 7
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Beispiel 18.13. Es soll iiberpriift werden, ob der Registerinhalt r; (von R;)
eine Primzahl ist. Falls ja soll das Programm 1 ausgeben, andernfalls 0. Dies
leistet das folgende Programm mit dem Hilfsregister R; (fiir Teilprogram-
me braucht man noch weitere Hilfsregister). Das Ausgaberegister R; soll zu
Beginn leer sein.

(1) Leere R;

(2) t+

(3) t+

(4) Wenn r, = r;, so gehe zu 8

(5) Wenn r; > r;, so gehe zu 9%

(6) Wenn r; von r, geteilt wird, so gehe zu 9
(7) Gehe zu 3

(8) 1+

(9) Drucke

10) Halte an

Beispiel 18.14. Es sollen die geraden Zahlen > 4 daraufhin {iberpriift wer-
den, ob sie die Eigenschaft in der Goldbachvermutung erfiillen, also ob sie die
Summe von zwei Primzahlen sind. Das Programm soll die Ausgabe 0 machen,
falls ein Gegenbeispiel gefunden wurde. Dies leistet das folgende Programm
mit den Registern R,,, Ry und R;, die alle zu Beginn auf 0 gesetzt seien. Auch
das Ausgaberegister R; soll zu Beginn leer sein. Wir testen ab 6, um uns auf
ungerade Primzahlen als Summanden beschrianken zu kénnen.

(1) n++++
) n++

) Leere Ry

) k+

) k++

) Wenn 7y, > r,, so gehe zu 12

) Wenn 7, eine Primzahl ist, so gehe zu 9

) Gehe zu 5

) Berechne r,, — ry, schreibe das Ergebnis in R;
) Wenn r; eine Primzahl ist, so gehe zu 2

) Gehe zu 5

) Drucke

) Halte an

18. ARBEITSBLATT

18.1. Ubungsaufgaben.

26Die Programmzeile (5) ist nur fiir r; = 0,1 von Bedeutung.
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Aufgabe 18.1. Entwerfe ein Programm fiir eine Registermaschine, das nach
und nach alle Quadratzahlen ausdruckt.

Aufgabe 18.2.*

Erstelle ein Programm fiir eine Registermaschine, das abwechselnd 1 und 0
ausdruckt, das mit sechs Befehlszeilen auskommt und lediglich einen Sprung-
befehl verwendet.

Aufgabe 18.3.*

Erstelle ein Programm fiir eine Registermaschine, das abwechselnd 1 und 0
ausdruckt, das mit sechs Befehlszeilen auskommt und lediglich einen Druck-
befehl verwendet.

Aufgabe 18.4. Entwerfe ein Programm fiir eine Registermaschine, die fiir
r; > r; die Differenz r; — r; von zwei Registerinhalten berechnet.

Aufgabe 18.5. Entwerfe ein Programm fiir eine Registermaschine, das ent-
scheidet, ob der Registerinhalt r; des Registers R; die echte Potenz einer
natiirlichen Zahl ist.

Aufgabe 18.6. Sei b € N, . Entwerfe ein Programm fiir eine Registerma-
schine, das bei der Eingabe von (rq,...,7%) in den ersten k Registern die

Zahl Y% | ;b berechnet, ausdruckt und anhilt.

Aufgabe 18.7. Sei b € N>y. Entwerfe ein Programm fiir eine Registerma-
schine, das bei Eingabe von z im ersten Register die b-adische Ziffernentwick-
lung z = Zf:o ;b (mit 0 < r; < b— 1) berechnet, nach und nach die Ziffern
s; (beginnend mit ¢ = 0) ausdruckt und schlielich anhlt.

Aufgabe 18.8. Sei b € N>,. Entwerfe ein Programm fiir eine Registerma-
schine, das zur Eingabe von z im ersten Register die b-adische Ziffernent-
wicklung z = S2F ;0" (mit 0 < r; < b — 1) berechnet, nach und nach
die Exponenten ¢ und die zugehorigen Ziffern s; (beginnend mit & und sy)

ausdruckt und schliellich anhalt.

Aufgabe 18.9. Entwerfe ein moglichst kurzes (also mit moglichst wenigen
Befehlszeilen) Programm fiir eine Registermaschine, das bei leerer Startbe-
legung anhélt und zum Schluss die Zahl 20 im ersten Register hat.
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Aufgabe 18.10. Entwerfe ein Programm fiir eine Registermaschine, das bei
Eingabe einer natiirlichen Zahlen n im Register R; die Fakultit n! in R
ausgibt.

Aufgabe 18.11. Entwerfe ein Programm fiir eine Registermaschine, das bei
Eingabe von zwei natiirlichen Zahlen n und k£ in den Registern Ry, R3 den
Binomialkoeffizienten (Z) in R, ausgibt.

Aufgabe 18.12. Entwerfe ein Programm fiir eine Registermaschine, das
bei Eingabe von zwei natiirlichen Zahlen a und b in den Registern Rs, R3
den euklidischen Algorithmus durchfithrt und das Ergebnis, also den gréfiten
gemeinsamen Teiler von a und b, in R; ausgibt.

Aufgabe 18.13. Es sei P ein Programm fiir eine Registermaschine, es sei
eine feste Anfangsbelegung gegeben und es sei vorausgesetzt, dass das Pro-
gramm, angesetzt auf diese Anfangsbelegung, irgendwann anhélt. Zeige, dass
man den Ablauf des Programms, also die schrittweise Abfolge der Verdnde-
rungen der Registerinhalte, auch durch ein Programm realisieren kann, bei
dem der Sprungbefehl nicht verwendet wird. Wozu braucht es dann eigentlich
den Sprungbefehl?

Aufgabe 18.14. Zeige, dass es kein Programm fiir eine Registermaschine
gibt, das bei jeder Anfangsbelegung sdmtliche Register leert.

Aufgabe 18.15. Beschreibe ein Verfahren, das alle pradikatenlogischen Aus-
driicke ausgibt (dabei sei vorausgesetzt, dass die Variablen, die Konstanten,
die Relationssymbole und die Funktionssymbole in einer aufgezéhlten Form
vorliegen).

Aufgabe 18.16. Entwerfe ein Programm fiir eine Registermaschine, das bei
Eingabe einer natiirlichen Zahlen n im Register R; den Collatz-Algorithmus
durchfiihrt, dabei die sukzessiven Werte ausdruckt und insbesondere anhélt,
wenn der Wert 1 erreicht wird.

Aufgabe 18.17. Welches Bildungsgesetz liegt der Folge
1, 11, 21, 1211, 111221, 312211, ...
zugrunde?

(Es wird behauptet, dass diese Aufgabe fiir Grundschulkinder sehr einfach
und fiir Mathematiker sehr schwierig ist.)
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18.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 18.18. (3 Punkte)

Entwerfe ein Programm fiir eine Registermaschine, das nach und nach alle
Primzahlen ausdruckt.

Aufgabe 18.19. (5 Punkte)

Entwerfe ein Programm fiir eine Registermaschine, das nach und nach alle
Glieder der in Aufgabe 18.17 beschriebenen Folge ausdruckt.

Aufgabe 18.20. (3 Punkte)

Entwerfe ein Programm fiir eine Registermaschine, das die Potenz r;’ berech-
net (und ausgibt), wobei 7; bzw. r; die Registerinhalte der Register R;, R;,
i # 7, sind.

Aufgabe 18.21. (3 Punkte)

Entwerfe ein Programm fiir eine Registermaschine, das nach und nach alle
Mersenne-Primzahlen ausdruckt.

Aufgabe 18.22. (4 Punkte)

Entwerfe ein moglichst kurzes (also mit moglichst wenigen Befehlszeilen) Pro-
gramm fiir eine Registermaschine, das bei leerer Startbelegung anhélt und
zum Schluss die Zahl 100 im ersten Register hat.

Punkte gibt es nur fiir ziemlich kurze Programme. Fiir den Kurs-Rekord gibt
es drei Extrapunkte.

19. VORLESUNG - DAS HALTEPROBLEM

19.1. Entscheidbarkeit und Berechenbarkeit.

In der letzten Vorlesung haben wir verschiedene mathematische Operatio-
nen (wie Addition und Multiplikation) durch Registerprogramme berechnet
und ebenso mathematische Préadikate (etwa das Prédikat, eine Primzahl zu
sein) durch Registerprogramme charakterisiert. Die Fahigkeit eines Register-
programms, bestimmte Funktionen bzw. Préddikate zu berechnen bzw. zu
charakterisieren, fithrt zu den folgenden Begriffen.
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Definition 19.1. Eine k-stellige Funktion
F: N —N

heifit R- berechenbar (oder Register-berechenbar), wenn es ein Programm
P fiir eine Registermaschine gibt, die bei jeder Eingabe (r1,...,7) (in den
ersten k Registern) anhélt und F(ry,...,7y) als (einzige) Ausgabe besitzt.

Definition 19.2. Es sei T" C N eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen.
Man sagt, dass diese Menge R- entscheidbar (oder Register-entscheidbar)
ist, wenn es ein Programm P fiir eine Registermaschine gibt, die bei jeder
Eingabe anhilt und fiir die die Aquivalenz

n € T genau dann, wenn P(n) die Ausgabe 0 besitzt
gilt.

Eine Teilmenge T' C N ist genau dann R-entscheidbar, wenn die zugehorige
Indikatorfunktion R-berechenbar ist.

19.2. Die Churchsche These.

Wir haben in der letzten Vorlesung fiir einige recht einfache Probleme Regi-
sterprogramme angegeben, die diese Aufgabe 16sen. Diese Beispiele vermit-
teln eine erste Vorstellung davon, was alles mit Registermaschinen berechnet
werden kann. Zur Tragweite von algorithmischer Berechenbarkeit iiberhaupt
ist die sogenannte Churchsche These von Bedeutung.

Bemerkung 19.3. Die Churchsche These (nach Alonzo Church, manch-
mal auch Church-Turing-These) behauptet, dass die intuitiv berechenbaren
Funktionen (bzw. die intuitiv entscheidbaren Prédikate) mit den Register-
berechenbaren Funktionen iibereinstimmt. Da es sich bei ,,intuitiv berechen-
bar“ um einen nicht prézisen Begriff handelt, lasst sich diese These nicht
beweisen. Sie ist dennoch weitgehend akzeptiert, wobei die folgenden Griinde
angefiithrt werden.

e Alle Prézisierungen des Berechenbarkeitsbegriffs, ndmlich durch Register-
maschine, Turingmaschine, p-rekursive Funktionen, A\-Kalkiil, fithren zu ei-
ner iibereinstimmenden Klasse von berechenbaren Funktionen. Dies beruht
darauf, dass man diese algorithmischen Verfahren wechselseitig simulieren
kann.

e Konkrete, intuitiv berechenbare Funktionen lassen sich stets durch ein Re-
gisterprogramm realisieren.

In der Praxis ist die Churchsche These vor allem eine Erleichterung, da
man aufgrund eines héufig naheliegenden intuitiven Algorithmus auf die
Existenz eines Registerprogramms schliefen kann, und so die oft miihevolle
,Programmier-Arbeit“ umgeht.
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19.3. Das Halteproblem.

Nicht jedes Programm hélt an. Ein einfaches Beispiel mit zwei Registern
Ry, Ry und leerer Belegung fiir R ist

(1) 1+
(2) C(2,1)
(3) Halte an

Im Allgemeinen wird es sehr schnell schwierig, zu einem gegebenen konkreten
Programm zur Eingabe r; = 0 zu entscheiden, ob es den Haltebefehl schlie3-
lich erreicht oder nicht. Ebenso ist es schwierig zu entscheiden, fiir welche
Eingabedaten in R; (den Input) das konkrete Programm stoppt. Wenn man
das Programm bei einer bestimmten Eingabe laufen ldsst und es nach einer
gewissen Zeit anhélt, so kann man dies natiirlich unmittelbar als einen Be-
weis fiir die Halteeigenschaft des Programms verstehen. Wenn das Programm
nicht die Halteeigenschaft hat, so kann man dies aus dem Programmablauf
nicht erschliefen. Das Programm lauft einfach weiter und man weifl nicht,
ob es einfach noch nicht angehalten hat oder ob es niemals anhalten wird.
Mit einer aufwéndigen Analyse des Programms wird man im Allgemeinen
erkennen konnen, ob das Programm anhélt oder nicht.

Ein qualitativ anderes Problem ist allerdings die Frage, ob es ein Verfahren
gibt, mit dem man fiir jedes Programm (bzw. jedes Programm und jede
Eingabe) entscheiden kann, ob es anhélt oder nicht.

Hier deutet sich eine selbstbeziigliche Fragestellung an: Gibt es ein Pro-
gramm, das Aussagen iiber alle Programme machen kann? Welche Aussage
macht dann dieses Programm iiber sich selbst?

Um einen solchen Ansatz prizise machen zu kénnen, miissen wir Programme
als Eingabe fiir ein Programm interpretieren kénnen. Das Programm einer
Registermaschine erlaubt nur die Eingabe einer Zahl. Daher miissen wir ein
Programm durch eine Zahl kodieren. Dies geschieht in zwei Schritten.

Zuerst fithren wir fiir die erlaubten Befehle abkiirzende Schreibweisen ein.
Wir arbeiten mit dem Alphabet

/-~ IDCPH,

Die einzelnen Befehle werden folgendermafien notiert

(1) Inkrementierung von R;
I1-- -1 (mit ¢ Strichen).
(2) Dekrementierung von R;
Dir-- -1 (mit ¢ Strichen).
(3) Sprunganweisung C'(4, )
Ct1r---1,.11- -1 (mit ¢ Strichen vor dem Komma und j Strichen nach
dem Komma).
(4) Druckanweisung: P.
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(5) Halteanweisung: H.

Das Symbol 7 wird also benutzt, um sowohl die Registernummern als auch die
Zeilennummern (in der Sprunganweisung) auszudriicken. Da in jeder Befehls-
zeile eines konkreten Programmes konkrete Register bzw. Zeilen adressiert
werden, stehen da jeweils natiirliche Zahlen (keine Variablen), die problemlos
durch eine Strichfolge ausgedriickt werden konnen.

Ein Programm, das aus den durchnummerierten Befehlszeilen By, Bs, ..., By,
besteht, wird dann insgesamt durch die Zeichenfolge

by —by— ... = by

wiedergegeben, wobei b; die soeben angefiihrte Kodierung der j-ten Befehls-
zeile ist. Das Zeichen — wird also verwendet, um die Zeilen voneinander zu
trennen. Das Mitschleppen der Zeilennummern ist nicht notig, da sich die
Nummer aus der Reihenfolge rekonstruieren lésst.

Das oben angegebene Programm hétte demnach die symbolische Kodierung

Ir—Cnr—H

In einem zweiten Schritt ersetzen wir diese symbolische Kodierung durch
eine numerische Kodierung. Dafiir gibt es verschiedene Moglichkeiten. Da
unser Alphabet, mit dem wir jedes Programm schreiben kénnen, 8 Symbole
verwendet, liegt eine Reprasentierung im Achtersystem nahe. Da die 0 als An-
fangsnummer etwas problematisch ist, arbeiten wir lieber im Neunersystem
(man kann die folgenden Zahlen genauso gut im Zehnersystem auffassen) und
ordnen den Symbolen von oben in der obigen Reihenfolge die Ziffern

1,2,3,4,5,6,7,8
zu. Das Programm von oben wird dann zur Ziffernfolge
3125118127.

Die einem jeden Programm P auf diese Weise zugeordnete Zahl (also der
Zahlwert, nicht die Ziffernfolge) nennen wir ¢(P). Man spricht von der Gadel-
nummer des Programms.

Bemerkung 19.4. Es ist algorithmisch iiberpriiftbar, ob eine als Strichfol-
ge gegebene natiirliche Zahl ein Code fiir ein Registerprogramm ist. Dazu
muss zuerst die Zahl in ihre Ziffernentwicklung (im Neunersystem) iibersetzt
werden. Da der Trennstrich, der die einzelnen Befehle trennt, durch eine be-
stimmte Ziffer codiert wird, muss die Ziffernfolge zwischen zwei Trennstrich-
ziffern einen Befehl codieren. Die syntaktische Korrektheit dieser einzelnen
Befehlsziffernfolgen muss dann der Reihe nach {iberpriift werden. Dazu muss
man fiir jeden der Einzelbefehle einen Algorithmus entwerfen. Wenn bei-
spielsweise die Anfangsziffer einer Befehlsziffernfolge eine 3 (also ein I) ist,
so muss es sich um einen Inkrementierungsbefehl handeln und alle nachfol-
genden Ziffern (bis zum néchsten Trennstrich) miissen eine 1 sein.
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Fiir ein Registerprogramm P und eine natiirliche Zahl n verstehen wir unter
P(n) das Programm angesetzt auf n im ersten Register (und leeren anderen
Registern).

Lemma 19.5. Die Menge
{n € N|n ist die Nummer eines Registerprogramms P und P(n) hdlt an}

1st nicht R-entscheidbar.

Beweis. Wir nehmen an, dass es ein Programm U gibt, das diese Menge
entscheidet (der erste Teilaspekt, ob es sich iiberhaupt um ein valides Pro-
gramm handelt, ist entscheidbar). Wir dndern dieses Programm zu einem
Programm U’ ab, indem wir den letzten Befehl von U (also den Haltebefehl)
durch den Programmabschnitt (mit der relativen Nummerierung und einem
neuen Register R;)

(1) ¢(1,3)
(2) Gehe zu 5
(3) i+

(4) C(1,3)
(5) Halte an

ersetzen. Dies bedeutet, dass das Programm U’ genau dann in eine Endlos-
schleife hineinkommt und nicht anhélt, wenn das Programm U die Ausgabe
0 hat. Daher gilt die Aquivalenz, dass ein Programm P bei Eingabe der
eigenen Programmnummer ¢(P) genau dann anhélt, wenn U’ bei Eingabe
der Programmnummer ¢(P) von P nicht anhilt. Diese Aquivalenz ergibt bei
Anwendung auf das Programm P = U’ einen Widerspruch. U

Satz 19.6. Die Menge
{n € N|n ist die Nummer eines Registerprogramms P und P(0) hdlt an}
st nicht R-entscheidbar.

Beweis. Wir nehmen an, dass es ein Registerprogramm V gibt, dass die in
Frage stehende Menge entscheidet, also stets anhélt und angesetzt auf eine
Zahl n genau dann die Ausgabe 0 liefert, wenn n = ¢(P) fiir ein Programm
P ist (also wenn n die Programmnummer eines Registerprogramms ist) und
wenn dieses Programm P, angesetzt auf 0, anhilt. Wir entwickeln aus V'
ein Programm U, das genau dann die Ausgabe 0 hat, wenn n = ¢(P) fir
ein Programm P ist und wenn P, angesetzt auf n, anhélt. Dies ergibt einen
Widerspruch zu Lemma 19.5.

Dazu wird U folgendermaflen konstruiert: Wenn n keine Programmnummer
ist, so hilt das Programm U mit der Ausgabe 1 an (hier gibt es also keinen
Unterschied zu V). Wenn n = ¢(P) eine Programmnummer ist, so wird das
Programm P’ aufgestellt, das dem Programm P die n-fache Inkrementierung
des ersten Registers voranstellt und dessen (in einem bedingten Sprungbefehl
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in einer Befehlszeile) adressierte Befehlszeilennummern sich um n erhdhen.
Fiir die Programmnummer n’ = ¢(P’) wird nun mittels V' iberpriift, welche
Ausgabe P’ angesetzt auf 0, besitzt. Aufgrund der Konstruktion von P’
besitzt P’ bei Eingabe 0 die Ausgabe 0 genau dann, wenn P bei Eingabe von
n die Ausgabe 0 besitzt. O

19.4. Aufziahlbarkeit von Programmen.
Wir fithren einen weiteren Berechenbarkeitsbegriff ein.

Definition 19.7. Essei T" C N eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen. Man
sagt, dass diese Menge R- aufzdhlbar (oder Register-aufzihlbar) ist, wenn
es ein Programm P fiir eine Registermaschine gibt, die bei Eingabe von 0
nach und nach genau die Zahlen aus 7" ausdruckt (dabei diirfen Zahlen aus
T auch mehrfach ausgedruckt werden).

Zwischen Entscheidbarkeit und Aufzdhlbarkeit besteht der folgende Zusam-
menhang.

Lemma 19.8. Es sei T' C N eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen. Dann
st T genau dann R-entscheidbar, wenn sowohl T' als auch das Komplement

N\ T R-aufzihlbar ist.

Beweis. Wenn P ein Programm ist, das T entscheidet, so kann man einfach
ein T aufzéhlendes Programm konstruieren. Man ldsst der Reihe nach je-
de natiirliche Zahl mittels P auf ihre Zugehorigkeit zu T iiberpriifen und
druckt sie aus, falls sie dazu gehort (dazu muss man den Haltebefehl von
P zu einer Druckausgabe modifizieren). Entsprechend konstruiert man ein
Aufziahlungsprogramm fiir das Komplement.

Es seien nun 7T als auch N\ 7" aufzéhlbar, und es seien P und @ Program-
me, die dies leisten. Dann liefert die folgende Kombination der beiden Pro-
gramme ein Entscheidungsverfahren: Man schreibt die Programme P und
() hintereinander (wobei man natiirlich die adressierten Register und Pro-
grammzeilen umnummerieren muss) und lisst sie abwechselnd bis zu einer
Druckausgabe laufen. Sobald eine Druckausgabe eines Programmteils mit der
zu iiberpriifenden Zahl n iibereinstimmt, weifl man, ob n zu T' gehort oder
nicht. Da n entweder zu T oder zum Komplement gehort, muss einer dieser
Félle eintreten. U

Lemma 19.9. Die Menge der Programmnummern von Registerprogrammen,
die angesetzt auf O anhalten, ist R-aufzdhlbar.

Beweis. Die Idee fiir ein algorithmisches Aufzéahlverfahren geht so: Zu jeder
natiirlichen Zahl n berechnet man samtliche Programme P mit ¢(P) < n.
Jedes dieser Programme ldsst man, angesetzt auf 0, n Schritte (also n Be-
fehlszeilenwechsel) lang laufen. Wenn P anhélt, so druckt man ¢(P) aus.
Wenn all diese Programme n Schritte gelaufen sind, so erh6ht man auf n+ 1.
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Da ein jedes anhaltendes Programm nach einer gewissen Laufzeit ¢ anhélt,
wird es bei n = max (c¢(P),?) als anhaltendes Programm erfasst. O

Aus Satz 19.6 und Lemma 19.9 folgt insbesondere, dass die nicht haltenden
Programme nicht aufzéhlbar sind.

19. ARBEITSBLATT

19.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 19.1. Bestimme die symbolische und die numerische Kodierung
des folgenden Programms fiir eine Registermaschine.

1. 3+

2. 2—
3. C(2,4)
4. C(3,1)
5. Drucke

6. Halte an .

Wir nennen ein Registerprogramm Zustands-periodisch, wenn zwei identi-
sche Zusténde (d.h. identische Inhalte in allen Registern und identische Be-
fehlszeilennummern) zu unterschiedlichen Zeitpunkten im Programmablauf
eingenommen werden (bei leerer Anfangsbelegung).

Aufgabe 19.2. Man gebe ein Beispiel fiir ein Zustands-periodisches Pro-
gramm.

Aufgabe 19.3. Seien T', S C N entscheidbare Mengen. Zeige, dass dann auch
die Vereinigung 7'U S, der Durchschnitt 77N S und auch das Komplement
N\ 7" entscheidbar sind.

Aufgabe 19.4. Zeige, dass es nur abzéhlbar viele entscheidbare Teilmengen
von N gibt.
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Aufgabe 19.5. Sei @ € LA" ein Ausdruck in der Sprache der Arithmetik (mit
den Konstanten 0, 1, den Funktionssymbolen +, - und dem Relationssymbol
>), der keine Quantoren enthélt und nur eine einzige Variable .

Zeige: Die Menge T aller n € N die « erfiillen, d.h.
T = {neNyN@ha},
x

ist entscheidbar.

In den folgende Aufgaben verwenden wir den Begriff der Aufzédhlbarkeit nicht
nur fiir Teilmengen T' C N, sondern auch fiir Teilmengen aus L.

Aufgabe 19.6. Es sei S ein Symbolalphabet mit einer R-Aufzéhlung der in
S vorkommenden Variablen, Konstanten und Funktionssymbole. Zeige, dass
es auch eine R-Aufzdhlung der S-Terme gibt.

Aufgabe 19.7. Es sei S ein Symbolalphabet mit einer R-Aufzéhlung der in
S vorkommenden Variablen, Konstanten, Funktionssymbole und Relations-
symbole. Zeige, dass es auch eine R-Aufzdhlung der S-Ausdriicke gibt.

Aufgabe 19.8. Es sei S ein Symbolalphabet mit einer R-Aufzéhlung der in
S vorkommenden Variablen, Konstanten, Funktionssymbole und Relations-
symbole. Zeige, dass es auch eine R-Aufzihlung der S-Tautologien gibt.

Aufgabe 19.9.*

Die Registerabteilung des VW-Konzerns hat - ohne Wissen des Vorstandes
und am Aufsichtsrat vorbei - in jedes real existierende Registerprogramm P
an einer willkiirlich gewihlten Stelle die aufeinanderfolgenden Befehlszeilen
eingebaut (und dabei die Zeilennummern und die Sprungbefehlsnummern
angepasst, k ist die Nummer eines in P nicht verwendeten Registers und A’
ist die neue Haltebefehlsnummer)

k+

k+
Drucke
C(k,n').

(1) Andert sich durch diese Manipulation die Halteeigenschaft des Pro-
gramms?
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(2) Andert sich durch diese Manipulation die Programmabbildung?

(3) Nachdem der Skandal herauskommt und die Offentlichkeit eine Er-
klarung fordert, diskutieren Vorstand, Aufsichtsrat und Abteilungs-
leiter die folgenden méglichen Stellungsnahmen fiir die anstehende
Pressekonferenz:

a) Man wollte Speicherplatz sparen.

b) Man wollte aus Werbezwecken erreichen, dass jedes Registerpro-
gramm mindestens einmal , VW ausdruckt.

¢) Man wollte einen Beitrag zur Entschleunigung leisten, indem
man manche Programme etwas langsamer macht.

d) Man wollte einen Beitrag zur Entschleunigung leisten, indem
man alle Programme etwas langsamer macht.

Welche dieser Erklarungen passen inhaltlich zu den Manipulatio-
nen?

Aufgabe 19.10. Entwerfe ein Programm fiir eine Registermaschine, das
genau dann anhélt, wenn die Goldbachsche Vermutung falsch ist.

Aufgabe 19.11. Zeige, dass das in Aufgabe 18.16 entworfene Programm fiir
eine Registermaschine bei Eingabe einer natiirlichen Zahlen n im Register
R; genau dann nicht anhélt, wenn die Zahl n eine negative Antwort zum
Collatz-Problem liefert.

19.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 19.12. (4 Punkte)

Zeige, dass ein nicht anhaltendes, Register-beschrinktes Programm (d.h. es
gibt eine Schranke S € N, die die Registerinhalte zu keinem Zeitpunkt des
Programmablaufes iiberschreiten) Zustands-periodisch ist.

Aufgabe 19.13. (4 Punkte)

Man gebe ein Beispiel fiir ein nicht anhaltendes Registerprogramm, das keine
Periodizitédt im Ablauf der Befehlsnummern besitzt.

Aufgabe 19.14. (2 Punkte)

Zeige, dass jede endliche Teilmenge T' C N der natiirlichen Zahlen entscheid-
bar ist.
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Aufgabe 19.15. (3 Punkte)

Seien A, B C N Teilmengen, deren symmetrische Differenz A /A B endlich
sei. Zeige, dass A genau dann aufzéhlbar bzw. entscheidbar ist, wenn B
aufzdahlbar bzw. entscheidbar ist.

Aufgabe 19.16. (3 Punkte)

Sei T' C N eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen. Es gebe ein Programm fiir
eine Registermaschine, das die Elemente von 7' in aufsteigender Reihenfolge
ausgibt. Zeige, dass T entscheidbar ist.

20. VORLESUNG - ARITHMETISCHE REPRASENTIERUNGEN

20.1. Arithmetische Reprisentierbarkeit.

Wir moéchten die Wirkungsweise von Registerprogrammen arithmetisch re-
priasentieren, um so aus der Unentscheidbarkeit des Halteproblems auf die
Unentscheidbarkeit der Arithmetik zu schliefen. Im Folgenden arbeiten wir
mit dem arithmetischen Alphabet Ar = {0, 1,+,-} und der Standardinter-
pretation in N.

Definition 20.1. Eine Abbildung
F: N — N°

heiit arithmetisch reprdsentierbar, wenn es einen LA™-Ausdruck v in r +
s freien Variablen derart gibt, dass fiir alle (r + s)-Tupel (n1,...,n,.45) €
Nr+s die Aquivalenz F(ni,...,n,) = (Nyg1,...,Nr4s) genau dann, wenn
NE¥(ny, ..., ns) gilt.

Definition 20.2. Eine Relation R C N" heifit arithmetisch reprasentierbar,
wenn es einen LAT-Ausdruck ¢ in 7 freien Variablen derart gibt, dass fiir alle
r-Tupel (nq,...,n,) € N die Aquivalenz (nq,...,n,) € R genau dann, wenn

NE¢¥(n,...,n,) gilt.

Die Schreibweise 1¢(nq,...,n,ys) bedeutet, dass die r + s nicht namentlich
aufgefiihrten freien Variablen durch die ny, ..., n,. ¢ ersetzt werden, wobei die
natiirlichen Zahlen n; als Terme durch die n;-fache Summe 1+---+41 (streng
genommen mit einer fixierten Klammerung) wiedergegeben werden. Da die
reprasentierenden Ausdriicke genau r+ s bzw. r freie Variablen besitzen, ent-
steht durch Substitution der freien Variablen durch die Terme eine Aussage
ohne freie Variablen. Diese sind bei Interpretation iiber den natiirlichen Zah-
len wahr oder falsch. Aufgrund des Substitutionslemmas ist die Giiltigkeit
NE¢(n1,...,n.4s) dquivalent zur Giiltigkeit N7 = ¢). Polynomfunk-

: yeesTrs
tionen

N — N
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mit natiirlichzahligen Koeffizienten sind unmittelbar arithmetisch priasentier-
bar, siche Aufgabe 20.5.

Wir wollen zeigen, dass Registerprogramme, oder besser gesagt die durch ein
Registerprogramm festgelegte Programmabbildung, arithmetisch reprisen-
tierbar sind.

20.2. Registerprogramme als Abbildungen.

Wir mochten ein Registerprogramm P, das aus h Programmzeilen besteht
und m Register anspricht, als eine Abbildung auffassen. Die Wirkungsweise
einer jeden Programmzeile héngt dabei nur von den Belegungen der Register
zu dem Zeitpunkt ab, an dem diese Zeile aufgerufen wird. Sie ist geschichts-
unabhéngig, d.h. unabhéngig von dem bisherigen Verlauf des Programmes.
Man kann daher ein Programm vollstéandig durch die Abbildung

e:{1,2,...,h} x N — {1,2,...,h} x N
(ny,y..ynm) — e(lny, .o Ny,
erfassen. Diese Abbildung nennen wir die Programmabbildung ¢ = pp. Da-
bei steht ¢ fiir die Programmzeilennummer und n; steht fiir den Inhalt des
Registers R; (von denen es ja m Stiick gibt). Dem Tupel (¢, nq, ..., n,,) wird
dasjenige Tupel ©(¢,nq,...,n,,) zugeordnet, das bei Abruf des in der ¢-ten
Programmzeile stehenden Befehls B, bei der Registerbelegung (nq,...,n,,)
entsteht. Die Abbildung ¢ besteht dabei aus den m + 1 Komponentenfunk-
tionen g, ©1, . .., ©m, wobei @y die Wirkungsweise auf die Programmzeilen-

nummer und die p;, 1 < j < m, die Wirkungsweise auf das j-te Register
beschreibt. Die Wirkung der einzelnen Befehle sieht folgendermaflen aus.

Bei B, = i+ ist
ol,ny,...,ny) = C+1ng, ... oni,n; + Lngeg, .o ).
Bei B, = i— ist
olny,...;ny) = (C+1ng, ... oni,n; — Lingg, ..o ngy)
bei n; > 1 und
ol,ny, . osny) = (C+1,ng, 0 M1, Mgy M1y - oy M)
bei n; = 0. Bei By = C(ij) ist

Ny ), falls my = 0,
w(ﬁ,nl,...,nm) — (]7”17 , N )’ alls n. 0
(£+1’n1>"'7nm> sonst .

Bei B, = H (also bei ¢ = h) ist
o(h,ny,...,nm) = (hyny, ..., ny),

die Abbildung wirkt dort also wie die Identitéat. Der Druckbefehl ist fiir den
Programmablauf nicht relevant und wird hier ignoriert.
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In manchen Situationen moéchte man eine auf ganz N x N definierte Pro-
grammabbildung haben. Um dies zu erreichen setzt man fiir £ > h einfach

olny, ... .ny) = (6ng, ... Ny).

20.3. Reprisentierbarkeit der Registerbefehle.

Ein Registerprogramm kann also in eine Abbildung iibersetzt werden, die
die Wirkungsweise des Programms widerspiegelt. Die dabei auftretenden Ab-
bildungen sind prinzipiell einfach beschreibbar, auch wenn dafiir eine lange
Abbildungsdefinition und tief verschachtelte Fallunterscheidungen nétig sind.

Der Ablauf eines Programms P zur Anfangseingabe (Anfangskonfiguration)
e = (1,ey,...,e,) (die Anfangszeile besitzt die Zeilennummer 1!) wird durch
die Hintereinanderschaltung der Programmabbildung ¢ = ¢p mit sich selbst
beschrieben. Nach dem ersten Programmschritt, bei dem der Befehl in der
ersten Programmzeile aufgerufen wird, erhélt man die Folgekonfiguration
¢(e). Die nullte Komponente von ¢(e) gibt an, mit welcher Programmzeile
weitergearbeitet wird. Dies ist aber alles in ¢ kodiert, so dass das Ergebnis
nach dem néchsten Schritt einfach ¢(p(e)) ist. Das Ergebnis nach dem s-ten
Rechenschritt (Befehlszeilenwechsel) ist also

wobei s-mal ¢ angewendet wird. Dafiir schreiben wir auch ¢®(e). Die aktu-
elle Zeilennummer ist dabei stets als nullte Komponente von ¢®(e) ablesbar,
wofiir wir (¢®(e))o schreiben.

Wie wirkt sich nun die Eigenschaft eines Programms, anzuhalten oder nicht,
auf diese Iterationen von ¢ aus? Das Programm hélt genau dann an, wenn
es bei Eingabe von e ein s mit (¢*(e))o = h gibt.

Wir mochten die Wirkungsweise von Programmen in der Sprache der Arith-
metik selbst représentieren, um dort das Halteproblem (und seine Unent-
scheidbarkeit) nachbilden zu kénnen. Dafiir miissen wir zunéchst die einzel-
nen Programmschritte arithmetisch erfassen.

Definition 20.3. Den Programmzeilen By, ..., By eines Registerprogramms
mit m Registern werden die folgenden arithmetischen Ausdriicke Ay, ..., Ay
in den freien Variablen z,ry,... 7y, 2,7, ..., 7, zugeordnet.

(1) Bei By = i+ setzt man

Ar=(z=0) =G =z+D)AN0=r)AN. .. AN(r_=ri_ ) A(ri=ri+1)
ATy =Tig1) Ao A (1, = T).

m
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(2) Bei By = i— setzt man

Ayi=z=0) =G =24 )N =r) A A =11)
A(ri=0)—=(i=r)A(=(r;=0)= (T +1=1m))
ATy =Tig1) Ao A (1, = T).

(3) Bei B, = C(ij) setzt man

Ay=0z=0)—=((ri=0—=EF=)A0:=0) = (Z=2+1))
Arp=r) A A =rn).

(4) Bei By = Bj, = H setzt man
Api=(z=h)= G =2)AN0=r)AN . A0, =1m).

Hierbei werden die natiirlichen Zahlen ¢ und j in den arithmetischen Aus-
driicken durch die entsprechenden Summen 1 + --- + 1 représentiert, die
Abfrage am i-ten Register schlégt sich in der Variablenbezeichnung nieder.

Wie bei der Programmabbildung ist es sinnvoll, fiir alle Programmzeilennum-
mern (also auch fiir £ > h) einen arithmetischen Ausdruck zu haben. Dazu
setzen wir

Apiri=E>h+1) =G =2)AN0=r) A AN, =10)

(wobei z > h+1 eine Abkiirzung ist). Zu einem gegebenen Programm beste-
hend aus den Programmzeilen B, ..., B betrachtet man die Konjunktion
der soeben eingefiihrten zugehorigen arithmetischen Repréasentierungen, also
Ap = ALNAs N .. NAR AN Apyq. Dieser Ausdruck représentiert die Program-
mabbildung.

Lemma 20.4. Es sei P ein Registerprogramm mit den Programmzeilen B,
..., B und m Registern mit den zugehorigen arithmetischen Ausdriicken
Ay, ..., Ay in den freien Variablen z,ry, ... vy, 2 1, ... 1l . Es sei Ap =

AT Ao N AR AN Apy. Dann st Ap eine arithmetische Reprdsentierung der
Programmabbildung pp.

Beweis. Die Variablen z, 2’,r;,r} seien durch die natiirlichen Zahlen £, ', n;,
n; belegt. Wir miissen zeigen, dass die Gleichheit

op(ling,....,ny) = (¢,nf,....,n.)
genau dann gilt, wenn

NEAp(l, 0, ny,...,npm,nl, ... ,n.)

gilt. Der Ausdruck Ap gilt genau dann, wenn sidmtliche Ausdriicke Aq, A,,
ooy Apy Ay gelten. Es sei £ fixiert. Dann gelten samtliche Ay, k # ¢, auto-
matisch, da fiir diese Ausdriicke der Vordersatz nicht gilt. Die Giiltigkeit von
Ap bei dieser Belegung bedeutet also, dass der Nachsatz in A, gelten muss.
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Sowohl ¢(¢, —) als auch der Nachsatz von A, driicken die Wirkungsweise des
Befehls B, aus, daher gilt die Abbildungsgleichheit genau dann, wenn A,
wahr ist. U

20.4. Die (-Funktion.

Das Halteproblem fiihrte zu der Existenzaussage, dass es eine Iteration der
Programmabbildung gibt, fiir die die 0-te Komponente gleich der Haltezei-
lennummer ist. Die arithmetische Repréasentierung dieser Existenzaussage be-
darf einiger Vorbereitungen.

Eine natiirliche Zahl n lasst sich bekanntlich im Zehnersystem als
n = apl +a;10 + a210* + - - - + a5 10

schreiben, wobei die a; zwischen 0 und 9 liegen. Umgekehrt definiert eine end-
liche Ziffernfolge (ag, a1, ...,ax) (bzw. in alltdglicher Schreibweise agay_1 . ..
ajap) eine natiirliche Zahl. Anstatt der Basis 10 kann man jede natiirliche
Zahl p > 2 als Basis nehmen (fiir viele Zwecke ist auch die Basis 1 erlaubt,
eine Zahl n wird dann einfach durch das n-fache Hintereinanderschreiben
der 1 représentiert). Man spricht dann von der p-adischen Entwicklung (oder
Darstellung) der Zahl. Die p-adische Entwicklung einer natiirlichen Zahl ist
eindeutig.

Sei p > 2 fixiert. Wie berechnet man die Ziffernfolge einer gegebenen Zahl
n? Zuerst betrachten wir die Ziffer (die Einerziffer) ag(n) = a(n,0). Es gilt
die rekursive Beziehung

(n,0) n,falls n < p,
a =
7 a(n —p,0) sonst .

Dies beruht einfach darauf, dass bei n > p das Abziehen von p die Ziffer
zu p° nicht dndert. Man beachte, dass sowohl die Abfrage, die die Fallun-
terscheidung in dieser Definition konstituiert, als auch die Subtraktion im
Fall 2 mit einer Registermaschine durchfiihrbar sind, und dass dadurch eine
R-berechenbare Funktion vorliegt.

Auch die Definition der anderen Ziffern geschieht rekursiv. Wenn man von
n die (schon berechnete) Ziffer zu p° abzieht, so erhilt man eine durch p
teilbare Zahl. Zwischen der Ziffernentwicklung von n und von m = n-a(n.0)
besteht ein direkter Zusammenhang, die Ziffer a;,; von n ist einfach die Ziffer

a; von m. Daher ist fir i > 0

0, falls n < p*t,

7+1 = n—a(n .
aln,i+1) {a (%,z) sonst .

Damit ist die Berechnung der (i + 1)-ten Ziffer auf die Berechnung der i-
ten Ziffer einer kleineren Zahl rekursiv zuriickgefiihrt. Die Bedingung in der
Abfrage und die Subtraktion und die Division in der Definition sind durch ei-
ne Registermaschine durchfithrbar. Diese Funktionsvorschrift berechnet nicht
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nur die ,,benotigten” Ziffern, sondern auch alle hoheren, wobei natiirlich fiir
alle unbendtigten 0 herauskommt.

Wir fithren nun die S-Funktion ein. Der Hauptzweck dieser Funktion soll sein,
endliche Folgen von natiirlichen Zahlen unterschiedlicher Lénge durch drei
Zahlen zu kodieren. Die Grundidee ist, dies iiber die p-adische Entwicklung
zu tun, wobei die drei Eingabezahlen einen Zahlwert, eine Basis und eine
Ziffernstelle représentieren, und die Ausgabe die Ziffernfolge ist. Zugleich
soll diese Funktion arithmetisch représentierbar sein, so dass die folgende
Funktion etwas komplizierter aussieht. Wir folgen weitgehend dem Zugang
von Ebbinghaus, Flum, Thomas.

Definition 20.5. Unter der 8- Funktion versteht man die Abbildung
N3 — N7 (p7nal) L 6(p7n7i)7

die folgendermafen festgelegt ist. 5(p,n, 1) ist die kleinste Zahl a € N, die die
Bedingung erfiillt, dass es natiirliche Zahlen by, by, by gibt, die die folgenden
Eigenschaften erfiillen:

(1) n = b+ by ((+1) + ap + bap?).
(2) a < p.

(3) by < b1.

(4) by ist eine Quadratzahl.

(5) Alle Teiler d # 1 von b; sind ein Vielfaches von p.

Wenn kein solches a existiert, so ist S(p,n,i) = 0.

Zunéchst ist klar, dass diese Funktion arithmetisch reprisentierbar ist. Wenn
p eine Primzahl ist, so bedeutet Teil (5), dass b; eine Primzahlpotenz ist, und
Teil (4), dass der Exponent geradzahlig ist. Das folgende Lemma sichert die
gewiinschte Eigenschaft der g-Funktion, ndmlich die Eigenschaft, endliche
Folgen zu représentieren.

Lemma 20.6. Zu jeder endlichen Folge (ay, ..., as) aus N gibt es natiirliche
Zahlen p,n derart, dass f(p,n,i) = a; firi < s ist.

Beweis. Es sei die endliche Folge (ag, ay, . . ., as) vorgegeben. Wir wihlen eine
Primzahl p, die grofler als alle a; und gréfler als s 4 1 ist. Es sei

no= 1-p° +aop' + 20" + aip’ + - 4 (s + D)p* + ap® T

_ Zaipziﬂ + Z<Z + 1)in
i=0 i=0

S

= Z(z + 1+ aip)p™.

i=0
Die vorgegebene Folge ist also die Folge der Ziffern der ungeraden Stellen in
der p-adischen Ziffernentwicklung von n. Wir behaupten 8(p,n, k) = a; fiir
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k < s. Zunéchst erfiillt a; die in der Definition der g-Funktion formulierten
Eigenschaften, und zwar mit
bo = 1p° + agp' +2p* + arp® + -+ + kp
by = p2ka
by = (k+2) +apap+ (k+3)p> 4+ + (s + 1)p?eH72 4 g p?s=P=L,
Die erste Eigenschaft ergibt sich aus

2%k—2 2%—1
+ ag_1p )

S

n = Zaip2i+1+i(i+1)p2i

i=0 =0

k—1 k—1 S S
_ Zaip%-f—l + Z(l ‘l’ 1)p22 + Z aip2i+1 ‘I’ Z(Z + 1)p22
1=0 =0 i=k i=k
s—k s—k
= bo+p* (Z apip” T+ Z(k +1+ 1)p22>
=0 1=0

s—k s—k
= bo+p" [kt ltap+)) ap™ +> (k+i+ 1)p2i>
=1 =1

= bo+ by (k+ 1+ app+ bap?),
die anderen sind klar. Wenn umgekehrt ein a die Bedingungen erfiillt (mit
Co, C1,C2), wobei ¢; = p?* ist, so ist

n = bo+(k+1)p2k+akp2k+l+b2p2k+2
= ¢ + (k}+ 1)pZZ +ap2£+1 +Cgp2£+2.

Da die p-adische Entwicklung von n eindeutig ist, folgen daraus und aus den
weiteren Bedingungen die Gleichheiten ¢/ = k und a = ay. O

20. ARBEITSBLATT

20.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 20.1. Zeige, dass die folgenden Teilmengen 7" der natiirlichen Zah-
len arithmetisch représentierbar sind.

(1) Eine konkrete endliche Menge {ny,...,n;}.

(2) Die Menge aller Vielfachen von 5.

(3) Die Menge der Primzahlen.

(4) Die Menge der Quadratzahlen.

(5) Die Menge der Zahlen, in deren Primfaktorzerlegung jeder Exponent
maximal 1 ist.

3
4
5

Aufgabe 20.2. Zeige, dass die folgenden Abbildungen ¢: N — N arithme-
tisch représentierbar sind.
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(1) Die Addition
N? — N, (z,9) — = + 9.
(2) Die Multiplikation
N — N, (2,9) — z - y.
(3) Die eingeschrénkte Subtraktion
N? — N, (2,9) — max (z — y,0),

die bei y > z den Wert 0 besitzt.
(4) Die Restfunktion

N? — N, (n,t) — r(n,t),

die den Rest (zwischen 0 und ¢t — 1) bei Division von n durch ¢ angibt.

Aufgabe 20.3. Es sei
fi: N—N

eine Polynomfunktion mit f(n) = agn? + ag_1n®! + -+ + a1n + ap mit
Koeffizienten a; € N. Zeige, dass f durch den Ausdruck y = agz@+aq_12% '+
.-+ 4+ a1x + ag arithmetisch reprasentiert wird.

Aufgabe 20.4. Zeige, dass eine lineare Abbildung
F: N — N°

arithmetisch représentierbar ist.

Aufgabe 20.5. Zeige, dass eine polynomiale Abbildung (mit Koeffizienten
aus N)

F: N — N, (21, ..., x,) — F(x1,...,2,),

arithmetisch repréasentierbar ist.

Aufgabe 20.6.*
Zeige, dass die Abbildung

f: N — N, (1,y, 2) — 2y® — 2% + 223,

(wohldefiniert und) arithmetisch représentierbar ist.
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Aufgabe 20.7. Zeige, dass die Abbildung
F: N— N

mit

0 sonst ,

Pln) = {\/ﬁ falls \/n € N,

arithmetisch repréasentierbar ist.

Aufgabe 20.8. Es sei
p: N*— N°
eine Abbildung und I' € N" x N* der zugehorige Graph, also die Menge
U= A{(ng,....,n08)|eng,...;n) = (Mpat, ooy Nas) b

Zeige, dass ¢ genau dann arithmetisch repréisentierbar ist, wenn I' (als Re-
lation) arithmetisch représentierbar ist.

Aufgabe 20.9. Es sei

p: N — N°
eine arithmetisch représentierbare Abbildung. Zeige, dass zu jedem Punkt
P € N die Faser

p(P) C N
arithmetisch reprisentierbar ist.

Aufgabe 20.10. Es sei

p: N'— N°
eine arithmetisch représentierbare Abbildung und es sei 7' C N eine arith-
metisch repréasentierbare Relation. Zeige, dass das Urbild

e '(T) C N

arithmetisch repréasentierbar ist.

Aufgabe 20.11. Wir betrachten das Registerprogramm mit drei Registern
(bei leerem dritten Register berechnet es die Summe der ersten beiden Regi-
sterinhalte)

(1) €(2,5)
2) 1+

) 2—

) C(3,1)
)

Halte an

(

(3
(4
(5
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a) Erstelle die Programmabbildung fiir dieses Programm.

b) Welche Beziehung besteht zwischen der Programmabbildung und der Ad-
ditionsabbildung

NxN-—N, (z,y) —> x4+ y?

c) Erstelle eine arithmetische Représentierung fiir dieses Programm.

Aufgabe 20.12. Zeige explizit, dass die in Vorlesung 18 besprochenen Regi-
sterprogramme (also ihre zugehorigen Programmabbildungen) arithmetisch
repréasentierbar sind.

20.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 20.13. (2 Punkte)
Es sei
p: N*— N°

eine Abbildung. Zeige, dass ¢ genau dann arithmetisch représentierbar ist,
wenn siamtliche Komponentenfunktionen ¢;, 1 < ¢ < s, arithmetisch re-
prasentierbar sind.

Aufgabe 20.14. (4 Punkte)
Zeige, dass die Abbildung

F:NXN+—>N,(:U,y)r—>{£J,

arithmetisch représentierbar ist.

Aufgabe 20.15. (5 Punkte)

Zeige, dass die f-Funktion arithmetisch représentierbar ist.

Aufgabe 20.16. (2 Punkte)

Zeige, dass es nur abzdhlbar viele arithmetisch représentierbare Relationen
gibt.
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21. VORLESUNG - DIE UNENTSCHEIDBARKEIT DER ARITHMETIK

Fiir uns gibt es kein
Ignorabimus, und meiner
Meinung nach auch fiir die
Naturwissenschaft iiberhaupt
nicht. Statt des torichten
Ignorabimus heifle im
Gegenteil unsere Losung: Wir
miissen wissen, wir werden
wissen.

David Hilbert

Zuletzt haben wir gezeigt, wir man die Programmabbildung zu einem Re-
gisterprogamm arithmetisch représentieren kann. Die Programmabbildung
enthélt zwar die volle Information iiber das Programm, doch die Frage, wie
man die Eigenschaft, ob ein Programm anhélt oder nicht, arithmetisch re-
prisentiert, ist damit noch nicht beantwortet, sondern bedarf weiterer Uber-
legungen.

21.1. Reprisentierbarkeit der Halteeigenschaft.

Ein Durchlauf eines Registerprogramms P (das auf m Register Bezug nimmt)
bis zum Rechenschritt ¢t wird am einfachsten durch die Folge der Programm-
konfigurationen K, 1 < s < t, dokumentiert, wobei jede Programmkonfi-
guration K aus der Nummer der im Rechenschritt s abzuarbeitenden Pro-
grammzeile und der Folge der Registerinhalte (zu diesem Zeitpunkt) besteht.
Wenn man diese Konfigurationen einfach hintereinander schreibt, so erhélt
man eine Folge von t(m + 1) Zahlen. Wenn umgekehrt eine solche Zahlen-
folge gegeben ist, so kann man einfach {iberpriifen, ob sie den Durchlauf des
Programms bis zum Schritt ¢ korrekt dokumentiert. Man muss sicherstellen,
dass sich jeder Abschnitt (s+1)(m+1)+1,...,(s+1)(m+1)+m+1 aus
dem Vorgéngerabschnitt s(m + 1) + 1,...,s(m + 1) + m + 1 ergibt, wenn
die Programmzeile s(m + 1) + 1 angewendet wird (der Abschnitt muss also
durch die Programmabbildung aus dem Vorgéngerabschnitt hervorgehen).

Lemma 21.1. Fiir ein Programm P fiir eine Registermaschine gibt es einen
arithmetischen Ausdruck ¢ p, der genau dann (bei der Standardinterpretation
in den natiirlichen Zahlen) gilt, wenn das Programm anhdlt. Genauer gesagt:
Wenn das Programm h Programmezeilen besitzt und m Register verwendet,
so gibt es einen arithmetischen Ausdruck vp in 2m freien Variablen derart,
dass
NEYp(er,...,em, a1, .., an)

genau dann gilt, wenn das Programm bei Eingabe von (1,ey,...,e,) nach
endlich vielen Schritten bei der Konfiguration (h,as,...,an) anlangt (und
insbesondere anhdlt).
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Beweis. Es sei Ap der das Programm repréisentierende Ausdruck im Sinne
von Lemma 20.4 in den Variablen ro, ..., 7y, 7, - .. ,rm (zur Notationsverein-
fachung schreiben wir also r( statt z und r{ statt 2’.). Es sei ¥ der Ausdruck
(in den vier freien Variablen p,n,i,7), der die f-Funktion arithmetisch re-

prasentiert. Der Ausdruck

Y(p,n,i,r)
ist also genau dann wahr in N, wenn?’ 3(p,n,i) = r ist. Diese Beziehung
verwenden wir fiir i = s(m+ 1)+ j (bzw. i = (s + 1)(m + 1) + j) und
r = r; (bzw. r = r7) und j = 0,...,m. Daher ist der Ausdruck (in den
freien Variablen p,n,s,r;, 7“;)

T(p,n,s):=0(p,n,s(m+1),70) A... ANO(p,n,s(m+ 1) +m,r,)A
dHp,n, (s+1)(m+1),r5) A... Ad(p,n, (s+1)(m+1) +m,7)

bei Interpretation in N genau dann wahr, wenn die S-Funktion 3(p,n, —) fiir
die m+ 1 aufeinander folgenden Zahlen (eingesetzt in die dritte Komponente
der p-Funktion) s(m+1),s(m+1)+1,...,s(m~+1)+m gleich ro,71,..., 7
und fiir die m + 1 aufeinander folgenden Zahlen (s+1)(m+1),(s+1)(m+
D+1,...,(s+1)(m+1)+m gleich ry,ry,...,r. ist. An der mit s(m—+1)+j
bezeichneten Stelle in T'(p, n, s) steht die (m+1)-fache Addition der Variablen
s mit sich selbst plus die j-fache Addition der 1.

Mit diesem Ausdruck soll der Konfigurationsiibergang beim s-ten Rechen-
schritt beschrieben werden. Da man die Registerbelegung beim s-ten Rechen-
schritt nicht von vornherein kennt, muss man den Ubergang mit Allquantoren
ansetzen. Der Ausdruck

E(p,n,s) := VroVry .. . NrpNreVry .. .Yr (T(p,n,s) — Ap)

besagt, dass der durch p,n, s iiber die S-Funktion kodierte Konfigurations-
iibergang durch das Programm bewirkt wird.

In analoger Weise ist der Ausdruck (in den m+2 freien Variablen p,n, x1, ...,
Tpm)

D(p,n)(z1,...,2m) = I p,n,0,1) Ad(p,n,1,x1) A... ANd(p,n,m,x,)
(bei inhaltlicher Interpretation) genau dann wahr, wenn 5(p,n,0) = 1 und
B(p,n,j) = x; fiir j = 1,...,m ist, und der Ausdruck (in den m + 3 freien
Variablen p,n,t, 41, .., Ym)

A (p,n,t(m+ 1)+ m, )
B(p,n,t(m+1)) = hund B(p,n,t(m+1)+j) = y; fir j = 1,...,m ist.

2TWir verwenden hier fiir die Termvariablen und mogliche Einsetzungen die gleichen
Buchstaben.
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Somit besagt der Ausdruck

Yp=3panIt (D(p,n)(z1,...,xm) AVs(l < s <t— E(p,n,s))
/\F(p7n7t)<y17 s >ym)) )

dass das Programm mit der Startkonfiguration (1,z1,...,z,,) anhilt und
dabei die Konfiguration (h, i, ..., ymn) erreicht. O

21.2. Die Unentscheidbarkeit der Arithmetik.

Die Idee des folgenden Beweises beruht darauf, dass man, wie wir in der letz-
ten Vorlesung gezeigt haben, die Arbeitsweise von Registerprogrammen mit
arithmetischen Ausdriicken reprisentieren und damit die Unentscheidbarkeit
des Halteproblems arithmetisch modellieren kann.

Satz 21.2. Die Menge der wahren arithmetischen Ausdriicke (oh-
ne freie Variablen) ist nicht R-entscheidbar. D.h. es gibt kein R-
Entscheidungsverfahren, mit dem man von einem beliebigen vorgegebenen
Ausdruck o € L§™ der arithmetischen Sprache bestimmen kann, ob er (in
der Standardinterpretation N) wahr oder falsch ist.

Beweis. Nach Lemma 21.1 gibt es zu jedem Programm P (mit i Befehlen
und m Registern) einen arithmetischen Ausdruck ¢ p in 2m freien Variablen
L1y ey Ty Y1y - - -, Ym, der bei der Belegung mit ey, ..., e,,,a1,...,a, € N ge-
nau dann wahr ist, wenn das Programm, angesetzt auf (1, ey, ..., €,,), schliefl-
lich mit der Konfiguration (h,ay,...,a,,) anhélt. Der Ausdruck

op = ¥p(0,0,...,0,91,. .-, Ym)
besagt daher, dass das Programm bei Nulleingabe mit der Registerbelegung
(Y1, - - -, Ym) anhilt und der Ausdruck (ohne freie Variablen)
Op = Jy13y2 ... Jymepp
besagt, dass das Programm iiberhaupt anhélt. Es gilt also

NE0Op

genau dann, wenn P bei Nulleingabe anhélt. Man beachte, dass die Abbil-
dung, die einem jeden Programm P dieses fp zuordnet, effektiv durch eine
Registermaschine durchfiihrbar ist.

Wenn es ein Entscheidungsverfahren fiir arithmetische Sétze geben wiirde,
so kéonnte man insbesondere auch die Richtigkeit von N F 6p entscheiden.
Doch dann wiirde es ein Entscheidungsverfahren fiir das Halteproblem im
Widerspruch zu Satz 19.6 geben. U
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21.3. Folgerungen aus der Unentscheidbarkeit.

Wir werden aus der Unentscheidbarkeit weitere Folgerungen iiber die Auf-
zdhlbarkeit und die Axiomatisierbarkeit der Arithmetik in der ersten Stufe
ziehen. Dazu werden wir diese Begriffe allgemein fiir sogenannte Theorien
einfiithren.

Definition 21.3. Es sei S ein Symbolalphabet und L die zugehorige Spra-
che erster Stufe. Eine Teilmenge T C Lj heiit Theorie, wenn T abgeschlos-
sen unter der Ableitungsbeziehung ist, d.h. wenn aus T + « fiir a € Lj
bereits a € T folgt.

Zu jeder Ausdrucksmenge I' ist die Menge '™ der aus I' ableitbaren Sitze
eine Theorie. Haufig wéahlt man , kleine“ und , handhabbare“ Mengen, um
iibersichtliche Theorien zu erhalten. Mengen, die eine Theorie erzeugen, hei-
Ben auch Aziomensysteme fiir diese Theorie. Es ist im Allgemeinen schwierig
zu entscheiden, ob ein bestimmter Satz aus einem Axiomensystem ableitbar
ist, also zu der entsprechenden Theorie gehort.

Wenn I eine Interpretation einer Sprache erster Stufe ist, so ist I}, also die
Menge der in dem Modell giiltigen Sétze, ebenfalls eine Theorie. Dies folgt
direkt aus der Korrektheit des Ableitungskalkiils. So ist Nj eine Theorie zur
Sprache Lj*, die alle bei der Standardinterpretation giiltigen Siitze beinhal-
tet.

Die Menge aller aus den erststufigen Peano-Axiomen ableitbaren Sétze bildet
die Peano-Arithmetik, die wir hier PA nennen. Es ist PA C Nj.

Die Gesamtmenge Lj ist natiirlich ebenfalls abgeschlossen unter der Ablei-
tungsbeziehung. Sie ist widerspriichlich im Sinne der folgenden Definition.

Definition 21.4. Es sei S ein Symbolalphabet und L® die zugehérige Spra-
che erster Stufe. Eine Theorie T C L5 heifit widerspriichlich, wenn es einen
Satz o € L§ mit o € T und -« € T gibt.

Lemma 21.5. Es sei S ein Symbolalphabet und L° die zugehérige Sprache
erster Stufe, wobei die Sprache zumindest eine Variable besitzen maoge. Es

sei T C L5 eine Theorie. Dann ist T genau dann widerspriichlich, wenn
T = Lj ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 21.4. O

Man interessiert sich natiirlich hauptséchlich fiir widerspruchsfreie (also nicht
widerspriichliche) Theorien.

Definition 21.6. Es sei S ein Symbolalphabet und L® die zugehérige Spra-
che erster Stufe. Eine Theorie T" heifit vollstindig, wenn fiir jeden Satz o € L3
gilt « € T oder ~a € T
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Dabei ist grundsétzlich auch erlaubt, dass sowohl « als auch =« zu T" gehort,
doch liegt dann bereits eine widerspriichliche Theorie vor. Zu einer Interpre-
tation I einer Sprache erster Stufe ist die Giiltigkeitsmenge If eine wider-
spruchsfreie vollstandige Theorie. Dies ergibt sich aus dem rekursiven Aufbau
der Giiltigkeitsbeziehung (die beinhaltet, dass wir das Tertium non datur an-
erkennen - sonst wére eine mathematische Argumentation nicht moglich).

Definition 21.7. Es sei S ein Symbolalphabet und L° die zugehérige Spra-
che erster Stufe. Eine Theorie T C Lg heifit endlich axiomatisierbar, wenn
es endlich viele Siitze ay,...,q, € L) mit® T = {ay,...,a,}" gibt.

Das ist héufig zu viel verlangt, wie die erststufige Peano-Arithmetik zeigt (zu-
mindest haben wir sie nicht durch ein endliches Axiomensystem eingefiihrt).
Eine schwéchere Variante wird in der folgenden Definition beschrieben.

Definition 21.8. Es sei S ein Symbolalphabet und L die zugehorige Spra-
che erster Stufe. Eine Theorie T C L§ heifit aufzihlbar axiomatisierbar,
wenn es eine R-aufzihlbare Satzmenge I' C L5 mit T = T gibt.

Lemma 21.9. Es sei S ein Symbolalphabet und L° die zugehérige Sprache
erster Stufe. Eine aufzihlbar aziomatisierbare Theorie T C Ly ist R-aufzihl-
bar.

Beweis. Es sei I' eine R-aufzéhlbare Satzmenge, die T axiomatisiert, und
es sei a,, n € N, eine R-Aufzdhlung von I'. Es sei §,, n € N, eine R-
Aufzihlung der pridikatenlogischen Tautologien aus L°. Wenn ein Satz v
aus ' ableitbar ist, so gibt es eine endliche Auswahl a1, ..., «, aus T' (bzw.
aus der gewéahlten Aufzdhlung) derart, dass

Fag Ao Ao, =y

eine pradikatenlogische Tautologie ist. Daher leistet das folgende Verfahren,
bei dem n wéchst, das Gewiinschte: Fiir jedes n notiert man die Tautologien
B, ..., B, in der Form

ﬁi :51/\.../\58—>€.

Wenn f; iiberhaupt diese Form besitzt, so ist diese eindeutig betimmt. Da-
nach iiberpriift man fiir jedes ¢ < n, ob alle dy,...,05 zu {aq,...,an}
gehoren. Falls ja, und wenn € ein Satz ist, so wird e notiert. Danach geht
man zum néchsten ¢. Wenn man ¢ = n, erreicht hat, so geht man zu n + 1,
wobei man aber wieder bei i = 1 anfingt. U

Satz 21.10. Es sei S ein Symbolalphabet und L° die zugehorige Sprache er-
ster Stufe. Jede aufzihlbare (oder aufzihlbar aziomatisierbare), widerspruchs-
freie und vollstindige Theorie T C L3 ist entscheidbar.

28Das Ableitungssymbol schrinken wir hier auf die Sitze ein, eigentlich miissten wir
T = {a1,...,a,}F N L5 schreiben.
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Beweis. Nach Lemma 21.9 bedeutet die aufzidhlbare Axiomatisierbarkeit,
dass schon die Theorie selbst aufzidhlbar ist. Sei also T" aufzdahlbar, vollstandig
und widerspruchsfrei, und sei a,,, n € N, eine Aufzidhlung von T. Es sei
B € Lj ein Satz. Wegen der Widerspruchsfreiheit und der Vollstindigkeit
gilt entweder 8 € T oder =8 € T'. Daher kommt entweder 5 oder —f in der
Aufzidhlung von T vor. Bei o, = S ist § € T und bei o, = =f ist § € T.

O

Bemerkung 21.11. Eine widerspriichliche Theorie ist natiirlich aufzdhlbar,
vollsténdig und entscheidbar, da sie jeden Satz enthélt. Ohne die Voraus-
setzung der Widerspruchsfreiheit ist aber das Argument im Beweis zu Satz
21.10 nicht durchfithrbar. Wenn in einer Aufzéhlung einer Theorie eine wi-
derspriichliche Aussage auftritt, so ist die Theorie natiirlich widerspriichlich.
Wenn aber bis zu einem bestimmten Zeitpunkt keine widerspriichliche Aus-
sage auftritt, so ldsst sich nicht entscheiden, ob dies an der Widerspruchs-
freiheit der Theorie oder der Art der Aufzdhlung liegt. Wenn also in der
Aufzéhlung —f vorkommt, so kann man daraus nicht ohne die Bedingung
der Widerspruchsfreiheit auf g ¢ T schlieffen.

Satz 21.12. Die Menge der wahren arithmetischen Ausdriicke ist nicht R-
aufzahlbar. D.h. es gibt kein R-Verfahren, das alle in N wahren Sdtze der
arithmetischen Sprache auflistet.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 21.10 und aus Satz 21.2. O
Korollar 21.13. Die (erststufige) Peano-Arithmetik ist unvollstindig.

Beweis. Wegen PA C NF wiirde die Vollstindigkeit hier die Gleichheit be-
deuten. Da die Peano-Arithmetik R-aufzédhlbar ist, wiirde aus Satz 21.10 die
Entscheidbarkeit folgen im Widerspruch zu Satz 21.2. U

Die Liicke zwischen PA und Nj kann man nicht systematisch auffiillen, da
man das vorstehende Argument auf jede aufzéhlbar-axiomatisierbare Theorie
T mit PA CT C NS anwenden kann.

21. ARBEITSBLATT

21.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 21.1. Beschreibe fiir die in Vorlesung 18 besprochenen Register-
programme die Konfigurationsfolge bei Nulleingabe.

Aufgabe 21.2. Erstelle fiir das Registerprogramm (mit keinem Register und
leerer Anfangsbelegung)

(1) Halte an
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den zugehorigen arithmetischen Ausdruck, der die Anhalteeigenschaft be-
schreibt.

Aufgabe 21.3. Erstelle fiir das Registerprogramm (mit zwei Registern Ry,
Ry und leerer Anfangsbelegung)

(1) 1+
(2) 2—
(3) Halte an

den zugehorigen arithmetischen Ausdruck, der die Anhalteeigenschaft be-
schreibt.

Aufgabe 21.4. Es sei S ein Symbolalphabet und L® die zugehorige Sprache
erster Stufe, wobei die Sprache zumindest eine Variable besitzen mdoge. Es
sei T C L5 eine Theorie. Zeige, dass T genau dann widerspriichlich ist, wenn
T = Lj ist.

Aufgabe 21.5. Kann es ein Entscheidungsverfahren fiir mathematisch rele-
vante Untertheorien T' C Lj* geben?

Aufgabe 21.6. Kann es ein Entscheidungsverfahren fiir die Symbolalpha-
bete {0,1,+} bzw. {0,1,-} (jeweils mit Variablen) geben? Wo geht bei der
Arithmetisierung der Registerprogramme die Addition und wo die Multipli-
kation ein?

Aufgabe 21.7. Gibt es offene zahlentheoretische Probleme, die ohne Bezug
auf die Addition oder ohne Bezug auf die Multiplikation formuliert werden
kénnen?

Aufgabe 21.8. Kann es mathematische Probleme innerhalb entscheidbarer
Theorien geben?

Aufgabe 21.9. Zeige, dass eine endlich axiomatisierbare Theorie auch durch
einen einzigen Ausdruck axiomatisierbar ist.

Aufgabe 21.10. Es sei T' C L° ecine aufzihlbar axiomatisierbare Theorie
und oy, ..., o, € L°. Zeige, dass dann auch

T = (TU{oq,...,an})"

aufzahlbar axiomatisierbar ist.
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Aufgabe 21.11. Es seien T},7, C L° aufzihlbar axiomatisierbare Theori-
en. Zeige, dass dann auch (7; U Ty)" aufzéhlbar ist.

Aufgabe 21.12.*

Zeige, dass die erststufige Peano-Arithmetik PA eine vollstdndige wider-
spruchsfreie erststufige Erweiterung M, also PA C M C L}, besitzt, die
von Nj verschieden ist.

Aufgabe 21.13. Entwerfe ein R-Entscheidungsverfahren dafiir, ob die Gold-
bach-Vermutung aus der erststufigen Peano-Arithmetik ableitbar ist.

Tipp: Verwende Aufgabe 19.10, Aufgabe 21.15 und Lemma 21.9.

21.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 21.14. (4 Punkte)

Erstelle fiir das Registerprogramm (mit zwei Registern R;, Ry und leerer
Anfangsbelegung)

(1) 1+
(2) C(2,1)
(3) Halte an

den zugehorigen arithmetischen Ausdruck, der die Anhalteeigenschaft be-
schreibt.

Aufgabe 21.15. (3 Punkte)

Begriinde, dass die (durch die erststufigen Peano-Axiome definierte) Peano-
Arithmetik aufzidhlbar-axiomatisierbar ist.

Aufgabe 21.16. (3 Punkte)

Zeige, dass es zwischen der erststufigen Peano-Arithmetik und der Standar-
darithmetik unendlich viele Theorien gibt.

22. VORLESUNG - DER FIXPUNKTSATZ

22.1. Repréasentierbarkeit in einer Theorie.

Wir haben schon in der zwanzigsten Vorlesung davon gesprochen, wann ei-
ne arithmetische r-stellige Relation R (bzw. Funktion) in N arithmetisch
reprasentierbar ist, wann es also einen arithmetischen Ausdruck ¢ mit r
freien Variablen derart gibt, dass dieser Ausdruck fiir jede Belegung genau
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dann wahr wird, wenn die Relation auf das Belegungstupel zutrifft. Da NF
vollsténdig ist, ergibt sich daraus die Aquivalenz, dass (n4,...,n,) € R dqui-
valent zur Nichtgiiltigkeit N & ¢(nq,...,n,) und somit auch zur Giiltigkeit
der Negation N E —)(ny,...,n,) ist. Bei nichtvollstindigen Ausdrucksmen-
gen bzw. Theorien wollen wir auch von Représentierungen sprechen, wobei
wir diese zweite Eigenschaft explizit fordern miissen.

Definition 22.1. Es sei I' eine Menge von arithmetischen Ausdriicken. Eine
Relation 7" C N” heifit reprasentierbar in I', wenn es einen LA™-Ausdruck 1
in r freien Variablen derart gibt, dass fiir alle r-Tupel (nq,...,n,) € N" die
beiden Eigenschaften

(1) Wenn (nq,...,n,) € T, soist I' - ¢(nq,...,n,.),
(2) Wenn (nq,...,n,) € T, soist I' - =p(ny, ..., n,),

gelten.

Definition 22.2. Es sei I' eine Menge von arithmetischen Ausdriicken. Eine
Funktion

F: N — N°
heifit reprisentierbar in T', wenn es einen LA™-Ausdruck @ in r + s freien
Variablen derart gibt, dass fir alle (r 4+ s)-Tupel (nq,...,n,45) € N die
folgenden Eigenschaften

(1) Wenn F(ny,...,n.) = (Npy1, .., Nprs), S0 ist I'E(ng, ..., nepy),
(2) Wenn F'(ny,...,n.) # (Npy1, -y Ngs), S0 ist I'E =b(ng, ... npps),
3) T Ala,yy ... Az (g, oo Ny Tpit,y oo T,

gelten.

Die dritte Eigenschaft besagt, dass die Theorie beweisen kann, dass es sich
um eine Funktion handelt. Diese Eigenschaft folgt nicht aus den beiden ersten
Eigenschaften. Der Ausdruck 3!za bedeutet die eindeutige Existenz und ist
eine Abkiirzung fir 3z (a(z) A Vy (a(y) — y = 2)). Hierbei ersetzen wir die
freie Variable von « durch z bzw. durch y.

Gelegentlich werden wir mit dem folgenden schwécheren Reprisentierungs-
begriff fiir Relationen arbeiten.

Definition 22.3. Es sei I' eine Menge von arithmetischen Ausdriicken. Eine
Relation 7' C N’ heifit schwach repréisentierbar in T', wenn es einen LA*-
Ausdruck ¢ in r freien Variablen derart gibt, dass fiir alle r-Tupel (nq, ...,
n,) € N" die Aquivalenz

(ny,...,n,.) €T genau dann, wenn I' - ¢ (ny, ..., n,)
gilt.

Im widerspruchsfreien Fall folgt aus der obigen (starken) Représentierung fiir
eine Relation auch die schwache Représentierung.
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Definition 22.4. Es sei I' eine Menge von arithmetischen Ausdriicken. Man
sagt, dass I' Reprasentierungen erlaubt, wenn I' jede R-berechenbare Relation
und jede R-berechenbare Funktion représentiert.

Korollar 22.5. Die natirliche Arithmetik, also die Menge der in N wahren
Ausdriicke N7, erlaubt Représentierungen.

Beweis. Es sei T' C N" eine R-entscheidbare Relation und es sei P ein Re-
gisterprogramm mit den Registern Ry, Ry, ..., R, das diese Relation ent-
scheidet. Aufgrund von Lemma 21.1 gibt es einen arithmetischen Ausdruck
Yp in 2m freien Variablen, der den Programmablauf arithmetisch model-
liert. Es gilt also (ni,...,n,) € T genau dann, wenn P, angesetzt auf
(ny,...,n,) (strenggenommen angesetzt auf (1,7n,...,n,,0,...,0), wenn
man die vollstindige Registerbelegung angibt) anhélt mit der Ausgabe 0
(d.h. (h,0,n5,...,n! ); andernfalls wird mit der Ausgabe 1 angehalten), ge-
nau dann, wenn N E ¢p(nq,...,n,,0,...,0,0,n,,...,n ) gilt.

Wegen der Vollstandigkeit von N bedeutet dies, dass

O0p = Jya ... ymp(z1,. .., 2,0,...,0,0,y2, ..., Ym)

die Relation reprasentiert. Es sei

F: N — N°
eine R-berechenbare Abbildung und es sei P ein Registerprogramm, dass F
berechnet. Aufgrund von Lemma 21.1 gibt es einen arithmetischen Ausdruck
Yp in 2m freien Variablen, der den Programmablauf arithmetisch modelliert.
D.h. fiir jedes (r 4+ s)-Tupel ny, ..., n.. gilt

F(ny,...,n.) = (Mya1y vy Nyts)
genau dann, wenn das Programm P bei jeder Eingabe anhélt und angesetzt
auf (ny,...,n,) (in den ersten r Registern, die Eingabe ist also (1,n4,...,n,,
0,...,0)) die Ausgabe (n,41,...,m.45) (also (A, Mgty Nprs, bntstts - - -
lo1,)) besitzt, genau dann, wenn
N F w<nl> s anraoa cee 70777’7“-1-17 s 7n1”+87£m+5+17 s 7€2m)
gilt. Von daher ist der Ausdruck (in den freien Variablen zy, ..., 2., z,11,. ..,
Trys)
O = Fzpasit - Fzon V(T oo, 20,0, 0, @g gy e Tptsy Zmtstly - - -y Z2m)
Da eine Funktion vorliegt und N© vollstindig ist, gilt auch
NEIz 1. A2 sOng, oy, Tty ooy Tgs)
O

Bemerkung 22.6. Man kann zeigen, dass auch die erststufige Peano-Arith-
metik Reprisentierungen erlaubt. Dazu muss man zeigen, dass die in der De-
finition 20.3 und in Lemma 21.1 konstruierten Ausdriicke, die die Wirkungs-
weise von Registerprogrammen beschreiben, nicht nur in N gelten, sondern
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aus den erststufigen Peano-Axiomen ableitbar sind. Es ist noch nicht einmal
selbstverstiandlich, dass die Addition der natiirlichen Zahlen in der Peano-
Arithmetik repréasentierbar ist, obwohl dafiir direkt das Additionssymbol zur
Verfiigung steht, siche Aufgabe 22.18.

22.2. Der Fixpunktsatz.

Schon beim Halteproblem haben wir die Programmcodes durch eine natiirli-
che Zahl effektiv reprisentiert, was uns ermoglichte, in ein Programm die
eigene Programmnummer einzusetzen und so eine Selbstbeziiglichkeit abzu-
bilden, die zur Unlésbarkeit des Halteproblems fithrte. Ahnliches haben wir
mit der Arithmetik vor, wobei die arithmetische Sprache durch die Symbole
0,1,+, - gegeben sei.

Den Ausdriicken der Sprache ordnen wir eine natiirliche Zahl, ihre soge-
nannte Gddelnummer zu. Die Gédelnummer eines Ausdrucks o bezeichnen
wir mit GN («). Wichtig ist dabei nicht die konkrete Gestalt, sondern allein
ihre Effektivitat in dem Sinne, dass diese Zuordnung durch eine Registerma-
schine ausfithrbar sein muss. Bei einem endlichen Alphabet ist die einfach-
ste Moglichkeit, die Symbole mit Ziffern durchzunummerieren und die Aus-
driicke durch die Hintereinanderschreibung der Ziffern in einem hinreichend
groflen Ziffernsystem zu realisieren. Da wir die Anzahl der Variablen nicht
beschranken wollen, ist dies nicht direkt durchfithrbar. Im Falle von Pro-
grammen konnten wir die Register, deren Anzahl ebenfalls nicht beschrankt
war, durch R//.../ benennen. Es ist auch moglich, in einem Zwischenschritt
die Variablen x1, x9, x5 ... mit x, z/, x//, ... zu benennen und so ein endliches
Alphabet zu erhalten. Eine andere Moglichkeit besteht darin, abzéhlbar un-
endlich viele Symbole mit den natiirlichen Zahlen durchzunummerieren und
einen Ausdruck der Form s;,s;,...s;, (i; sei die Nummer des j-ten Sym-
bols im Ausdruck) durch das Produkt p{'p% - - - pi» wiederzugeben, wobei die
P1, P2, P3, - - - die Folge der Primzahlen sei.

Beispiel 22.7. Zu einer Ausdrucksmenge I" kann man die Menge
{GN(a)| T F a}

betrachten, also die Menge der Goédelnummern von Ausdriicken, die aus I'
ableitbar sind. Dies ist eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen, daher kann
man auf diese Menge den Begriff der Représentierbarkeit anwenden. Eine
natiirliche Frage ist, ob diese Menge in I" selbst reprasentierbar ist und welche
Konsequenzen das hat.

Wir legen im Folgenden eine algorithmische Godelisierung zu Grunde. Der
folgende Satz heifit Godelscher Fixpunktsatz.

Satz 22.8. FEs sei I' C LA eine Menge von arithmetischen Ausdriicken,
die Reprisentierungen erlaube. Dann gibt es zu jedem o € L einen Satz
q € Ly mit

I'Fq+— a(GN(q)).
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Beweis. Wir betrachten die Abbildung
F: NxN-—N, (m,n) — F(m,n),
die durch

Flm,n) = GN(a(n)), falls m die GN eines a € L{¥ ist,
"7 10 sonst,

festgelegt ist. Bei der Berechnung von F' wird also zuerst geschaut, ob das
erste Argument, also m, die Godelnummer eines arithmetischen Ausdrucks
mit genau einer freien Variablen ist. Falls nicht, so ist F'(m,n) = 0, un-
abhiingig von n. Falls ja, so ist also m = GN(a) mit a € L. In diesem
Ausdruck wird dann die einzige freie Variable durch das zweite Argument der
Abbildung, also n, ersetzt, wobei man einen Satz a(n) erhéilt. Dessen Godel-
nummer ist nach Definition der Wert der Abbildung F'(m,n). In diesem Fall
ist also F'(m,n) = GN(«a(n)). Diese Erlauterungen zeigen zugleich, dass F
berechenbar ist.Da I' nach Voraussetzung Repréasentierungen erlaubt, gibt es
einen Ausdruck ¢(z,y, z) mit drei freien Variablen, der diese Abbildung re-
présentiert. D.h. es gilt fiir jede Belegung der Variablen mit natiirlichen Zah-
len m, n, k die Beziehungen (wir konnen annehmen, dass I" widerspruchsfrei
ist, da andernfalls das Resultat trivial ist)

F(m,n) = k genau dann, wenn I' b po(m,n, k),

F(m,n) # k genau dann, wenn I' b =p(m, n, k)
und (fiir jede Belegung m,n fiir x und y)
I'F3lzp(m,n, 2) .
Den Fixpunkt zu einem vorgegebenen o € L erhalten wir nun durch eine
trickreiche Anwendung von ¢. Wir setzen
s = Vz(p(zr,z,2) = af2)).

Der Ausdruck s besitzt die Godelnummer GN(s). Wir behaupten nun, dass

der Satz
GN(s)

= Vz(p(GN(s),GN(s),z) = a(z))

die zu beweisende Ableitungsbeziehung I' F g <+ a(GN(q)) erfiillt. Der Aus-
druck s besitzt die einzige freie Variable x, daher gilt
GN
F(GN(s),GN(s)) = GN <s£> = GN(q).

T

=S

Aufgrund der Représentierungseigenschaft ist daher
I'F@(GN(s), GN(s), GN(q)) -

Aus der Allaussage ¢ erhdlt man durch Spezialisierung (man ersetzt die Va-
riable z durch den Term GN(q))

Fq— (p(GN(s), GN(s), GN(q)) = (GN(q))) -
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Da das Antezedens der rechten Implikation aus I' ableitbar ist, folgt
I'kqg— a(GN(q)).

Dies besagt also die Ableitbarkeit der Hinrichtung. Die aufgrund der Re-
prasentierbarkeit oben angefiihrte eindeutige Existenzaussage fithrt zu

['FVz(e(GN(s),GN(s),z) = (z=GN(q))) .
Durch Substitution ergibt sich
F(z = GN(q)) = (a(GN(q)) = a(2))
und somit nach einer pradikatenlogischen Umformulierung
I'FVz(e(GN(s),GN(s),z) Na(GN(q)) — a(z)) .
Da hierbei o(GN(q)) keine freie Variablen besitzt, ist auch
I'Fa(GN(g)) = (Vz(9(GN(s), GN(s),z) = a(2))) ,

und das Sukzedens ist gerade ¢, so dass auch die Riickrichtung ableitbar ist.
O

22. ARBEITSBLATT

22.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 22.1. Zeige, dass fiir ' = N die beiden Reprisentierungskonzepte
zusammenfallen.

Aufgabe 22.2. Es sei
T=N2CN
die Menge der geraden natiirlichen Zahlen. Es sei I' die Ausdrucksmenge, die

besagt, dass + eine assoziative, kommutative Verkniipfung mit 0 als neutra-
lem Element ist. Es sei

= Jylr=y+y).
Zeige, dass T' durch ¢ in I' schwach représentiert wird, aber nicht stark.

Aufgabe 22.3. Es sei
T =N2CN

die Menge der geraden natiirlichen Zahlen. Es sei [ die Ausdrucksmenge, die
besagt, dass + eine assoziative, kommutative Verkniipfung mit 0 als neutra-
lem Element ist. Es sei

v =yr=y+y) =>Veo(z+1=2+2)

und
A =TU{p}.
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Es sei
v = Jylz=y+y).
Zeige, dass T durch v in A reprisentiert wird.

Aufgabe 22.4. Zeige, dass eine widerspriichliche Ausdrucksmenge I' C LAT
Représentierungen erlaubt.

Aufgabe 22.5. Essei I' C L* eine Ausdrucksmenge, die Repréisentierungen
erlaube. Zeige, dass jede groflere Ausdrucksmenge IV O T" ebenfalls Représen-
tierungen erlaubt.

Aufgabe 22.6. Zeige, dass die Gleichheit von natiirlichen Zahlen (also die
Diagonalrelation in N?) durch den Ausdruck x = y in der erststufigen Peano-
Arithmetik reprisentierbar ist.

Aufgabe 22.7. Es sei ' C L*" das Axiomensystem eines kommutativen
Halbringes. Zeige, dass die Gleichheit von natiirlichen Zahlen (also die Dia-
gonalrelation in N?) durch den Ausdruck x = g in T" nicht reprisentiert wird.

Aufgabe 22.8. Es sei ' C L*" das Axiomensystem eines kommutativen
Halbringes. Zeige, dass I' keine Représentierungen erlaubt.

Insbesondere erlauben die erststufigen Peano-Axiome ohne das Induktions-
schema keine Représentierungen.

Aufgabe 22.9. Sei k € N und sei
= Jyly+- - +y=u1),

wobei k-mal der Summand y vorkommt. Zeige, dass Nk C N, also die Menge
der Vielfachen von k, in der erststufigen Peano-Arithmetik durch « représen-
tiert wird.

Aufgabe 22.10. Zeige, dass die Menge der Quadratzahlen in der erststufigen
Peano-Arithmetik reprasentiert werden kann.
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Aufgabe 22.11. Es sei I' C L* eine widerspruchsfreie und R-entscheidbare
Ausdrucksmenge.
a) Zeige, dass jede in I reprisentierbare Relation R C N” R-entscheidbar ist.
b) Zeige, dass jede in I' reprisentierbare Abbildung
p: N — N°

R-berechenbar ist.

Aufgabe 22.12.*

Es sei ' C LA" eine arithmetische Ausdrucksmenge ohne freie Variablen und
R C N eine Relation. Es seien «, f € LA" Ausdriicke in einer freien Variablen
x. Zeige, dass aus

'Fa+ g

folgt, dass o in I' die Relation R genau dann représentiert, wenn [ in I' die
Relation R représentiert.

Aufgabe 22.13.*

Essei I’ € LA eine arithmetische Ausdrucksmenge und R C N eine Relation.
Es seien «, B € LAT Ausdriicke in einer freien Variablen z. Zeige, dass aus

'Fa+<p

nicht folgt, dass o in I' die Relation R genau dann représentiert, wenn 3 in
I' die Relation R représentiert.

Aufgabe 22.14. Es sei sq, $9, s3, . . . eine Aufzdhlung einer abzéhlbar-unend-
lichen Symbolmengen. Berechne die zu Wortern iiber diesem Alphabet zu-
gehorige Zahl im Sinne der Primzahlkodierung und umgekehrt.

(].) 515951535352,

2) 51351251545454,
) 8259852525982,
) 213351771’

) 2131517111,
) 23335373113,
)

(

(3
(4
(5
(6
(7) 1728.

Aufgabe 22.15. Es sei n € N eine fixierte natiirliche Zahl und

alz) ==z =n,
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wobei n durch die n-fache Summe der 1 mit sich selbst realisiert werde. Zeige
direkt, dass es Sitze p,q € L™ mit

Fa(GN(p) < p
und mit

F—a(GN(q) < ¢
gibt.

22.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 22.16. (4 Punkte)

Zeige, dass die Menge der Primzahlen in der erststufigen Peano-Arithmetik
reprasentiert werden kann.

Aufgabe 22.17. (4 Punkte)

Es sei s1, $9, 83, . . . eine Aufzéhlung einer abzéhlbar-unendlichen Symbolmen-
gen. Berechne die zu Wortern iiber diesem Alphabet zugehorige Zahl im
Sinne der Primzahlkodierung und umgekehrt.

535251515253,
5205175154519,
21325374115,
10!.

— — —

1
2
3
4

P N ey

Aufgabe 22.18. (4 Punkte)

Zeige, dass in der erststufigen Peano-Arithmetik die Addition von natiirlichen
Zahlen repréasentierbar ist.

Aufgabe 22.19. (6 Punkte)
Es sei
fi: N—N

eine Polynomfunktion mit f(n) = agn? + ag_1n® ! + -+ + a1n + ap mit
Koeffizienten a; € N. Zeige, dass f durch den Ausdruck y = agz?+aq_ 1291+
-+ + a1x + ag in der erststufigen Peano-Arithmetik représentiert wird.
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23. VORLESUNG - DIE UNVOLLSTANDIGKEITSSATZE

23.1. Der erste Godelsche Unvollstéindigkeitssatz.

Wir haben gesehen, dass die Unentscheidbarkeit des Halteproblems iiber
die arithmetische Représentierbarkeit von Registerprogrammen zur Unent-
scheidbarkeit der Arithmetik fiithrt. Beim Beweis des ersten Goédelschen Un-
vollstandigkeitssatzes arbeitet man mit einem Fixpunkt zu einem negierten
Ableitungspridikat, um eine ,paradoxe® Situation zu erhalten. Ein Ablei-
tungspridikat (zu einer Ausdrucksmenge I') a(z) in einer freien Variablen
soll die Eigenschaft haben, dass fiir jeden Satz s € L4 die Ableitungsbezie-
hung I' - s genau dann gilt, wenn I' - a(GN(s)) gilt. Man sagt, dass a(x) die
Ableitungseigenschaft schwach reprdsentiert. Ein solches Ableitungspréidikat
muss es im Allgemeinen nicht geben. Anders formuliert bedeutet diese Ei-
genschaft, dass die einstellige Relation

{n € N|n ist Godelnummer eines aus I' ableitbaren Satzes} C N

in I' schwach repréasentiert wird. Dass diese Teilmenge (stark) repréisentierbar
ist, ist, wenn man die Widerspruchsfreiheit von I' voraussetzt, stéirker. Aus
I' F s ergibt sich ndmlich direkt die Hinrichtung I' F a(GN(s)), und wenn
I' - s nicht wahr ist, so bedeutet dies im Falle der Repréasentierbarkeit, dass
I' F —a(GN(s)) gilt, woraus bei widerspruchsfreiem I' die Nichtableitbarkeit
von a(GN(s)) folgt.

Im folgenden Unvollstindigkeitslemma gehort die Existenz eines (schwach)
reprasentierenden Ableitungspriadikates zur Voraussetzung.

Lemma 23.1. Es sei ' eine widerspruchsfreie, arithmetische Ausdrucksmen-
ge, die Reprisentierungen erlaube. Die Ableitungsmenge I'™ (also die Menge
der zugehorigen Godelnummern) sei schwach reprasentierbar in I'. Dann gibt
es einen arithmetischen Satz q € LY derart, dass weder q noch seine Negati-
on —q aus I ableitbar ist. Die Ableitungsmenge I'" ist also nicht vollstindig.

Beweis. Aus der Reprisentierbarkeit von I'" folgt, dass es einen arithmeti-
schen Ausdruck in einer freien Variablen gibt, sagen wir a(x), mit der Eigen-
schaft, dass
ks

genau dann gilt, wenn

I'Fa(GN(s))
gilt. Wir betrachten die Negation 5 = —a. Nach Satz 22.8 gibt es fiir 5 einen
Fixpunkt, also einen Satz ¢ mit

I'Fq«— B(GN(q))

bzw.

'k q<+— —a(GN(q)).
Sowohl aus I' - ¢ als auch aus I - —¢ ergibt sich dann direkt ein ableitbarer
Widerspruch, was der Widerspruchsfreiheit des Systems widerspricht. U
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Man beachte, dass die Repréasentierbarkeit der Ableitungsmenge hier eine
explizite Voraussetzung ist, die nicht aus der allgemein vorausgesetzten Ei-
genschaft, Représentierungen zu erlauben, folgt. Letztere bezieht sich nur
auf rekursive (entscheidbare) Relationen und Funktionen, es wird aber nicht
vorausgesetzt, dass I' selbst oder I'™ rekursiv ist.

Bemerkung 23.2. Was passiert mit den Voraussetzungen in Lemma 23.1,
wenn man den Satz ¢ (oder seine Negation) einfach zu I' hinzunimmt? Zu-
néchst fithrt die Hinzunahme von ¢ noch von —¢ zu einem widerspriichlichen
System. Im Beweis haben wir die Annahme I' - ¢ (bzw. I' F —¢) zu einem Wi-
derspruch gefiihrt, das bedeutet aber nicht I" = T'U{q} - pA—p. Ein Problem
ist hierbei, dass die neue Ableitungsmenge (I' U {g})" nicht mehr repréisen-
tierbar in I' U {¢} sein muss. Vor allem aber ist sie keinesfalls mit dem alten
Ableitungsausdruck a(z) reprisentierbar, sondern, wenn iiberhaupt, mit ei-
nem neuen a'(z). Fiir dieses gibt es dann wieder einen neuen Fixpunkt ¢'. Es
gibt keine rekursive Strategie, I' zu einer vollstdndigen Theorie aufzufiillen.

¥ e

‘0 /

Kurt Godel (1906-1978) bewies im Alter von 24 Jahren seine
Unvollstandigkeitssatze.

Die folgende Aussage heifit erster Godelscher Unvollstindigkeitssatz.

Satz 23.3. Es sei I' C LA eine arithmetische Ausdrucksmenge, die wider-
spruchsfrei und aufzihlbar sei und Reprdsentierungen erlaube. Dann ist T™
unvollstindig. Es gibt also einen arithmetischen Satz, fir den weder I' - ¢
noch I' = —q gilt.

Beweis. Wir nehmen an, dass I'" vollstindig ist. Da I' aufzihlbar ist, ist I'"
nach Lemma 21.9 aufzdhlbar und nach Satz 21.10 auch entscheidbar. Da I’
Reprisentierungen erlaubt, ist insbesondere I'™ repriisentierbar. Daher sind
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die Voraussetzungen von Lemma 23.1 erfiillt und es ergibt sich ein Wider-
spruch zur angenommenen Vollsténdigkeit. ]

Korollar 23.4. Es sei I' C LA eine arithmetische korrekte Ausdrucksmen-
ge, die aufzdhlbar sei und Reprdsentierungen erlaube. Dann gibt es einen in
(der Standardinterpretation) N wahren Satz, der nicht zu T'" gehért, der also
nicht aus I' formal ableitbar ist.

Beweis. Die Korrektheit bedeutet, dass I'™ C NF gilt. Dies sichert zugleich
die Widerspruchsfreiheit von I'. Geméafl Satz 23.3 gibt es einen Satz ¢, der we-
der selbst noch seine Negation —q aus I" ableitbar ist. Da aber N© vollstindig
ist, muss entweder ¢ oder —¢ in N wahr sein. U

Diese Aussage ist fiir die erststufige Peano-Arithmetik und jedes groflere
aufzdahlbare widerspruchsfreie System anwendbar, wobei wir aber die Eigen-
schaft der Peano-Arithmetik, Reprisentierungen zu erlauben, nicht bewiesen
haben.

23.2. Der zweite Godelsche Unvollstandigkeitssatz.

Wenn die Ableitungsrelation I'"™ reprisentierbar ist und der zugehorige re-
prisentierende arithmetische Ausdruck a bekannt ist, so ist auch der im Be-
weis zu Lemma 23.1 verwendete Ausdruck ¢, (also der Fixpunkt zu —a(z))
prinzipiell bekannt, da der Fixpunktsatz konstruktiv ist. Im Beweis des er-
sten Godelschen Unvollstéandigkeitssatz war ein solches Ableitungspradikat a
aber nur aufgrund der angenommenen Vollstédndigkeit vorhanden, die dann
zum Widerspruch gefithrt wurde. Aus diesen Uberlegungen ergibt sich we-
der die Existenz eines Ableitungspréidikates noch die eines Fixpunktes zum
negierten Ableitungspridikat.

Der zweite Godelsche Unvollstandigkeitssatz gibt hingegen explizit einen Satz
an, der weder selbst noch seine Negation beweisbar ist, und zwar einen Satz
von grofler inhaltlicher Bedeutung: Es geht um den Satz, der die Wider-
spruchsfreiheit des gegebenen Systems behauptet.

Betrachten wir zunéchst eine beliebige korrekte arithmetische Theorie T C
L4*, also eine deduktiv abgeschlossene Satzmenge, die bei der Standardinter-
pretation in N nur wahre Sétze ergibt (dazu geniigt es wegen der Korrektheit
des Ableitungskalkiils, dass sdmtliche Sétze aus einem Axiomensystem I fiir
T (also T =T") in N wahr sind). Da N7, wie jede Giiltigkeitsmenge eines
Modells, vollstéandig und widerspruchsfrei ist, ist auch 7" (als Teilmenge von
N7) widerspruchsfrei. Daher gehort zu T kein Satz der Form p A —p und auch
nicht der Satz —(0 = 0) (da ja die Identitdt 0 = 0 dazugehort). Eine andere
Frage ist es, ob das System bzw. die Theorie oder das Axiomensystem diese
Unableitbarkeit eines widerspriichlichen Satzes auch ,, weif3“.
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Schon im Unvollstdndigkeitslemma und im ersten Godelschen Unvollstandig-
keitssatz kam wesentlich ein Ableitungspradikat a vor. Dieses hatte die Ei-
genschaft

I' F s genau dann, wenn I' F a(GN(s)) ,

allerdings unter der Bedingung, dass I'" entscheidbar und damit in I' (das Re-
prisentierungen erlaube) repréasentierbar ist. Aus der Entscheidbarkeit von
I' folgt zwar die Aufzéhlbarkeit von I'", und daraus, wenn I'" zusitzlich
vollstéindig ist, auch die Entscheidbarkeit von I'", sonst aber nicht. Diese
Uberlegung haben wir schon in umgekehrter Richtung angewendet, indem
wir aus der Unentscheidbarkeit der Arithmetik auf die Unvollstdndigkeit der
Peano-Arithmetik geschlossen haben (siche Korollar 21.13). Es ist also kei-
neswegs selbstversténdlich, dass es ein sinnvolles entscheidbares Ableitungs-
pradikat gibt.

Allerdings ist ein schwécheres Ableitungspradikat entscheidbar und damit
reprasentierbar, ndmlich die folgende zweistellige Ableitungsrelation. Dazu
sei die Godelisierung auf endliche Folgen von Ausdriicken (die mégliche Ab-
leitungsketten représentieren mogen) ausgedehnt. Wir betrachten dann das
zweistellige Pradikat A C N xN (eigentlich Ar(zx,y), da diese Teilmenge von
' abhéngt), mit der Eigenschaft, dass (m,n) € A genau dann gilt, wenn m
die Godelnummer einer korrekten Ableitung im Pradikatenkalkiil aus I' ist,
deren letzter Ausdruck (also der in der Ableitung bewiesene Ausdruck) die
Godelnummer n besitzt. Diese Relation ist unter der Voraussetzung, dass I'
entscheidbar ist, selbst entscheidbar. Man kann ja zum ersten Eintrag m die
Ableitung rekonstruieren, ihre Korrektheit im Pradikatenkalkiil iiberpriifen
und aufgrund der Entscheidbarkeit von I' feststellen, ob nur Ausdriicke aus I"
als Voraussetzungen verwendet wurden. Wenn I' Reprisentierungen erlaubt,
so gibt es einen arithmetischen Ausdruck mit zwei freien Variablen, sagen
wir §(z,y) (eigentlich or(z,y), da dieser Ausdruck von I'" abhéngt), der fiir
jede Belegung (m,n) € N? genau dann aus I' ableitbar ist, wenn (m,n) zu A
gehort, wenn also m einen Beweis aus I' fiir die Aussage zu n kodiert.

Wie formuliert man die Eigenschaft, dass es einen priadikatenlogischen Beweis
aus I fiir die Aussage zu n gibt? Dies ist dquivalent dazu, dass es ein m € N
gibt, das einen Beweis dafiir kodiert, dass es also ein m € N mit (m,n) € A
gibt, was aufgrund der Représentierbarkeit wiederum zu I' - §(m, n) dquiva-
lent ist. Dies impliziert I' - Jzd(x, n). Hierbei gilt sogar die Umkehrung, da
' Jzé(x,n) die Giiltigkeit N F 3xd(z, n) bedeutet, was die Existenz einer
natiirlichen Zahl m mit N E §(m,n) bedeutet. Wére (m,n) ¢ A, so wiirde
sich iiber die starke Repriisentierbarkeit I' F =§(m, n) ergeben und damit der
Widerspruch N E =d(m, n).

Wie formuliert man die Eigenschaft, dass es keinen priadikatenlogischen Be-
weis aus I' fiir die Aussage zu n gibt? Innerhalb der natiirlichen Zahlen ist
dies dquivalent dazu, dass fiir alle m € N die Beziehung A(m,n) nicht gilt,
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was wiederum zu
N E Vz—é(z,n)

dquivalent ist. Dies muss aber nicht zu I' - Va—d(z,n) dquivalent sein.

Definition 23.5. Es sei I' eine korrekte aufzéhlbare arithmetische Aus-
drucksmenge, die Reprisentierungen erlaube. Es sei ép(x,%y) der LA™-Aus-
druck, der in T' die zweistellige Ableitungsrelation A C N? repriisentiert.
Dann setzt man

a(y) = Fz(or(z,y))
und nennt dies das (einstellige) Ableitungsprdidikat.
Lemma 23.6. Es sei I' eine korrekte aufzdhlbare arithmetische Ausdrucks-
menge, die Reprdsentierungen erlaube, es sei a(x) das zugehdorige (einstelli-

ge) Ableitungspradikat und es sei q ein Fizpunkt zum negierten Ableitungs-
pradikat, also

I'kqg+ —a(GN(q)).

Dann st q aus I" nicht ableitbar.

Beweis. Wir nehmen I' - ¢ an. Dies bedeutet, dass es eine korrekte Ableitung
von ¢ aus I' gibt. Diese Ableitung wird durch eine Zahl m kodiert und somit
ist (m,GN(q)) € A. Daher gilt

I'Fd§(m,GN(q)),

da ja ¢ das zweistellige Ableitungspradikat représentiert. Aufgrund der Exi-
stenzeinfithrung im Sukzedens ist auch

' 3z6(x, GN(q)),
also I' - a(GN(q)). Die Kontraposition der Fixpunkteigenschaft ergibt somit
I'-—gq,
so dass ein Widerspruch vorliegt. U

Bemerkung 23.7. Das Beweispriadikat «(y) besitzt, wenn I' die Peano-
Arithmetik umfasst, einige ausdruckstarke Eigenschaften, die auch in I' ab-
leitbar sind. Der Beweis von diesen Eigenschaften ist aufwéndig, da sie nicht
abstrakt aus der Reprisentierbarkeit folgen, sondern im Beweiskalkiil erar-
beitet werden miissen. Wichtige Eigenschaften sind (I" sei entscheidbar und
enthalte die Peano-Arithmetik).

e Wenn I' - s, so ist I' = a(GN(s)) fiir jeden Ausdruck s € LAT.

o Fiir je zwei Ausdriicke s, € LA ist T F a(GN(s — t)) — (a(GN(s)) —
a(GN(t))).

o Fiir jeden Ausdruck s € LAT ist ' - a(GN(s)) = a(GN(a(GN(s)))).



268

Diese und &hnliche GesetzméBigkeiten sind der Ausgangspunkt der Beweis-
barkeitslogik, die in der Sprache der Modallogik beweistheoretische Fragestel-
lungen untersucht.

Die aufgelisteten Eigenschaften sind fiir ein Ableitungsprédikat natiirlich
wiinschenswert; der naive Wunsch F s <> a(GN(s)) ist nicht realisierbar,
da er in Verbindung mit dem Satz ¢ von oben (der Fixpunkt zur Negation
—a(GN(s))) sofort einen internen Widerspruch ergibt. Die Verbindung der
,positiven” Eigenschaften des Ableitungspriadikates mit dem , paradoxen*
q aus dem Fixpunktsatz liefert einen Beweis fiir den zweiten Unvollstandig-
keitssatz. Dazu braucht man nicht die volle Liste von oben, sondern es geniigt
zu wissen, dass die in Lemma 23.6 auf Grundlage der Widerspruchsfreiheit
von I' gezeigte Unableitbarkeit von ¢ aus I' sich in der Peano-Arithmetik
selbst nachvollziehen lédsst. D.h. es gilt

PAFWEF(') — —a(GN(q))

Dabei realisieren wir die Widerspruchsfreiheit W F(I") intern durch die Un-
ableitbarkeit des weiter oben schon erwidhnten widerspriichlichen Satzes
r =—(0=0), also durch

WF(') = -a(GN(r)) = Yz—=d(z, GN(r)).

Die soeben erwihnte Aussage, dass die Widerspruchsfreiheit die Nichtableit-
barkeit von ¢ impliziert, kann man auch aus den in Bemerkung 23.7 angefiihr-
ten Eigenschaften des Ableitungspriadikats erhalten, sieche Aufgabe 23.17.

Die folgende Aussage heifit Zweiter Godelscher Unvollstindigkeitssatz.

Satz 23.8. Es sei I' eine arithmetische Ausdrucksmenge, die widerspruchs-
frei und entscheidbar sei®® und die Peano-Arithmetik umfasse. Dann ist die
Widerspruchsfreiheit W F(T") nicht aus T ableitbar, d.h. es ist

Y WE).
Beweis. Es sei ¢ ein Fixpunkt zum negierten Ableitungspridikat. Aus der
Annahme I' F WF(I") folgt wegen
PAFWEF(I') — —a(GN(q))
(was wir allerdings nicht bewiesen haben) direkt
I'F=a(GN(q)).

Aus der Fixpunkteigenschaft von ¢ folgt somit I' - ¢, was aber in dem wi-
derspruchsfreien System I' nach Lemma 23.6 nicht sein kann. O

29D 1. T ist entscheidbar, die Ableitungsmenge I'™ muss nicht entscheidbar sein.
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23. ARBEITSBLATT

23.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 23.1. Epimenides der Kreter sagte: ,,Alle Kreter sind Liigner®. Ist
diese Aussage ein Widerspruch?

Aufgabe 23.2. Eine Person sagt: , Ich liige (jetzt)“. Kann das wahr sein?

Aufgabe 23.3. In der Russellsche Antinomie wird die Definition
M = {N| N ist eine Menge, die sich nicht selbst enthalt}

betrachtet. Kann M eine Menge sein?

Aufgabe 23.4. Betrachte die Aussage: ,,Der Barbier von Sevilla rasiert alle
Ménner, die sich nicht selbst rasieren®. Rasiert er sich selbst?

Aufgabe 23.5.*

Es sei M eine beliebige Menge. Zeige, dass es keine surjektive Abbildung von
M in die Potenzmenge P (M) geben kann.

Aufgabe 23.6. Die Klasse 8c hat an jedem Wochentag eine Stunde mathe-
matische Logik. Der Lehrer sagt am Freitag: ,,ndchste Woche werden wir eine
Klassenarbeit schreiben, und das wird eine Uberraschung sein“. Begriinde,
dass der Lehrer liigt.

Aufgabe 23.7. Das Brennersche Putzparadoxon besagt: ,,Immer wenn ich
putze, sieht es danach so aus, wie bei einer durchschnittlichen Hausfrau vor
dem Putzen“. Ist dies ein Widerspruch, eine Antinomie, ein Paradoxon, oder
einfach nur mangelndes Talent?

Aufgabe 23.8. Eine natiirliche Zahl heiflit besonders, wenn sie eine fiir sie
spezifische, benennbare Eigenschaft erfiillt. Die 0 ist als neutrales Element
der Addition und die 1 ist als neutrales Element der Multiplikation besonders.
Die 2 ist die erste Primzahl, die 3 ist die kleinste ungerade Primzahl, die 4
ist die erste echte Quadratzahl, die 5 ist die Anzahl der Finger einer Hand,
die 6 ist die kleinste aus verschiedenen Faktoren zusammengesetzte Zahl, die
7 ist die Anzahl der Zwerge im Méarchen, u.s.w., diese Zahlen sind also alle
besonders. Gibt es eine Zahl, die nicht besonders ist?
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Aufgabe 23.9. Es sei I' eine korrekte entscheidbare arithmetische Aus-
drucksmenge, die die Peano-Arithmetik umfasse. Es sei a(x) das zugehorige
Ableitungspradikat. Zeige aus den in Bemerkung 23.7 aufgefiihrten Eigen-
schaften fiir einen Fixpunkt ¢ mit

I'F=a(GN(q)) < q,
dass weder I' - ¢ noch I' - —q gilt.

Aufgabe 23.10. Es sei I' eine korrekte entscheidbare arithmetische Aus-
drucksmenge, die die Peano-Arithmetik umfasse. Es sei a(x) das zugehorige
Beweisbarkeitspradikat und es sei g ein Fixpunkt zum negierten Ableitungs-
pradikat, also
I'F—a(GN(q)) < q.
(1) Welche Eigenschaften aus Bemerkung 23.7 gelten in N7
(2) Gilt
—a(GN(q)) > ¢
in N7
(3) Welche der Ausdriicke ¢, =g, «(GN(q)), a(GN(q)) gelten in N?

Aufgabe 23.11. Es sei ' eine arithmetische Ausdrucksmenge und «a ein
einstelliges Pradikat mit
['Fa(n)
fiir alle n € N. Zeige, dass es einen Satz ¢ mit
I'Fa(GN(q)) <> q

gibt.

Aufgabe 23.12. Es sei I' eine arithmetische Ausdrucksmenge und « ein
einstelliges Pradikat mit

I'F —a(n)
fiir alle n € N. Zeige, dass es einen Satz ¢ mit

I'Fa(GN(q)) <> q
gibt.

Aufgabe 23.13. Wir setzen

a(z) = Jy(z=y+y)
und es sei die Godelisierung mit Primzahlen vorausgesetzt. Zeige (ohne den
Fixpunktsatz zu verwenden), dass es einen Satz ¢ € L)* mit

PAF a(GN(q)) < q
gibt.
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Aufgabe 23.14. Es sei k eine fixierte positive natiirliche Zahl und es sei

a(z) = Jy(z = ky),

wobei ky als die k-fache Addition von y mit sich selbst realisiert werde. Es sei
die Godelisierung mit Primzahlen vorausgesetzt. Zeige (ohne den Fixpunkt-
satz zu verwenden), dass es einen Satz ¢ € L))" mit

PAF o(GN(q)) <> q
gibt.

23.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 23.15. (4 Punkte)

Es seien nq,...,n, natiirliche Zahlen und sei
alz) == (z=n)AN...\N(z=n,),

wobei n; durch die n;-fache Summe der 1 mit sich selbst realisiert werde.
Zeige, dass es Sitze p,q € L4 mit

Fa(GN(p)) < p

und mit
F=a(GN(q)) < q
gibt.

Aufgabe 23.16. (3 Punkte)

Folgere aus dem ersten Godelschen Unvollstandigkeitssatz die Unentscheid-
barkeit der Arithmetik.

Aufgabe 23.17. (6 Punkte)

Es sei I' eine korrekte entscheidbare arithmetische Ausdrucksmenge, die die
Peano-Arithmetik umfasse. Es sei a(x) das Ableitungspréadikat zu I' und es
sei ¢ ein Fixpunkt zum negierten Ableitungspradikat, also

I'F=a(GN(q)) < q.
Zeige, dass aus den in Bemerkung 23.7 angefiihrten Eigenschaften man
I'F =a(GN(p A —p)) = —a(GN(q))

erhalten kann, wobei p ein beliebiger Ausdruck ist.
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Aufgabe 23.18. (4 Punkte)

Es sei I' eine korrekte entscheidbare arithmetische Ausdrucksmenge, die die
Peano-Arithmetik umfasse. Es sei a(x) das zugehorige Beweisbarkeitsprédi-
kat und es sei ¢ ein Fixpunkt zum negierten Ableitungspridikat, also

I'=a(GN(q)) < q.

Zu einem beliebigen Ausdruck p betrachten wir —a(GN (p A —p)). Welche der
Ausdriicke

—a(GN(p A =p)), 7a(GN(q)), =a(GN(p A =p)) = ~a(GN(q))

gelten in N7

Aufgabe 23.19. (4 (2+2) Punkte)

Es sei I' eine arithmetische Ausdrucksmenge und « ein einstelliges Préadikat.
(1) Es gelte
['Fa(n)
fiir endlich viele n € N und fiir alle {ibrigen natiirlichen Zahlen gelte
I'F—a(n).
Zeige, dass es einen Satz g mit
I'Fa(GN(q)) < q

gibt.
(2) Es gelte

['F —a(n)
fiir endlich viele n € N und fiir alle iibrigen natiirlichen Zahlen gelte
I'Fan).
Zeige, dass es einen Satz g mit
I'Fa(GN(q)) < q

gibt.
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24. VORLESUNG - MODALLOGIK I

Aristoteles (384-322 v.u.Z) ist der Begriinder der Modallogik. Das achte Kapitel
seiner ersten Analytik leitet die modallogische Problematik ein: ,Da das einfache
Sein und das nothwendige Sein und das statthafte Sein verschieden sind (denn
Vieles ist zwar, aber nicht aus Nothwendigkeit und Anderes ist weder aus
Nothwendigkeit, noch ist es iiberhaupt, aber das Sein desselben ist statthaft), so
erhellt, dass auch die aus diesen unterschiedenen Arten zu sein gebildeten
Schliisse von einander verschieden sein werden, und zwar auch dann, wenn die
beiden Vordersétze in einem Schliisse nicht gleichartig lauten, sondern der eine
das nothwendige, der andere das einfache Sein oder das blos statthafte Sein
ausdriickt.

24.1. Modallogik.

Die Modallogik beschéftigt sich mit der Logik der Notwendigkeit und
Moglichkeit und allgemeiner mit Modalitéten von Aussagen. Sie baut auf der
Aussagenlogik auf. Wahrend diese die logische Abhéngigkeit von mittels aus-
sagenlogischer Junktoren definierten Ausdriicken in den Aussagenvariablen
studiert, und fiir eine Aussagenvariable nur die beiden Wahrheitswerte wahr
oder falsch kennt, erlaubt die Modallogik, auch modalisierte Aussagenvaria-
blen zu untersuchen. Modalisierte Aussagen kommen héaufig vor, typische
Beispiele sind:

(1) p gilt notwendigerweise.

(2) Es ist moralisch geboten, dass p gilt.
(3) Ich mochte, dass p gilt.

(4) Ich weiB, dass p gilt.

(5) p ist beweisbar.
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(6) p gilt tiberall (in allen Fillen, in allen Welten).
Die Negationen dieser Aussagen sind (es ist nicht der Fall, dass ...)

(1) p gilt nicht notwendigerweise.

(2) Es ist moralisch nicht geboten, dass p gilt.

(3) Ich mochte nicht, dass p gilt (im Sinne von, es ist mir egal).

(4) Ich wei nicht, ob p gilt.

(5) p ist nicht beweisbar.

(6) p gilt nicht tiberall (nicht in allen Féllen, nicht in allen Welten).

Man kann aber auch die gleiche Modalitdt auf die Negation zu p anwenden,
das ergibt.

(1) —p gilt notwendigerweise.

(2) Es ist moralisch geboten, dass —p gilt (also p ist moralisch verwerf-
lich /verboten).

(3) Ich mochte, dass —p gilt.

(4) Ich weiB, dass —p gilt.

(5) —p ist beweisbar.

(6) —p gilt iiberall (in allen Fillen, in allen Welten), also p gilt nirgendwo.

Diesen Aussagen konnen wiederum als Ganzes negiert werden.

(1) Es ist nicht der Fall, dass —p notwendigerweise gilt.
(2) Es ist nicht moralisch geboten, dass —p gilt.

(3) Ich mochte nicht, dass —p gilt.

(4) Ich weil nicht, dass —p gilt.

(5) —p ist nicht beweisbar.

(6) —p gilt nicht tiberall (nicht in allen Féllen).

Davon sind die folgenden Aussagen Paraphrasierungen.

(1) p gilt moglicherweise.

(2) p ist (moralisch) erlaubt.

(3) Ich kann p akzeptieren.

(4) Ich kann von meinem Wissen her nicht ausschlieflen, dass p gilt (p ist
denkbar).

(5) p ist nicht ausschliefbar.

(6) Es gibt Fille bzw. Welten, wo p gilt.

Wenn man die zu Beginn genannten Modalitdten mit Op (Notwendigkeit)
bezeichnet, so haben wir nach Clp die Varianten —[p, —p, —C—p aufgelistet,
und die letzte Variante konnten wir durch eine neue Modalitat (Moglichkeit)
ausdriicken, ndmlich

Op < —O-p.

Moglich bedeutet also, dass das Gegenteil nicht notwendig ist, erlaubt bedeu-
tet, dass das Gegenteil nicht verpflichtend ist, u.s.w. Diese Aquivalenz wird
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etwas weniger verschachtelt, wenn man sie als

schreibt. Dass etwas nicht erlaubt ist bedeutet, dass das Gegenteil davon
verpflichtend ist. In der formalen Modallogik untersucht man strukturelle
Gesetzmaéafigkeiten von Aussagen, die durch einen Operator [0 modalisiert
werden konnen. Philosophisch relevante Interpretationen sind die Notwen-
digkeitslogik, die Deontik (Moral, Recht), epistemische Logik (Wissen), Be-
weisbarkeitslogik. In der letzten Vorlesung haben wir in Bemerkung 23.7 fiir
das einstellige Ableitungspréidikat einige strukturelle Eigenschaft formuliert.
Wenn man dabei a(GN(s)) als ,,s ist beweisbar® liest und als Os schreibt,
wobei s nicht weiter hinterfragt wird und als Aussagenvariable aufgefasst
wird, so kann man diese Eigenschaften modallogisch untersuchen.

24.2. Die formale Sprache der Modallogik.

Definition 24.1. Zu einer Menge von Aussagenvariablen p;,7 € I, besteht
die modallogische Sprache aus diesen Aussagenvariablen, aus allen rekursiv-
konstruierbaren aussagenlogischen Verkniipfungen und aus allen rekursiv-
konstruierbaren Ausdriicken der Form O(«).

Wie im aussagelogischen Kontext arbeiten wir mit —, A, —, wobei wir auch
die Symbole V und < in ihrer iiblichen Bedeutung als Abkiirzungen verwen-
den. Wir verzichten auch auf Klammern, um die Lesbarkeit der Ausdriicke
zu erhohen. Ein weiteres wichtiges sekundéres Symbol ist ¢. Es wird als

Oa + —0(—a)
eingefiithrt. Wir lesen O als ,,« ist notwendig” und Qa als ,,« ist moglich*.
Definition 24.2. Eine unter aussagenlogischen Ableitungen abgeschlossene

Teilmenge der modallogischen Sprache heifit (formale) Modallogik.

24.3. Das System K.

Definition 24.3. Eine Modallogik heifit eine K- Modallogik , wenn das Axio-
menschema

FO(e — B8) —» (Oa — 0Op)
fiir beliebige Ausdriicke «, f und die Ableitungsregel Nezessisierungsregel
aus F «a folgt F Oa

fiir alle « gilt.

Das Axiomenschema K ist dquivalent zum Axiomenschema

0y = (0—a VvV O(any)),
siehe Aufgabe 24.2.
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Definition 24.4. Man sagt, dass ein modallogischer Ausdruck o aus dem
K-System ableitbar ist, wenn sich a aus aussagenlogischen Tautologien und
aus Instanzen des K-Axioms mit Hilfe des Modus Ponens oder der Nezessi-
sierungsregel ergibt. Dafiir schreibt man

Fa.
Lemma 24.5. In einer K-Modallogik sind folgende Aussagen ableitbar.

(1) Aus
Fa—p
folgt
FOa — 0.
(2) Aus
Fa—f
folgt
Foa— Op.

FO(aAB) = Oa.
- OaAO8 = O(a A B)

FO-—a + Oo.

Beweis. (1). Nach der Nezessisierungsregel gilt
FO(a — B)
und nach dem K-Axiom gilt
FO(a— ) — (Oa—0p) .
Durch Modus Ponens ergibt sich

F Do — 0Of.
(2). Aus
Fa—f
folgt durch Kontraposition zunéchst
F —ﬂ —
und daraus nach Teil (1)
FO-6 — O«

Erneutes kontraponieren ergibt
F-0-a — -0-4,

was
Foa— Op
bedeutet.



277

(3). Aus der aussagenlogischen Tautologie
FaApB — «
ergibt sich aus (1) direkt
FOaApB) = Oa.

(4). Aus der aussagenlogischen Tautologie
Fa— (8—aApb)

ergibt sich mit (1) zunéchst

FOao—0OB —aAp).
Aufgrund des K-Axioms gilt

FOWB —aAp)— (O —=0(Ap)).
Der Kettenschluss liefert
FOa — (08 — O(aAB)),

was aussagenlogisch dquivalent zu

FOaAOB — O(aApB)
ist.
(5) ergibt sich aus der aussagenlogischen Tautologie

Fa+ a

und Teil (1). O
Die erste der eben bewiesenen Eigenschaften der K-Modallogik bedeutet ins-
besondere, dass man in der Reichweite eines Notwendigkeitsoperators einen

Ausdruck durcj einen jeden aussagenlogisch dquivalenten Ausdruck ersetzen
kann.

24.4. Einige modallogische Axiomenschemata.

Wir besprechen einige modallogischen Axiomenschemata, die iiber das K-
System hinausgehen. Die inhaltliche Relevanz der Systeme ist sehr unter-
schiedlich.

Definition 24.6. Das modallogische Axiomenschema
Oa
nennt man Leerheitsaxiom.
Dies ergibt keine interessante Modallogik, da einfach jede Aussage der Form

Oa gilt, auch dann, wenn « eine Kontradiktion ist, und jede Aussage der
Form {a nicht gilt.
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Definition 24.7. Das modallogische Axiomenschema
Oa — Qo

nennt man Mdglichkeitsaziom.

Dies bedeutet also Qo V $—a, es muss also die Aussage oder ihre Negation
moglich sein, oder beides. Man spricht auch vom Seriellititsaxriom oder D-
Axiom. Die Bezeichnung D kommt von deontisch. Was verpflichtend ist, sollte
insbesondere erlaubt sein.

Definition 24.8. Das modallogische Axiomenschema
Oa — U

nennt man Phantasiearmutsaxiom.

Das Moglichkeitsaxiom bedeutet, dass es mindestens eine Vorstellungswelt
gibt und das Phantasiearmutsaxiom bedeutet, dass es hochstens eine Vor-
stellungswelt gibt. Solche Charakterisierungen werden wir spéter im Rahmen
der semantischen Interpretation mit gerichteten Graphen prézisieren.

Definition 24.9. Das modallogische Axiomenschema
Oa + o

nennt man Ideologieaxiom.

In einer Ideologie stellt man sich genau eine Welt vor, die im Allgemeinen
mit der Realitdt nichts zu tun hat.

Lemma 24.10. Fir eine K-Modallogik sind die folgenden FEigenschaften
dquivalent.

(1) Es gilt das Phantasiearmutsaziom.
(2) Es gilt die Umkehrung des K-Azioms, also

F (Do —08) - O(a— p).
(3) Es gilt das Aziomenschema

FOaNOB — Olanp).

Beweis. Von (1) nach (2). Aus den aussagenlogischen Tautologien

p—(a—=p)
und
—a — (o — f)
ergeben sich mit Lemma 24.5 (1) die Ableitungen
05 — O(a — B)

und
O-a — O(a — 5).
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Das Phantasiearmutsaxiom liefert
FOo—a — O-a
und iiber den Kettenschluss
FOo—a — O(a — f).

Daher gilt

F (O—aVvOB) — O(a — F),
was eben

F(Oa —08) —» O(a — )
bedeutet.

Von (2) nach (1). Aus der aussagenlogischen Tautologie
F(a = —a) — -«

ergibt sich mit Lemma 24.5 (1) direkt

FO(a = —a) — O-a.
Die Umkehrung des K-Axioms mit § = -« liefert

F (Do — O-a) — O(a = —a) .

Eine einfache aussagenlogische Uberlegung zeigt

FO—a — (Oa — O-a).
Der doppelte Kettenschluss liefert

FO—a — O-a.

Da diese Beziehung fiir jedes -« gilt, gilt es nach Lemma 24.5 (5) iiberhaupt
fiir jede Aussage.

Aus (1) folgt (3). Das K-Axiom liefert

FOa— —=8) —» (Do — O0-p)
und das Phantasiearmutsaxiom liefert

Foa — o

Dies zusammen ergibt

FOa— —=8) = (Oa—0O-0).
Wir schreiben dies als

FO(aV-p) = (=0avO=p).
Durch Kontraposition bedeutet dies

F(QaA-0-5) = OlaApb).

Von (3) nach (1). Wir betrachten den Spezialfall
FOoa A O—a — QlaA—a).
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Durch Kontraposition ist dies

FO=(a A —a) = = (0a A O—a)
und durch eine aussagenlogische Umstellung

FOFaVa) = (=0aV =0-a).
Aus der aussagenlogischen Tautologie

F-aVa
folgt mit der Nezessisierungsregel
FO(-a Va)

und somit
F-0aV -=0-a.
Dies bedeutet
Foa — Oo.

24. ARBEITSBLATT

24.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 24.1. Uberpriife, um die folgenden Worter korrekt gebildete (ein-
schliefllich Klammerung) modallogische Ausdriicke sind.

(1) O((») A (q)),

(2) (p) = Oq),

(3) (p) = (B(q),

4) (O(p) = ((O(q)) = (1))

Aufgabe 24.2. Zeige, dass das K-Axiom dquivalent zu
FOa — (0= V O(aApB))

ist.

Aufgabe 24.3. Formuliere die in Bemerkung 23.7 aufgefiihrten Eigenschaf-
ten fiir das Ableitungspréadikat in der Sprache der Modallogik.

Aufgabe 24.4.*
Zeige, dass im K-System der Ausdruck

O(a = B8) = (Oa — 0p)
ableitbar ist.
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Aufgabe 24.5. Wir betrachten eine formale Modallogik, die durch das Axio-
menschema
FUa + ~a

gegeben sei.
(1) Erfillt diese Modallogik das Axiomenschema K?

(2) Erfiillt diese Modallogik die Nezessisierungsregel?
(3) Erfiillt diese Modallogik das Ideologieaxiom?

Aufgabe 24.6. Es sei p; ¢ € I, eine Familie von Aussagenvariablen und
sei L die zugehorige modallogische Sprache. Es sei S ein pradikatenlogisches
Symbolalphabet, das unter anderem Konstanten ¢;, + € I, und eine fixierte
Variable x enthalte.

(1) Definiere eine natiirliche injektive Abbildung
U: L — L7,

bei der p; auf x = ¢; und Oa auf VoW («) abgebildet wird.

(2) Was ist U(Qa)?

(3) Zeige, dass zu jeder in der K-Modallogik ableitbaren modallogischen
Aussage a auch ¥(«) im Pradikatenkalkiil ableitbar ist.

Aufgabe 24.7. (1) Zeige, dass in einer K-Modallogik das Axiomensche-

ma
OlaNB) = Qa NS
gilt.
(2) Zeige, dass in einer K-Modallogik das Axiomenschema
QaNOB — OlaNp)

nicht gelten muss.

Aufgabe 24.8. (1) Zeige, dass in einer K-Modallogik das Axiomensche-
ma

Qa VOB — OaV b)
gilt.
(2) Zeige, dass in einer K-Modallogik das Axiomenschema

OlaVv ) = Qa Vv Os

nicht gelten muss.

Zur folgenden Aufgabe vergleiche auch Aufgabe 8.23.
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Aufgabe 24.9. Zeige, dass in einer K-Modallogik das Axiomenschema
Ola = B) = (Oa = 0f)

nicht gelten muss.

24.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 24.10. (2 Punkte)

Uberpriife, um die folgenden Worter korrekt gebildete (einschlieBlich Klam-
merung) modallogische Ausdriicke sind.

(1) O((p) A (a),

(2) (p) = O((g) v (r)),

(3) (@AME((p))) = (L(a)),

(4) ((0(p)) = ((O(q)) = (r))).
Aufgabe 24.11. (2 Punkte)
Zeige, dass in einer K-Modallogik

FO—a < 0o

ableitbar ist.

Aufgabe 24.12. (2 Punkte)
Zeige, dass die K-Modallogik widerspruchsfrei ist.

25. VORLESUNG - MODALLOGIK II

25.1. Weitere Axiomenschemata.

Definition 25.1. Das modallogische Axiomenschema
Ua = «
nennt man Reflexivititsaziom.

Durch das Reflexivitdtsaxiom wird die eigene Welt bei Moglichkeitsiiberle-
gungen mitberiicksichtigt.

Definition 25.2. Das modallogische Axiomenschema
a — Ha

nennt man Autismusazxiom.

Durch das Autismusaxiom werden andere Welten bei Moglichkeitsiiberlegun-
gen nicht beriicksichtigt, eventuell noch nicht einmal die eigene Welt. Wenn
das Leerheitsaxiom gilt, so auch das Autismusaxiom.
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Definition 25.3. Das modallogische Axiomenschema

a < Qo
nennt man Fatalismusaxiom.
In diesem Fall gilt auch
a & Qo
und damit auch
o < Q.

Es gilt als auch das Ideologieaxiom. Im Fatalismus wird die Realitdt zur
Ideologie gemacht.

Die folgenden Axiomenschemata sind sinnvoller, die Bezeichnungen werden
sich spéter erkldren, wenn wir die semantische Interpretation zur Verfiigung
haben.

Definition 25.4. Das modallogische Axiomenschema
a — 00«
nennt man Symmetrieaxiom.
Definition 25.5. Das modallogische Axiomenschema
Ua — U0a

nennt man Transitivitdtsaxiom.

Definition 25.6. Das modallogische Axiomenschema
Oa — OO«
nennt man euklidisches Aziom (oder Axiom 5).

Lemma 25.7. In einem modallogischen K-System, in dem das Symmetrie-
axiom und das euklidische Aziom gelten, gilt auch das Transitivititsaxiom.

Beweis. Es sei S das in Frage stehende System. Eine spezielle Instanz des
Symmetrieaxioms liefert

S FOa — OO0 .
Eine Umformulierung des euklidischen Axioms ist
SFOUa — Oa.
Mit Lemma 24.5 (1) folgt daraus
S FOOOa — OO«
und insgesamt mit dem Kettenschluss

S Do — O
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25.2. Paradoxe Axiome.

Einen modallogischen Ausdruck nennen wir paradox, wenn er, wenn man alle
darin auftretenden O (und somit auch alle ¢) weglésst, ein aussagenlogischer
Widerspruch ergibt. Ein modallogisches Axiomenschema heifit paradox, wenn
es davon eine paradoxe Instanz gibt.

Definition 25.8. Das modallogische Axiomenschema
o < —a

nennt man Antiaziom.

Wenn das Antiaxiom gilt, so ist auch
Qa + —[-a + ———a > ~a + Oa,

das Antiaxiom ist also ideologisch. In einer K-Modallogik fithrt das Antiaxi-
om zu einem Widerspruch, da ja dann zu einer aussagenlogischen Tautologie
a wegen der Nezessisierungsregel auch o und somit der Widerspruch —«
gilt. Wenn man dagegen das Antiaxiom auf Aussagenvariablen beschrénkt,
also

Cp < —p

betrachtet, so ergibt sich ein sinnvolles K-System.

Definition 25.9. Das modallogische Axiomenschema
O0a = o) = O«

nennt man Ldob-Axiom.
Bemerkung 25.10. Fiir das Ableitungspréadikat
a(y) = Jz(or(z,y))

zu einer die Peano-Arithmetik umfassenden entscheidbaren Satzmenge I' gilt
neben den in Bemerkung 23.7 angefiihrten Eigenschaften auch der Satz von
Lob, ndmlich
a(GN(a(GN(s)) — s)) = a(GN(s)) .
Wenn man
Os = a(GN(s))
setzt, so kann man dies als

O@s — s) — Os

schreiben, es liegt also genau das Lob-Axiom vor (daher der Name des Axi-
oms). Unter der modallogischen Beweisbarkeitslogik versteht man die K-
Modallogik, die durch das Lob-Axiom gegeben ist (das Transitivitdtsaxiom
lasst sich daraus ableiten). Es handelt sich um eine paradoxe Modallogik, in
der man die Unvollstédndigkeit nachbbilden kann.
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Es sei L = p A —p (gesprochen Falsum) eine Abkiirzung fiir einen Wider-
spruch. Im Kontext der Beweisbarkeitslogik bedeutet dann —[J_L die Nichta-
bleitbarkeit eines Widerspruchs, also die Widerspruchsfreiheit des Systems.
Aus dem Lob-Axiom (also der K-Modallogik L, die durch das Lobaxiom ge-
geben ist) lasst sich ableiten, dass diese Widerspruchsfreiheit ein Fixpunkt
der Nichtableitbarkeit ist, d.h. es gilt

L+ -0-01 < —|DJ_,

siehe Aufgabe 25.6. Dies bedeutet insbesondere, dass weder [J1 noch —=[JL
aus L ableitbar ist (die Widerspruchsfreiheit des Systems ergibt sich aus
Satz 26.10 (6)). Insbesondere ist dieses Ableitungssystem unvollsténdig, was
dem ersten Godelschen Fixpunktsatz entspricht. Dariiber hinaus ist die letzte
Unableitbarkeit gerade die Aussage des zweiten Godelschen Fixpunktsatzes,
den man also so modallogisch nachbilden kann (die Hauptarbeit liegt aber
darin, zu zeigen, dass das arithmetische Ableitungspradikat das Lob-Axiom

erfiillt).

25.3. Einige klassische modallogische Systeme.
Definition 25.11. Das modallogische K-System, in dem das Méoglichkeits-
axiom gilt, heifit D- System .

Definition 25.12. Das modallogische K-System, in dem das Reflexions-
axiom gilt, heiffit T- System .

Lemma 25.13. Im modallogischen T-System gelten die folgenden Aussagen.
Es ist
TFHa— Q.

Insbesondere ist

TFOo — o

und damit ist ein T'-System auch ein D-System.

Beweis. Die Kontraposition des Reflexivitdtsaxioms ergibt direkt
Tk -a— -Ua,

also
TEF-a— 0.

Da dies fiir alle « gilt, gilt nach Lemma 24.5 (5) auch
TFa— Oa.
Der Zusatz folgt aus
THFOa—=aund TFa— .
O

Definition 25.14. Das modallogische K-System, in dem das Reflexionsaxi-
om und das Symmetrieaxiom gilt, heifit B- System .
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Definition 25.15. Das modallogische K-System, in dem das Reflexionsaxi-
om und das Transitivitdtsaxiom gilt, heifit S4- System .

Definition 25.16. Das modallogische K-System, in dem das Reflexionsaxi-
om, das Symmetrieaxiom und das Transitivitdtsaxiom gilt, heifit S5- System

Lemma 25.17. Fiir ein modallogisches K-System S sind folgende Aussagen
dquivalent.

(1) Es gilt das Reflezivititsaxiom und das euklidische Axiom

(2) Es gilt das Mdéglichkeitsaxiom, das Symmetrieaxiom und das Transi-
tivitdtsaxiom

(3) Es handelt sich um das S5-System.

Beweis. Aus (1) folgt (2). Es sei I'; das modallogische System, das durch
die Giiltigkeit von Reflexivitédtsaxiom und euklidischem Axiom festgelegt
ist. Nach Lemma 25.13 gilt mit dem Reflexivitdtsaxiom auch das Moglich-
keitsaxiom. Durch das Reflexivitdtsaxiom gilt

I'kFa— Oa
und mit dem euklidischen Axiom gilt
I'Foa— OO,
was mit dem Kettenschluss
I'kFa—0O0a,

also die Symmetrie ergibt. Aus dem euklidischen Axiom und der Symmetrie
ergibt sich nach Lemma 25.7 auch die Transitivitat.

Aus (2) folgt (3). Sei I'y die Vereinigung aus dem Maoglichkeitsaxiom, dem
Symmetrieaxiom und dem Transitivitdtsaxiom. Das Symmetrieaxiom ergibt

Iy Fa— O0a,
das Moglichkeitsaxiom liefert
Iy FO0a — OO«
und das Transitivitdtsaxiom liefert
'y FOO0a — Q.
Der Kettenschluss darauf angewendet liefert
Iy Fa— O,
also das Reflexivitdtsaxiom.
Aus (3) folgt (1). Aus dem Transitivitdtsaxiom
Ss F Oa — OO«
ergibt sich mit Lemma 24.5 (2)
S5 F OUa — o000 .
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Aufgrund des Symmetrieaxioms gilt

Ss o008 — 6.
Angewendet auf g = Ua ergibt dies

S5 - O0a — Oav.

Dies ist gleichwertig zum euklidischen Axiom. U

Lemma 25.18. In einem modallogischen K-System, in dem das Léb-Axiom
qilt, gilt auch das Transitivitdtsaziom.

Beweis. Wir wenden das Lob-Axiom auf den Ausdruck Oa A a an und er-
halten (L steht fiir dieses modallogische System)
LEFOOOaANa) = (Oana) - O0aANa).
Wegen Lemma 24.5 (3) ist
FOOa A a) - 00«

und
FOOaAa) = Oa.

Wegen der zuletzt angefithrten Ableitung erhélt man
Fa— (O0xAa) — (OaAa))
und daraus mit Lemma 24.5 (1) auch
FOo — O(0a A a) = (OaAa))).
Ein zweifacher Kettenschluss liefert
L+ UOoa — Uba.

25.4. Gerichtete Graphen.

Fiir die Modelltheorie der Modallogik benttigen wir gerichtete Graphen. Dies
ist mathematisch betrachtet einfach eine zweistellige Relation auf einer Men-

ge.

Definition 25.19. Ein gerichteter Graph ist eine Menge M versehen mit
einer fixierten Relation R C M x M.

Die Menge der Punkte z € M nennt man auch die Knoten des Graphen und
man sagt, dass ein Pfeil von x nach y geht, wenn (x,y) € R ist. In dieser Weise
werden gerichtete Graphen veranschaulicht. Einen Pfeil von einem Knoten
zu sich selbst heifit Schleife.

Im Kontext von Ordnungsrelationen und Aquivalenzrelationen haben wir
schon die Eigenschaften reflexiv, symmetrisch, transitiv kennengelernt. Einen
symmetrischen gerichteten Graphen nennt man auch einen wungerichteten
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Graphen. In diesem Fall nennt man einen verbindenden Pfeil eine Kante.
Wir besprechen einige weitere Begrifflichkeiten und Eigenschaften.

Definition 25.20. Es sei (M, R) ein gerichteter Graph. Zu einer Teilmenge
T C M nennt man

Vorg (T)) = {x € M| es gibt y € T mit xRy}
die Vorgingermenge zu T

Definition 25.21. Es sei (M, R) ein gerichteter Graph. Zu einer Teilmenge
T C M nennt man

Nachf (T') = {z € M| es gibt y € T mit yRz}
die Nachfolgermenge zu T.
Ein Knoten ohne Nachfolger, also ohne abgehenden Pfeil (also auch keine

Schleife), heifit Sackgasse.

Definition 25.22. Eine Relation auf einer Menge M heifit euklidisch, wenn
zux,y,z € M mit xRy und xRz stets yRz gilt.

25. ARBEITSBLATT

25.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 25.1. Zeige, dass in einem K-System, in dem das Axiomenschema
Ua — U-a

gilt, bereits das Leerheitsaxiom gilt.

Aufgabe 25.2. Zeige die Aquivalenz (innerhalb der K-Modallogik) der fol-
genden modallogischen Axiomenschemata.

(1) Das Reflexivitdtsaxiom ist dquivalent zu
a— Qo
(2) Das Symmetrieaxiom ist dquivalent zu
OUa — «.
(3) Das Transitivitdtsaxiom ist dquivalent zu
OOa — Oar.

(4) Das euklidische Axiom ist dquivalent zu

O0a — Oov.

Zur folgenden Aufgabe vergleiche auch Aufgabe 23.17.
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Aufgabe 25.3.*

Es sei M ein K-modallogisches System, in dem zusétzlich das Transiti-
vitatsaxiom gelte. Ferner sei s ein modallogischer Ausdruck, fiir den

ME-Us s
gelte. Zeige fiir einen beliebigen Ausdruck p die Ableitbarkeit
M+ -=0(p A —-p) — —-0Os.

Aufgabe 25.4. Zeige, dass das Lob-Axiom aquivalent zu
FOa — Ola A —0a)

ist.

Die Aussage ,,ich weif3, dass ich nichts weifl* wird Sokrates zugeschrieben. In
einer epistemischen K-Modallogik folgt daraus, dass Sokrates alles weif3.

Aufgabe 25.5.*

Wir interpretieren den Satz von Sokrates, ,Ich weifl, dass ich nichts weif3,
als modallogisches Axiomenschema

O-He .

Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Dieses Axiomenschema ist paradox.
(2) Dieses Axiomenschema ist innerhalb der K-Modallogik dquivalent zu

OO« .
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(3) Dieses Axiomenschema ist innerhalb der K-Modallogik dquivalent zu
Ua,

also zum Leerheitsaxiom.

Aufgabe 25.6.*

Es sei I' die durch das Lob-Axiom gegebene K-Modallogik, also die Beweis-
barkeitslogik. Wir setzen
L i=pA-p
(als Abkiirzung fiir einen Widerspruch). Zeige, dass
' -O0-01 < -0L

ableitbar ist.

Aufgabe 25.7. Es sei I' eine Menge von modallogischen Ausdriicken, die
allesamt nicht paradox seien und es sei

'«

eine Ableitung. Zeige, dass « ebenfalls nicht paradox ist.

Aufgabe 25.8. Welche modallogischen Axiomenschemata gelten in der Pré-
dikatenlogik, wenn man den Notwendigkeitsoperator [ als Vz mit einer fi-
xierten Variablen x interpretiert?

Aufgabe 25.9. Zeige, dass ein gerichteter Graph, der sowohl euklidisch als
auch symmetrisch ist, auch transitiv ist.

Aufgabe 25.10. Zeige, dass ein gerichteter Graph (M, R) genau dann re-
flexiv ist, wenn fiir die Nachfolgermengen zu jeder Teilmenge 7" C M die
Beziehung

T C Nachf (T)

gilt.
Auf einer Menge M nennt man eine Abbildung

einen Hiillenoperator, wenn die folgende Eigenschaften fiir alles Teilmengen
S, T C M gelten.

(1)
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(2) Mit
SCT
ist auch
SCcT
3) -
T=T.

Aufgabe 25.11. Es sei (M, R) ein gerichteter Graph. Welche der Eigen-
schaften eines Hiillenoperators erfiillt die Abbildung

B (M) — P (M), T — Nachf (T),

welche nicht?

Auf einer Menge M nennt man eine Abbildung
P (M) — P(M), T+—T,

einen topologischen Hiillenoperator, wenn die folgenden Eigenschaften fiir alle
Teilmengen S, T" C M gelten.

(1)

TCT.
(2) -
SUT = SuT
(3) .
D=0
(4) B
T =T.

Aufgabe 25.12. Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Es sei M ein topologischer Raum. Dann ist die Zuordnung

PB(M) —BM), T—T := N A,

TCA, A abgeschlossen

die also einer Teilmenge ihren Abschluss (oder ihre abgeschlossene
Hiille) zuordnet, ein topologischer Hiillenoperator.

(2) Auf M sei ein topologischer Hiillenoperator gegeben. Dann erhélt
man eine Topologie auf M, indem man die Teilmengen mit A = A
als abgeschlossen erkléart.
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Aufgabe 25.13. Es sei (M, R) ein gerichteter Graph. Wie kann man gra-
phentheoretisch charakterisieren, dass die Abbildung

P (M) —s B (M), T —> Nachf (T),

ein topologischer Hiillenoperator ist?

25.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 25.14. (4 Punkte)

Zeige, dass das modallogische Leerheitsaxiom das Autismusaxiom und dass
das Autismusaxiom das Phantasiearmutsaxiom impliziert. Zeige ferner, dass
diese Implikationen nicht umkehrbar sind.

Aufgabe 25.15. (2 Punkte)

Zeige, dass eine fatalistische K-Modallogik, die einen paradoxen Ausdruck
enthélt, bereits widerspriichlich ist.

Aufgabe 25.16. (2 Punkte)

Zeige, dass das Lob-Axiom paradox ist.

Aufgabe 25.17. (4 Punkte)

Zeige, dass fiir einen gerichteten Graphen (M, R) die folgenden Eigenschaften
dquivalent sind.

(1) (M, R) ist reflexiv und euklidisch.
(2) (M, R) ist symmetrisch, transitiv und sackgassenfrei.
(3) (M, R) ist eine Aquivalenzrelation

Aufgabe 25.18. (2 Punkte)

Zeige, dass ein gerichteter Graph (M, R) genau dann transitiv ist, wenn fiir
die Nachfolgermengen zu jeder Teilmenge T' C M die Beziehung

Nachf (Nachf (7)) € Nachf (T")

gilt.
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26. VORLESUNG - SEMANTIK DER MODALLOGIK

26.1. Semantik der Modallogik.

d i T g P

Von Gottfried Wilhelm Leibniz

stammt die Idee, Notwendigkeiten
iitber mogliche Welten zu verstehen.

Saul Kripke schuf die formale
Modelltheorie fiir die Modallogik.

Wir besprechen nun die Semantik der Modallogik, die mit gerichteten Gra-
phen arbeitet, die die Idee von erreichbaren Welten modellieren.

Definition 26.1. Unter einem modallogischen Modell versteht man einen
gerichteten Graphen (M, R) zusammen mit einer Wahrheitsbelegung p fiir
die Aussagenvariablen fiir jeden Knotenpunkt w € M.

Die Knotenpunkte des gerichteten Graphen nennt man in diesem Zusammen-
hang auch Welten oder Weltpunkte. Die von einer Welt x aus verbundenen
Welten y, also die mit xRy, nennt man die von x aus erreichbaren Welten,
die Relation R heifit auch Erreichbarkeitsrelation. Durch die iibliche Interpre-
tation die aussagenlogischen Junktoren erhélt man in jedem Weltpunkt eine
Belegung fiir alle aussagenlogischen Ausdriicke in den gegebenen Aussagen-
variablen. Darauf aufbauend kann man auch jedem modallogischen Ausdruck
an jedem Knotenpunkt einen Wahrheitswert zuordnen, und zwar in folgender
Weise.

Definition 26.2. In einem modallogischen Modell (M, R, ) (mit einer
punktweisen Wahrheitsbelegung p) definiert man die Giiltigkeit von modal-
logischen Ausdriicken induktiv wie folgt: Sei der modallogische Ausdruck «
schon fiir jeden Weltpunkt definiert. Dann setzt man fiir einen jeden Welt-
punkt w € M

w F o

genau dann, wenn in jeder von w aus erreichbaren Welt v die Beziehung

vE o
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gilt.
Beispiel 26.3. Wir arbeiten mit den Aussagenvariablen p,q,r. Im Welt-
punkt a gelte
aFp,q,-r

und im Weltpunkt b gelte
bEp,—q,r.

a———Db

Daraus kann man die Giiltigkeit von aussagenlogischen Ausdriicken jeweils
erschlieflen, beispielsweise gilt

akEpN-r

oder
bE—q—r.

Fiir modallogische Ausdriicke muss man den gerichteten Graphen beriick-
sichtigen, wobei man induktiv {iber die Anzahl der Boxen vorgeht. Es geht
also zundchst um Ausdriicke der Form Ua, wobei « ein rein aussagenlogi-
scher Ausdruck ist (also ohne jede Box). Die Giiltigkeit von Oa in einem
Weltpunkt bedeutet, dass in jedem von diesem Weltpunkt aus erreichbaren
Weltpunkt a gilt. Somit gilt beispielsweise

aFUp
und
a F —Ug
und
aEO(@Vr),
ferner
bEOp
und
bEO~q.

Damit kann man dann in jedem Punkt aussagenlogisch den Wahrheitswert
von jeder modallogischen Aussage bestimmen, in der die Box nur einfach
(also ohne Verschachtelungen) auftritt, beispielsweise

aFEUpA-—rA\-L-r.
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Unter Beriicksichtigung des gerichteten Graphen kann man dann auch den
Wahrheitswert fiir jeden modallogischen Ausdruck mit modallogischer Ver-
schachtelungstiefe < 2 bestimmen, also etwa

a F OOp,

u.s.w.

M,w1 ):ﬁ(P
M,Wl ':DD(p
M,WQ’:D([)
M,W3 ):Q(P
M,W5 }:D(p
M,W5 }:D—!(p

Definition 26.4. Man sagt, dass ein modallogischer Ausdruck « in einem
modallogischen Modell (M, R, i) gilt, geschrieben

(M7 R7 ILL) i: « Y
wenn
wF a
fiir alle w € M gilt.
Lemma 26.5. (1) Die aussagenlogischen Tautologien der modallogi-

schen Sprache gelten in jedem modallogischen Modell.
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n jedem modallogischen Mode , R, B) gilt das K-Axiom, also
2) In jed dall hen Modell (M, R, 3) gilt das K-A l
MEDO(a— p) - (Do —0p).

(3) Die in einem (jeden) modallogischen Modell giltigen Ausdriicke sind
abgeschlossen unter dem Modus Ponens.

(4) Wenn ein modallogischer Ausdruck o in einem (jedem) modallogi-
schen Modell gilt, so gilt auch Oa in diesem (jedem) modallogischen
Modell.

Beweis. (1) und (3) sind klar, da die Giiltigkeit in einem Knoten die aussa-
genlogischen Gesetze respektiert. (2). Sei w € M und

wEO(a — P)

und
w F Qo

Dann gilt in jeder von w aus erreichbaren Welt v
vEa— pfundvFE «

und damit
vE .
Also ist
wkFEOB.

(4). Wenn (M, R, 1) F « in einem modallogischen Modell (M, R, i) gilt, so
gilt fiir jede Welt w € M auch w F a. Wegen dieser allgemeinen Giiltigkeit
gilt auch v F « fiir jede von w aus erreichbare Welt und damit w F Oa. Dies
gilt in jedem Punkt dieses Modells. U

Definition 26.6. Man sagt, dass eine Menge I' von modallogischen Aus-
driicken in einem modallogischen Modell (M, R, u1) gilt, geschrieben

(M7R7/’l/) ':P7

wenn
(M,R, 1) F
fiir alle a € T gilt.

Definition 26.7. Man sagt, dass ein modallogischer Ausdruck « in einem
gerichteten Graphen (M, R) gilt, geschrieben

(M,R) F «,
wenn fiir jede Wahrheitsbelegung u

(M,R, 1) F «
gilt.
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Definition 26.8. Es sei I' eine Menge von modallogischen Ausdriicken und
« ein modallogischer Ausdruck. Man sagt, dass a aus I' folgt, geschrieben
I' E o, wenn fiir jedes modallogische Modell (M, R, 1) mit

(M,R,u) ET
auch

(M,R,n) F
gilt.

Fiir I' = () ergeben sich die modallogisch allgemeingiiltigen Ausdriicke. Auf-
grund von Lemma 26.5 gehoren alle in der K-Modallogik ableitbaren Aus-
driicke dazu. Wie in der Aussagenlogik und der Pradikatenlogik ist also der
Ableitungskalkiil korrekt und es erhebt sich die Frage, ob er auch vollstandig
ist.

Lemma 26.9. Es sei I' ein K-modallogisches System und a ein modallogi-
scher Ausdruck. Es gelte

I'Fa.
Dann st auch
'rFa.
Beweis. Dies folgt aus Lemma 26.5. O

Diese Aussage erlaubt es insbesondere, zu zeigen, dass aus einem gegebenen
modallogischen Axiomensystem I' ein gewisser modallogischer Ausdruck «
nicht ableitbar, indem man ein modallogisches Modell (M, R, 11) angibt, in
dem I' gilt, aber a nicht.

26.2. Semantik der einzelnen modallogischen Systeme.

Der durch die K-Modallogik gegebene axiomatische Rahmen gilt in jedem
gerichteten Graphen, aufgefasst als modallogisches Modell. Wir fragen uns,
wie speziellere modallogische Axiome mit Eigenschaften von gerichteten Gra-
phen zusammenhingen. Der folgende Satz liefert eine Ubersetzung zwischen
diesen beiden Konzepten.

Satz 26.10. (1) In einem gerichteten Graphen (M, R) gilt das Mdéglich-
keitsaxiom genau dann, wenn jeder Punkt w € M einen Nachfolger
besitzt.

(2) In einem gerichteten Graphen (M, R) gilt das Reflexivititsaxiom ge-
nau dann, wenn R reflexiv ist.

(3) In einem gerichteten Graphen (M, R) gilt das Symmetrieaziom genau
dann, wenn R symmetrisch ist.

(4) In einem gerichteten Graphen (M, R) gilt das Transitivitdtsaziom ge-
nau dann, wenn R transitiv ist.

(5) In einem gerichteten Graphen (M, R) gilt das euklidische Axiom ge-
nau dann, wenn R euklidisch ist.
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(6) In einem gerichteten Graphen (M, R) gilt das Léb-Axiom genau dann,
wenn R transitiv ist und es in M keine unendlichen Ketten gibt.

Beweis. (1). Es sei (M, R) gegeben. Sei zunéchst vorausgesetzt, dass in R
jedes Element einen Nachfolger besitzt und sei

w E Qo
fiir eine Welt w € M. Es sei v € M mit wRv. Dann ist

vE «
und somit
wFE Qa,
also
w E QDo — Qar.

Sei umgekehrt angenommen, dass M eine Sackgassenwelt w besitzt. Dann
ist fiir eine beliebige Aussagenvariable p

wkFOp,

aber

w7 Op,

und das Moglichkeitsaxiom kann nicht gelten.
(2). Es sei (M, R) gegeben. Sei zunéichst R reflexiv und sei
w F Ha.

Wegen wRw ist insbesondere
wkFa.

Wenn R nicht reflexiv ist, so sei w € M und wRw gelte nicht. Es sei u die
Belegung, bei der

wkEp
gelte, aber in allen anderen Welten v F —p. Dann ist
wE =0p,
und somit ist
wkp—Op.

(3). Es sei (M, R) gegeben. Sei zunéchst R symmetrisch und sei
wkE .

Es sei eine von w aus erreichbare Welt v gegeben, also wRv. Wegen der
Symmetrie ist auch vRw und somit ist

vE Qo

Also ist
w kOO0« .
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Wenn R hingegen nicht symmetrisch ist, so seien w,v € M Welten mit wRv,
aber nicht vRw. Es sei p eine Aussagenvariable und es sei p die Belegung,
bei der

wEDp
gelte und so, dass in allen von v aus erreichbaren Welten z F —p gelte. Dann
ist

v = —\<>p,
und somit ist
w7 O0p,
also
w#p—0OO0p.
(4). Es sei (M, R) gegeben. Sei zunéchst R transitiv und sei
wF Do .
Es sei wRv und vRz und somit
zF .
Also ist
v E o
und damit
w F OO

Es sei nun R nicht transitiv und seien w,v,z € M Punkte mit wRv, vRz,
aber nicht wRz. Es sei p eine Aussagenvariable und sei p die Belegung, bei
der p in allen von w aus erreichbaren Welten gelte, in allen anderen Welten
nicht. Dann ist

w FE Op
und
v Up,
da ja z i p, und somit ist
w7 OOp,
also
wH Op — O0p.
(5). Es sei (M, R) gegeben. Sei zunéchst R euklidisch und sei
wkE Qa.

Somit gibt es eine Welt v mit wRv und mit
vE .

Es sei z eine Welt mit wRz. Nach der euklidischen Eigenschaft ist dann auch
zRwv, daher ist
zF Q.
Somit ist
wE OO0« .
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Es sei nun R nicht euklidisch und seien w, v,z € M Punkte mit wRv, wRz,
aber nicht vRz. Es sei p eine Aussagenvariable und sei p die Belegung, bei
der —p in allen von v aus erreichbaren Welten gelte, in allen anderen Welten
nicht. Dann ist

vEDp
und somit
wkE Op.

In z gilt hingegen [1—p, also

z E ﬁ<>p.
Somit gilt

w FE -OOp
und damit

wl Op — O0p.
(6). Wir arbeiten mit der Kontraposition des Lob-Axioms, also mit
Oa — O(a N =0a).

Sei zunéchst vorausgesetzt, dass (M, R) die graphentheoretischen Eigenschaf-
ten besitzt. Sei w € W und
wF Qa.

Dann gibt es eine Welt v € M mit wRv und mit
vE .

Wir betrachten Ketten vRuvy, v, Rvs, ... mit v; F a. Da es keine unendliche
Kette gibt, bricht eine solche Kette ab, sagen wir in v,. In v, gilt dann

v, EaA—=Oa.
Wegen der Transitivitét ist v, von w aus erreichbar und somit ist
wE Qla A =0a).

Sei nun vorausgesetzt, dass (M, R) nicht die Eigenschaften erfiillt. Wenn R
nicht transitiv ist, so ist nach Lemma 25.18 in Verbindung mit Lemma 26.9
die Giiltigkeit des Lob-Axioms ausgeschlossen. Es sei also eine unendlich
lange Kette der Form w, Rw, 1 gegeben. Wir belegen w,, F p fiir alle n € N
und v F —p fiir alle anderen Welten. Dann gilt

wo F Op A =O(p A —0p)

da auflerhalb der Kette stets —p gilt und innerhalb der Kette stets Op gilt.
O

Bemerkung 26.11. Ein Modell des Lob-Axioms ist insbesondere frei von
Schleifen, d.h. es ist reflexivitatsfrei, es gilt also nie wRw. Eine solche Schleife
wiirde ja direkt eine unendliche Kette produzieren. Der gerichtete Graph

Wy,n € N,
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mit der durch w,Rw,,, falls n < m gegebenen Relation und der Bele-
gung w, F p fir alle n € N zeigt, dass das Lob-Axiom (in der Form
Op — O(p A =Op) bei einer unendlichen transitiven Kette ohne Schleifen
nicht gelten muss.

Beispiel 26.12. Wir betrachten fiir n € N, die modallogische Ausdrucks-
menge, die durch

Qp = <>(p1 ARERWAY S A _'pn)
gegeben ist. Da sich die Ausdriicke, die innerhalb des (-Operators von «,
stehen, gegenseitig ausschlieen, bruacht man zur Realisierung von ay A. .. A
«,, mindestens n Punkte. Daher ist

nicht durch einen endlichen gerichteten Graphen erfiillbar. Die Ausdrucks-
menge ist problemlos durch einen unendlichen gerichteten Graphen erfiillbar:
Von einer Grundwelt W, aus sind die unendlich vielen Welten W,,, n € N,
erreichbar, und in W,, gilt p; A ... A p,_1 A =p, (die Wahrheitsbelegung ist
ansonsten unerheblich).

26. ARBEITSBLATT

26.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 26.1. Fiir die Aussagenvariablen p, ¢, r gelte
aF —p,q,rund b F —p,—q,r.
Bestimme in beiden Weltpunkten die Wahrheitswerte von
(1) p— DO,
(2) Og — (Op — O(r A p)),
(3) (pvOdr) — Or,
(4) O0-q — (DOr Vv —p).

a——b

Aufgabe 26.2. Definiere die modallogische Verschachtelungstiefe fiir mo-
dallogische Ausdriicke.
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Aufgabe 26.3. Zeige, dass bei einer Belegung der Aussagenvariablen durch
die Definition 26.2 der Wahrheitswert fiir jeden modallogischen Ausdruck in
jedem Punkt eines modallogischen Modelles eindeutig festgelegt ist.

Aufgabe 26.4. Es sei (M, R) der trivale Graph in dem Sinne, dass M ein-
punktig ist und dieser Punkt mit sich in Relation steht. Zeige, dass

(M,R) F «

genau dann bei jeder Belegung gilt, wenn « nicht paradox ist.

Aufgabe 26.5. Zeige durch Angabe eines modallogischen Modelles, dass im
K-System der Ausdruck

O(pVaq) — OpV g
nicht ableitbar ist.

Aufgabe 26.6. Zeige durch Angabe eines modallogischen Modelles, dass im
K-System der Ausdruck

(a = ) — (Do — 0Op)

nicht ableitbar ist. Insbesondere lasst sich also Lemma 24.5 (1) nicht inter-
nalisieren.

Aufgabe 26.7. Zeige durch Angabe eines modallogischen Modelles, dass im
K-System der Ausdruck

(Oa —0OpB) = (0a — OB)
nicht ableitbar ist.

Aufgabe 26.8. Zeige durch Angabe eines modallogischen Modelles, dass im
K-System der Ausdruck

(Oa — 0B8) = (a — B)
nicht ableitbar ist.

Aufgabe 26.9. Zeige durch Angabe eines modallogischen Modelles, dass im
K-System der Ausdruck

O(a = B8) = (a — B)
nicht ableitbar ist.
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Aufgabe 26.10. Zeige durch Angabe eines modallogischen Modelles, dass
das System S4 nicht dquivalent zum System S5 ist.

Aufgabe 26.11. Seien r € N. Charakterisiere das modallogische Axiomen-
schema
Fa+ O'a

graphentheoretisch.

Aufgabe 26.12. Seien r,s € N. Charakterisiere das modallogische Axio-
menschema

Fo'a — O
graphentheoretisch.

26.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 26.13. (6 Punkte)

Fiir die Aussagenvariablen p, ¢, r gelte
akp,q,-r,bFEp,—qr,cFop, g dEpq,r.
Bestimme in den vier Weltpunkten die Wahrheitswerte von
(1) g = (Bp — O(r Ap)),

(2) (pvOO=r) = O(=p = 1),
(3) O00-¢q — (B0r Vv —p).

Aufgabe 26.14. (2 Punkte)
Zeige durch Angabe eines modallogischen Modelles, dass im K-System der
Ausdruck
(a = B) = (Oa = Of)
nicht ableitbar ist.
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Aufgabe 26.15. (5 Punkte)

Zeige die folgenden modelltheoretischen Charakterisierungen fiir modallogi-
sche Axiomenschemata.

(1) In einem gerichteten Graphen (M, R) gilt das Leerheitsaxiom genau
dann, wenn die Relation R leer ist (wenn es also gar keine Pfeile gibt).

(2) In einem gerichteten Graphen (M, R) gilt das Autismusaxiom genau
dann, wenn R nur aus Schleifen besteht.

(3) In einem gerichteten Graphen (M, R) gilt das Fatalismusaxiom genau
dann, wenn R genau aus allen Schleifen besteht.

(4) In einem gerichteten Graphen (M, R) gilt das Phantasiearmutsaxiom
genau dann, wenn von jedem Punkt hochstens ein Pfeil ausgeht.

(5) In einem gerichteten Graphen (M, R) gilt das Ideologieaxiom genau
dann, wenn von jedem Punkt genau ein Pfeil ausgeht.

27. VORLESUNG - VOLLSTANDIGKEIT DER MODALLOGIK

27.1. Maximal widerspruchsfreie modallogische Ausdrucksmen-
gen.

Wir wollen die Vollstandigkeit der modallogischen Modelle zeigen, d.h. die
Beziehung, dass wenn aus einer modallogischen Ausdrucksmenge I' die Giil-
tigkeit von « folgt, dass dann « bereits aus I' modallogisch ableitbar ist. Die
Ausdrucksmenge umfasst dabei stets das System K und unter modallogisch
ableitbar meint man ableitbar mit Hilfe von Modus Ponens und der Nezes-
sisierungsregel. Dies muss hier betont werden, da es auf der Modellseite in
natiirlicher Weise Ausdrucksmengen gibt, die unter der Nezessisierungsregel
abgeschlossen sind, und solche, die es nicht sind.

In einer K-Modallogik I' gelten das modallogische Distributionsaxiom, die
aussagenlogischen Tautologien und weitere, fiir I" spezifische Ausdriicke. Fer-
ner ist I abgeschlossenen unter dem Modus Ponens und der Nezessisierungs-
regel. In einem modallogischen Modell (M, R, ), das I erfiillt, gilt " in jedem
Weltpunkt w € M, also

(M, R, u,w) ET.

Die Giiltigkeitsmenge in einem Weltpunkt ist unter aussagenlogischen Opera-
tionen und insbesondere unter dem Modus Ponens abgeschlossen. Dagegen ist
die Giiltigkeitsmenge in einem Weltpunkt nicht unter der Nezessisierungsre-
gel abgeschlossen. Im allgemeinen muss es zu einem modallogischen System
iiberhaupt keine vollstandige widerspruchsfreie Erweiterung geben, die der
Nezessisierungsregel geniigt, siche Aufgabe 27.6.

Von daher verstehen wir unter einer widerspruchsfreien Teilmenge innerhalb
einer modallogischen Sprache L eine Teilmenge W C L, die die K-Modallogik
umfasst und die unter Modus Ponens abgeschlossen ist und keinen (aussagen-
logischen) Widerspruch enthélt. Maximal widerspruchsfrei bedeutet wieder,
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dass aus jeder echten Erweiterung ein Widerspruch aussagenlogisch ableit-
bar ist. Zu jeder Welt w € M in einem beliebigen modallogischen Modell
(M, R, 1) von K ist die Giiltigkeitsmenge (M, R, pi, w)" eine solche Teilmen-

ge.
Lemma 27.1. Es sei I' eine modallogische Ausdrucksmenge, die aussagen-

logisch widerspruchsfrei sei. Dann gibt es eine maximal widerspruchsfreie
Ausdrucksmenge I' C T'.

Beweis. Dies ist eine rein aussagenlogische Aussage, die im Prinzip aus Lem-
ma 5.17 folgt. Allerdings ist hier durch die Anwesenheit von [J die Sprache
etwas anders. Fiir diesen Zweck kann man modalisierte Aussagen einfach als
neue Aussagenvariablen auffassen. Man kann auch direkt das Lemma von
Zorn in der jetzigen Situation anwenden. Oder man kann im abzdhlbaren
Fall wie folgt schlieen: Mit [ ist auch die modallogische Sprache iiberhaupt
abzéhlbar. Wir betrachten eine Abzahlung «,, n € N, der modallogischen
Ausdriicken und definieren

Fn—l—l - Fn U {an+1}7
falls dies widerspruchsfrei ist, und ansonsten durch
Fn+1 == Fn U {_‘O{n+1}.

Die Vereinigung I ist dann maximal widerspruchsfrei. U

27.2. Das universelle modallogische Modell.

In einer jeden Welt in einem modallogischen Modell (M, R, v) ist die Giiltig-
keitsmenge maximal widerspruchsfrei. Fiir zwei Welten w,v € M gilt dabei

Wenn wRv, dann (vF o= wE Qa) .

Die rechte Seite kann man also als eine notwendige Bedingung dafiir anse-
hen, dass v von w aus erreichbar ist. Im universellen modallogischen Modell
definiert man die Erreichbarkeitsrelation durch diese notwendige Bedingung.

Konstruktion 27.2. Es sei p;, © € I, eine Menge von Aussagenvariablen
und L die zugehorige modallogische Sprache. Es sei U die Menge aller K
umfassenden, (aussagenlogisch) maximal widerspruchsfreien Teilmengen

W C L.
Auf U definieren wir eine Erreichbarkeitsrelation R durch
W RV genau dann, wenn fiir jedes « € L mit a € V'
die Beziehung Qo € W gilt.

Wir nennen U versehen mit dieser Relation und der durch W F p, wenn
p € W, festgelegten Belegung v das universelle modallogische Modell.



306

Wir identifizieren also Welten mit der Menge der in ihnen giiltigen modal-
logischen Aussagen. Wenn R eine Erreichbarkeitsrelation sein soll, so muss
diese Bezichung gelten. Die rechte Seite ist dabei eine Implikation, keine
Aquivalenz; es wird nicht gefordert, dass aus Qov € W auch a € V folgt.

Konstruktion 27.3. Es sei p;, i € I, eine Menge von Aussagenvariablen und
L die zugehorige modallogische Sprache. Es sei I' C L eine K-modallogische
Ausdrucksmenge. Es sei Ur die Menge aller I' umfassenden, (aussagenlogisch)
maximal widerspruchsfreien Teilmengen

W C L.

Auf Ur definieren wir eine Erreichbarkeitsrelation R durch

W RV genau dann, wenn fiir jedes a € L mit o € V'
die Bezichung Qo € W gilt.

Wir nennen Ur versehen mit dieser Relation und der durch W F p, wenn
p € W, festgelegten Belegung v das I'-universelle modallogische Modell.

Die Relation und die Belegung im I'-universellen modallogischen Modell stim-
men mit dem universellen Modell iiberein, es hndelt sich also um einen Teil-
graphen. Es ist unser Ziel zu zeigen, dass im ['-universellen modallogischen
Modell (U, R, i, W) genau die Ausdriicke aus W gelten.

Lemma 27.4. Es sei I ein K-modallogisches System und o ein modallogi-
scher Ausdruck. Dann folgt aus

I'Fa«o

die Beziehung
Ul - Oa,

wober
Or = {0s|peTl}.
Beweis. Die Ableitbarkeit bedeutet, dass es Ausdriicke fy,..., 5, € I' mit
FOIA...ABy =«
gibt. Nach Lemma 24.5 (1) ist
FOBLA ... A Bn) — Oa.
Aus Lemma 24.5 (4) folgt durch Induktion sofort
FOBLA ... AOB, = O(BLA ... ABy)
und somit mit dem Kettenschluss
FOBLA...AOB, = Da.

Dies bedeutet
Opy, ..., 08, F D«.
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Lemma 27.5. Es sei p;, i € I, eine Menge von Aussagenvariablen und L
die zugehorige modallogische Sprache. Es sei I' C L ein K-modallogisches
System, es sei W C L eine mazximal widerspruchsfreie I'-Teilmenge und es
sei o € L ein modallogischer Ausdruck mit Qa € W. Dann gibt es eine
maximal widerspruchsfreie I'-Teilmenge V- C L mit a € V und mit WRV
im Sinne des I'-universellen modallogischen Modells.

Beweis. Wir betrachten die Menge
Vi={p|08 e W}U{a},

die I' umfasst, da I" unter der Nezessisierungsregel abgeschlossen ist. Wir
behaupten, dass diese Menge widerspruchsfrei ist. Andernfalls wiirde es end-
liche viele By,..., 3, mit JF; € W geben mit

FBIA A By = (= (pA-p)).
Dies schreiben wir als
FBIA A By = (m(pA—p) = —a).

Nach Lemma 27.4 ist dann auch

FOBA...AOB, = O(=(pA—p) = —a).
Wegen des K-Axioms ist

=0 A =p) = —a) = (O=(p A —p) = O-a)

und somit

FOBLA...ADOB, = (O(pV —p) = O-a).

Da der Vordersatz zu W gehort, und W abgeschlossen unter Implikationen
ist, ist auch
OpV-p) - O-aecW.

Da p V —p eine Tautologie ist und wegen der Nezessisierungsregel (die ja fiir
Tautologien gilt) ergibt sich

-a e W,

was ein Widerspruch zu Qo € W angesichts der Widerspruchsfreiheit von W
ist.

Somit ist V’ widerspruchsfrei. Sei V! C V' eine maximal widerspruchsfreie
Teilmenge von L, die es nach Lemma 27.1 gibt. Sei § € V. Dann ist 0 € W.
Andernfalls wire ndmlich wegen der Maximalitdt (von W) O-f5 € W, doch
dann ware - € V! C V. Es gilt also WRV. O

Lemma 27.6. Es seiI" ein K-modallogisches System. Dann gilt im I"-univer-
sellen modallogischen Modell fiir jede Welt und jeden modallogischen Aus-
druck o die Beziehung

W E a genau dann, wenn o € W
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Beweis. Wir fithren Induktion {iber den Aufbau der modallogischen Spra-
che, und zwar gleichzeitig fiir alle Welten. Fiir Aussagenvariablen gilt die
Behauptung unmittelbar aufgrund der festgelegten Belegung. Die Aquiva-
lenz ist auch unter aussagenlogischen Konstruktionen abgeschlossen, da die
W unter K-Ableitungen abgeschlossen sind. Es bleibt noch zu zeigen, dass
sich die Aquivalenz bei modallogischen Operationen erhélt, wobei wir mit
dem Méglichkeitsoperator ¢ arbeiten. Sei also {a gegeben, wobei die Aqui-
valenz fiir a und fiir alle Welten gelte. Wenn W E Qa gilt, so gibt es eine
Welt V € Ur mit WRV und V F «a. Aufgrund der Induktionsvoraussetzung
gilt @ € V. Wegen der Definition der Erreichbarkeitsrelation bedeutet dies
insbesondere Qo € W. Sei umgekehrt Qo € W. Dann folgt aus Lemma 27.5
die Existenz einer von W aus erreichbaren I'-Welt V' mit a € V', also nach
Induktionsvoraussetzung V' F « und somit W E (a. O

27.3. Die Vollsténdigkeit der Modallogik.

Satz 27.7. Es sei I' ein K-modallogisches System und sei o ein modallogi-
scher Ausdruck. Dann ist

'k«

genau dann, wenn
I'ea.

Beweis. Die Hinrichtung ergibt sich aus Lemma 26.9. Fiir die Riickrichtung
nehmen wir

'/«
an. Dann ist
I" =TU{~a}

(aussagenlogisch) nicht widerspriichlich und wir miissen zeigen, dass I'' durch
ein ['-modallogisches Modell erfiillbar ist. Wir betrachten dazu das ['-univer-
selle modallogische Modell (Ur, R,v), in dem I' (in jedem Weltpunkt) gilt.
Nach Lemma 27.1 gibt es eine maximal widerspruchsfreien I"-Ausdrucks-
menge T, die wir als Welt W = T in Up betrachten kénnen. Nach Lemma
27.6 gilt W E T, was insbesondere die Giiltigkeit von I' U {=a} in W zeigt.

O

Bemerkung 27.8. Es sei betont, dass der Vollstandigkeitssatz sich auf die
Folgerung bezieht, die unter Bezug auf Modelle formuliert wird, nicht auf
Rahmen. Typischerweise ist eine modallogische Ausdrucksmenge in gewissen
Rahmen bei jeder Belegung giiltig, aber auch noch in weiteren Rahmen bei
gewissen Belegungen. Ein semantischer Beweis fiir die Ableitbarkeit kann
also im Allgemeinen nicht allein mit Eigenschaften von gerichteten Graphen
arbeiten, sondern muss auch Variablenbelegungen mitberiicksichtigen.
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27. ARBEITSBLATT

27.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 27.1. Zeige, dass eine K-Modallogik, in der das Moglichkeitsaxiom
und das Lob-Axiom gelten, bereits widerspriichlich ist.

Aufgabe 27.2. Zeige, dass das universelle modallogische Modell zu einer
einzigen Aussagenvariable p bereits unendlich ist.

Aufgabe 27.3. Es sei T eine maximal widerspruchsfreie modallogische Aus-
drucksmenge. Zeige, dass T vollstdndig ist, dass also fiir jedes a € L die
Alternative ,Entweder oo € T oder —~a € T gilt.

Aufgabe 27.4. Es sei T eine maximal widerspruchsfreie modallogische Aus-
drucksmenge, die die K-Modallogik umfasse und in der die Nezessisierungs-
regel gelte. Zeige, dass in T" entweder das Leerheitsaxiom oder das Fatalis-
musaxiom gilt.

Aufgabe 27.5. Es sei T' eine maximal widerspruchsfreie modallogische Aus-
drucksmenge, die die K-Modallogik umfasse und in der es einen paradoxen
Ausdruck gebe. Zeige, dass T nicht unter der Nezessisierungsregel abgeschlos-
sen ist.

Die folgende Aufgabe kann man wegen Aufgabe 25.6 insbesondere auf die
Beweisbarkeitslogik anwenden.

Aufgabe 27.6. Wir setzen
L :=pA-p
Es sei I' eine K-Modallogik, in der
'-0L < 0O0-0L1
ableitbar ist. Zeige, dass es keine widerspruchsfreie Erweiterung
rcr

gibt, die aussagenlogisch und unter der Nezessierungsregel abgeschlossen ist.

Aufgabe 27.7. Es sei K = K" die K-Modallogik und sei U das universelle
modallogische Modell. Zeige
K= [\W

weU
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Aufgabe 27.8. Ist das universelle modallogische Modell symmetrisch, refle-
xiv, transitiv? Ist das universell symmetrische modallogische Modell reflexiv?

Aufgabe 27.9. Es sei (U, R, v) das universelle modallogische Modell. Kann
man auf (U, R) auch eine andere Wahrheitsbelegung definieren?

27.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 27.10. (2 Punkte)

Man gebe ein Beispiel fiir ein modallogisches Modell (M, R,v), eine Welt
w € M und einen modallogischen Ausdruck a@ — f mit

(M,R,v,w) Ea—f,

aber
(M, R,v,w) #Oa — Op.

Aufgabe 27.11. (3 Punkte)

Es sei (M, S, 1) ein modallogisches Modell und (U, R, v) das universelle mo-
dallogische Modell. Zeige, dass durch

M — U, wr—s (M, S, u,w)",

eine Abbildung definiert ist, die ein Homomorphismus (beziiglich der zwei-
stelligen Relationen S und R) ist.

Aufgabe 27.12. (4 Punkte)

Es sei (M, R, i) ein modallogisches Modell fiir die S5-Modallogik. Zeige, dass
fiir zueinander erreichbare Welten v, w € M die Giiltigkeitsmengen verschie-
den sein kénnen, dass aber fiir jeden Ausdruck (M, R, u,v) E Oa genau dann
gilt, wenn (M, R, p, w) E Oa gilt.

Aufgabe 27.13. (2 Punkte)

Es sei I' eine modallogische Ausdrucksmenge und « ein modallogischer Aus-
druck. Es sei I' F «a. Zeige, dass es eine endliche Teilmenge I'. C I' mit ['. F «
gibt.

Aufgabe 27.14. (3 Punkte)

Zeige, dass in der K-Modallogik das Schema
Oa A QS — Qo

ableitbar ist.
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Aufgabe 27.15. (2 Punkte)

In einem K-modallogischen System S gelte das Axiomenschema
a— Ol .

Zeige, dass man in S das Moglichkeitsaxiom
Oa — Qo

ableiten kann.

Aufgabe 27.16. (3 Punkte)

Charakterisiere die modallogischen Rahmen, in denen (bei jeder Wahrheits-
belegung) das Axiomenschema

a— O0a

gilt.

Aufgabe 27.17. (3 Punkte)
Zeige, dass aus dem K-modallogischen Axiomenschema
a— OUa

nicht das Axiomenschema
a— 00w

ableitbar ist.

In dieser Woche konnen Sie noch Aufgaben aus dem Kurs, die sie noch nicht
oder nicht mit voler Punktzahl bearbeitet haben, nachreichen.
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ANHANG A: BILDLIZENZEN

Die Bilder dieses Textes stammen aus Commons (also http://commons.wiki-
media.org), und stehen unter unterschiedlichen Lizenzen, die zwar alle die
Verwendung hier erlauben, aber unterschiedliche Bedingungen an die Ver-
wendung und Weitergabe stellen. Es folgt eine Auflistung der verwendeten
Bilder dieses Textes (nach der Seitenzahl geordnet, von links nach rechts,
von oben nach unten) zusammen mit ihren Quellen, Urhebern (Autoren)
und Lizenzen. Dabei ist Quelle so zu verstehen, dass sich, wenn man

http://commons.wikimedia.org/wiki/File:

unmittelbar davor setzt, die entsprechende Datei auf Commons ergibt. Autor
benennt den Urheber des Werkes, falls dieser bekannt ist. Benutzer meint den
Hochlader der Datei; wenn keine weitere Information iiber den Autor vorliegt,
so gilt der Benutzer als Urheber. Die Angabe des Benutzernamen ist so zu
verstehen, dass sich, wenn man

http://commons.wikimedia.org/wiki/User:

unmittelbar davor setzt, die Benutzerseite ergibt. Wenn das Bild urspriinglich
in einem anderen Wikimedia-Projekt hochgeladen wurde, so wird die Doméne
(bspw. de.wikipedia.org) explizit angegeben.

Die Lizenz ist die auf der Dateiseite auf Commons angegebene Lizenz. Dabei
bedeuten

e GFDL: Gnu Free Documentation License (siehe den angehéngten Text, falls
diese Lizenz vorkommt)

e CC-BY-SA-2.5 (3.0): Creative Commons Attribution ShareAlike 2.5 (oder
3.0)

e PD: gemeinfrei (public domain)
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