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Mathematik I
Vorlesung 8

Cauchy-Folgen

Ein Problem des Konvergenzbegriffes ist, dass zur Formulierung der Grenz-
wert verwendet wird, den man unter Umsténden noch gar nicht kennt. Wenn
man bspw. die durch das baybylonische Wurzelziehen konstruierte Folge
(tn)nen (sagen wir zur Berechnung von v/5) mit einem rationalen Startwert
betrachtet, so ist dies eine Folge aus rationalen Zahlen. Wenn wir diese Folge
in einem beliebigen angeordneten Kérper betrachten, in dem /5 existiert, so
ist die Folge konvergent. Innerhalb der rationalen Zahlen ist sie aber definitiv
nicht konvergent. Es ist wiinschenswert, allein innerhalb der rationalen Zah-
len den Sachverhalt formulieren zu konnen, dass die Folgenglieder beliebig
nahe zusammenriicken, auch wenn man nicht sagen kann, dass die Folgen-
glieder einem Grenzwert beliebig nahe zustreben. Dazu dient der Begriff der
Cauchy-Folge.

Augustin Louis Cauchy (1789-1857)

DEFINITION 8.1. Es sei K ein angeordneter Korper. Eine Folge (x,,)nen in
K heit Cauchy-Folge, wenn folgende Bedingung erfiillt ist.

Zu jedem € € K, € > 0, gibt es ein ny € N derart, dass fiir alle n, m > nq die
Beziehung

| Ty — x| < €
gilt.
LEMMA 8.2. Es sei K ein angeordneter Korper. Dann ist eine Folge (y,)nen
eine Cauchy-Folge genau dann, wenn folgende Bedingung gilt: zu jedem € > 0
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gibt es einng € N derart, dass fir allem > ng die Abschitzung | T, — Tp, |< €
gilt.

Beweis. Eine Cauchy-Folge erfiillt auch die angegebene Bedingung, da man
ja ng = n setzen kann. Fiir die Umkehrung sei € > 0 vorgegeben. Die
zweite Bedingung gilt insbesondere fiir €/2, d.h. es gibt ein ng derart, dass
fiir jedes m > ng die Abschitzung |z, — Z,, |< €/2. Damit gilt aufgrund der
Dreiecksungleichung fiir beliebige m,n > ngy die Abschéatzung

| T — T | < | T — T | + | T — T | < €/24+€/2 €,
so dass eine Cauchy-Folge vorliegt. U

SATZ 8.3. Es sei K ein angeordneter Korper. Dann ist jede konvergente Folge
eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei (z,)nen die konvergente Folge mit Grenzwert x. Sei € > 0 gege-
ben. Wir wenden die Konvergenzeigenschaft auf /2 an. Daher gibt es ein ng
mit
|z, —x|< €/2 fiir alle n > ng.
Fiir beliebige n, m > ng gilt dann aufgrund der Dreiecksungleichung
| Ty — x| <|zp — x|+ |2 — 20| €/2+€/2€.
Also liegt eine Cauchy-Folge vor. U

DEFINITION 8.4. Es sei K ein angeordneter Korper und sei (x,)nen eine
Folge in K. Zu jeder streng wachsenden Abbildung N — N, i +— n;, heifit
die Folge

U T,
eine Teilfolge der Folge.
LEMMA 8.5. Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Es sei (Ty)nen

eine wachsende, nach oben beschrinkte Folge. Dann ist (z,)nen eine Cauchy-
Folge.

Beweis. Es sei b € K eine obere Schranke, also z,, < b fiir alle Folgenglieder
x,. Wir nehmen an, dass (z,),en keine Cauchy-Folge ist. Dann gibt es ein
€ > 0 derart, dass es fiir jedes ng ein m > ng gibt mit x,,,—x,, > € (wir kénnen
die Betragstriche weglassen). Wir konnen daher induktiv eine wachsende
Folge von natiirlichen Zahlen definieren durch

n0:O>

ny > ng 80, dass T,, — T, > €,

ng > Ny S0, dass T, — T, > €,



etc. Andererseits gibt es aufgrund des Archimedes Axioms ein k € N mit
ke >b— xg.
Die Summe der ersten k Differenzen der Teilfolge z,,,, j € N, ergibt

(xnk - x”kfl) + ('rnkfl - xnk72> +...+ (Im - ‘rm) + (‘Tm - xno)

ke
b—l’o

Ly, — Lo

VIV

Dies impliziert x,, > bim Widerspruch zur Voraussetzung, dass b eine obere
Schranke der Folge ist. O

Der Korper der reellen Zahlen

DEFINITION 8.6. Es sei K ein angeordneter Korper. Er heifit vollstindig oder
vollstandig angeordnet, wenn jede Cauchy-Folge in K konvergiert (also in K
einen Konvergenzpunkt besitzt).

DEFINITION 8.7. Einen archimedisch angeordneten vollstandigen Kérper nennt
man Korper der reellen Zahlen. Er wird mit R bezeichnet.

Die reellen Zahlen sind also ein vollstéindig und archimedisch angeordneter
Korper. Diese Eigenschaften legen die reellen Zahlen eindeutig fest, d.h. wenn
es zwel Modelle R; und R, gibt, die beide fiir sich genommen vollstandig und
archimedisch angeordnete Korper sind, so kann man eine bijektive Abbildung
von R; nach Ry angeben, der alle mathematischen Strukturen erhélt (sowas
nennt man einen Isomorphismus).

Die Existenz der reellen Zahlen ist nicht trivial. Vom naiven Standpunkt her
kann man die Vorstellung einer , kontinuierlichen Zahlengerade“ zugrunde le-
gen, und dies als Existenznachweis akzeptieren. In einer strengeren mengen-
theoretischen Begriindung der Existenz geht man von Q aus und konstruiert
die reellen Zahlen als die Menge der Cauchy-Folgen in Q mit einer geeig-
neten Identifizierung. Dies wird im folgenden Beispiel und in den Aufgaben
durchgefiihrt.

BeispiEL 8.8. Wir konstruieren, ausgehend von den rationalen Zahlen Q,
einen vollstdndigen archimedisch angeordneten Korper, also ein Modell fiir
den Korper der reellen Zahlen. Es sei

C = {(zn)nen : Cauchyfolge in Q}

die Menge aller Cauchyfolgen mit rationalen Werten. Wir definieren in C
eine Relation durch

(Tn)nen ~ (Yn)nen, falls (x, — yn)nen eine Nullfolge ist .
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Dies ist eine Aquivalenzrelation, siche Aufgabe 8.9. Wir definieren nun die
Quotientenmenge unter dieser Relation als reelle Zahlen, also

R=C/~ .

Unter dieser Identifzierungsabbildung werden also alle Nullfolgen zu null ge-
macht, und zwei rationale Folgen werden miteinander identifiziert, wenn ihre
Differenz eine Nullfolge ist. Wir schreiben die zugehérigen Aquivalenzklassen
als [(zn)nen)-

Auf C gibt es die gliedweise Addition und Multiplikation. Auf der Quotien-
tenmenge fiihrt dies zum Ansatz

[(@n)nen]+[(Wn)nen] := [(#ntyn)nen] und [(zn)nen] - [(yn)nen] := [(#n-yn)nen]

Dies ergibt eine wohldefinierte Addition und Multiplikation auf R, siehe Auf-
gabe 8.10. Durch die konstanten Folgen zu einer rationalen Zahl g € Q ergibt
sich eine Abbildung

Q — R: qr— (Q>n€N7

die mit der Addition und der Multiplikation vertréglich ist. Mit diesen Ope-
rationen und mit 0 und 1 (also der konstanten Nullfolge und der konstanten
Einsfolge) ist R ein Korper, siehe Aufgabe 8.17.

Fiir jede Cauchyfolge (z,)nen gilt die ausschlieBende Alternative: (z,)nen
ist eine Nullfolge, oder es gibt ein ¢ > 0 mit z, > ¢ fiir fast alle’ n € N,
oder es gibt ein ¢ < 0 mit x,, < ¢ fiir fast alle n € N. Darauf aufbauend
kann man R in null, in positve und in negative reelle Zahlen einteilen bzw.
eine (totale) Ordnungsrelation darauf definieren. Damit wird R zu einem
angeordneten Korper, der auch archimedisch ist, sieche Aufgabe 8.18. In einem
letzten Schritt kann man zeigen, dass R auch vollstandig ist, siche Aufgabe
8.19.

Statt von einem vollsténdig und archimedisch angeordneten Kérper werden
wir von nun an von den reellen Zahlen R sprechen. Als Beweismittel sind
aber lediglich die genannten Axiome erlaubt.

Weitere Eigenschaften der reellen Zahlen

SATZ 8.9. Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge der reellen Zahlen
besitzt ein Supremum.

Beweis. Es sei M C R eine nichtleere, nach oben beschrénkte Teilmenge. Es
sei xg € M und gy eine obere Schranke fiir M, d.h. es ist x < yq fiir alle
x € M. Wir konstruieren zwei Folgen (z,)neny und (Y, )nen, wobei z, € M
wachsend, (Y, )nen fallend ist und jedes y, eine obere Schranke von M ist (so

1Das bedeutet fiir alle bis auf endlich viele.
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dass insbesondere z,, < y, fiir alle n ist), und so, dass (x,),en eine Cauchy-
Folge ist. Dabei gehen wir induktiv vor, d.h. die beiden Folgen seien bis n
bereits definiert und erfiillen die gewiinschten Figenschaften. Wir setzen

Ty, falls (22392 g 1N M =0,
o ein beliebiger Punkt aus [223¥2 y,] N M sonst .

und

{—wn;%, falls [2250 4 1AM =0,
Yn+1 =
UYn, sonst .

Dies erfiillt die gewiinschten Eigenschaften, und es ist
Yn — Tn < (%)n(yo — Zo)
da in beiden Féallen der Abstand zumindest halbiert wird. Da die Folge
(5 )nen wachsend und nach oben beschrankt ist, handelt es sich nach Lemma
8.5 um eine Cauchy-Folge. Wegen der Vollstédndigkeit besitzt die konstruierte
Folge (x,)nen einen Grenzwert x. Ebenso ist die fallende Folge (¥, )nen, die
nach unten beschrinkt ist, eine Cauchy-Folge mit demselben Grenzwert x.
Wir behaupten, dass dieses x das Supremum von M ist. Wir zeigen zuerst,
dass z eine obere Schranke von M ist. Sei dazu z > z angenommen fiir ein
z € M. Da die Folge (y,)nen gegen = konvergiert, gibt es insbesondere ein n
mit
T < Yn < 2
im Widerspruch dazu, dass jedes vy, eine obere Schranke von M ist. Fiir die
Supremumseigenschaft miissen wir zeigen, dass x kleiner oder gleich jeder
oberen Schranke von M ist. Sei dazu u eine obere Schranke von M und
nehmen wir an, dass > u ist. Da (x,),en gegen x konvergiert, gibt es wieder
ein n mit
U<z, <x
im Widerspruch dazu, dass u eine obere Schranke ist. Also liegt wirklich das
Supremum vor. O

KOROLLAR 8.10. Eine beschrinkte und monotone Folge in R konvergiert.

Bewers. Nach Voraussetzung ist die Folge wachsend und nach oben beschréankt
oder fallend und nach unten beschrénkt. Nach Lemma 8.5 liegt eine Cauchy-
Folge vor, und diese konvergiert in R. U

DEFINITION 8.11. Es sei K ein angeordneter Kérper. Eine Folge von abge-
schlossenen Intervallen
I, = [an, by, n € N,
in K heifit eine Intervallschachtelung, wenn I, C I, fiir alle n € N ist und
wenn die Folge der Intervalllangen, also
(bn - an)neN )

gegen null konvergiert.
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SATz 8.12. (Intervallschachtelung) FEs sei I,, n € N, eine Intervallschach-
telung in R. Dann besteht der Durchschnitt

e
neN

aus genau einem Punkt x € R. Fine reelle Intervallschachtelung bestimmdt
also genau eine reelle Zahl.

Beweis. Siehe Aufgabe 8.10. U

DEFINITION 8.13. Eine Folge (z,)nen in einem angeordneten Korper K heifit

bestimmt divergent gegen +oo, wenn es zu jedem s € K ein N € N gibt mit
T, > s fur allen > N.

Sie heiflt bestimmt divergent gegen —oo, wenn es zu jedem s € K ein N € N
gibt mit
T, < sfir allen > N.
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