Prof. Dr. H. Brenner Osnabriick WS 2009/2010

Mathematik I

Vorlesung 5

Fiir zwei natiirliche Zahlen n, m gilt n > m genau dann, wenn man n = m+£k
mit einem k € N schreiben kann (siehe Aufgabe 4.12). In diesem Fall ist das
k aufgrund der Abziehregel eindeutig bestimmt und heifit die Differenz von
n und m, geschrieben £k = n — m. Bei n < m gibt es innerhalb von N keine
Losung fiir die Gleichung n = m + x. Innerhalb der ganzen Zahlen gibt es
die negative Losung © = n — m.

Die ganzen Zahlen

Wir wollen die ganzen Zahlen ausgehend von den natiirlichen Zahlen konstru-
ieren. Fiir viele Konstruktionen in der Mathematik ist der Begriff der Aquiva-
lenzrelation entscheidend. Die Strategie ist dabei, zuerst eine ,,ziemlich grofie®
Menge zu konstruieren, die alle Elemente der beabsichtigten Menge (in al-
ler Regel mehrfach) ,reprisentiert”, und dann Elemente zu ,identifizieren®,
damit jedes Zielobjekt einen eindeutigen Repriasentanten bekommt.

DEFINITION 5.1. Es seien (Mi, ;) und (Ms, o) zwei Mengen, auf denen
jeweils eine Verkniipfung festgelegt ist. Dann heif3t die auf der Produktmenge

M1XM2

durch
(371, fz) * (y1> y2) = (931 *1 Y1, T2 *2 y2)

definierte Verkniipfung die Produktverkniipfung (oder komponentenweise Ver-
kniipfung).

Dies ist ein einfacher Begriff, bspw. wird auf dem R" die Vektorraumaddition
komponentenweise erklirt. Eigenschaften der Einzelverkniipfungen iibertra-
gen sich direkt auf die Produktverkniipfung. Wenn bspw. beide Verkniipfun-
gen assoziativ sind, so gilt das auch fiir die Produktverkniipfung. Wir ver-
wenden den Begriff in der folgenden Konstruktion.
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BEISPIEL 5.2. Es sei N die Menge der natiirlichen Zahlen und M = N x N
die Produktmenge mit der komponentenweisen Addition.! Wir erkldren auf
M eine Relation durch?

(a,b) ~ (¢,d), fallsa+d=0b+c.

Dies ist bei a < ¢ genau dann der Fall, wenn es ein e € N (nédmlich e = ¢ —a)
gibt mit
(¢,d) = (a,b) + (e, e).

D.h. die beiden Paare unterscheiden sich um ein Diagonalelement, also um ein
Paar, wo beide Komponenten iibereinstimmen. Diese Relation ist eine Aqui-
valenzrelation auf M, siehe Aufgabe 5.1. Wenn man N x N als ein quadra-
tisches Gitter anordnet (das ist ein ,,diskretes Koordinatensystem®), so sind
die Aquivalenzklassen gegeben durch die Punkte auf einer zur Diagonalen
parallelen ,diskreten Geraden“. Die Punkte (a,b) mit a > b sind dquivalent
zu (a—b,0), sie haben also einen Représentanten, bei dem die zweite Kompo-
nente 0 ist. Die Punkte (a,b) mit a < b sind dquivalent zu (0,b—a), sie haben
also einen Représentanten, bei dem die erste Komponente 0 ist. Die Punkte
(a,a) sind zu (0,0) dquivalent. Den Reprisentanten einer Aquivalenzklasse,
bei dem mindestens eine Komponente null ist, nennen wir den Standard-
vertreter dieser Aquivalenzklasse. Die Standardvertreter sind die diskreten
Punkte des begrenzenden Viertelkreuzes; zu einem Punkt ergibt sich der
Standardvertreter, wenn man parallel zur Diagonalen in Richtung der Halb-
achsen wandert bis man auf einer der Halbachsen landet. Zwei Punkte sind
genau dann dquivalent, wenn sie den gleichen Standardvertreter besitzen.

Ipassende Interpretationen fiir die Paare in diesem Kontext sind bspw.: Das Paar
(a,b) reprisentiert das Ergebnis eines Fufiballspieles, wobei a die Toranzahl der Heim-
mannschaft und b die Toranzahl der Gastmannschaft repriisentiert, oder: Das Paar (a, b)
reprisentiert das Alter eines menschlichen Paares, wobei a fiir das Alter der Frau und b
fiir das Alter des Mannes steht. Der Ubergang zu den Aquivalenzklassen bedeutet dann,
sich nur noch fiir die Tordifferenz bzw. den Altersunterschied zu interessieren, nicht mehr
fiir das genaue Ergebnis bzw. das Alter der einzelnen Personen. Man kann auch das Paar
als eine Schrittfolge aus a Schritten nach rechts und b Schritten nach links ansehen.

?Das Paar (a,b) wird spiter die Differenz a — b repriisentieren.
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Wir bezeichnen nun die Quotientenmenge, also die Menge der Aquivalenz-
klassen unter dieser Aquivalenzrelation, als Menge der ganzen Zahlen und
bezeichnen sie mit Z. Jede ganze Zahl hat dann genau einen Standardver-
treter der Form n := (n,0) mit n € N, der Form 0 := (0,0) oder der Form
—n := (0,n) mit n € N;. Eine natiirliche Zahl n fassen wir von nun an als
die ganze Zahl (n,0) auf.

Wir wollen nun zwei ganze Zahlen, also zwei solche Aquivalenzklassen [(a, b)]
und [(¢,d)] miteinander jaddieren“, also eine Verkniipfung @ auf Z ein-
zufithren. Der naheliegende Ansatz ist, diese Verkniipfung mittels der kom-
ponentenweisen Addition als

[(a,b)] & [(c,d)] :== [(a+ ¢, b+ d)]

zu definieren. Hier tritt das Problem der Wohldefiniertheit auf, denn die Ver-
kniipfung wird erklédrt unter Bezug auf Reprasentanten, und es ist nicht von
vornherein klar, dass unterschiedliche Reprisentanten zum gleichen Ergeb-
nis fithren. Wenn also (a,b) ~ (a/,¥') und (¢,d) ~ (¢/,d’) sind, so muss man
iiberpriifen, dass
(a+c,b+d)~ (d+ 0 +d)

und damit [(a + ¢,b+ d)] = [(d' + ¢,V + d')] ist. Dies ist der Fall, siche
Aufgabe 5.2. Man kann weiterhin zeigen, dass die so definierte Verkniipfung
auf Z assoziativ und kommutativ ist, dass [(0,0)] das neutrale Element der
Verkniipfung ist und dass es zu jedem Element [(a, )] ein inverses Element
gibt, ndmlich [(b, a)].

Wir definieren nun eine Multiplikation auf Z durch
[(a,b)] - [(¢,d)] := [(ac + bd, ad + bc)] .

Dies ist wieder wohldefiniert und man kann zeigen, dass die Multiplikation
assoziativ und kommutativ ist mit 1 = [(1,0)] als neutralem Element und
dass das Distributivgesetz gilt.

Um die Eigenschaften der Verkniipfungen, die wir auf den ganzen Zahlen
haben, priagnant beschreiben zu kénnen, dient der Begriff des kommutativen
Ringes.

DEFINITION 5.3. Ein kommutativer Ring R ist eine Menge mit zwei Ver-
kniipfungen + und - (genannt Addition und Multiplikation) und mit zwei
ausgezeichneten Elementen 0 und 1 derart, dass folgende Bedingungen erfiillt
sind:

(1) (R,+,0) ist eine kommutative Gruppe.

(2) Die Multiplikation ist eine assoziative und kommutative Verkniipfung
und 1 ist das neutrale Element der Multiplikation.

(3) Es gilt das Distributivgesetz, also

a-(b+c)=(a-b)+(a-c)
fiir alle a,b,c € R.
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LEMMA 5.4. Die Menge der ganzen Zahlen 7Z bilden einen kommutativen
Ring.

Beweis. Siehe Aufgabe 5.14. O

Von nun an stellen wir uns Z als eine beidseitige diskrete Zahlengerade vor.

Korper

Wir werden von nun an den axiomatischen Aufbau der reellen Zahlen bespre-
chen. Diese Axiome gliedern sich in algebraische Axiome, Anordnungsaxiome
und das Vollstandigkeitsaxiom. Die algebraischen Axiome werden im Begriff
des Korpers zusammengefasst. Ein Korper ist ein kommutativer Ring mit
0 # 1, bei dem zusétzlich jedes Element x # 0 ein Inverses bzgl. der Multi-
plikation bestizt. In der folgenden Definition werden alle Eigenschaften eines
Korpers aufgefiihrt.

DEFINITION 5.5. Eine Menge K heifit ein Kdrper, wenn es zwei Verkniipfun-
gen (genannt Addition und Multiplikation)

4+ A xK—Kund K xK —K

und zwei verschiedene Elemente 0,1 € K gibt, die die folgenden Eigenschaf-
ten erfiillen.

(1) Axiome der Addition
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b, ¢ € K gilt: (a+b)+c = a+(b+c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a +b=b+ a.
(c) 0 ist das neutrale Element, d.h. fiir alle @ € K ist a + 0 = a.
(d) Existenz des Negativen: Zu jedem a € K gibt es ein Element
be Kmita+0=0.
(2) Axiome der Multiplikation
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt: (a-b)-c=a- (b-c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a-b=1b"-a.
(c) 1ist das neutrale Element der Multiplikation, d.h. fiir allea € K
ista-1=a.
(d) Existenz des Inversen: Zu jedem a € K mit a # 0 gibt es ein
Element c € K mit a-c= 1.
(3) Distributivgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt a- (b+¢) = (a-b)+ (a-¢).

In einem Korper gilt die Klammerkonvention, dass die Multiplikation stérker
bindet als die Addition. Man kann daher a - b + ¢ - d statt (a - b) + (c -
d) schreiben. Zur weiteren Notationsvereinfachung wird das Produktzeichen
haufig weggelassen. Die besonderen Elemente 0 und 1 in einem Koérper werden
als Nullelement und als Einselement bezeichnet. Nach der Definition miissen
sie verschieden sein.



5

Die wichtigsten Beispiele fiir einen Korper sind fiir uns die rationalen Zahlen
und die reellen Zahlen.

Die additiven Korperaxiome kann man so lesen, dass die Menge K zusammen
mit dem ausgezeichneten Element 0 und der Addition + als Verkniipfung
eine Gruppe bildet, die zuséatzlich kommutativ ist. Ebenso bildet die Menge
K\{0} (also ganz K ohne die 0) mit dem neutralen Element 1 (das wegen der
expliziten Voraussetzung der Koérperaxiome von 0 verschieden ist und daher
zu K \ {0} gehort) und der Multiplikation - eine (ebenfalls kommutative)
Gruppe. Wenn ein Kérper K vorliegt, so hat man also zugleich zwei Gruppen
vorliegen, es ist aber falsch zu sagen, dass K auf zweifache Weise eine Gruppe
ist, da einerseits K mit der Addition und andererseits K\ {0} (und eben nicht
K) eine Gruppe mit der Multiplikation bildet.

LEMMA 5.6. In einem Korper K ist zu einem Element x € K das Element
y mit x +y = 0 eindeutig bestimmt. Ber x # 0 ist auch das Element z mit
rz =1 eindeutig bestimmt.

Beweis. Dies folgt aus der allgemeinen Eindeutigkeitsaussage fiir inverse Ele-
mente in jeder Gruppe, siehe die letzte Vorlesung. U

Zu einem FElement a € K nennt man das nach diesem Lemma eindeutig
bestimmte Element b mit a + b = 0 das Negative von a und bezeichnet es
mit —a. Statt b+ (—a) schreibt man abkiirzend b — a und spricht von der
Differenz. Die Differenz ist also keine grundlegende Verkniipfung, sondern
wird auf die Addition mit Negativen zuriickgefiihrt.

Das zu a € K, a # 0, nach diesem Lemma eindeutig bestimmte Element c

mit ac = 1 nennt man das Inverse von a und bezeichnet es mit a~'.

Fiir a,b € K, b # 0, schreibt man auch abkiirzend

a _
= ab™t.

a/b = g

Die beiden linken Ausdriicke sind also eine Abkiirzung fiir den rechten Aus-
druck.

In jedem Korper findet man die natiirlichen Zahlen und auch die ganzen
Zahlen wieder, und zwar wird die natiirliche Zahl n als die n-fache Summe
von lx mit sich selbst in K interpretiert. Entsprechend wird die negative
Zahl —n als die n-fache Summe von —1 interpretiert, siehe die Aufgaben.
Zu einem Korperelement a € K und n € N wird o™ als das n-fache Produkt
von a mit sich selbst definiert, und bei a # 0 wird a™™ als (a~*)™ interpretiert.

BEISPIEL 5.7. Wir wollen ausgehend von der Menge der ganzen Zahlen 7Z, die
einen kommutativen Ring bildet, die Menge der rationalen Zahlen konstru-
ieren. Wir gehen dabei wieder dhnlich wie bei der Konstruktion der ganzen
Zahlen aus den natiirlichen Zahlen vor, indem wir auf einer ,zu grofien*
Menge eine Aquivalenzrelation einfithren, so dass die Quotientenmenge ein
Modell fiir die rationalen Zahlen sind.
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Wir starten mit der Produktmenge
P=7ZxN; ={(a,b): a€Zund be N,}.

Zur Orientierung sei schon jetzt gesagt, dass das Paar (a, b) spéter den Bruch
a/b reprisentieren soll.> Auf P wollen wir eine Aquivalenzrelation definieren,
wobei zwei Paare als dquivalent gelten sollen, wenn sie ,,den gleichen Bruch*
reprasentieren (den es noch nicht gibt). Wir definieren

(a,b) ~ (c,d), falls ad = bc ist .

Diese Relation wird also unter Bezug auf die Gleichheit in Z erklart. Es
handelt sich dabei um eine Aquivalenzrelation, wie man direkt nachrechnen
kann, siche Aufgabe 5.7. Die Quotientenmenge unter dieser Aquivalenzre-
lation nennen wir Q. Fiir die Elemente in QQ schreiben wir vorlaufig noch

[(a, 0)].
Es ist hilfreich, sich diese Situation zu veranschaulichen, indem man die dis-
krete obere Halbebene?

Z x N, C Z x N betrachtet. Ein Paar (a, b) ist dann ein Gitterpunkt, wobei
wir uns die ganzen Zahlen Z als die Punkte

(n,1),n €Z,

vorstellen. Die zugehorige durchgezogene , Zahlengerade“ (wo also die zweite
Komponente konstant 1 ist) bezeichnen wir mit G. Ein jeder Punkt (a,b) €
Z x Ny definiert eine eindeutige Gerade, die durch diesen Punkt und durch
den Nullpunkt (0,0) verlduft. In dieser geometrischen Interpretation sind
zwei Punkte (a,b) und (¢,d) genau dann dquivalent, wenn sie die gleiche
Gerade definieren, und dies ist genau dann der Fall, wenn ihre , Steigungen*
iibereinstimmen. Zwei Punkte liegen ja auf der gleichen Geraden genau dann,
wenn sie, wenn man durch Streckung ihre zweite Koordinate zur Uberein-
stimmung bringt, dann auch die erste Koordinate iibereinstimmt. Wenn man
den ersten Punkt mit d streckt (multipliziert) und den zweiten Punkt mit

3Man kann sich vorstellen, dass in (a,b) die erste Zahl eine Anzahl an Kuchen und die
zweite Zahl eine Anzahl von Personen bedeutet.
“Man kénnte auch Z x (Z \ {0}) nehmen.
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b, so erhilt man die beiden Punkte (da, db) und (bc, bd), und die Gleichheit
vorne war die Definition fiir die Relation.

Auch die Identifizierungsabbildung zu dieser Aquivalenzrelation kann man
sich gut vorstellen. Der Schnittpunkt der durch einen Punkt (a,b) definierten
Geraden H mit der Zahlengeraden G ist ein Punkt, der dem Bruch a/b
entspricht.

Wir wollen nun auf QQ eine Addition und eine Multiplikation definieren. Wir
setzen®

[(a,b)] + [(¢,d)] :== [(ad + be, bd)] und [(a, b)] - [(c, d)] = [(ac, bd)] .

Man muss jetzt zeigen, dass diese Verkniipfungen wohldefiniert sind, also
unabhéngig von der Wahl des Reprasentanten, siche Aufgabe 5.16. Sodann
kann man mit einigem Aufwand nachweisen, dass QQ mit diesen Verkniipfun-
gen und mit den ausgezeichneten Elementen

0:=[(0,1)] und 1 :=[(1,1)]

einen Korper bilden, siche Aufgabe 5.17. Das Negative eines Elementes [(a, b)]
ist [(—a,b)] und das Inverse eines von null verschiedenen Elementes [(a,b)]
ist [(b,a)] (bzw. [(=b, —a)], falls a negativ ist).

Aufgrund von dieser Konstruktion kénnen wir uns die rationalen Zahlen als
Punkte auf einer Zahlgeraden vorstellen (in der Konstruktion die Geraden
mit y = 1)

BEISPIEL 5.8. Wir suchen nach einer Korperstruktur auf der Menge {0, 1}.
Wenn 0 das neutrale Element einer Addition und 1 das neutrale Element der
Multiplikation sein soll, so ist dadurch schon alles festgelegt, da 1 +1 = 0
sein muss, da 1 ein inverses Element bzgl. der Addition besitzen muss, und
da in jedem Korper 0 -0 = 0 gelten muss. Die Operationstafeln sehen also
wie folgt aus.

EA
00
11

O'_‘H

und

EE
0[0]0
101

Durch etwas aufwéndiges Nachrechnen stellt man fest, dass es sich in der Tat
um einen Korper handelt.

LEMMA 5.9. Es sei K ein Kéorper und seien a,b,c,a;, by Elemente aus K.
Dann gelten folgende Aussagen

®Die Definition der Addition kann man als Addition der Steigung sehen.



a(b—c¢) = ab — ac,
(Xi=1 @i)(Xhe1 bk) = Yi<icr 1<k<s @by (allgemeines Distributivge-
setz ).

(6) Aus a-b=0 folgt a =0 oder b = 0.

1)
2)
(3) (—a)(—=b) = ab (Vorzeichenregel ),
(4)
(5)

Beweis. (1) Esist a0=a(0+ 0) =a0 + a0. Durch beidseitiges Abziehen
von a0 ergibt sich die Behauptung.

(2)
(—a)b+ab=(—a+a)b=0b=0

nach Teil (1). Daher ist (—a)b das (eindeutig bestimmte) Negative
von ab.

(3) Nach (2) ist (—a)(—b) = (—(—a))b und wegen —(—a) = a (dies gilt
in jeder Gruppe) folgt die Behauptung.

(4) Dies folgt auch aus dem bisher Bewiesenen.

(5) Dies folgt aus einer Doppelinduktion, siehe Aufgabe 7.11.

(6) Wenn a und b von null verschieden sind, so gibt es dazu inverse
Elemente ¢=! und b='. Wenn ab = 0 wire, so ergibt sich daraus
durch Multiplikation mit b~'a~! die Gleichung 1 = 0 (wegen Teil
(1)), was aber in einem Korper nicht sein kann.

O

Die Binomialkoeffizienten

DEFINITION 5.10. Es seien k& und n natiirliche Zahlen mit & < n.® Dann

nennt man
ny n!
k]~ Kl(n—k)

den Binomialkoeffizienten ,n iiber k“.

Von dieser Definition her ist es nicht sofort klar, dass es sich dabei um natiirli-
che Zahlen handelt. Dies folgt aus der folgenden Beziehung.

6Bei k > n setzen wir die Binomialkoeffizienten gleich 0.



1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Das Dreieck der Binomialkoeffizienten war in Indien und in Persien schon um 1000

bekannt,

W 2 & x 3
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in China heiflit es Yanghui-Dreieck in Europa heifit es das Pascalsche Dreieck
(nach Yang Hui (um 1238-1298)), (nach Blaise Pascal (1623-1662)).

LEMMA 5.11. Die Binomialkoeffizienten erfiillen die rekursive Bedingung

n+1\ (n n n
k \k k—1)
Beweis. Siehe Aufgabe 5.9. U

Die folgende Formel bringt die Addition und die Multiplikation miteinander
in Beziehung.

SATZ 5.12. (Binomi) Es seien a,b Elemente in einem Kérper. Ferner sein
eine natirliche Zahl. Dann gilt

(a+b)" = kZZ% <Z> a"bnr

Beweis. Wir fithren Induktion nach n. Fiir n = 0 steht einerseits (a+5)° = 1
und andererseits a’® = 1. Bei n = 1 hat man einerseits (a + b)! = a + b
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und andererseits a'0® + a®b! = a + b. Sei die Aussage bereits fiir n bewiesen.
Dann ist

(a+b)"" = (a

)
)

~ (1 etk N\ kpn—k+1
= Z a" " 4 Z ( )a b
k> o \F
n+1

_ n kpn—k+1 N\ krn—k+1
- Z(k—1>“b +Z<k>“b

k=0

2 )0

b a b (a+b)’ =
a’+3ab+3ab’ +b°
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