Prof. Dr. H. Brenner Osnabriick WS 2009/2010

Mathematik I

Vorlesung 4

Induktive Definition von Abbildungen

LEMMA 4.1. (Induktive Definition) Es sei (N,0,) ein Peano-Modell der
natiirlichen Zahlen und es sei M eine Menge mit einem fizierten Element*
s € M und einer Abbildung F': M — M. Dann gibt es genau eine Abbildung

()OZN—>M> n»—up(n),
die die beiden Eigenschaften

©(0) = s und p(n') = F(p(n)) fir allen € N
erfillt.

Beweis. Wir zeigen zuerst durch Induktion iiber k, dass es auf der Menge
{0,...,k} ={n € N: n <k} eine eindeutig bestimmte Abbildung

ok :{0,..., k} — M, n— pr(n),

gibt, die die erste Bedingung un die zweite Bedingung fiir alle n < k erfiillt.
Bei k£ = 0 besteht die Menge aus dem einzigen Element 0 und dafiir legt
die erste Bedingung ¢o(0) = s die Abbildung eindeutig fest. Sei die Aussage
nun fiir £ bewiesen und betrachte k. Es ist {0,..., &'} = {0,...,k} U {£'}
und die Bedingungen legen nach Induktionsvoraussetzung eine eindeutige
Abbildung ¢ = ¢ :{0,...,k} — M fest. Fiir das zusétzliche Element £’
muss p(k') = F(p(k)) gelten, wodurch die Abbildung auch auf der grofleren
Menge eindeutig festgelegt ist.

Aufgrund der Eindeutigkeit gilt insbesondere, dass wenn man ¢y, auf {1, ..., ¢}
mit ¢ < k einschréinkt, sich ¢, ergibt. Daher gilt auch, dass die zu konstru-
ierende Abbildung ¢ :N — M eingeschrankt auf jeden Abschnitt {1,..., k}
mit ¢y, iibereinstimmen muss. Daher setzen wir ¢(n) := ¢,(n), und diese
Abbildung erfiillt die Eigenschaften fiir alle n. O

Aufgrund dieser Eigenschaft kann man jetzt einfach zeigen (siehe Aufgabe
4.3), dass es zu je zwei Peanomodellen (N, 01,7) und (Ny, 09, %) fiir natiirliche
Zahlen eine eindeutig bestimmte bijektive Abbildung

NlHNQ

gibt, die 07 in 0y iiberfithrt und die mit der Nachfolgeabbildung vertraglich
ist.

IMan denke bei s an Startwert.



Verkniipfungen

Ausgehend von den Peano-Axiomen kann man eine Addition auf der Menge
der natiirlichen Zahlen definieren, wobei die Nachfolgefunktion der Addition
mit 1 = 0’ entspricht. Die Definierbarkeit beruht selbst auf dem Induktions-
prinzip. Ebenso kann man eine Multiplikation definieren. Beide Operationen
fallen unter den Begriff der Verkniipfung, den wir nun allgemein einfiihren.

DEFINITION 4.2. Eine Verkniipfung o auf einer Menge M ist eine Abbildung
o:MxM— M, (z,y) — o(x,y) =xo0y.

Eine Verkniipfung macht also aus einem Paar
(x,y) e M x M

ein einziges Element
roye M.

Eine Vielzahl von mathematischen Konstruktionen féllt unter diesen Begrift:
die Addition, die Differenz, die Multiplikation, die Division von Zahlen, die
Verkniipfung von Abbildungen, der Durchschnitt oder die Vereinigung von
Mengen, etc. Als Verkniipfungssymbol kommt eine ganze Reihe in Frage, z.B.
o,,+,—, D, &, O us.w.

Wichtige strukturelle Eigenschaften einer Verkniipfung werden in den folgen-
den Definitionen aufgelistet.

DEFINITION 4.3. Eine Verkniipfung
o:MXxXM— M, (x,y) — x 0y,

auf einer Menge M heift kommutativ, wenn fiir alle z,y € M die Gleichheit

roy=yox

gilt.

DEFINITION 4.4. Eine Verkniipfung
o:MxXM— M, (x,y) — x 0y,

auf einer Menge M heiflt assoziativ, wenn fiir alle z,y, z € M die Gleichheit

(xoy)oz==xo0(yoz)

gilt.

DEFINITION 4.5. Es sei eine Menge M mit einer Verkniipfung
o:MxM— M, (z,y) — x 0y,

gegeben. Dann heifit ein Element e € M neutrales Element der Verkniipfung,
wenn fiir alle x € M die Gleichheit

roe=ITr=€eo0x

gilt.
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Im kommutativen Fall muss man natiirlich fiir das neutrale Element nur eine
Reihenfolge betrachten.

DEFINITION 4.6. Es sei eine Menge M mit einer Verkniipfung
o:MxM— M, (x,y) — x 0y,

und einem neutralen Element e € M gegeben. Dann heifit zu einem Element
x € M ein Element y € M inverses Element, wenn die Gleichheit

rToy=e=youx

gilt.

Bei einer Verkniipfung auf einer Menge M bezeichnet man eine (vollstandi-
ge) Wertetabelle auch als Verkniipfungstafel. In einer solchen Tabelle stehen
sowohl in der Leitzeile als auch in der Leitspalte die (linear geordneten)
Elemente aus M, und in der Uberkreuzungsstelle zu = und y steht der Ver-
kniipfungswert x o y als Eintrag. Dabei muss man festlegen, welche Ord-
nung zwischen den Zeilen und Spalten gilt, also ob im Kreuzungspunkt der
z-ten Spalte und der y-ten Zeile x o y oder y o x steht. Diese Festlegung
ist insbesondere wichtig, da bei Matrizen und Koordinatensystemen andere
Konventionen gelten.

Addition auf natiirlichen Zahlen

Wir wollen die Addition auf den natiirlichen Zahlen definieren, und zwar
ausgehend von den Peanoaxiomen. Die Addition mit 0 soll dabei das Ele-
ment wiedergeben - d.h. 0 soll das neutrale Element der Addition sein - und
die Addition eines Elementes n mit 1 = 0’ soll der Nachfolger von n sein.
Die Grundidee ist dabei, die Summe n + k& dadurch zu definieren, dass man
sukzessive den ersten Summand um eins erhoht (also den Nachfolger nimmt)
und den zweiten um eins vermindert (also den Vorgénger nimmt, falls & # 0
ist). Um dies prézise durchzufithren verwenden wir obiges induktives Defini-
tionsprinzip. Wir wenden dieses Prinzip fiir die Nachfolgerabbildung und fiir
eine natiirliche Zahl n € N als Startglied an. Die daraus gewonnene Abbil-
dung beschreibt das Addieren mit dieser Zahl n (es wird also die zweistellige
Addition auf einstellige Operationen zuriickgefiihrt).

DEFINITION 4.7. Essei (N, 0, ) ein Peano-Modell der natiirlichen Zahlen und
n € N. Dann definieren wir die Addition mit n als diejenige aufgrund von
Lemma 4.1 eindeutig bestimmte Abbildung

an N — N, k+— a,(k),

fiir die
@, (0) = n und o, (k') = (a,(k)) fir alle k € N
gilt.
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Damit definieren wir
n+k = a,(k)

und nennen das die Addition von natiirlichen Zahlen. Man beachte, dass
hier die Addition in einer Weise definiert wird, in der die Kommutativitéit
keineswegs offensichtlich ist.?

LEMMA 4.8. Es sei (N,0,") ein Peano-Modell der natiirlichen Zahlen. Dann
gibt es genau eine Verkniipfung

NxN-—N, (z,y) — = +y,
mat
x+0=uz firalexeNundz+vy = (v +vy) fir allex,y € N.

Beweis. Siehe Aufgabe 4.4. O

LEMMA 4.9. Es sei (N,0,") ein Peano-Modell der natirlichen Zahlen mit der
in Definition festgelegten Addition. Dann gelten folgende Aussagen.

(1)
n+0=n=0+n

fiir alle n, d.h. 0 ist das neutrale Element fiir die Addition.

(2)
n+k'=Mn+k)=n+k

fiir alle n, k € N.
(3) Die Addition ist kommutativ.
(4) Die Addition ist assoziativ.
(5) Aus einer Gleichung n + k =m + k folgt n = m (Abziehregel ).

Beweis. (1). Die Gleichung links ergibt sich direkt aus der Definition, die
rechte Gleichung, also ag(n) = n, folgt aus einer einfachen Induktion nach n.

(2). Die linke Gleichung folgt direkt aus der Definition, die rechte besagt
an (k) = (an(k))'. Wir beweisen sie fiir beliebiges n durch Induktion iiber k.
Bei k& = 0 steht beidseitig n'. Sei die Aussage nun fiir k£ schon bewiesen und
betrachten wir £’. Dann ist

i (K) = (o (K)) = (o (K))")" = (an(K'))".
Fiir die anderen Aussagen sieche Aufgabe 4.5. U

Multiplikation auf natiirlichen Zahlen

2Wenn man die natiirlichen Zahlen einfithrt als Anzahlklassen zu endlichen Mengen,
wie in Beispiel 3.6 beschrieben, so kann man die Summe definieren als die Anzahl einer
disjunkten Vereinigung. Bei diesem Ansatz ist die Addition automatisch kommutativ, doch
muss man dann an anderer Stelle mehr arbeiten.
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Zur Definition der Multiplikation verwenden wir erneut das Prinzip der in-
duktiven Definition. Zu einer natiirlichen Zahl n € N betrachten wir den
Startwert 0 und die durch die Addition mit n definierte Abbildung «,, : N —
N.

DEFINITION 4.10. Es sei (N,0,”) ein Peano-Modell der natiirlichen Zahlen
und n € N. Dann definieren wir die Multiplikation mit n als diejenige auf-
grund von Lemma 4.1 eindeutig bestimmte Abbildung
fn N — N7 k— :un(k)v
fiir die
pn(0) =0 und p, (k") = pn(k) + n fiir alle k € N
gilt.

Damit definieren wir die Multiplikation von zwei natiirlichen Zahlen n, k € N
durch

n-k = pn(k).
Es gilt also n-0 =0 und n -k’ = n- k4 n. Diese beiden Eigenschaften legen
bereits die Multiplikationsverkniipfung eindeutig fest.

LEMMA 4.11. Es sei (N,0,") ein Peano-Modell der natiirlichen Zahlen. Dann
gibt es eine eindeutig bestimmte Verkniipfung

NxN-—N, (z,y) — x -y,
die
x-0=0 firallex € Nundz-y = x-y+x fir alle z,y € N
erfiillt.

Beweis. Siehe Aufgabe 4.6. U

LEMMA 4.12. Es sei (N,0,") ein Peano-Modell der natirlichen Zahlen mit
der in Definition festgelegten Multiplikation. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Es gilt
0-n=0=n-0
fiir alle n.
(2) Es gilt
l-n=n=n-1
fiir alle n, d.h. 1 ist das neutrale Element fir die Multiplikation.
(3) Es gilt
n-k'=n-k+n==~K-n
fur alle n, k € N.
(4) Die Multiplikation ist kommutativ.
(5) Die Multiplikation ist assoziativ.
(6) Aus einer Gleichung n-k =m-k mit k # 0 folgt n = m (Kiirzungs-
regel ).



(7) Fir beliebige k,m,n € N gilt
k-(m+n)=k-m+k-n
(Distributivgesetz).

Beweis. Siehe Aufgabe 4.13. O

Summen und Produktzeichen

Esseien nun a;, i = 1,...,n, (n > 1) natiirliche Zahlen (das wird spéter eben-
so fiir reelle Zahlen oder Elemente in einem beliebigen Kérper verwendet).
Dann wird das Summen- und das Produktzeichen folgendermaflen definiert.

ai=ar+a+...+a, und [Ja;=ar-as-a,.

i=1 i=1
Dies sind geschlossene und einfach zu verstehende Ausdriicke. Formal korrek-
ter und auch beweistechnisch vorteilhaft ist es, diese Zeichen induktiv (oder
rekursiv) durch

n

n—1 n n—1
ai=0"a)+a, und [Ja; = (] ws)an
1 =1 i=1

1=1

1=

zu erklaren. Insbesondere sind fiir n € N die Vielfachen durch

na=>» a=(n—-1lja+ta=a+a+...+a

i=1

n—mal
und die Potenzen durch
n
a":Ha:a"_1~a:a-a~-~a
=1 n—mal

definiert. Dabei gelten die Konventionen 0a = 0 und a® = 1 (die erste liisst
sich auch iiber die Multiplikation begriinden, die zweite ist aber auch sinn-
voll). 3

DEFINITION 4.13. Zu einer natiirlichen Zahl n nennt man die Zahl

nl=nn-1)(n-2)---3-2-1=[] k
k=1
die Fakultdt von n (sprich n Fakultét).

3Bei einer Menge M mit einer Verkniipfung x setzt man fiir eine endliche Familie von
Elementen ay, ..., a, generell

*ia; = (ki ai) xan .

Das leere x-Produkt wird dabei als neutrales Element interpretiert, wenn es ein solches
gibt (es gibt maximal ein neutrales Element).
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Bei einer n-elementigen Menge M gibt es n! bijektive Abbildungen von M
nach M. Gleichbedeutend damit ist, dass es n! Moglichkeiten gibt, n Objekte
auf n Platze zu verteilen.

Gruppen

DEFINITION 4.14. Eine Menge GG mit einem ausgezeichneten Element e € G
und mit einer Verkniipfung

GxG— G, (g,h) — gOh,
heifit Gruppe, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind.

(1) Die Verkniipfung ist assoziativ, d.h. fiir alle f, g, h € G gilt
(fO9)Oh = [O(gOh).
(2) Das Element e ist ein neutrales Element, d.h. fir alle g € G gilt
gCVe =g =1¢€Qg.

(3) Zu jedem g € G gibt es ein inverses Element, d.h. es gibt ein h € G
mit

hQg = gOh =ce.

Man beachte, dass kein Kommutativitéitsgesetz vorausgesetzt wird, so dass
man die zweifachen Formulierungen in Teil (2) und (3) benétigt (eine Gruppe,
wo zusétzlich die Kommutativitéit gilt, heift kommutative Gruppe). Die Sym-
bole @ fiir die Verkniipfung und e fiir das neutrale Element sind willkiirlich
gewahlt, man konnte sie auch anders nennen. Es ist aber sinnvoll, bei der
abstrakten Einfiihrung eine Bezeichnung zu wéhlen, die intuitiv nicht vorbe-
lastet ist. Eine Bezeichnung wie - fiir die Verkniipfung und 1 fiir das neutrale
Element birgt die Gefahr, dass man sich zu Schliissen verleiten lasst, die von
der Multiplikation von Zahlen her vertraut sind, die aber eventuell fiir eine
beliebige Gruppe nicht gelten miissen.

Beispiele fiir Gruppen sind (Z,+,0)* (die wir in der nichsten Vorlesung
einfithren werden), dagegen ist Z mit der Multiplikation und ebensowenig
Z \ {0} keine Gruppe. Eine Gruppe ist niemals leer, da es ja ein neutrales
Element enthalten muss. Die Menge, die nur aus einem einzigen Element
besteht, ist mit der einzig darin moglichen Verkniipfung und dem einzig dar-
in moglichen neutralen Element eine Gruppe. Man spricht von der trivialen
Gruppe. Eine weitere Gruppe ist die zweielementige Menge

({_L 1}> * 1)

mit der von Z bekannten Multiplikation.

“Eine Gruppe wird hiufig in Tupelschreibweise in der Form (Gruppe, Operation, neu-
trales Element) geschrieben.
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In einer Gruppe ist zu einem Element x € G das Element y mit der Eigen-
schaft x oy = e = y oz (das es aufgrund der Gruppenaxiome geben muss)
eindeutig bestimmt. Wenn namlich y und 3" beide diese Eigenschaft besitzen,
so gilt
y=yoe=yo(zoy)=(yox)oy =eoy =y

Man beachte, dass in diesen Beweis die Bedingungen an y und 3’ nicht vollig
symmetrisch eingehen. Diese Eindeutigkeit erlaubt es, das zu einem Grup-
penelement = € G eindeutig bestimmte inverse Element als

.CL’_I

zu bezeichnen.

In der Mathematik geht es zu einem betréichtlichen Teil um die Lésung von
Gleichungen, und zwar um die Existenz von Losungen, die Berechnung von
Losungen und die Eindeutigkeit von Losungen. Bei einer Gruppe besitzen die
formulierbaren Einzelgleichungen eine eindeutige Losung. Insofern handelt es
sich bei einer Gruppe um eine besonders einfache mathematische Struktur.

LEMMA 4.15. Sei (G, e, #) eine Gruppe. Dann besitzen zu je zwei Gruppen-
elementen a,b € G die beiden Gleichungen

alxr =b und y#a = b

eindeutige Losungen x,y € G.

Beweis. Wir betrachten die linke Gleichung. Aus beidseitiger Multiplikation®
mit a~! (bzw. mit a) von links folgt, dass nur

r=a"'db
als Losung in Frage kommt. Wenn man dies einsetzt, so sieht man, dass es
sich in der Tat um eine Losung handelt. O

SHier wird das Gleichheitsprinzip angewendet: wenn 2 = v ist, so kann man beidseitig
eine beliebige Abbildung ¢ anwenden und erhilt eine neue Gleichung ¢(x) = ¢(y). Im
vorliegenden Fall ist die beidseitige Multiplikation mit einem festen Gruppenelement auch
eine Abbildung.



