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Mathematik 1

Vorlesung 22

Der Satz von Bolzano-Weierstraf3

Karl Weierstrafl (1815-1897)

SATZ 22.1. (Bolzano-Weierstraf) Es sei (z,)nen eine beschrinkte Folge von
reellen Zahlen. Dann besitzt die Folge eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Die Folge sei durch
ap < xp, < bo

beschréankt. Wir definieren zuerst induktiv eine Intervallhalbierung derart,
dass in den Intervallen unendlich viele Folgenglieder liegen. Das Startintervall
ist Iy = [ao, bo]. Sei das k-te Intervall I}, bereits konstruiert. Wir betrachten
die beiden Hélften

ak—i-bk ak—i-bk

| und | bl -

In mindestens einer der Hélften liegen unendlich viele Folgenglieder, und wir
wéhlen als Intervall I, eine Halfte mit unendlich vielen Gliedern. Da sich
bei diesem Verfahren die Intervalllingen mit jedem Schritt halbieren, liegt
eine Intervallschachtelung vor. Als Teilfolge wihlen wir nun ein beliebiges
Element

[a'kv

Ty, € I,
mit ni1 > ng. Dies ist moglich, da es in diesen Intervallen unendlich viele
Folgenglieder gibt. Diese Teilfolge konvergiert gegen die durch die Intervall-
schachtelung bestimmte Zahl x. Il



Kompaktheit

DEFINITION 22.2. Eine Teilmenge 7" C R™ heifit kompakt, wenn sie abge-
schlossen und beschrénkt ist.

SATZ 22.3. Ser T' C R™ eine Teilmenge. Dann ist T genau dann kompakt,
wenn jede Folge in T eine in T konvergente Teilfolge besitzt.

Beweis. Wenn T' nicht beschrankt ist, so gibt es zu jeder natiirlichen Zahl n €
N ein x,, € T mit d(z,,0) > n. Diese Folge kann keine konvergente Teilfolge
besitzen. Wenn T" nicht abgeschlossen ist, so gibt es nach Satz 19.16 eine Folge
(Zn)nen € T, die gegen ein x € R™, x & T, konvergiert. Jede Teilfolge davon
konvergiert ebenfalls gegen x, so dass es keine in T konvergente Teilfolge
geben kann.

Sei nun 7" abgeschlossen und beschrénkt, und sei eine Folge (x,,)nen € T vor-
gegeben. Fiir diese Folge ist insbesondere jede Komponentenfolge (i )nen
beschrankt. Wir betrachten die erste Komponente ¢ = 1. Nach dem Satz
von Bolzano-Weierstrass gibt es eine Teilfolge (7, )nen derart, dass die er-
ste Komponente dieser Folge konvergiert. Aus dieser Teilfolge wihlen wir
nun eine weitere Teilfolge derart, dass auch die zweite Komponentenfolge
konvergiert. Insgesamt erhilt man durch dieses Verfahren eine Teilfolge, wo
jede Komponentenfolge konvergiert. Nach Lemma 19.13 konvergiert dann die
gesamte Teilfolge in R™. Da T abgeschlossen ist, liegt nach Satz 19.16 der
Grenzwert in T O

SATZ 22.4. Sei T C R"™ eine kompakte Teilmenge und

f:Tr—R™
eine stetige Abbildung. Dann ist auch das Bild f(T) kompakt.
Beweis. Es sei (yn)nen € f(T) eine Folge, wobei wir y,, = f(z,) mit z,, € T
schreiben kénnen. Da 7" kompakt ist, gibt es nach Satz 22.3 eine konvergente
Teilfolge z,,,, i € N, die gegen ein x € T konvergiert. Aufgrund der Stetig-

keit konvergiert auch die Bildfolge vy,, = f(x,,) gegen f(z). Damit ist eine
konvergente Teilfolge gefunden und f(7") ist kompakt nach Satz 22.3. O

maxzsimo globale

maszimo lorale

minimao ocale

minimao globale
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DEFINITION 22.5. Sei M eine Menge und
f:M—R

eine Funktion. Man sagt, dass f in einem Punkt x € M das Maximum
annimmt, wenn
f(x) > f(2') fiir alle 2’ € M gilt,

und dass f das Minimum annimmt, wenn

f(z) < f(2') fiir alle 2’ € M gilt.

Die gemeinsame Bezeichnung fiir ein Maximum oder ein Minimum ist Fz-
tremum. In der vorstehenden Definition spricht man auch von globalem Ma-
ximum, da darin Bezug auf sdmtliche Elemente der Definitionsmenge ge-
nommen wird. Interessiert man sich nur fiir das Verhalten in einer offenen,
eventuell kleinen Umgebung, so gelangt man zum Begriff des lokalen Maxi-
mums.

Ein lokales, aber kein globales Maximum der Hohenfunktion
h:S? — R auf der Erdsphire S2.

DEFINITION 22.6. Sei (X, d) ein metrischer Raum und
f:X—R

eine Funktion. Man sagt, dass f in einem Punkt z € X ein lokales Maximum
besitzt, wenn es ein € > 0 gibt derart, dass fir alle 2’ € X mit d(z,2’) < €
die Abschétzung

fx) = f(2)
gilt. Man sagt, dass f in x € X ein lokales Minimum besitzt, wenn es ein
€ > 0 gibt derart, dass fiir alle 2’ € X mit d(z,2") < € die Abschétzung

fla) < f(a')

gilt.

SATZ 22.7. Sei T C R"™ eine nichtleere kompakte Teilmenge und sei
f:T—R
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eine stetige Funktion. Dann gibt es x € T mit
f(z) > f(2') fir alle 2’ € T.

D.h., dass die Funktion ihr Mazimum (und ihr Minimum) annimmt.

Beweis. Aufgrund von Satz 22.4 ist f(T) kompakt, also abgeschlossen und
beschrinkt. Insbesondere ist f(T) < M fiir eine reelle Zahl M. Wegen T # ()
besitzt f(T') wegen Satz 8.9 ein Supremum s in R, das wegen der Abgeschlos-
senheit zu f(7T') gehort, also das Maximum von f(7') ist. Daher gibt es auch
ein z € T mit f(x) =s. O

BEISPIEL 22.8. Wir gehen davon aus, dass die Temperatur stetig vom Ort
abhéngt, d.h. die Temperatur (zu einem bestimmten Zeitpunkt) ist eine ste-
tige Funktion

f:G—R,

wobei G C R? eine Teilmenge ist. Es hiingt dann von topologischen Eigen-
schaften des Gebietes, fiir das man sich interessiert, ab, ob es einen warmsten
(oder kiltesten) Punkt in G gibt. Bei G = R? (dem naiven unbeschrinkten
Weltall) muss es keinen warmsten Punkt geben, z. B. wenn es eine unendliche
Folge von zunehmend heifleren Sonnen gibt. Auf der Erdoberfliche gibt es
hingegen einen wiarmsten Punkt, da die Erdoberfiche kompakt ist. Das Glei-
che gilt fiir die gesamte Erdkugel einschlielich der Erdoberfliche. Fiir das
Erdinnere, also die Erdkugel ohne die Erdoberfliche, muss es keinen kéltesten
Punkt geben, da die Erde zum Rand hin zunehmend kélter werden konnte.

KOROLLAR 22.9. Sei P € K[X] ein Polynom. Dann gibt es ein w € K mit
| P(2) [=| P(w)]
fir alle z € K. D.h. das Minimum des Betrags eines Polynoms wird ange-
nommen.
Beweis. Es sei
P(2) = ap2" + ap12" '+ ... F a1z +ag
(mit a, # 0). Wir setzen
na+ |ag| +1

1)
|an|

a=max (|a;],i=0,...,n—1) und r := max (

Bei n = 0 ist die Aussage klar, sei also n > 1. Fiir z mit |z |> r gelten die
Abschétzungen

| P(2)]

v

n—1
|anz"| — ]Zaizﬂ
i=0

n—1
anll 2" = lail| 2
=0

Vv



n—1
> Jaullzl =Y alz P
1=0
> 2" (Janll 2| —na)
> |ao| +1
> |CLO‘.

Auf der kompakten Menge B(0,7) nimmt die stetige Funktion z —| P(2) |
nach Satz 22.7 ihr Minimum an, d.h. es gibt ein w € B(0,r) mit | P(z) |>]
P(w)]| fiir alle z € B(0,r). Wegen |ag |=| P(0)|>| P(w)| und der Uberlegung
fir z mit |z |> r ergibt sich, dass im Punkt w {iberhaupt das Minimum der
Funktion angenommen wird. U

Bei K = C besitzt das Minimum des Betrags eines nichtkonstanten Polynoms
stets den Wert 0 - dies ist der Inhalt des Fundamentalsatzes der Algebra, und
das vorstehende Lemma ist eine Vorstufe zu seinem Beweis.

Gleichmiflige Stetigkeit

Die Funktion
f Ry — Ry, x+—1/x,

ist stetig. In jedem Punkt z € R, gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 mit
f(U(x,0)) CU(f(z),€). Dabei hdngt das ¢ nicht nur von der Zielgenauigkeit
€, sondern auch von x ab. Je kleiner x wird, desto steiler wird der Funk-
tionsgraph und desto kleiner muss 0 gewihlt werden, damit das Bild der
d-Umgebung innerhalb der e-Umgebung von f(x) landet. Es gibt natiirlich
auch Funktionen, bei denen man zu jedem € ein 0 findet, dass fiir alle x die
Stetigkeitseigenschaft sichert.

DEFINITION 22.10. Es sei
f:L— M, x+— f(z),

eine Abbildung zwischen den metrischen Rdumen L und M. Dann heifit f
gleichmdfig stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein 9 > 0 gibt mit folgender
Eigenschaft: Fiir alle z, 2" € L mit d(z,2") < § ist d(f(x), f(2')) <e.

SATZ 22.11. Ser T' C R™ eine kompakte Teilmenge und set
f:r—M

eine stetige Abbildung in einen metrischen Raum M. Dann ist f gleichmdf$ig
stetig.

Beweis. Wir nehmen an, dass f nicht gleichméBig stetig ist. Dann gibt es
ein € > 0 derart, dass fiir kein § > 0 die Beziehung f(U(z,0)) C U(f(z),¢€)
fiir alle x € T erfiillt ist. Insbesondere gibt es also fiir jedes n € N, ein
Paar z,,y, € T mit d(x,,y,) < %, aber mit d(f(z,), f(yn)) > €. Wegen der
Kompaktheit gibt es aufgrund von Satz 22.3 eine Teilfolge (z,,)mens (dabei
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ist M C N unendlich) von (x,),en, die gegen ein x € T konvergiert. Die
entsprechende Teilfolge (¥, )men konvergiert ebenfalls gegen z. Wegen der
Stetigkeit konvergieren die beiden Bildfolgen (f(zm))menr und (f(Ym))men
gegen f(x). Dies ergibt aber einen Widerspruch, da d(f(z,), f(ym)) > € ist.

U
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