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Mathematik I

Vorlesung 15

Universelle Eigenschaft der Determinante

DEFINITION 15.1. Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum iiber einem
Korper K. Eine Abbildung

AV — K

heifit Determinantenfunktion, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt
sind.

(1) A ist multilinear.
(2) A ist alternierend.

LEMMA 15.2. Es sei K ein Kéorper und n € N,. Es sei
A Mat,(K) — K
eine Determinantenfunktion. Dann besitzt /\ folgende FEigenschaften.

(1) Wenn man eine Zeile von M mit s € K multipliziert, so dndert sich
A um den Faktor s.

(2) Wenn in M eine Nullzeile vorkommt, so ist A(M) = 0.

(3) Wenn man in M zwei Zeilen vertauscht, so dndert sich /N mit dem
Faktor —1.

(4) Wenn man zu einer Zeile ein skalares Vielfaches einer anderen Zeile
dazuaddiert, so dndert sich /\ nicht.
(5) Wenn A(E,) =1 ist, so ist fiir eine obere Dreiecksmatriz AN(M) =

A11G22° " *Qpp-
Beweis. (1) und (2) folgen direkt aus der Multilinearitat.  (3) folgt aus
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Zu (4) betrachten wir die Situation, wo zur s-ten Zeile das a-fache der r-ten
Zeile addiert wird, r < s. Aufgrund der schon bewiesenen Teile ist dann

Uy Uy Uy Uy Uy Uy
VANN I =Al|+A] ¢ | =A): |4al| ] = A

Vs + av, Vg av, Vg Uy Vg

(5). Wenn ein Diagonalelement null ist, so sei 7 = max{i|a; = 0}. Zu der
r-ten Zeile kann man durch Hinzuaddieren von geeigneten Vielfachen der
i-ten Zeilen, ¢ > r, erreichen, dass aus der r-ten Zeile eine Nullzeile wird,
ohne dass sich der Wert der Determinantenfunktion dndert. Nach (2) muss
dieser Wert dann null sein. Wenn kein Diagonalelement null ist, so kann man
durch wiederholte Skalierung erreichen, dass alle Diagonalelemente zu 1 wer-
den, und durch Zeilenadditionen kann man erreichen, dass die Einheitsmatrix
entsteht. Daher ist

A(M) = a11G22" " -annA(En) = G11029" - Gy
Ol

SATZ 15.3. Es sei K ein Korper und n € Ny. Dann gibt es genau eine
Determinantenfunktion
A : Mat,(K) = (K")" — K
mit
Aey, e9,...,6,) =1,



wobei e; die Standardvektoren sind, ndmlich die Determinante.

Beweis. Die Determinante besitzt aufgrund von Satz 14.11, Satz 14.12 und
Lemma 14.8 die angegebenen Eigenschaften.  Zur Eindeutigkeit. Zu jeder
Matrix M gibt es eine Folge von elementaren Zeilenumformungen derart,
dass das Ergebnis eine obere Dreicksmatrix ist. Dabei &ndert sich nach Lem-
ma 15.2 bei einer Vertauschung von Zeilen der Wert der Determinante mit
dem Faktor —1, bei der Umskalierung einer Zeile um den Skalierungsfaktor
und bei der Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile gar nicht. Daher ist
eine Determinantenfunktion durch die Werte auf einer oberen Dreiecksma-
trix bzw. nach Skalierung und Zeilenaddition sogar auf der Einheitsmatrix
festgelegt. O

Der Determinantenmultiplikationssatz

SATZ 15.4. Es sei K ein Korper und n € N,. Dann gilt fiir Matrizen
A, B € Mat, (K) die Bezichung

det (Ao B) =det A-det B

Beweis. Wir fixieren die Matrix B. Es sei zunéchst det B = 0. Dann sind die
Spalten von B linear abhéngig und damit sind auch die Spalten von Ao B
linear abhéngig, woraus det AB = 0 folgt. Sei nun B invertierbar. In diesem
Fall betrachten wir die wohldefinierte Abbildung

6 : Mat, (K) — K, A+ (det Ao B)(det B)™'.

Wir wollen zeigen, dass diese Abbildung gleich der Abbildung A +— det A ist,
indem wir die die Determinante charakterisierenden Eigenschaften nachwei-
sen und Satz 15.3 anwenden. Wenn z1, ..., z, die Zeilen von A sind, so ergibt
sich §(A), indem man auf die Zeilen Bz, ..., Bz, die Determinante anwen-
det und mit (det B)~! multipliziert. Daher folgt die Multilinearitit und die
alternierende Eigenschaft aus Aufgabe 14.10. Wenn man mit A = F), startet,
so ist Ao B = B und daher ist

§(E,) = (det B) - (det B)™* = 1.

Die Determinante der Transponierten

DEFINITION 15.5. Es sei K ein Korper und sei M = (a;;);; eine m x n-Matrix
iiber K. Dann nennt man die n x m-Matrix

Mt = (bW)U mit bij = aji

die transponierte Matrix zu M.
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Die transponierte Matrix entsteht also, indem man die Rollen von Zeilen und
Spalten vertauscht.

SATZ 15.6. Es sei K ein Korper und sei M eine m x n-Matriz iiber K. Dann
15t

det M = det M*.

Beweis. Wir fithren diese Aussage auf die entsprechenden Aussagen fiir Ele-
mentarmatrizen zuriick, wofiir sie direkt verifiziert werden kann, siehe Auf-
gabe 15.7. Es gibt Elementarmatrizen Ej, ..., F, derart, dass

D=E,; -BE\M

eine Diagonalmatrix ist oder aber eine Nullzeile besitzt. In jedem Fall ist
dann

D! = MtEf' . E;
bzw.
M= DHE) (B

Wenn D eine Nullzeile besitzt, so ist der Zeilenrang < n. Da dies ebenso fiir
den Spaltenrang gilt, ist det M* = 0. Wir kénnen also annehmen, dass D
eine Diagonalmatrix ist. Eine solche &ndert sich beim Transponieren nicht.
Da die Determinante von Elementarmatrizen sich beim Transponieren auch
nicht &ndern, gilt

det M* = det (D"(E)™*-(EH)™)
= det D'-det (EY) ™" det (E}) ™!
= det D-det E;'--det B!
= det E;{'---det B, -det D-
= det(E;'--E;'- D)
= det M.

g

KOROLLAR 15.7. (Entwicklung nach beliebiger Spalte und Zeile) Es sei K
ein Korper und sei M = (a;j);; eine nxn-Matriz dber K. Zui,j € {1,...,n}
sei M;; diejenige Matriz, die entsteht, wenn man in M die i-te Zeile und die
j-te Spalte wegldsst. Dann ist (bei n > 2 fiir jedes feste i bzw. j)

det M = Z(—l)”jalj det Mij = Z(—l)iﬂaij det Mij .
j=1 i=1

Beweis. Fiir j = 1 ist dies die rekursive Definition der Determinante. Daraus
folgt es fiir © = 1 aufgrund von Satz 15.6. Durch Spalten und Zeilenvertau-
schung folgt es daraus allgemein, siehe Aufgabe 15.10. U



Die Determinante von Endomorphismen

Es sei
p:V—V

eine lineare Abbildung eines Vektorraumes der Dimension n in sich. Dieser
wird (siehe Definition 13.4) durch eine Matrix M € Mat, (K) beschrieben.
Es liegt nahe, die Determinante dieser Matrix als Determinante der linearen
Abbildung zu nehmen, doch hat man hier das Problem der Wohldefiniertheit:
die lineare Abbildung wird bzgl. einer anderen Basis durch eine ,,vollig* ande-
re Matrix beschrieben. Allerdings besteht zwischen den zwei beschreibenden
Matrizen M und N und der Ubergangsmatrix B aufgrund von Korollar 13.11
die Beziehung

N =BMB™'.
Aufgrund des Determinantenmultiplikationssatzes ist daher
det N = det (BMB™') = (det B)(det M)(det B)™' = det M,

so dass die folgende Definition unabhiingig von der Wahl einer Basis ist.

DEFINITION 15.8. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p:V—V
eine lineare Abbildung, die bzgl. einer Basis durch die Matrix M beschrieben
werde. Dann nennt man

det ¢ :=det M

die Determinante der linearen Abbildung .

Adjungierte Matrix und Cramersche Regel

DEFINITION 15.9. Zu einer quadratischen Matrix M € Mat,,(K) heifit
AdJ M = (b”) mit bij = (—1)i+j det sz’,

wobei Mj; die Restmatrix zur j-ten Zeile und zur i-ten Spalte ist, die adjun-
gierte Matrix von M.

Achtung, bei der Definition der Eintrdge der adjungierten Matrix werden
Zeilen und Spalten vertauscht.

SATZ 15.10. Es sei K ein Korper und sei M eine n X n-Matrix tiber K.
Dann st

(Adj M)-M = M- (Adj M) = (det M)E,
Wenn M invertierbar ist, so ist

1
-1 = -Adj M .
det M ]
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Beweis. Sei M = (a;;);;. Die Koeffizienten der adjungierten Matrix seien
bik = (—1)i+k det Mk:i~
Die Koeffizienten des Produktes (Adj M) - M sind

n

Cij = Zbikzakj = Z(_l)i+kakj det My,;.
k=1

k=1

Bei j = ¢ ist dies det M, da es sich bei dieser Summe um die Entwicklung
der Determinante nach der j-ten Spalte handelt. Sei j # ¢ und es sei N die
Matrix, die aus M entsteht, wenn man in M die i-te Spalte durch die j-te
Spalte ersetzt. Wenn man N nach der i-ten Spalte entwickelt, so ist dies

0 =det N = Z(—l)ﬂ_kak]‘ det M]m = GCjj.
k=1

Also sind diese Koeffizienten null, und damit stimmt die erste Gleichung.
Die zweite Geichung ergibt sich ebenso, wobei man die Entwicklung der De-
terminante nach den verschiedenen Zeilen ausnutzen muss. O

SATZ 15.11. (Cramersche Regel) Es sei K ein Korper und

111 + a1 + ... + a1y =
(211 + Q929 + ...+ GopTy = (9
Am1ZT1 + AmaZ2 + ... + GnTp = C;m

ein inhomogenes lineares Gleichungssystem. Fs sei vorausgesetzt, dass die
beschreibende Matriz M = (a;j);; invertierbar sei. Dann erhdlt man die ein-
deutige Losung fiir x; durch

a1 -0 Aij—1 €1 Qig41 . QAip
det :
s — Qp1  **+ Qpj—1 Cn Qpj4+1 *°° Qnp
’ det M

Beweis. Fiir eine invertierbare Matrix M ergibt sich die Losung fiir das li-
neare Gleichungssystem Mz = ¢, indem man M ! anwendet, d.h. es ist x =
M~*c. Unter Verwendung von Satz 15.10 bedeutet dies © = 1= (Adj M)c.
Fiir die j-te Komponente bedeutet dies

n

1 k+j
v = (O (1) (det M) - ).

k=1

Der rechte Faktor ist dabei die Entwicklung der Determinante der Matrix im
Zahler nach der j-ten Spalte. O



Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

BEMERKUNG 15.12. Die Determinante kann auch auf eine andere Art ein-
gefiihrt werden, nédmlich iiber die sogenannte Leibniz-Formel. Diese lautet
fiir eine n x n-Matrix M = (a;;);;

det M = Z sgn(0)a15(1) " * Gno(n) -
O'ESn
Dabei wird iiber alle bijektiven Abbildungen (man spricht in diesem Zu-
sammenhang von Permutationen) von {1, ..., n} auf sich summiert. Zu einer
Permutation o ist das Signum (oder das Vorzeichen) sgn(o) € {1, —1} durch
I~ () —o(@)

sgn(o) = g

1<j

definiert.
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