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Mathematik I

Vorlesung 13

Invertierbare Matrizen

DEFINITION 13.1. Die n x n-Matrix

1 0 - --- 0
0 1 0 0
E,=: : - :
0 0 1 0
0 0 1

nennt man die Einheitsmatriz.

DEFINITION 13.2. Es sei K ein Korper und sei M eine n x n-Matrix iiber
K. Dann hei8t M invertierbar, wenn es eine weitere Matrix A € Mat,,(K)
gibt mit

AoM=FE,=MoA.

DEFINITION 13.3. Es sei K ein Korper. Zu einer invertierbaren Matrix M €
Mat,, (K) heifit die Matrix A € Mat,,(K) mit

AoM=FE,=MoA
die inverse Matriz von M. Man schreibt dafiir
M1,

Die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen wird mit
GL, (K)

bezeichnet. Diese Menge ist mit der Multiplikation von Matrizen, der n-ten
Einheitsmatrix als neutralem Element und der inversen Matrix, die eindeutig
bestimmt ist, eine Gruppe. Sie heifit die allgemeine lineare Gruppe.

Lineare Abbildungen und Matrizen

DEFINITION 13.4. Es sei K ein Korper und sei V' ein n-dimensionaler Vek-
torraum mit einer Basis v = vq,..., v, und sei W ein m-dimensionaler Vek-
torraum mit einer Basis to = wq, ..., w,.

Zu einer linearen Abbildung

p:V—W
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2
heifit die m x n-Matrix
M = Mg(@) = (aij)ij

wobei a;; die i-te Koordinate von ¢(v;) bzgl. der Basis w ist, die beschreibende
Matrix zu ¢ bzgl. der Basen.

Zu einer Matrix M = (a;;);; € Mat,,«,(K) heiBit die durch

m
Vj = E Qi W;
=1

geméf Satz 12.3 definierte lineare Abbildung P (M) die durch M festgelegte
lineare Abbildung.

SATZ 13.5. Es sei K ein Korper und sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum

mit einer Basis b = vy, ..., v, und set W ein m-dimensionaler Vektorraum
mit einer Basis o = wy, ..., W,,. Dann sind die in der Definition festgelegten
Zuordnungen

© — M (p) und M — @y (M)

nvers zueinander.

Beweis. Wir zeigen, dass die beiden Hintereinanderschaltungen die Identitét
ist. Wir starten mit einer Matrix M = (a;;);; und betrachten die Matrix

My (i (M)) -

Zwei Matrizen sind gleich, wenn fiir jedes Indexpaar (i, 7) die Eintrége iiber-
einstimmen. Es ist

(Mg (¢n(M)))ij = i— Koordinate von (%‘L(M))(v])

= ¢ — Koordinate von E @i jW;

i=1
= Q.

Sei nun ¢ eine lineare Abbildung, und betrachten wir

Pro(My () -

Diese zwei linearen Abbildungen stimmen iiberein, wenn man zeigen kann,
dass sie auf der Basis vy, ..., v, libereinstimmen. Es ist

m

(h(Ma(@))(v;) = > _(M())ij wi.

i=1

Dabei ist nach Definition der Koeffizient (M3 (¢));; die i-te Koordinate von
©(vj) bzgl. der Basis wy, ..., w,,. Damit ist diese Summe gleich ¢(v;). O



BEISPIEL 13.6. Eine lineare Abbildung
p: K" — K™

wird zumeist durch die Matrix M bzgl. den Standardbasen links und rechts
beschrieben. Das Ergebnis der Matrixmultiplikation

Y1 T1
=M
Ym Tn

ist dann direkt als Punkt in K™ interpretierbar. Die j-te Spalte von M ist
das Bild des j-ten Standardvektors e;.

LEMMA 13.7. Bei der Korrespondenz zwischen linearen Abbildungen und Ma-
trizen entsprechen sich die Hintereinanderschaltung von linearen Abbildun-
gen und die Matrizenmultiplikation. Damit ist folgendes gemeint: es seien
U, V. W Vektorriume iiber einem Korper K mit Basen

U=Up, ..., Up, O =V1,..., 0, Und 0 =Wi,..., Wy, .

FEs seien
Yv:U—Vundyp:V —W

lineare Abbildungen. Dann gilt fiir die beschreibenden Matrizen von ¥, ¢ und
der Hintereinanderschaltung @ o1 die Beziehung

My(p o) = (Mg(p)) o (My()).
Beweis. Wir betrachten die Abbildungskette
U-LvELw.
Bzgl. den Basen werde ¢ durch die n x p-Matrix B = (bj;);x und ¢ durch

die m x n-Matrix A = (a;;);; beschrieben. Die Hintereinanderschaltung ¢ o
wirkt auf einen Basisvektor uy folgendermaflen.

(o) (ur) = <P(¢n(uk))
= sﬂ(zbjkvj)

- Z biwe(v;)
= Z bjk(z oy
= D O aibp)w;

i=1 j=1
m

= E CirW;.

i=1
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Dabei sind diese Koeffizienten c;;, = 2?21 a;;b;, gerade die Eintrége in der
Produktmatrix Ao B. O

LEMMA 13.8. Es sei K ein Korper und es seien V. und W K -Vektorrdume
der Dimension n bzw. m. Es sei

p:V—W

eine lineare Abbildung, die bzgl. gewisser Basen durch die Matriz M € Mat,,x., (K)
beschrieben werde. Dann gelten folgende Figenschaften.

(1) ¢ ist genau dann injektiv, wenn die Spalten der Matriz linear un-
abhdngig sind.

(2) @ ist genau dann surjektiv, wenn die Spalten der Matriz ein Erzeu-
gendensystem von K™ bilden.

(3) Bei m = n ist ¢ genau dann bijektiv, wenn die Spalten der Matrix
eine Basis von K™ bilden, und dies ist genau dann der Fall, wenn
M invertierbar ist.

Beweis. Es seien v = vy,...,v, und tv = wy,...,w,, Basen von V bzw. W
und es seien sq,...,s, die Spalten von M.  (1). Die Abbildung ¢ hat die
Eigenschaft

Daher ist
o> av) =D a;O sywi) = > (O azsiws.
7=1 7j=1 =1 =1 j=1

Dies ist genau dann null, wenn 2?21 a;si; = 0 ist fiir alle 4, und dies ist
aquivalent zu Z?:l a;js; = 0. Dafiir gibt es ein nichttrivales (Losungs)Tupel
(ay,...,a,) genau dann, wenn die Spalten linear abhéngig sind und genau
dann, wenn ¢ nicht injektivist.  (2). Siehe Aufgabe 13.7.  (3). Sei n = m.
Die erste Aquivalenz folgt aus (1) und (2). Wenn ¢ bijektiv ist, so gibt es die
(lineare) Umkehrabbildung ¢! mit

woyp '=Idy und ¢ o =Idy .

Es sei M die Matrix zu ¢ und N die Matrix zu ¢~ *. Die Matrix zur Identitét
ist die Einheitsmatrix. Nach Lemma 13.7 ist daher

MoN=FE,=NoM.

Die Umkehrung wird &hnlich bewiesen. U



Basiswechsel

LEMMA 13.9. Es sei K ein Kiorper und V' ein K-Vektorraum der Dimension
n. Bs seiten 0 = vy, ..., 0, und U= uy,...,u, zwei Basen von V. Es sei

n
Uj = E cijui
i=1
mit den Koeffizienten ¢;; € K, die wir zur n x n-Matriz
U P .. ..
My = (cij)i;

zusammengfassen. Dann hat ein Vektor v, der bzgl. der Basis v die Koordi-

ai
naten | : | besitzt, bzgl. der Basis u die Koordinaten
Qn,
11 Ci2 ... C
by ay 11 Ci2 In ay
) o ) Co1 Co9 ... Copn
= M/ | - : : . :
bn an o S an
Ch1 Cn2 ... Cpn

Beweis. Dies folgt direkt aus

n n n n n
v= au = a (Y cgu) = ) (Y aics)u
j=1 j=1 =1 i=1 j=1
und der Definition der Matrizenmultiplikation. O

Man kann diese Aussage auch so auffassen: Zu den beiden Basen gehoren die
bijektiven linearen Abbildungen
Yo : K" —Vund ¢, : K" — V
(die jeweils die Standardvektoren auf die Basisvektoren schicken). Dann ist
(Yu) Fothy t K" — K"

ebenfalls eine bijektive lineare Abbildung, und diese wird bzgl. der Standard-
basis durch M beschrieben.

LEMMA 13.10. Es sei K ein Korper und es seien V' und W endlichdimen-
sionale K -Vektorrdume. Es seien v und u Basen von V' und vo und 3 Basen
von W. Es sei

p:V—W
eine lineare Abbildung, die bzgl. der Basen v und vo durch die Matriz My ()
beschrieben werde. Dann wird ¢ bzgl. den Basen w und 3 durch die Matriz

M o (Mg () o (M)~

beschrieben, wobei M und My die Ubergangsmatrizen sind, die die Basis-
wechsel von v nach u und von vo nach § beschreiben.
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Beweis. Die linearen Standardabbildungen K™ — V bzw. K™ — W zu den
Basen seien mit )y, ¥y, ¥w, 1; bezeichnet. Wenn man die beschreibende Ma-
trix als lineare Abbildung zwischen den Standardriaumen auffasst, so ergibt
sich die Beziehung

My (p) = ¢;1 oY ohy.
Damit ergibt sich

Mi(p) = Y7 opot
= Uy 0 (th 0 My(p) 0ty ") 0 thy
= (1! o) o Myy() o (¥, 0 1)
= (¢ othw) 0 My(p) o (U o thy) ™!
= Mo My(p)o (M)
U

KOROLLAR 13.11. Es sei K ein Kérper und es sei V' ein endlichdimensio-
naler K-Vektorraum. FEs sei

p:V—V

eine lineare Abbildung. Es seien v und u Basen von V. Dann besteht zwischen
den Matrizen, die die lineare Abbildung bzgl. v bzw. u (beidseitig) beschreiben,
die Beziehung

M;() = My o M () o (M)~
Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 13.10. U

Es ist ein wichtiger Aspekt, zu einer gegebenen linearen Abbildung eines
Vektorraumes in sich selbst eine Basis zu finden, bzgl. der die beschreibende
Matrix moglichst einfach wird. Dieses Problem ist dquivalent damit, zu einer
quadratischen Matrix M eine invertierbare Matrix A zu finden derart, dass
AM A~! moglichst einfach ist.

Elementarmatrizen

DEFINITION 13.12. Es sei K ein Korper und sei M eine m x n-Matrix iiber
K. Dann nennt man die folgenden Manipulationen an M elementare Zeile-
numformungen.

(1) Vertauschung von zwei Zeilen.
(2) Multiplikation einer Zeile mit s # 0.
(3) Addition des a-fachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Elementare Zeilenumformungen éndern nicht den Losungsraum von homo-
genen linearen Gleichungssystemen, wie in Lemma 10.22 gezeigt wurde.
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SATZ 13.13. Es sei K ein Korper und sei M eine m x n-Matriz tiber K.
Dann gibt es elementare Zeilenumformungen und eine (Neu- ) Nummerierung
der Spalten

.jla an-'wjn

und einr < n derart, dass in der entstandenen Matrixz die Spalten die Gestalt

buji
0
und
buji
Sj, = b’"éj’f fiirk >r
0

besitzen. Durch elementare Zeilenumformungen und zusdtzliche Spaltenver-
tauschungen kann man also eine Matrixz auf die Gestalt

diyp  * - % %
0 do
0 O dpy  * *
0 O 0 0 0
0 O 0 0 0

bringen.

Beweis. Dies beruht auf den gleichen Manipulationen wie beim Eliminati-
onsverfahren, siehe 10.23. O

DEFINITION 13.14. Es sei K ein Korper. Mit B;; bezeichnen wir diejenige
n x n-Matrix, die an der Stelle (4, j) den Wert 1 und sonst tiberall den Wert
null hat. Dann nennt man die folgenden Matrizen Elementarmatrizen.

(1) Vij = En — Bii — Bj; + Bij + Bji.

(2) Sk = E'n + (8 - 1)Bkk fiir s 7é 0.
(3) Aij(a) =E,+aB;; fiir i # j und a € K.
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Ausgeschrieben sehen diese Elementarmatrizen folgendermaflen aus.

Vi =

cocoo
Ll =
—_o oo

Sk(S) =

oo oo =
N w - .
_o oo O

I ... «a

AU(CL):
0 ... 1
0

cooc o
ol =
—o o oo

LEMMA 13.15. Es sei K ein Korper und M eine n X n-Matriz mit Eintrdgen

m K. Dann hat die Multiplikation mit den Elementarmatrizen von links mit
M folgende Wirkung.

(1) (Ajj(a)) o M = Addition des a-fachen der j-ten Zeile von M zur
1-ten Zeile.

(2) (Sk(s))) o M = Multiplikation der k-ten Zeile von M mit s.

(3) Vij o M = Vertauschen der i-ten und der j-ten Zeile von M.

Beweis. Siehe Aufgabe 13.8. O

VERFAHREN 13.16. Es sei M eine quadratische Matrix. Wie kann man ent-

scheiden, ob die Matrix invertierbar ist, und wie kann man die inverse Matrix
M~! finden?

Dazu legt man eine Tabelle an, wo in der linken Hélfte zundchst die Matrix
M steht und in der rechten Hilfte die Einheitsmatrix. Jetzt wendet man
auf beide Matrizen schrittweise die gleichen elementaren Zeilenumformungen
an. Dabei soll in der linken Hélfte die Ausgangsmatrix in die Einheitsmatrix
umgewandelt werden. Dies ist genau dann moglich, wenn diese Matrix in-
vertierbar ist. Wir behaupten, dass bei dieser Vorgehensweise in der rechten
Hilfte die Matrix M ! als Endmatrix entsteht. Dies beruht auf folgendem
Invarianzprinzip. Jede elementare Zeilenumformung kann als eine Matrizen-
multiplikation mit einer Elementarmatrix £ von links realisiert werden. Wenn
in der Tabelle

(My, Ms)



steht, so steht im néchsten Schritt
(EM,, EM,) .

Wenn man das inverse (das man noch nicht kennt, das es aber gibt unter der
Voraussetzung, dass die Matrix invertierbar ist) der linken Hélfte mit der
rechten Hélfte multipliziert, so ergibt sich

(EM) 'EMy = M{'E"'EM, = M; ' M.
D.h., dass sich dieser Ausdruck bei den Einzelschritten nicht dndert. Zu Be-

ginn ist dieser Ausdruck gleich M ~'E,,, daher muss zum Schluss fiir (E,, N)
gelten

E;lN = EN=N=M"1!
1 31
BeispieL 13.17. Wir wollen zur Matrix [4 1 2| geméB dem in 13.16
011
beschriebenen Verfahren die inverse Matrix M ~! bestimmen.
1 31 1 00
4 1 2 010
011 0 0 1
1 3 1 1 00
0 —11 -2 -4 10
0 1 1 0 01
1 3 1 1 00
0 1 1 0 01
0 —11 -2 -4 10
1 31 1 0 0
011 0 0 1
0 09 -4 1 11
1 31 1 0 0
01 1 0 0 1
4 1 11
1 0 -2 1 0 -3
01 1 0 0 1
4 1 11
1 00 = 2 =
9 9
010 Z -1 =2
0 0 1 —94 ? 191
9 9 9




