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Mathematik I

Vorlesung 12

Lineare Abbildungen

DEFINITION 12.1. Es sei K ein Korper und es seien V und W K-Vektorrau-
me. Eine Abbildung
p:V—W

heif3t lineare Abbildung, wenn die beiden folgenden Eigenschaften erfiillt sind.

(1) p(u+v) = @(u) + ¢(v) fir alle u,v € V.
(2) (Av) = Ap(v) fir alle A € K und v € V.

Die erste Eigenschaft nennt man dabei die Additivitit und die zweite Ei-
genschaft die Vertrdglichkeit mit Skalierung. Wenn man den Grundkorper
betonen mochte spricht man von K-Linearitédt. Lineare Abbildung heiflen
auch Homomorphismen von Vektorrdumen. Die Identitédt Idy : V' — V| die
Nullabbildung V' — 0 und die Inklusionen U C V' von Untervektorrdumen
sind die einfachsten Beispiele fiir lineare Abbildungen.

BEIsPIEL 12.2. Es sei K ein Korper und sei K™ der n-dimensionale Stan-
dardraum. Dann ist die i-te Projektion, also die Abbildung

n
K" — K, (ay, ..., i1, G5, Giy1, ., Qn) — a;,

eine K-lineare Abbildung. Dies folgt unmittelbar aus der komponentenweisen
Addition und Skalarmultiplikation auf dem Standardraum. Die i-te Projek-
tion heifft auch die i-te Koordinatenfunktion.

Die folgende Aussage bestéitigt erneut das Prinzip, dass in der linearen Al-
gebra (von endlichdimensionalen Vektorraumen) die Objekte durch endlich
viele Daten bestimmt sind.

SATZ 12.3. Es sei K ein Korper und es seien V. und W K -Vektorrdume. Es
seiv;, 1 € I, eine Basis von V und es seien w;, © € I, Elemente in W. Dann
gibt es genau eine lineare Abbildung
fv—Ww
mit
f(vi) = w; fir allei e I.

Beweis. Da f(v;) = w; sein soll und eine lineare Abbildung fiir jede Linear-
kombination die Eigenschaft

f(z a;v;) = Z a; f(vi)

el icl
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erfiillt, und jeder Vektor v € V sich als eine solche Linearkombination schrei-
ben ldsst, kann es maximal nur eine solche lineare Abbildung geben. ~ Wir
definieren nun umgekehrt eine Abbildung

f:v—w,

indem wir jeden Vektor v € V mit der gegebenen Basis als
v = Z a;v;
el
schreiben (wobei a; = 0 ist fiir fast alle i € I) und

f(v) =" amuw;

ansetzen. Da die Darstellung von v als eine solche Linearkombination eindeu-
tig ist, ist diese Abbildung wohldefiniert. Zur Linearitdt. Fiir zwei Vektoren
U= ,cra;v; und v = > o7 bv; gilt

flut+v) = F(Oaw) + (3 bivy))

i€l el

= f(Q_(ai +bi)v)

el

= > (ai+b:)f(v)

el

= S aif() + > bif(v)

el el

= fQ_aw) + fFQ_ bivi)

iel iel
= f(u)+ f(v).
Die Vertréglichkeit mit der skalaren Multiplikation ergibt sich dhnlich. [
LEMMA 12.4. Es sei K ein Korper und seien U, V,W K-Vektorrdume. Es
seten,
o:U—=Vundy:V —-W
lineare Abbildungen. Dann ist auch die Verkniipfung
Yop:U—W

eine lineare Abbildung.

Beweis. Siehe Aufgabe 12.6. 0

LEMMA 12.5. Es sei K ein Korper und es seien V und W zwei K -Vektorrdu-
me. Es set

p:V—W
eine lineare Abbildung. Dann gelten folgende Aussagen

(1) Fir einen Untervektorraum S C V ist auch das Bild ¢(S) ein Un-
terraum von W.

(2) Insbesondere ist das Bild bild ¢ = (V) der Abbildung ein Unter-
raum von W.
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(3) Fiir einen Unterraum T C W ist das Urbild ¢~ 1(T) ein Unterraum
von V.
(4) Insbesondere ist p='(0) ein Unterraum von V.

Beweis. Siehe Aufgabe 12.7. |

DEFINITION 12.6. Es sei K ein Korper und es seien V' und W zwei K-
Vektorrdume. Es sei

p:V—W
eine lineare Abbildung. Dann nennt man
kern ¢ = ¢71(0) = {v € V| p(v) = 0}

den Kern von .

Der Kern ist also nach der obigen Aussage ein Untervektorraum.

Wichtig ist das folgende Injektivitdtskriterium.

LEMMA 12.7. Es sei K ein Korper und es seien V und W zwei K -Vektorrdu-
me. Es set

p:V—W
eine lineare Abbildung. Dann ist ¢ injektiv genau dann, wenn kern ¢ = 0
15t.

Beweis. Wenn die Abbildung injektiv ist, so kann es neben 0 € V keinen
anderen Vektor v € V mit ¢(v) = 0 geben. Also ist ¢~1(0) = 0. Sei
umgekehrt kern ¢ = 0 und seien vy,vo € V gegeben mit p(v1) = ¢(vg).
Dann ist wegen der Linearitét

p(v1 — v2) = p(v1) — p(v2) =0.

Daher ist v; — vy € kern ¢ und damit vy = vs. O
SATZ 12.8. (Dimensionsformel)
Es sei K ein Korper und es seien V. und W zweir K-Vektorriume. Es sei

p:V—W
eine lineare Abbildung und V' sei endlichdimensional. Dann gilt

dim(V) = dim(kern ) + dim(bild ¢).
Beweis. Sei n = dim (V). Es sei U = kern ¢ C V der Kern der Abbildung
und s = dim(U) seine Dimension (s < n). Es sei
Uty .oy U

eine Basis von U. Aufgrund von Satz 11.15 gibt es Vektoren

Ulye ey Upg

derart, dass
ULy« yUsy V1ye ooy Un—s
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eine Basis von V' ist.Wir behaupten, dass

w; =), j=1,...,n—s,
eine Basis des Bildes ist. Es sei w € W ein Element des Bildes ¢(V'). Dann
gibt es ein v € V mit ¢(v) = w. Dieses v lasst sich mit der Basis als

S n—s
v = Z/\Zul —|— Zvjvj
i=1 j=1
schreiben. Dann ist

S n—s

O Xiwi + Y v5v5)
i1 =1

= D hip(w) + S’Yj@(vj)

i=1 j=1
n—s

= Z ViWjs
=1

so dass sich w als Linearkombination der w; schreiben ldsst.  Zum Beweis
der linearen Unabhéngigkeit der w;, j = 1,...,n—s, sei eine Darstellung der
Null gegeben,

w = ¢(v)
p

0="> ~uw.
j=1
Dann ist
o> vv) = > vv50(v;) =0.
j=1

j=1
Also gehort 32077 y;0; zum Kern der Abbildung und daher kann man

n—s n
Do = D it
j=1 i=1

schreiben. Da insgesamt eine Basis vorliegt, folgt daraus, dass alle Koeffizi-
enten null sein miissen, also sind insbesondere v; = 0. U

DEFINITION 12.9. Es sei K ein Koérper und es seien V und W zwei K-
Vektorrdume. Es sei

o V—W
eine lineare Abbildung und V sei endlichdimensional. Dann nennt man
rang ¢ = dim(bild ¢)
den Rang von ¢.
Die Dimensionsformel kann man auch als

dim (V) = dim(kern ¢) 4 rang ¢

ausdriicken.
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KOROLLAR 12.10. Es sei K ein Korper und es seien V und W K -Vektorriu-
me der gleichen Dimension n. Es sei

p:V—W
eine lineare Abbildung. Dann ist @ genau dann injektiv, wenn ¢ surjektiv

18t.

Beweis. Dies folgt aus Satz 12.8 und Lemma 12.7. U

Isomorphe Vektorrdume

DEFINITION 12.11. Es sei K ein Korper und es seien V und W K-Vektorrau-
me. Eine bijektive, lineare Abbildung

o V—W
heifit Isomorphismus.

DEFINITION 12.12. Es sei K ein Korper. Zwei K-Vektorrdume V und W
heiflen zsomorph, wenn es einen Isomorphismus von V nach W gibt.

LEMMA 12.13. Es sei K ein Korper und es seien V. und W zwei K- Vek-
torrdume. Es sei
p:V—W
eine bijektive lineare Abbildung. Dann ist auch die Umkehrabbildung
oW —V

linear.

Beweis. Siehe Aufgabe 12.12. O

SATZ 12.14. FEs sei K ein Korper und es seien V und W endlichdimensionale
K-Vektorriume. Dann sind V' und W zueinander isomorph genau dann,
wenn thre Dimension tbereinstimmt. Insbesondere ist ein n-dimensionaler
K-Vektorraum isomorph zum K™.

Beweis. Siehe Aufgabe 12.10. 0

BEMERKUNG 12.15. Eine Isomorphie zwischen einem n-dimensionalen Vek-
torraum V und dem Standardraum K™ ist im Wesentlichen dquivalent zur
Wahl einer Basis in V. Zu einer Basis

b=v1,...,0,
gehort die lineare Abbildung
o: K" —V, e — v,

die also den Standardraum in den Vektorraum abbildet, indem sie dem i-ten
Standardvektor den i-ten Basisvektor aus der gegebenen Basis zuordnet. Dies
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definiert nach Satz 12.3 eine eindeutige lineare Abbildung, die aufgrund von
Aufgabe 12.15 bijektiv ist. Es handelt sich dabei einfach um die Abbildung

n
(ay,...,a,) — Zaivi.
i=1

Die Umkehrabbildung

r=¢ 'V — K"
ist ebenfalls linear und heifit die zur Basis gehorende Koordinatenabbildung.
Die i-te Komponente davon, also die zusammengesetzte Abbildung

r,=piox;:V — K, vr— (go_l(v))i,

heifit i-te Koordinatenfunktion. Sie wird mit v} bezeichnet, und gibt zu einem
Vektor v € V' in der eindeutigen Darstellung

v = Xn: AiU;
i=1

die Koordinaten A; aus. Man beachte, dass die lineare Abbildung v} von der
gesamten Basis abhéngt, nicht nur von dem Vektor v;.
Wenn umgekehrt ein Isomorphismus

p: K" —V
gegeben ist, so sind die Bilder

wle),i=1,...,n,

eine Basis von V.

DEFINITION 12.16. Es sei K ein Korper und es seien V und W K-Vektorrau-
me. Dann nennt man

Homg (V,W) = {f : V — W|lineare Abbildung}
den Homomorphismenraum. Er wird versehen mit der Addition, die durch

(f +9)(v) = f(v) + g(v)
definiert wird, und der Skalarmultiplikation, die durch

(AN)(w) = A f(v)

definiert wird.

Mit diesen Operationen liegt ein Vektorraum vor, sieche Aufgabe 12.14.



Matrizenkalkiil
Eine lineare Abbildung
p: K" — K™
ist durch die Bilder ¢(e;), j = 1,...,n, der Standardvektoren eindeutig fest-
gelegt, und jedes ¢(e;) ist eine Linearkombination

ole;) = ae;
=1

und damit durch die Elemente a;; eindeutig festgelegt. Insgesamt ist also eine
solche lineare Abbildung durch mn Elemente a;;, 1 < i <m, 1 < j < n,
festgelegt. Eine solche Datenmenge fasst man als eine Matrix zusammen.

DEFINITION 12.17. Es sei K ein Kérper und I und J zwei Indexmengen.
Eine I x J- Matriz ist eine Abbildung

IXJ—>K, (Z,j)|—>&w

Bei I ={1,...,m}und J = {1,...,n} spricht man von einer m x n- Matriz.
In diesem Fall schreibt man eine Matrix zumeist tabellarisch als

ai ai2 Ce Q1n

a921 a929 ... Qop

aAmi1 Qm2 ... Omn

Wir beschréanken uns weitgehend auf den durchnummerierten Fall. Zu jeden
i € I heilt a;; , j € J, die i-te Zeile der Matrix, was man zumeist als einen
Zeilenvektor

(i1, Gig, - - -, Qi)
schreibt. Zu jedem j € J heifit a;; , ¢ € I, die j-te Spalte der Matrix, was
man zumeist als einen Spaltenvektor

schreibt. Die Elemente a;; heilen die Eintrdge der Matrix. Zu a;; heift ¢ der
Zeileninder und j der Spaltenindex des Eintrags. Man findet den Eintrag
a;j, indem man die i-te Zeile mit der j-ten Spalte kreuzt. Eine Matrix mit
m = n nennt man eine quadratische Matriz. Eine m x 1-Matrix ist einfach ein
Spaltenvektor der Lénge m, und eine 1 x n-Matrix ist einfach ein Zeilenvektor
der Lange m.

DEFINITION 12.18. Es sei K ein Korper und es sei A eine m x n-Matrix und
B eine n x p-Matrix. Dann ist das Matrizprodukt

AB
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diejenige m x p-Matrix, deren Eintrdge durch
Cik = Z aijbjp
j=1
gegeben sind.

Eine solche Matrizenmultiplikation ist also nur moéglich, wenn die Spalten-
anzahl der linken Matrix mit der Zeilenanzahl der rechten Matrix iiberein-
stimmt.

Als Merkregel kann man das Schema

(ZEILE) — ZS+ EP+IA+ LL+ ET

NS Ty

verwenden.

Insbesondere kann man eine m x n-Matrix A mit einem Spaltenvektor der
Lénge n (von rechts) multiplizieren, und erhélt dabei einen Spaltenvektor
der Lange m.

BEMERKUNG 12.19. Wenn man eine Matrix A = (a;;);; mit einem Spalten-

o
L2 e e . .
vektor x = | . | multipliziert, so erhélt man
Tn,
ail; @12 ... Gip T a1121 + @122 + ... + a1,Ty
asq Ago ... Q9pn ) 211 + a29%9 + ...+ A9, Ty,
Az=| . . . . |= :
m1 Am2 ... Gmp L Am1T1 + ApaXo + ...+ AmnTn

Damit lésst sich ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit dem Storvek-
C1

C2
tor | . | kurz schreiben als

Cm
Ax =c.
Die erlaubten Gleichungsumformungen durch Manipulation an den Zeilen,
die den Losungsraum nicht dndern, kénnen dann durch die entsprechenden
Zeilenumformungen in der Matrix ersetzt werden. Man muss dann die Varia-
blen nicht mitschleppen.



