Prof. Dr. H. Brenner Osnabriick WS 2009/2010

Mathematik 1
Arbeitsblatt 6

Aufwiarmaufgaben

AUFGABE 6.1. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass fiir jedes x € K
die Beziehung z? = xzz > 0 gilt.

AUFGABE 6.2. Beweise die folgenden Aussagen:

In einem angeordneten Korper gelten die folgenden Eigenschaften.

(1) 1 >0,
(2) Aus a > b und ¢ > 0 folgt ac > be,
(3) Aus a > b und ¢ < 0 folgt ac < be.

AUFGABE 6.3. Es sei K ein angeordneter Korper und x > 0. Zeige, dass
—x < 0 ist.

(Bemerkung: Diese Aussage kann man so verstehen, dass das Negative ei-
nes positiven Elementes negativ ist. Allerdings tritt dabei negativ in zwei
verschiedenen Bedeutungen auf!)

AUFGABE 6.4. Es sei K ein angeordneter Korper und x > y. Zeige, dass
dann —z < —y ist.

AUFGABE 6.5. Es sei K ein angeordneter Koérper und = > 0. Zeige, dass
auch das inverse Element ! positiv ist.

Man folgere daraus, dass die positiven Elemente in einem angeordneten
Korper bzgl. der Multiplikation eine Gruppe bilden.

AUFGABE 6.6. Es sei K ein angeordneter Korper und z > 1. Zeige, dass fiir
das inverse Element x71 < 1 gilt.

AUFGABE 6.7. Es sei K ein angeordneter Koérper und x > y > 0. Zeige, dass
fiir die inversen Elemente 27! < y~! gilt.
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AUFGABE 6.8. Zeige, dass der in Aufgabe 5.16 konstruierte Koérper K nicht
angeordnet werden kann.

AUFGABE 6.9. Es sei K ein Korper. Zeige, dass man jeder natiirlichen Zahl
n € N ein Korperelement ny zuordnen kann, so dass Ox das Nullelement in
K und 1k das Einselement in K ist und so dass

(n+1)g =ng+ 1g
gilt. Zeige, dass diese Zuordnung die Eigenschaften
(n+m)g =ng +mg und (nm)g = ng - mg
besitzt.

Erweitere diese Zuordnung auf die ganzen Zahlen Z und zeige, dass die an-
gefithrten strukturellen Eigenschaften dann ebenfalls gelten.

AUFGABE 6.10. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass die in Aufgabe
6.9 eingefithrte Abbildung

7 — K, n+— ng,

injektiv ist.

AUFGABE 6.11. Es sei K ein angeordneter Korper und es seien x < y Ele-
mente in K. Zeige, dass fiir das arithmetische Mittel x% die Beziehung

T+
$<7y<y

gilt.

AUFGABE 6.12. Es sei K ein angeordneter Korper. Es sei vorausgesetzt, dass
in K die (positiven) Elemente 8!/2 und 25'/% exisitieren. Welches ist groBer?

AUFGABE 6.13. Sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Zeige, dass die
halboffenen Intervalle

mn+l={zeK:z>nundz<n+1},neZ,

eine disjunkte Uberdeckung von K bilden.
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AUFGABE 6.14. Es sei K ein angeordneter Kérper. Man untersuche die Ab-
bildung
0: K — K, x+— ¢(x),

mit

min(z,z71) fir x > 0,

o) =10 firz =0,

max(z,z~1) fiir z < 0.
Moégliche Fragestellungen bzw. Stichpunkte sind
e [st die Abbildung injektiv, surjektiv?
e Was ist das Bild der Abbildung?
e Wie sehen die Urbilder aus?

e Was kann man iiber die Hintereinanderschaltungen (™ sagen?

e Was kann man {iber das Verhalten der Abbildung bzgl. der Addition und
der Multiplikation sagen, also zu ¢(z + y) und @(zy)?

e Gibt es einen Zusammenhang zum Betrag?

e Maximum und Minimum der Funktion, Stetigkeit, Differenzierbarkeit.
o Skizze.

e Asymptotisches Verhalten.

e Symmetrien.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 6.15. (3 Punkte)

Definiere auf der in 5.7 konstruierten Menge Q eine totale Ordnung, die Q
zu einem angeordneten Korper macht.

AUFGABE 6.16. (2 Punkte)
Betrachte die Menge

K={q+pV5:p,qeQ},

wobei v/5 zunéchst lediglich ein Symbol ist. Definiere eine Addition und eine

Multiplikation auf dieser Menge derart, dass \/52 = 5ist und dass K zu einem
Korper wird. Definiere eine Ordnung derart, dass K zu einem angeordneten
Korper wird und dass /5 positiv wird. Ist das Element 23 — 111/5 positiv
oder negativ?
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AUFGABE 6.17. (3 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper. Betrachte die in Aufgabe 6.9 konstruierte
injektive Zuordnung Z C K. Zeige, dass man diese Zuordnung zu einer Zu-
ordnung Q C K fortsetzen kann, und zwar derart, dass die Verkniipfungen
in Q mit den Verkniipfungen in K {ibereinstimmen.

AUFGABE 6.18. (2 Punkte)

Bestimme die kleinste reelle Zahl, fiir die die Bernoullische Ungleichung zum
Exponenten n = 3 gilt.

AUFGABE 6.19. (3 Punkte)

Es sei K ein Korper, bei dem eine Teilmenge P C K ausgezeichnet sei, die
den folgenden Bedingungen geniigt.

(1) Fiir x € K ist entweder x € P oder —z € P oder x = 0.
(2) Aus z,y € P folgt v +y € P.
(3) Aus z,y € P folgt v -y € P.

Zeige, dass mit der Festlegung
r > y genau dann, wenn x =y oder x —y € P

ein angeordneter Kérper entsteht.

AUFGABE 6.20. (3 Punkte)
Beweise die folgenden Eigenschaften fiir die Betragsfunktion
K — K, v —|z|,

in einem angeordneten Kérper (dabei seien x,y beliebige Elemente in K).

(1) |22 0.

(2) |z|= 0 genau dann, wenn = = 0 ist.

(3) |x|=]y| genau dann, wenn x = y oder x = —y ist.

(4) |y —z|=|z—yl.

(5) [zy|=[z|ly]

(6) Fiir x # 0 ist |z~ =]z | .

(7) Esist |z +y|<|z| + |y| (Dreiecksungleichung fiir den Betrag).

AUFGABE 6.21. (2 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper und seien x4, ..., z, € K Elemente. Zeige,

dass dann . .
1w <D |
i=1 i=1

gilt.



