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Mathematik I1

Vorlesung 55

Lineare Differentialgleichungssysteme

DEFINITION 55.1. Es sei I C R ein offenes reelles Intervall. Eine Differenti-
algleichung der Form

!/
v = Muv,
wobel
a1 a12 ... Qi
Q21 Q22 ... Q2q
M = . .
Ap1 Ap2 ... Qpp

eine Matrix ist, deren Eintrédge allesamt Funktionen
Q5 I — R, t— aij(t),

sind, heiflit homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung oder homoge-
nes lineares gewohnliches Differentialgleichungssystem.

Es handelt sich also um die Differentialgleichung zum Vektorfeld

(lll(t)l)l + ...+ aln(t)vn
f i IxXR" — R", (t,v) —> f(t,v) = (M(t))v = :
a1 (H)v1 + . oo+ app(t)v,

Dieses Vektorfeld ist zu jedem fixierten Zeitpunkt ¢ € I eine lineare Abbil-
dung

R" — R", v — M(t)v.
Ausgeschrieben liegt das Differentialgleichungssystem

Ui an(t)vl + ...+ aln(t)vn a1 (t) e aln(t) 1

vl a1 (H)v1 + . oo+ apn(t)v, an1(t) -+ apn(t) U,
Fiir lineare Differentialgleichungen gibt es wieder eine inhomogene Variante.

DEFINITION 55.2. Es sei I C R ein offenes reelles Intervall. Eine Differenti-
algleichung der Form

V' = Muv+z,
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wobei
a1 a2 ... QAip
91 A2 ... QAgp
M =
Ap1 Ap2 ... Qpp

eine Matrix ist, deren Eintrdge allesamt Funktionen
Q5 I — R, t—> aij(t),

sind und wobei

z1(t)

z2: I — R t— 2(t) = :

zn(t)

eine Abbildung ist, heifit inhomogene lineare gewdéhnliche Differentialglei-

chung oder inhomogenes lineares gewdohnliches Differentialgleichungssystem.
Die Abbildung z heifit dabei Stirabbildung.

Insgesamt liegt das Differentialgleichungssystem

’Ull au(t)vl + ...+ aln(t)vn + 21 (t)
v; B Ay (t)vy + . .. +:ann(t)vn + 2,(t)
an(t) s Qp (t) (%1 21 (t)
= : Ep : o+ :
an1(t) -+ apu(t) Un, Zn(t)

Vor.

Die explizite Losbarkeit eines solchen Systems héngt natiirlich von der Kom-
pliziertheit der beteiligten Funktionen a;; und z; ab. In der folgenden Si-
tuation kann man das System auf einzelne lineare Differentialgleichungen
zuriickfithren und dadurch 16sen.

LEMMA 55.3. Es sei I C R ein offenes Intervall und es liege eine inhomogene
lineare gewohnliche Differentialgleichung der Form

/

U1 aypy o o Qlp (%1 21
V2 0 axp - a V2 22
= . . . . . +
Un, 0O -+ 0 ap Un, Zn

mit stetigen Funktionen a;; :1 — R und z; : 1 — R und den Anfangsbedin-
gungen

vi(to) =w; R furi=1,...,n (to € I)
vor. Dann lasst sich diese Gleichung losen, indem man sukzessive unter Ver-
wendung der zuvor gefundenen Losungen die inhomogenen linearen gewdohn-
lichen Differentialgleichungen in einer Variablen, ndmlich

V), = Qi (B) 0y + 20(t) mit v, (to) = wy,,



fU;L,1 = Qp-1 n—l(t)vn—l + an—ln(t>vn(t) + Zn—l(t) mit Un—l(tO) = Wp-1,

!/

Up—o = An—2 n—Q(t)Un—Q + Gp—2 n—l(t)vn—l(t) + an—?n(t)vn—l(t) + Zp—2 (t)

mat Un_g(to) = Wnp—2,

vy = ay (t)vy + ar(t)va(t) + . .. + a1, (B) v, (8) + 21(t) mit vi(to) = wy

lost.
Beweis. Das ist trivial. O

Auch wenn man ein homogenes System 16sen méochte, so muss man in den
Einzelschritten inhomogene Differentialgleichungen 16sen.

Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Falls die Funktionen a;; alle konstant sind, so spricht man von einem /-
nearen Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten, welche im
Wesentlichen mit Mitteln der linearen Algebra gelost werden kénnen. Dazu
ist es sinnvoll, von vornherein auch komplexe Koeffizienten zuzulassen

DEFINITION 55.4. Eine Differentialgleichung der Form

v = Mv,
wobei
11 aiz ... Qin
M— a‘gl (1.22 ... Qop
Ap1 Ap2 ... Qpp

eine Matrix mit Eintrégen a;; € C ist, heiit homogene lineare gewdhnliche
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten oder homogenes lineares
gewohnliches Differentialgleichungssystem.

DEFINITION 55.5. Es sei I C R ein offenes Intervall. Eine Differentialglei-
chung der Form

V' =Muv+z,



wobel
a1 a12 ... Qip
21 Q22 ... Q2
M = . .
Ap1 Ap2 ... QGpp

eine Matrix mit Eintrdgen a,;; € C ist und
z: 1 —C"

eine Abbildung, heilt inhomogene lineare gewdhnliche Differentialgleichung
mit konstanten Koeffizienten oder inhomogenes lineares gewdéhnliches Diffe-
rentialgleichungssystem.

Die Storfunktion muss also nicht konstant sein.

Trigonalisierbare lineare Abbildungen

Um die Losungstheorie fiir Differentialgleichungssysteme mit konstanten Ko-
effizienten zu entwickeln, miissen wir iiber trigonalisierbare lineare Abbildun-
gen sprechen, einem wichtigen Kapitel der linearen Algebra, das zur Eigen-
raumtheorie gehort.

Eine Fahne setzt sich aus dem Fufipunkt, der Fahnenstange, dem Fahnentuch
und dem Raum, in dem das Tuch weht, zusammen.

DEFINITION 55.6. Es sei K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum der Dimension n = dim(V'). Dann heifit eine Kette von Unter-
vektorrdumen

O=VWwcVvic...cV,.,cCcV,=V
eine Fahne in V.
DEFINITION 55.7. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
p:V—V

eine lineare Abbildung. Dann heifit ein Untervektorraum U C V' p-invariant,
wenn

p(U)CcU
gilt.



DEFINITION 55.8. Sei V' ein Vektorraum der Dimension n und
f:v—Vv
eine lineare Abbildung. Eine Fahne
o=VWwcWc..cV,,CV,=V
heiit f-invariant, wenn f(V;) C V; ist fiir alle ¢ = 0,1,...,n — 1, n.

DEFINITION 55.9. Es sei K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum und

f:v—Vv
eine lineare Abbildung. Dann heifit f trigonalisierbar, wenn V' eine f-invarian-
te Fahne besitzt.

SATZ 55.10. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p:V—=V
eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) ¢ ist trigonalisierbar.

(2) Die Abbildung ¢ wird bzgl. einer geeigneten Basis durch eine obere
Dreiecksmatriz beschrieben.

(3) Das charakteristische Polynom x., zerfdllt in Linearfaktoren.

Wenn ¢ bzgl. einer Basis durch die Matriz M beschrieben wird, so gibt es
eine invertierbare Matriz B € Mat,«,(K) derart, dass BM B eine obere
Dreiecksmatrix ist.

Beweis. (1) = (2). Aufgrund des Basiserginzungssatzes gibt es eine Basis
v1,...,0U, von V mit
V;: <U1,...,’U¢>.
Da es sich dabei um eine ¢-invariante Fahne handelt, gilt
QO(UZ) = blﬂ)l + bgﬂ)g +...+ bmvz .

Bzgl. dieser Basis besitzt die beschreibende Matrix zu ¢ obere Dreiecksge-
stalt. (2) = (3). Das charakteristische Polynom von ¢ ist gleich dem cha-
rakteristischen Polynom y,;, wobei M eine beschreibende Matrix bzgl. einer
beliebigen Basis ist. Wir kénnen also eine obere Dreiecksmatrix nehmen, und
daher ist nach Lemma 14.8 das charakteristische Polynom das Produkt der
Linearfaktoren zu den Diagonaleintrigen. (3) = (1). Induktion nach n, fiir
n = 0 ist nichts zu zeigen. Sei nun n > 1 und sei die Aussage fiir alle Endo-
morphismen auf Vektorrdumen der Dimension < n schon bewiesen. Es sei \;
eine Nullstelle von P = x,. Dann gibt es nach Satz 17.8 einen Eigenvektor
vy € V zum Eigenwert \;. Es sei us, ..., u, eine Ergdnzung von v; zu einer
Basis von V. Wir setzen U = (us, ..., u,), dies ist ein (n — 1)-dimensionaler
Untervektorraum. Es ist

QD(UZ) = a;Vq + bQZ‘UQ —I— e —f- bmun .
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Durch die Festlegung
g(u;) = a;v €V

erhalten wir eine lineare Abbildung

g:U—1Y,
und durch die Festlegung

h(u;) = bigus + ... + bipuy,

erhalten wir eine lineare Abbildung

h:U—U.
Mit diesen Abbildungen gilt

p(u) = g(u) + h(u)

fiir u € U, da dies fiir die Basis gilt. In der Basis vy, us, ..., u, besitzt ¢ die
Gestalt

)\1 a9 PN Ay,
0 bay -+ by
o : .

Die Teilmatrix NV rechts unten ist dabei die beschreibende Matrix von h. Fiir
das charakteristische Polynom gilt die Beziehung

v = (X — A )xw

so dass nach Lemma 17.4 auch yny = x; in Linearfaktoren zerfillt. Wir
konnen also auf h :U — U die Induktionsvoraussetzung anwenden. D.h. es
gibt eine h-invariante Fahne

0=UycUyc...cU,oCcU,.1=U.

Damit definieren wir V;,y = Kvy; + U; fiir ¢ = 0,...,n — 1 und erhalten die
Fahne

o=VWwcWc..cV,,CV,=V.
Diese Fahne ist f-invariant. Dies ist fiir V) klar, da dies ein Eigenraum ist.
Ansonsten gilt fiir v € V; mit v = cv; + u mit u € U; die Beziehung

olcvy +u) = chvy + p(u) = chvy + g(u) + h(u) = (cA + a)vy + h(u),
und dies gehort zu V.

Der Zusatz ergibt sich wie folgt.Die trigonalisierbare Abbildung ¢ werde bzgl.
der Basis u durch die Matrix M beschrieben, und bzgl. der Basis v durch
die obere Dreiecksmatrix D. Dann gilt nach Korollar 13.11 die Beziehung
T = BM B!, wobei B den Basiswechsel beschreibt. O

KOROLLAR 55.11. Es sei M € Mat,x,(C) eine quadratische Matriz mit
komplexen Fintrigen. Dann ist M trigonalisierbar.
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Beweis. Dies folgt aus Satz 55.10 und dem Fundamentalsatz der Algebra.
O
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