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Mathematik I1
Vorlesung 54

Zur Eindeutigkeit der Losungen von Differentialgleichungen

SATZ 54.1. Es sei 'V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C R ein
offenes reelles Intervall, U C V' eine offene Menge und

fIxU—YV, (tv)— f(t,v),

ein stetiges Vektorfeld auf U, das lokal einer Lipschitz-Bedingung gentigt. Es
sei J C I offen und es seten

v, 09 —V
Losungen des Anfangswertproblems
v' = f(t,v) und v(ty) = w.

Dann ist v1 = vs.

Beweis. Wir betrachten die Menge
M ={t e Jlv(t) =vs(t)}.

Wegen ty € M ist diese Menge nicht leer. Zu jedem Punkt ¢ € I gibt es
nach Satz 53.4 eine offene Intervallumgebung ¢ € J', worauf es zu gegebener
Anfangsbedingung v(t) = vy genau eine Losung der Differentialgleichung
gibt. Wenn ¢ € M ist, so ist vy(t) = vo(f) und daher stimmen v; und v
in einer offenen Umgebung ¢ € J' mit der eindeutigen Losung und damit
untereinander iiberein. Also ist J' C M. Dies bedeutet, dass M eine offene
Teilmenge von J ist. Andererseits sind v; und v, stetig und daher ist nach
Aufgabe 54.1 die Menge M auch abgeschlossen in M. Da ein Intervall nach
Satz 21.2 zusammenhéngend ist, folgt M = J. ]

Das folgende Beispiel zeigt, dass ohne die Lipschitz-Bedingung die Lésung
eines Anfangswertproblems nicht eindeutig bestimmt ist.
BEISPIEL 54.2. Wir betrachten das Anfangswertproblem
v = 30*% mit v(0) = 0
zum zeitunabhéngigen Vektorfeld
iR — R, v—s 30% = 3V2.

Offensichtlich gibt es die stationédre Losung

h(t) =0,
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aber auch

g(t) = ¢’
ist eine Losung, wie man durch Nachrechnen sofort bestétigt. Aus diesen
beiden Lésungen kann man sich noch weitere Losungen basteln. Seien dazu
a < b reelle Zahlen. Dann ist auch

(t —a)® firt < a,
o(t) =<0 fiira <t <b,
(t —b)3 fiir t > b,
eine Losung. D.h. es gibt Losungen, bei denen das Teilchen beliebig lange (im
Zeitintervall von a nach b) ruht und danach (und davor) sich bewegt. Sobald

sich das Teilchen in einem Punkt # 0 befindet, ist der Bewegungsablauf lokal
eindeutig bestimmt.

BEMERKUNG 54.3. Zu einem stetigen Vektorfeld
fIxU—YV, (t,v) — f(t,v),
kann man sich fragen, ob es ein maximales Definitionsintervall J fiir die
Losung eines Anfangswertproblems
v = f(t,v) und v(tp) = w
gibt. Dies ist in der Tat der Falll Man kann nédmlich alle Teilmengen
J C I offen | ty € J, es gibt eine Losung v; auf J
betrachten. Wegen Satz 54.1 stimmen zwei Losungen v; und vy auf dem
Durchschnitt J N J’ {iberein, und liefern daher eine eindeutige Losung auf

der Vereinigung J U J’. Daher enthélt die Menge der Teilintervalle, auf denen
eine Losung definiert ist, ein maximales Teilintervall J.

Dieses Teilintervall kann kleiner als I sein. Die Grenzen des maximalen Teil-
intervalls, auf dem eine Losung definiert ist, heiflen auch Entweichzeiten.



Gradientenfelder

DEFINITION 54.4. Sei V ein euklidischer Vektorraum, U C V offen und
h:U—R
eine differenzierbare Funktion. Dann nennt man die Abbildung
U—V, P+ grad h(P),
das zugehorige Gradientenfeld.

il (a) (b) -

Ein Gradientfeld ist also ein zeitunabhéngiges Vektorfeld. Man spricht auch
von einem Potentialfeld, die Funktion A (manchmal —h) heit dann ein Po-
tential des Vektorfeldes. Wenn h zweimal stetig differenzierbar ist, so geniigt
nach Lemma 52.10 das zugehorige Gradientenfeld lokal einer Lipschitz-Bedin-
gung.

Die folgende Aussage zeigt, dass die Losungskurven der zugehérigen Differen-
tialgleichung senkrecht auf den Fasern von h liegen. Die Fasern beschreiben,
wo das Potential (oder die Hohenfunktion) konstant ist, die Losungen be-
schreiben den Weg des steilsten Abstiegs. Wenn h bspw. die Hohenfunktion
eines Gebirges ist, so gibt das Gradientenfeld in jedem Punkt den steilsten
Anstieg an und die Trajektorie einer Losungskurve beschreibt den Verlauf
eines Baches (wir behaupten nicht, dass die Bewegung eines Wassermolekiils
im Bach durch diese Differentialgleichung bestimmt ist, sondern lediglich,
dass der zuriickgelegte Weg, also das Bild der Kurve, mit dem Bild der
Losungskurve iibereinstimmt). Der Bach verlduft immer senkrecht zu den
Hoéhenlinien.

LEMMA 54.5. Sei V' ein euklidischer Vektorraum, U C V' offen,
h:U—R
eine differenzierbare Funktion und
U—V, P— f(P)=grad h(P),
das zugehorige Gradientenfeld. Es sei

p:J —U
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eine Losung der Differentialgleichung

v = f(v).
Dann steht ¢'(t) senkrecht auf dem Tangentialraum Ty, F der Faser F von
h durch @(t) fir alle t € J, fir die p(t) requldre Punkte von h sind.

Beweis. Sei P = ¢(t) ein reguldrer Punkt von h und sei v € TpF' ein Vektor
aus dem Tangentialraum. Dann gilt direkt

(v,'(1)) = (v, f(e(t)) = (v,grad h(P)) = (Dh)p(v) = 0.

BEISPIEL 54.6. Wir betrachten die Produktabbildung
h:R?* — R, (2,y) — xy.
Das zugehorige Gradientenfeld ist
R* — R?, (2,y) — f(2,y) = (y,2).

Die Fasern von h sind das Achsenkreuz (die Faser iiber 0) und die durch
xy = ¢ gegebenen Hyperbeln. Die Losungen der Differentialgleichung

1) _ (%2 _ (0 1\ [
P4 01 1 0) \2
sind von der Form

o(t) = (@1(t),2(t)) = (a cosh t +bsinh t,a sinh t + b cosh t)

mit beliebigen a,b € R, wie man direkt nachrechnet. Dabei ist ¢(0) = (a, b).
Fir a = b = 0 ist dies die stationdre Losung im Nullpunkt, in dem die
Produktabblidung nicht regulér ist. Bei a = b = 1 ist ¢(t) = (€', €'), das
Bild dieser Losung ist die obere Halbdiagonale (ohne den Nullpunkt), bei

a=0b= —11ist p(t) = (—e',—€"), das Bild dieser Losung ist die untere
Halbdiagonale, bei @ = 1 und b = —1 ist p(t) = (e7, —e™"), das Bild dieser
Losung ist die untere Héilfte der Nebendiagonalen, bei ¢ = —1 und b =

1ist p(t) = (—ete?), das Bild dieser Losung ist die obere Hilfte der
Nebendiagonalen. Ansonsten kann man die Losungskurven realisieren als

(a cosh t,a sinh t)

(Zum Zeitpunkt t = 0 befindet sich die Losung auf der x—Achse im Punkt
(a,0)), und als
(b sinh t,b cosh t)

(Zum Zeitpunkt ¢ = 0 befindet sich die Losung auf der y—Achse im Punkt
(0,b)). Die Losungen erfiillen die Gleichung z2(t) — y2(t) = a® bzw. x?(t) —
2 2

y (t) = b



Differentialgleichungen héherer Ordnung

Viele physikalische Bewegungsprozesse sind nicht (wie im Fall eines Lowen-
zahnfallschirmchens, siehe Vorlesung 37) dadurch determiniert, dass zu jedem
Zeit- und Ortspunkt die Bewegungsrichtung (also die gerichtete Geschwindig-
keit) vorgegeben wird, sondern dadurch, dass zu jedem Zeit- und Ortspunkt
eine Kraft auf ein Teilchen wirkt, die dieses beschleunigt. In diesem Fall kann
die Bewegung also nicht durch die erste Ableitung (Geschwindigkeit) model-
liert werden, sondern durch die zweite Ableitung (Beschleunigung). Typische
Beispiele hierzu sind die durch Gravitation oder Federkraft hervorgerufenen
Bewegungen.

Real Space Phasa Space
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DEFINITION 54.7. Es sei I C R ein offenes Intervall, U C R" offen und

g: I xU—R
eine Funktion. Dann nennt man den Ausdruck

y " =gty vy ")
eine Differentialgleichung der Ordnung n.
Unter einer Lisung einer Differentialgleichung héherer Ordnung versteht
man eine n-mal differenzierbare Funktion
y:J — R t— y(t)
(wobei J C I ein offenes Teilintervall ist) derart, dass
y ™M (t) = gt y(t),y' 1),y (1), ...,y (1))

fiir alle ¢ € J gilt.

Differentialgleichungen beliebiger Ordnung kénnen unter Inkaufnahme von
neuen Variablen auf ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung zuriick-
gefithrt werden.
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LEMMA 54.8. Es set I C R ein Intervall, U C R™ eine offene Menge und
g:IxU—R
eine Funktion. Dann ist die Differentialgleichung héherer Ordnung
v =gty "y Y)

tiber die Beziehung
(1)

Vi =Y
daquivalent zum Differentialgleichungssystem
Yo / U1
U1 V2
Un—2 Un—1
Un—1 g(tvv()vvh' e 7’U7L71)
Beweis. Wenn
y:J —R

eine Losung der Differentialgleichung héherer Ordnung

y™ = g(t,y, v,y YY)

ist, so sind alle Funktionen v; = y® fiir i = 0,...,n — 1 differenzierbar, und
es gilt v, = vy fiir i = 0,...,n — 2 nach Definition und
V() = ") ()
= ()
= g(ty(®),y' (1), y" (1), ...,y V(1)
= g(t,v(t),v1(t),va(t),...,vn_1(t)).

Wenn umgekehrt
v:J — R"
eine Losung des Differentialgleichungssystems zum Vektorfeld
f:IxU—R" (t,v9,...,00-1) — f(t,v0,...,Vn_1))

= (Ula B 7vn—1ag(t77}07 U1y .. >Un—1))
ist, so ergibt sich sukzessive aus den ersten n — 1 Gleichungen, dass y = vy
n-mal differenzierbar ist, und die letzte Gleichung des Differentialgleichungs-
systems besagt gerade

y () = g(ty(), y'(t),y"(t), ...,y (1)) .
0

Mit dieser Umformung ist auch klar, wie sinnvolle Anfangsbedingungen fiir
eine Differentialgleichung hoherer Ordnung aussehen. Man muss nicht nur
einen Startwert y(ty) = wy, sondern auch die htheren Ableitungen y'(ty) =
wi, Yy (to) = wsy, usw. festlegen.
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