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Mathematik 11

Vorlesung 51

Der Satz iiber implizite Abbildungen

Die Kiistenlinie ist die Nullfaser der Hohenabbildung. In den reguldren Punk-
ten der Kiiste kann man eine Tangente anlegen und die Kiiste lokal als Graph
einer Funktion beschreiben. Ein singuldrer Punkt einer Kiiste ergibt sich
bspw. bei einer Meereserhebung, die genau in einem Punkt an die Wassero-
berflache sto3t, oder einem Sattelpunkt zwischen ,zwei“ Inseln, der sich auf
Meeresniveau befindet.!

DEFINITION 51.1. Zu einer Abbildung
po:L—M
zwischen zwei Mengen L und M heifit zu y € M die Menge

Fy=A{z € L{o(z) =y}

die Faser von ¢ iiber y.

Die Faser zu einem Punkt ist also einfach das Urbild ¢~ *({y}) von m. Zu
einem Punkt P € L nennt man ¢ die Faser iiber ¢(P) auch die Faser durch
P. Bei M = R sagt man statt Fasern auch Niweaumengen oder, insbesondere
bei L = R?, auch Héhenlinien.

Dass man solche singuliren Punkte in der Natur nur selten antrifft, liegt daran, dass
das Hohenprofil der Erde nur endlich viele kritische Punkte und damit nur endlich viele
Gipfel und Sattelpunkte besitzt. Es ist daher unwahrscheinlich, dass der Meeresspiegel
genau auf der Hohe eines solchen kritischen Punktes liegt. Wenn man aber Ebbe und Flut
betrachtet, so werden solche Punkte immer wieder durchlaufen
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BEISPIEL 51.2. Essei f :R — R,  — f(x), eine Funktion in einer Variablen.
Dazu kann man die Funktion in zwei Variablen,

2 :R2 —>Ra (Iay) }—>y_f(x)a
betrachten. Die Fasern tiber ¢ € R sind durch

Fo={(z,y) e R’y = f(x) + ¢}

charakterisiert. D.h. die Faser iiber c¢ ist einfach der Graph der durch z —
f(z) + ¢ definierten Funktion. Alle Fasern gehen durch eine Verschiebung
ineinander {iber, sie sind parallel zueinander. Die Punkte einer jeden Faser
stehen in Bijektion mit der a-Geraden, indem némlich z auf (z, f(z) + ¢)
abgebildet wird.

Der Satz tiber implizite Abbildungen wird zeigen, dass unter gewissen Dif-
ferenzierbarkeitsvoraussetzungen die Fasern einer Abbildung sich lokal als
Graphen von Abbildungen realisieren lassen.

Eine Abbildung ¢ : R™ — R™ mit

o(T1, ..., Tp)
(p1(x1, s xn), s om(T1, -, Th))
= (yla"'aym)

fithrt unmittelbar zu einem Gleichungssystem

Y1 =01(x1, . Tn)s e Ym = (T, X))

Die Losungsmenge eines solchen Gleichungssystems ist gerade die Faser iiber
v = (Y1, --,Ym). Man kann sich fragen, wie zu gegebenem y = (y1,...,Ym)
die Losungsmenge aussieht, welche Struktur sie hat und wie sie sich mit y
verandert. Das ,,grobe Muster® zeigt sich schon deutlich bei einem linearen
Gleichungssystem in n Variablen und m Gleichungen. Dort sind bei n >
m, und wenn die Gleichungen linear unabhéngig sind, die Losungsmengen
(n — k)-dimensionale affine Untervektorrdume des R™. Insbesondere sind alle
Losungsmengen gleich und besitzen die gleiche Dimension.

Das Bestimmen der Losungsmengen ist im Allgemeinen sehr viel schwieriger
als im linearen Fall und auch gar nicht effektiv durchfithrbar. Dennoch ver-
mittelt die lineare Approximation durch das total Differential den richtigen
Ansatz fiir das Studium allgemeiner Fasern. Eine reichhaltige Strukturaus-
sage iiber die Gestalt der Faser in einem Punkt P ist nur dann zu erwarten,
wenn das totale Differential in P surjektiv ist. In diesem Fall ist der Kern des
totalen Differentials, also die Losungsmenge des durch diese lineare Abbil-
dung gegebenen linearen Gleichungssystems, tangential an die Faser durch
P, und man kann auf hinreichend kleinen offenen Mengen eine Bijektion
zwischen dem Kern und der Faser stiften.



Der Querschnitt eines Achats. Die chemische Zusammensetzung variiert mit
dem Ort und damit variiert auch die Frequenz des reflektierten Lichts, also
die optische Erscheinung, mit dem Ort. Man sieht also die (verdickten) Fasern
der Lichtabbildung.

SATZ 51.3. Sei G C R™ offen und sei

v:G— R™
eine stetig differenzierbare Abbildung. Es sei P € G und es sei Z = o~ (¢(P))
die Faser durch P. Das totale Differential (Dp)p sei surjektiv. Dann gibt es
eine offene Menge P € W, W C G, eine offene Menge V- C R™™™ und eine
stetig differenzierbare Abbildung

vV —W
derart, dass (V) C ZNW ist und ¢ eine Bijektion

vV —ZNW

induziert. Die Abbildung 1 ist in jedem Punkt () € V requldr und fir das
totale Differential von v gilt

(Dp)y@) © (DY)g = 0.

Beweis. Es sei K C R™ der Kern des totalen Differentials (Dy),. Auf-
grund der vorausgesetzten Surjektivitdt und der Dimensionsformel ist dies
ein (n—m)-dimensionaler Untervektorraum von R™. Durch einen Basiswech-
sel konnen wir annehmen, dass K von den ersten n — m Standardvektoren

€1y, En_m erzeugt ist (Der Unterraum (e, 11, .- .,€,) wird dann bijektiv
auf R™ abgebildet). Es sei
p:R" —R"™ =K, (x1,...,2,) — (T1,. .., Tn—m)

die lineare Projektion auf K und es sei
pXp:G— R"™xR™

(1, @) = (X1, oo Ty 01(T1, o)y ey O (T, e )

die zusammengesetzte Abbildung. Diese ist selbst stetig differenzierbar und
das totale Differential davon im Punkt a = (a4, ..., a,) ist bijektiv, so dass
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wir darauf den Satz iiber die Umkehrabbildung anwenden konnen. Es gibt
also offene Umgebungen a € Uy, U; C G, und (a, p(a)) € Uy, Uy C R"™™ X
R™, derart, dass die induzierte Abbildung

(px ©)|v, : Uy — Uy

bijektiv ist mit stetig differenzierbarer Umkehrabbildung. Fiir die offene Men-
ge U, gibt es offene Mengen

(a1,...,0p—m) €V CR"™ und p(a) = (by,...,b,) € V' CR"

mit V x V' C U,. Wir kénnen den Diffeomorphismus (p X ¢)|y, auf das
(offene) Urbild W von V x V' einschrénken. Wir betrachten das kommutative
Diagramm
G — R"™xR™
N\ I
Rm
bzw. die Einschrénkung davon

W — VxV
N\ 1
VI

Die Faser iiber b = ¢(a) ist V' x {(b1,...,bn)}. Diese Menge steht iiber die
horizontale Abbildung p x ¢ in Bijektion mit der Faser von ¢ iiber b, also
mit Z N W. Wir betrachten nun die Abbildung

VoV =W, (21, Te) — (P X @) @1, Ty, b1y ooy b)),
Es ist
(1, Tam)) = PP X @) @1, Ty by b))
— (bly"-abm)y

so dass das Bild von 1 in der Tat in Z N W landet. Die Injektivitdt von v
ist klar. Sei nun (z1,...,2,) € ZNW. Dann ist ¢(x1,...,2,) = (b1,...,bn)
und daher ist

(px @) (x1,. . xy) = (T1,- o, Ty D1y - -5 o)
Also ist
V(T Tpem) = (T4, .., Tp)
im Bild von . Die Abbildung
vV —W

ist nach Konstruktion differenzierbar und das totale Differential ist in jedem
Punkt @ € V injektiv, da 1 die Hintereinanderschaltung einer affin-linearen
Injektion und eines Diffeomorphismus ist. Da ¢ (V') in der Faser von ¢ iiber b
liegt, ist w01 = b konstant. Nach der Kettenregel ist (Dy)y ) o (D) = 0.

OJ
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BEMERKUNG 51.4. Den Satz iiber implizite Abbildungen kann man auch
so formulieren: es seien V und W endlichdimensionale reelle Vektorraume,
G C V offen und es sei ¢ : G — W eine stetig differenzierbare Abbildung. Es
sei a € G ein Punkt, in dem das totale Differential (Dy), surjektiv sei, und es
sei V' = E| @ Es eine direkte Summenzerlegung von V' in Untervektorrdume
E; und Ey (mit a = (aq,a9)) derart, dass Ey = kern (Dy), und (Dg),|Eg,
surjektiv ist (dadurch ist E7, aber nicht Es eindeutig festgelegt). Dann gibt
es offene Mengen a; € Uy C E; und ay € Uy € Ey mit U; x Uy C G und
einen Diffeomorphismus
0 IUl — U2
derart, dass der Graph von 6, also
['={(z,0(x))|x €U},
mit der Faser iiber b = ¢(a), geschnitten mit U; x Us, also
{(z,v) € Up x Ua| p(,v) = b},

iibereinstimmt. Sind auf E; und FE, jeweils Basen fixiert mit Koordinaten
(1, ..., Tp_m) bzw. (v1,...,vy) (n und m seien die Dimensionen von V' und
W), so wird lokal die Faser durch den Graph von m Funktionen 6,,...,60,,
in den n —m Variablen (z1,...,%, ) gegeben. Die Faser ist dann nach den
Variablen (vq,...,v,) ,aufgelost”, d.h. diese Koordinaten lassen sich unter
der impliziten Bedingung, dass die Punkte zur Faser gehoren sollen, explizit
durch die anderen, frei wéhlbaren Koordinaten (xy, ..., x,_,,) ausdriicken.

DEFINITION 51.5. Seien V und W endlichdimensionale reelle Vektorraume,
sei G C V offen und sei

po:G— W

eine stetig differenzierbare Abbildung. Es sei P € G ein Punkt, in dem das
totale Differential (Dg)p surjektiv sei, und sei Y die Faser von ¢ durch P.
Dann nennt man

TpY := P +kern (Dy)p = {P + v| (Dy)p(v) = 0}

den Tangentialraum an die Faser Y in P.

Der Tangentialraum ist kein Untervektorraum von V', da er nicht durch den
Nullpunkt verlaufen muss, er ist aber die Verschiebung eines Untervektor-
raums. Solche Rdume nennt man affin-lineare Unterrdume. Sie besitzen eine
sinnvoll definierte Dimension, ndmlich die Dimension des zugehoérigen Vektor-
raumes. Der Tangentialraum an einem reguléren Punkt zu einer Abbildung
¢ :R"™ — R™ besitzt die Dimension n — m. Der Satz iiber implizite Abbil-
dungen besagt, dass eine offene Teilmenge des Tangentialraumes an P sich
bijektiv und differenzierbar auf eine offene Umgebung von P auf der Faser
abbilden ldsst. Der Tangentialraum ist also eine lineare Approximation der
Faser.
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BEISPIEL 51.6. Wir betrachten die differenzierbare Funktion
T

¢ :Rx (R\{0}) — R, (z,y) l—>§

Die Jacobi-Matrix dieser Funktion ist
1 =z
<_7 __2) )
y oy
so dass die Funktion in jedem Punkt regulér ist und Satz 51.3 anwendbar ist.
In diesem Fall kann man die Fasern auch direkt bestimmen. Die Bedingung

T
— =_C
Yy

mit ¢ € R fithrt auf
x=cy,

so dass die Fasern der Abbildung die punktierten Geraden (d.h. ein Punkt
ist rausgenommen) durch den Nullpunkt sind (auBer der z-Achse, auf der
die Abbildung nicht definiert ist). Damit hat man explizit eine Auflosung
der Faser nach z gegeben. Dass die Fasern unter dieser Divisionsabbildung
(punktierte) Geraden sind ist ein Ausdruck davon, dass man Briiche erweitern
kann, ohne ihren Wert zu dndern.

Der Tangentialraum in P = (z,y) wird nach der Definition durch den Kern
der Jacobi-Matrix gegeben, und dieser wird durch den Vektor (x,y) selbst
aufgespannt. Der Tangentialraum an P ist hier also die Gerade, die durch P
und den Nullpunkt definiert ist, und stimmt (bis auf den Nullpunkt) mit der
Faser iiberein.
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