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Mathematik 11

Vorlesung 48

Die Taylor-Formel

SATZ 48.1. Sei G C R"™ offen,
f:G—R

eine k-mal stetig differenzierbare Funktion, P € G ein Punkt und ¢ > 0
derart, dass U(P,€) C G ist. Dann gilt fir alle v € U(P,¢€) die Beziehung
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Beweis. Nach Satz 47.5 gibt es zu jedem v € U(0,€) ein (von v abhéngiges)
c € 10,1] mit
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Die rechte Summe ist also die Abweichungsfunktion R;, die wir abschétzen
miissen. Wegen
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Da nach Voraussetzung die k-ten Richtungsableitungen stetig sind, existiert
fiir jede einzelne Funktion D" f(P + cv) — D" f(P) der Limes fiir v — 0 und
ist gleich 0. Daher gilt dies auch fiir die Summe rechts und damit auch fiir
den Ausdruck links. O

Hinreichende Kriterien fiir lokale Extrema

Wir kommen jetzt zu hinreichenden Kriterien fiir die Existenz von lokalen
Extrema einer Funktion

f:G—R,
die auf Eigenschaften der zweiten Richtungsableitungen, genauer der Hesse-
Form, beruhen und die entsprechenden Kriterien in einer Variablen verallge-

meinern. Zunéchst brauchen wir ein Lemma, das beschreibt, wie die Defini-
theit der Hesse-Form vom Punkt abhéngt.

LEMMA 48.2. Sei V' ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum, G C V'
eine offene Teilmenge und

f:G—R
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. FEs sei P € G ein Punkt, in
dem die Hesse-Form Hessp f positiv (negativ) definit sei. Dann gibt es eine
offene Umgebung U, P € U C G, derart, dass die Hesse-Form Hessg f in
jedem Punkt Q € U positiv (negativ) definit ist.

Beweis. Sei vq,...,v, eine Basis von V, und sei G(Q) die Gramsche Ma-
trix zur Hesse-Form Hessg f im Punkt () € G bzgl. dieser Basis. Aufgrund
der Differenzierbarkeitsvoraussetzungen hingt G(Q) stetig von @) ab. Daher
héngen auch die Determinanten der quadratischen Untermatrizen von G(Q)
stetig von () ab. Die Determinanten

Dy (P) = det (G(P)ij)i<ij<k)

sind alle von 0 verschieden. Daher gibt es eine offene Umgebung U, P € U C
G, derart, dass fiir alle ) € U die Determinanten

Dy(Q) = det ((G(Q)ij)1<ij<k)

das gleiche Vorzeichen haben wie Dy (P). Da diese Vorzeichen nach Korollar
47.2 iiber die Definitheit entscheiden, folgt die Behauptung. U

SATZ 48.3. Sei V' ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum, G C'V eine
offene Teilmenge und

f:G—R
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Es sei P € G mit (Df)p = 0.
Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Wenn Hessp f negativ definit ist, so besitzt f ein isoliertes lokales
Mazimum in P.
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(2) Wenn Hessp f positiv definit ist, so besitzt f ein isoliertes lokales
Minimum in P.

(3) Wenn Hessp [ indefinit ist, so besitzt f in P weder ein Minimum
noch ein Mazimum.

Beweis. (1). Aufgrund von Lemma 48.2 gibt es ein 6 > 0 derart, dass die
Hesse-Form Hess f negativ definit ist fiir alle ) € U(P, ). Fiir alle Vektoren
veV,velU(0,0), gibt es nach Satz 47.5 ein ¢ = ¢(v) € [0, 1] mit

f(P+wv) = f(P)‘l'ITZ:Q%DTf(P—l—cv)-UT = f(P)+%HessP+Cv f(v,v).

Da die Hesse-Form rechts negativ definit ist, steht rechts fiir v # 0 eine
Zahl, die echt kleiner als f(P) ist. Daher liegt ein isoliertes lokales Maxi-
mum vor. (2) wird wie (1) bewiesen oder durch betrachten von —f darauf
zuriickgefiihrt. (3). Sei Hessp f indefinit. Dann gibt es Vektoren v und w mit

Hessp f(v,v) > 0 und Hessp f(w,w) <0.

Wegen der stetigen Abhéngigkeit der Hesse-Form gelten diese Abschétzungen
auch fir Hessg f fiir Q aus einer offenen Umgebung von P (mit den gleichen
Vektoren v und w). Wir kénnen durch Skalierung von v und w annehmen,
dass P+ v und P + w zu dieser Umgebung gehoren. Wie im Beweis zu Teil
(1) gilt daher (v und w sind nicht 0)

F(P+v) = J(P)+ 5 Hesspr f(v,0) > f(P)
und
F(Pw) = f(P) + 5 Hosspran flw,w) < f(P)
mit ¢,d € [0, 1]. Also kann in P kein Extremum vorliegen. O
BEISPIEL 48.4. Wir betrachten die Funktion
f:R* — R, (z,y) — x + 32% — 22y — > + 1>

Die partiellen Ableitungen sind

0 0
—f: 1+ 6x — 2y und —f:—2x—2y+3y2.
ox Jy
Zur Berechnung der kritischen Punkte dieser Funktion eliminieren wir  und
erhalten die Bedingung

9y — 8y +1 =0,
die zu

+v7

fithrt. Die kritischen Punkte sind also
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Die Hesse-Form ist in einem Punkt @ = (x,y) gleich

6 -2
Hessqg f = (_2 —2+6y) .

Zur Bestimmung des Typs ziehen wir Satz 47.1 heran, wobei der erste Minor,
also 6, natiirlich positiv ist. Die Determinante der Hesse-Matrix ist

—16 + 36y,

was genau bei y > ‘51 positiv ist. Dies ist im Punkt P, der Fall, aber nicht
im Punkt P,. Daher ist die Hesse-Matrix im Punkt P, nach Satz 47.1 po-
sitiv definit und somit besitzt die Funktion f im Punkt P, nach Satz 48.3
ein lokales Minimum, das zugleich ein globales Minimum ist. In P, ist die
Determinante negativ, so dass dort die Hesse-Form indefinit ist und somit,
wiederum nach Satz 48.3, kein Extremum vorliegen kann.

BEISPIEL 48.5. Wir betrachten die Abbildung
0: Ry xR — R, (z,y) — a¥.
Nach Aufgabe 26.10 ist
Y = el 2)y
Die partiellen Ableitungen sind

0 0
T2 _ Y ey ynd &8 = (Inz) - e @y,
or « oy

Da die Exponentialfunktion stets positiv ist, ist P = (1,0) der einzige kriti-
sche Punkt. Die Hesse-Matrix in einem Punkt (x,y) ist

—y+y? | e(ln z)-y 1+Inz e(ln )y
x2 x
1+;n x e(ln )y (hl J})Q . 6(ln )y

Hessp ¢ = ((1) (1]) .

Nach Korollar 47.2 ist daher die Hesse-Form im kritischen Punkt weder po-
sitiv definit noch negativ definit. Man kann direkt zeigen, dass diese Matrix

indefinit ist (vom Typ (1,1)), da diese Bilinearform auf <1

In P ist dies

> positiv und auf

1 . C :
q negativ ist. Nach Satz 48.3 liegt in diesem Punkt also kein Extremum
VOr.

Dies kann man auch ohne Differentialrechnung erkennen. Fiir z = 1 oder

y = 0 ist ¥ = 1. Ansonsten gelten die folgenden Beziehungen.

(1) Fir0 <z <1lund y > 0ist 2¥ < 1.
(2) Fiir x > 1 und y > 0 ist ¥ > 1.
(3) FirO<z <1und y <0ist ¥ > 1.
(4) Fiir x > 1 und y < 0 ist a¥ < 1.
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Daher gibt es in jeder Umgebung von (1,0) Punkte, an denen die Funktions-
werte grofler als auch kleiner als 1 sind.

Vollsténdige metrische Ridume

In den folgenden Vorlesungen werden wir verstirkt topologische Hilfsmittel
verwenden, insbesondere werden wir mit allgemeinen vollstdndigen Rdumen
(einschliefllich Funktionenrdumen) arbeiten. Einem Grofiteil der folgenden
Definition sind wir schon bei Aufgaben begegnet.

DEFINITION 48.6. Eine Folge (z,)nen in einem metrischen Raum M heifit
Cauchy-Folge, wenn folgende Bedingung erfiillt ist.

Zu jedem € € R, € > 0, gibt es ein nyg € N derart, dass fiir alle n,m > ny die
Beziehung

d(xp, xm) < €
gilt.

DEFINITION 48.7. Ein metrischer Raum M heifit vollstindig, wenn jede
Cauchy-Folge in M konvergiert.

DEFINITION 48.8. Es sei
f:L— M, z+— f(x),

eine Abbildung zwischen den metrischen Rdumen L und M. Die Abbildung
heifit Lipschitz-stetig, wenn es eine reelle Zahl ¢ > 0 gibt mit

d(f(z), f(y)) < c-d(z,y)

fiir alle x,y € L.
Eine solche Zahl ¢ heiflt Lipschitz-Konstante. Lipschitz-stetige Funktionen
mit einer Lipschitz-Konstanten < 1 bekommen einen eigenen Namen.
DEFINITION 48.9. Es sei

f:L— M, z+— f(z),

eine Abbildung zwischen den metrischen Raumen L und M. Dann heifit f
stark kontrahierend, wenn es eine nichtnegative reelle Zahl ¢ < 1 gibt mit

d(f(z), f(y)) < c-d(z,y)
fiir alle z,y € L.

Die Zahl ¢ nennt man auch einen Kontraktionsfaktor.
DEFINITION 48.10. Es sei M eine Menge und
fM—M

eine Abbildung. Ein Element € M mit f(x) = x heifit Fizpunkt der Abbil-
dung.



