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Mathematik I1

Vorlesung 47

Minorenkriterien fiir symmetrische Bilinearformen'

SATZ 47.1. Sei (—, —) eine symmetrische Bilinearform auf einem endlichdi-
mensionalen reellen Vektorraum V und sei vq,...,v, eine Basis von V. Es
sei G die Gramsche Matriz zu (—,—) bzgl. dieser Basis. Die Determinanten
Dy, der quadratischen Untermatrizen

My, = ((vi, vj)1<ij<k

seien alle von 0 verschieden fir k = 1,...,n. Es sei q die Anzahl der Vor-
zetchenwechsel in der Folge

D():l, Dlzdet M17 Dgzdet MQ,...,Dn:det Mn:det G.
Dann ist (—,—) vom Typ (n — q,q).

Beweis. Da nach Voraussetzung insbesondere die Determinante der Gram-
schen Matrix nicht 0 ist, ist die Bilinearform nicht ausgeartet und daher hat
der Typ die Form (n — b, b). Wir miissen zeigen, dass b = ¢ ist. Wir beweisen
die Aussage durch Induktion iiber die Dimension von V', wobei der Induk-
tionsanfang trivial ist. Die Aussage sei bis zur Dimension n — 1 bewiesen
und es liege ein n-dimensionaler Raum mit einer Basis vy,...,v, mit den
angegebenen Eigenschaften vor. Der Unterraum

U= <U1,...,'Un,1>

hat die Dimension n — 1 und die Folge der Determinanten der Untermatrizen
der Gramschen Matrix zur eingeschriankten Form (—, —)|y stimmt mit der
vorgegebenen Folge iiberein, wobei lediglich das letzte Glied

D, = det M,, = det G

weggelassen wird. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt (—, —)|y den Typ
(n —1—a,a), wobei a die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge

DO - ]-7 D17"'7Dn—1
ist. Aufgrund der Definition des Typs ist
a <b<a+l,

da ein b-dimensionaler Unterraum W C V', auf dem die Bilinearform negativ
definit ist, zu einem Unterraum W' = U N'W C U fiihrt, der die Dimension

Unter einem Minor versteht man die Determinante einer quadratischen Untermatrix
einer Matrix. Man konnte also genauso gut von einem Determinantenkriterium sprechen.
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b oder b — 1 besitzt und auf dem die eingeschréankte Form ebenfalls negativ
definit ist. Nach Aufgabe 47.2 ist das Vorzeichen von D,,_; gleich (—1)* und
das Vorzeichen von D,, gleich (—1)°. Das bedeutet, dass zwischen D,,_; und
D,, ein zusétzlicher Vorzeichenwechsel genau dann vorliegt, wenn

b=a+1
ist. O

KOROLLAR 47.2. Sei (—, —) eine symmetrische Bilinearform auf einem end-
lichdimensionalen reellen Vektorraum und sei v, ...,v, eine Basis von V.
Es sei G die Gramsche Matriz zu (—,—) bzgl. dieser Basis und es seien Dy
die Determinanten der quadratischen Untermatrizen

My = ({v;, Uj>)1§i,j§k, k=1,....,n.
Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Genau dann ist (—, —) positiv definit, wenn alle Dy positiv sind.
(2) Genau dann ist (—,—) negativ definit, wenn das Vorzeichen in der
Folge Dy =1, D1, D, ..., D, an jeder Stelle wechselt.

Beweis. (1). Wenn die Bilinearform positiv definit ist, so ist nach Aufgabe
47.2 das Vorzeichen der Determinante der Gramschen Matrix gleich (—1)" =
1, also positiv. Da die Einschrénkung der Form auf die Unterrdume U; =
(v1,...,v;) ebenfalls positiv definit ist, sind auch die Determinanten zu den
Untermatrizen positiv. Wenn umgekehrt die Determinanten alle positiv sind,
so folgt aus Satz 47.1, dass die Bilinearform positiv definit ist. (2) folgt aus
(1), indem man die negative Bilinearform, also —(—, —), betrachtet. O

Die Taylor-Formel - Vorbereitungen

Ein Polynom in n Variablen,

flxy, ... xy)

_ T1 .72 Tn
= E A(ry,rn) L1 To™ " T

n
(7‘1,...,7"”)61\]"

(wobei die Summe endlich ist) ldsst sich entlang des Grades des Eponenten-

tupels, also
n

e =] () =D

J=1
anordnen, also
flzr, ... xy)
e
i T1 .72 T
= A(ry,...rn)T1 Ty 0 Ty

d=0 \ (r1,...,rn)EN", |r|=d



Fiir jedes k € N kann man dies auch schreiben als
flz, .. xn) = Tr(xq, .. 20) + Ri(x, ... 2p)

mit (x = (21,...,7,))

k
T1 T2 T
Ty () E E A(ry,yrn) Ty Ty w ot Ly
d=0 \ (r1,...,rn)EN",|r|=d
und
e
— 71 .,.T2 T
Rk(x) = E A(ry,. )Ty Ty o T

d=k+1 \ (r1,...,rn)EN", |r|=d
Fiir Ry gilt dabei
R
lim, o M =0.
|||

Bei k =1 ist
Ti(x) = a(o,...,0) T A(1,0,..,00T1 + - .. + Q(0,...,0,1)Tn

die lineare Approximation von f im Punkt 0 = (0,...,0), und dabei gilt fiir

die Abweichung in der linearen Approximation die Beziehung r(z) = R\IT(QIC)'

Im Allgemeinen liefern die Polynome T (x) bessere Approximationen im Null-
punkt als die lineare Approxmation, und mit Ry(x) kann man die Abweichung
kontrollieren. Entscheidend fiir uns ist, dass man nicht nur fiir Polynomfunk-
tionen, sondern generell fiir hinreichend oft differenzierbare Funktionen f ap-
proximierende Polynome finden und die Abweichung gut kontrollieren kann.
Dies ist der Inhalt der Taylor-Formel fir Funktionen in mehreren Variablen.

Zu einem Vektor = (z1,...,x,) € R" und einem Tupel r = (ry,...,r,) aus
natiirlichen Zahlen setzt man

Tn

T __ 71
=x)

Entsprechend schreibt man fiir eine Polynomfunktion abkiirzend
flzy,...,x,) = Z Ay, )XY TS T = Z a,x".
(r1,ye..,rn)ENT reNm

Die gleiche Abkiirzungsphilosophie iibernimmt man fiir Richtungsableitun-
gen. Wenn V' ein R-Vektorraum ist mit einer Basis vy, ..., v,, so setzt man
D; = D,,, und fiir r = (ry,...,r,) setzt man

D' =D*oDy?o---0Dm.
Man beachte, dass man aufgrund des Satzes von Schwarz unter gewissen
Differenzierbarkeitsvoraussetzungen sdmtliche Reihenfolgen von Richtungs-

ableitungen in dieser Weise ausdriicken kann. Des weiteren definieren wir fiir
ein Tupel r = (ry,...,r,) die Fakultit durch

rli=nrdor,!
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Bevor wir die Taylor-Formel beweisen, die das lokale Verhalten einer Funktion
in einer , kleinen“ offenen Ballumgebung eines Punktes beschreibt, wenden
wir uns dem lokalen Verhalten in dem Punkt ldngs einer fixierten Richtung
zu, wofiir wir die Taylor-Formel in einer Variablen zur Verfiigung haben. Zu
einer Funktion ( G C V| V euklidischer Vektorraum)

f:G—R

ist die Differenzierbarkeit im Punkt P € G in Richtung v € V' dquivalent zur
Differenzierbarkeit der Funktion

h:I — R, t— h(t) = f(P + tv),

fiir t = 0, wobei I ein geeignetes reelles Intervall ist. Wir werden zunéchst
zeigen, dass eine entsprechende Beziehung auch fiir hhere Ableitungen gilt.

SATZ 47.3. Sei G C R"™ offen,
f:G—R
eine k-mal stetig differenzierbare Funktion, P € G ein Punkt und v =
(v1,...,v,) € R". Es sei
h:I — R, t— h(t) = f(P+ tv),

wobei I ein offenes Intervall um 0 set mit P +tv € G fir allet € I. Dann
ist h ebenfalls k-mal stetig differenzierbar, und es gilt

|
EOESY k—"DTf(Pthv) o
T
|r|=k

fiir alle t € 1.

Beweis. Wir zeigen durch Induktion, dass

gilt. Hier wird also iiber jede Richtungsreihenfolge der Lange k£ aufsummiert,
spater werden wir unter Verwendung des Satzes von Schwarz gleiche Sum-
manden zusammenfassen. Fiir £ = 1 ist

W) = (Duf)(P+tv)
(Df)Pthu(U?)l
(Df)P+tv(ZUj€j)

J=1

n

= v - (Df)pyew(e;)

7j=1

I
NE

vj - D;f(P+tv).
1

J



Der Induktionsschluss ergibt sich aus
hED() = (RW)(1)
= ( Z Dik"'Dilf(P—i_tU)'Uil"'vik)l(t)

= ZDJ( Z Dik"'DZ&f(P_’_tU)'Uil"'vik)vj

Jj=1 (i1, i) E{1,...,n}E
n

= >0 > DjDy, - Dy, f(P +tv) - vy, - - - 03,05)
J=1 (31,eensig ) €{1,...,n}F

= Z D]leDllf(P—l-tU) * Vs "'Uikvj-
(il ..... ik,j)e{l ..... n}k+1

Aufgrund des Satzes von Schwarz kommt es nicht auf die Reihenfolge der
Richtungableitungen an, d.h. zwei Summanden in der obigen Summe stim-
men iiberein, wenn darin die jeweiligen Richtungsableitungen gleichhaufig
vorkommen. Die Anzahl der Tupel (iy,...,i) in {1,...,n}* bei denen die
Zahl i genau r;-mal vorkommt, wird durch die Polynomialkoeffizienten

K\ _ k' k!
r) ol ey

beschrieben.Daraus ergibt sich die Behauptung. U
DEFINITION 47.4. Es sei G C R” eine offene Teilmenge,

f:G—R
eine k-mal stetig-differenzierbare Funktion und P € . Dann heifit

S Loy
P=(r1,eern), 7| <k

das Taylor-Polynom vom Grad < k zu f in P.
SATZ 47.5. Sei G C R"™ offen,

f:G—R

eine (k+1)-mal stetig differenzierbare Funktion, P € G ein Punkt undv € R™
derart, dass die Strecke von P nach P+ v ganz in G liegt. Dann gibt es ein
c € [0,1] mit

f(P+v) = Z%DW{P)-U“F Z %DTf(P—i-cv)-v".

Ir|<k |r|=k+1

Beweis. Die Funktion

h:]=81+6— R, t— h(t) = f(P+ tv),
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(mit einem geeigneten § > 0) ist nach Satz 47.3 (k + 1)-mal differenzierbar.
Aufgrund der Taylor-Formel fiir eine Variable gibt es ein ¢ € [0, 1]* mit
k .
h(ﬂ)(O) h(’f“)(c)
h(1) = :
W =2 = (k+ 1)

Wir driicken die einzelnen Summanden mit Hilfe von Satz 47.3 aus und
erhalten

Jj=0

f(P+wv) = h(1)
Zk: h) (0 h(k+1 (¢)
= (k+1)!
1
;'Drf " 4 Z ' f(P+cv)-v
Ir|<k |r|= k+l

2Der Beweis der Taylor-Formel fiir eine Variable zeigt, dass ¢ zwischen den beiden
beteiligten Punkten gew#hlt werden kann.



