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Mathematik 11

Vorlesung 46

Der Gradient

LEMMA 46.1. Es sei K ein Kérper und V' ein K-Vektorraum, der mit einer
Bilinearform (—, —) versehen sei. Dann gelten folgende Aussagen

(1) Fir jeden Vektor u € V' sind die Zuordnungen
V— K, v— (u,v),

und
V — K, v— (v,u),

K -linear.
(2) Die Zuordnung

V— V" ur— (u,—),

ist K -linear.

(3) Wenn (—,—) nicht ausgeartet ist, so ist die Zuordnung in (2) in-
jektiv. Ist V' zusdtzlich endlichdimensional, so ist diese Zuordnung
bijektiv.

Beweis. (1) folgt unmittelbar aus der Bilinearitit. (2). Seien uy,us € V und
ai,as € K. Dann ist fiir jeden Vektor v € V

(ayuy + agug,v) = ay(ui,v) + azug, v),

und dies bedeutet gerade die Linearitdt der Zuordnung. Da die Zuordnung
nach (2) linear ist, miissen wir zeigen, dass der Kern davon trivial ist. Sei also
u € V so, dass (u,—) die Nullabbildung ist. D.h. (u,v) = 0 fiir alle v € V.
Dann muss aber nach der Definition von nicht ausgeartet © = 0 sein. Wenn
V" endliche Dimension hat, so liegt eine injektive lineare Abbildung zwischen
Vektorraumen der gleichen Dimension vor, und eine solche ist nach Korollar
12.10 bijektiv. O

Wenn es also in einem endlichdimensionalen Vektorraum eine nicht ausge-
artete Bilinearform gibt, bspw. ein Skalarprodukt, so gibt es zu jeder Line-
arform einen eindeutig bestimmten Vektor, mit dem diese Linearform be-
schrieben wird. Wendet man dies auf die Linearform an, die durch das totale
Differential zu einer differenzierbaren Funktion f:V — R gegeben ist, so
gelangt man zum Begriff des Gradienten.
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DEFINITION 46.2. Sei (V, (—, —)) ein euklidischer Vektorraum, G C V' offen
und

f:G—R
eine in P € G differenzierbare Funktion. Dann nennt man den eindeutig
bestimmten Vektor v € V' mit

(De)p(v) = (u,v)
fiir alle v € V den Gradienten von f in P. Er wird mit
grad f(P)

bezeichnet.

Man beachte, dass wir durchgehend die endlichdimensionalen Vektorrdume
mit einem Skalarprodukt versehen, um topologische Grundbegriffe wie Kon-
vergenz und Stetigkeit zur Verfiigung zu haben, dass diese Begriffe aber nicht
von dem gewdhlten Skalarprodukt abhéngen. Dem entgegen héngt aber der
Gradient von dem gewéhlten Skalarprodukt ab.

Bei V' = R", versehen mit dem Standardskalarprodukt, ist der Gradient
einfach gleich
of
o1
grad f(P) = |
of
OTn
SATZ 46.3. Sei (V, (—, —)) ein euklidischer Vektorraum, sei G C V offen und
sel

f:G—R

eine in P € G differenzierbare Funktion. Dann gelten folgende Aussagen.
(1) Fiir jeden Vektor v € V ist
|(Df)p(v)[ <ol - |[grad f(P)] .

(2) Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn v linear abhingig zum Gra-
dienten ist.

(3) Sei grad f(P) # 0. Unter allen Vektoren v € V. mit || v ||= 1 ist
die Richtungsableitung in Richtung des normierten Gradienten ma-
ximal, und zwar gleich der Norm des Gradienten.

Beweis. (1) folgt wegen

(Df)p(v) = (v,grad f(P))
direkt aus der Abschitzung von Cauchy-Schwarz. (2) ergibt sich aus den

Zusitzen zur Cauchy Schwarz, siche Aufgabe 46.14. (3). Aus (1) und (2)
folgt, dass

grad f(P)

grad f(P) AN
| (grad f(P),+ |lgrad f(P)]

: MH = [(Df)p(E

)|



= |lgrad f(P)]|

gilt, und dass diese beiden Vektoren die einzigen Vektoren der Norm 1 sind,
fiir die diese Gleichung gilt. Wenn man links die Betragstriche weglésst, so
gilt die Gleichheit fiir Lrad JIP) - ach wie vor, da das Skalarprodukt positiv

e lgrad f(P)|
definit ist. O

Der Gradient gibt demnach die Richtung an, in die die Funktion den stéarksten
Anstieg hat. In die entgegengesetze Richtung liegt entsprechend der steilste
Abstieg vor.

Lokale Extrema von Funktionen in mehreren Variablen

Wir wollen mit den Mitteln der Differentialrechnung Kriterien erarbeiten, in
welchen Punkten eine Funktion

f:G—R

ein lokales Minimum oder ein lokales Maximum annimmt. Wenn man sich
den Graph einer solchen Funktion als ein Gebirge iiber der Grundmenge GG
vorstellt, so geht es also um die Gipfel und die Senken des Gebirges. Der
folgende Satz liefert ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines lokalen
Extremums, das das entsprechende Kriterium in einer Variablen verallgemei-
nert.

SATZ 46.4. Sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und G C V
eine offene Teilmenge. Es sei
f:G—R
eine Funktion, die im Punkt P € G ein lokales Extremum besitzt. Dann
gelten folgende Aussagen.
(1) Wenn f in P in Richtung v € V differenzierbar ist, so ist
(Duf)(P) = 0.

(2) Wenn f in P total differenzierbar ist, so verschwindet das totale
Differential, also

(Df)p = 0.
Beweis. (1) Zu v € V betrachten wir die Funktion
h:1— R, t— h(t) = f(P+tv),

wobei [ ein geeignetes reelles Intervall ist. Da die Funktion f in P ein lokales

Extremum besitzt, besitzt die Funktion A in ¢ = 0 ein lokales Extremum.

Nach Voraussetzung ist h differenzierbar und nach Satz 28.1 ist h'(0) = 0.

Diese Ableitung stimmt aber mit der Richtungsableitung iiberein, also ist
(D, f)(P) = h'(0) = 0.

(2) folgt aus (1) aufgrund von Proposition 45.1. O
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Ein lokales Extremum kann also nur in einem sogenannten kritischen Punkt
einer Funktion auftreten.

DEFINITION 46.5. Sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, G C V'
offen und

f:G—R
eine differenzierbare Funktion. Dann heifit P € G ein kritischer Punkt von
f (oder ein stationdrer Punkt), wenn

(Df)p =

ist. Anderfalls spricht man von einem requldren Punkt.

Wir sind natiirlich auch an hinreichenden Kriterien fiir das Vorliegen von
lokalen Extrema interessiert. Wie schon im eindimensionalen Fall muss man
sich die zweiten Ableitungen anschauen, wobei die Situation natiirlich da-
durch wesentlich verkompliziert wird, dass es zu je zwei Richtungsvektoren
v und w eine zweite Richtungsableitung D, = D, D,, gibt. Die zweite Rich-
tungsableitung wird dadurch handhabbar, dass man sie in die sogenannte
Hesse-Form bzw. Hesse-Matrix zusammenfasst. Als solche ist sie eine sym-
metrische Bilinearform, die mit Methoden der linearen Algebra analysiert
werden kann. Diese Methoden werden wir im Folgenden entwickeln und ins-
besondere auf die Hesse-Form anwenden, um schliellich hinreichende Krite-
rien fiir die Existenz von lokalen Extrema zu erhalten.

DEFINITION 46.6. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, G C
V' eine offene Menge und

f:G—R
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Zu P € G heifit die Abbildung
Hessp f:V xV — R, (u,v) — D, D, f(P),
die Hesse-Form im Punkt P € G.

DEFINITION 46.7. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, G C
V' eine offene Menge und

f:G—R
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Es sei eine Basis v;, i = 1,...,n,
von V' gegeben mit den zugehorigen Richtungsableitungen D; = D,,, i =
1,...,n. Zu P € G heifit dann die Matrix

D\Dyf(P) --- DiDnf(P)
D,Dyf(P) --- D.D,f(P)
die Hesse-Matrixz zu f im Punkt P bzgl. der gegebenen Basis.

Die Hesse-Matrix ist beispielsweise die Gramsche Matrix der Hesse-Form
bzgl. der Standardbasis im R"™.



Eigenschaften von Bilinearformen

DEFINITION 46.8. Es sei K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum und (—, —) eine Bilinearform. Es sei vy,..., v, eine Basis von
V. Dann heifit die n x n-Matrix

(vi, v)1<ij<n
die Gramsche Matriz von (—, —) bzgl. der Basis.

LEMMA 46.9. Es ser K ein Kérper, V ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum und (—, —) eine Bilinearform. Es seienv = vy,...,v, und o = wy, .. .,
w,, z2wei Basen von V und es seien G bzw. H die Gramschen Matrizen von
(—,—) bzgl. diesen Basen. Zwischen den Basiselementen gelten die Bezie-

hungen

w; = Zaijvj,
j=1
die wir durch die Ubergangsmatriz A = (a;;);; ausdriicken. Dann besteht
zwischen den Gramschen Matrizen die Beziehung

H = AGA".

Beweis. Es ist

(wy,ws) = § amvj,g sk V)
= E afrjask vy, Uk)

1<j5,k<n

= Z ari( Z sk (V5 Vi)

1<j<n 1<k<n

= (AoGoAY),,.
U

DEFINITION 46.10. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und (—, —)
eine Bilinearform. Die Bilinearform heifit symmetrisch, wenn

<U’w> = <w,v>
fiir alle v,w € V gilt.

DEFINITION 46.11. Es sei V ein reeller Vektorraum mit einer symmetrischen
Bilinearform (—, —). Diese Bilinearfrom heifit

(1) positiv definit, wenn (v, v) > 0 ist fiir alle v € V', v # 0.

(2) negativ definit, wenn (v,v) < 0 ist fur alle v € V, v # 0.

(3) positiv semidefinit, wenn (v,v) > 0 ist fiir alle v € V.

(4) negativ semidefinit, wenn (v, v) < 0 ist fiir alle v € V.

(5) indefinit, wenn (—, —) weder positiv semidefinit noch negativ semi-
definit ist.
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Positiv definite symmetrische Bilinearformen nennt man auch Skalarproduk-
te. Eine Bilinearform auf V' kann man auf einen Untervektorraum U C V ein-
schrinken, wodurch sich eine Bilinearform auf U ergibt. Wenn die urspriing-
liche Form positiv definit ist, so iibertrédgt sich dies auf die Einschriankung.
Allerdings kann eine indefinite Form eingeschriankt auf gewisse Unterrdume
positiv definit werden und auf andere negativ definit. Dies fiihrt zu folgender
Definition.

DEFINITION 46.12. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum
mit einer symmetrischen Bilinearform (—, —). Man sagt, dass eine solche
Bilinearform den Typ

()
besitzt, wobei

p = max (dimg (U),U CV, (—, —)|y positiv definit)
und
q = max (dimg (W), W CV, (—, —)|w negativ definit)
ist.
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James Joseph Sylvester (1814-1897

Wie fiir Skalarprodukte nennt man zwei Vektoren v, w € V' orthogonal bzgl.
einer Bilinearform, wenn (v, w) = 0 ist, und wie im Fall eines Skalarproduktes
kann man zeigen, dass es Orthogonalbasen gibt. Die folgende Aussage nennt
man den Trigheitssatz von Sylvester.

SATZ 46.13. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum mit einer
symmetrischen Bilinearform (—, —) vom Typ (p,q). Dann ist die Gramsche
Matriz von (—, —) bzgl. einer jeden Orthogonalbasis eine Diagonalmatriz mit
p positiven und q negativen Eintrdigen.

Beweis. Bzgl. einer Orthogonalbasis wq,...,u, hat die Gramsche Matrix
natiirlich Diagonalgestalt. Es sei p’ die Anzahl der positiven Diagonalein-
trage und ¢’ die Anzahl der negativen Diagonaleintrige. Die Basis sei so
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geordnet, dass die ersten p’ Diagonaleintriage positiv, die folgenden ¢’ Dia-
gonaleintrage negativ und die iibrigen 0 seien. Auf dem p’-dimensionalen
Unterraum U = (uq, ..., u,y) ist die eingeschriankte Bilinearform positiv de-
finit, so dass p’ < p gilt. Sei W = (up41, ..., u,), auf diesem Unterraum ist
die Bilinearform negativ semidefinit. Dabei ist V' = U & W, und diese beiden
Réume sind orthogonal zueinander.

Angenommen, es gebe einen Unterraum U’, auf dem die Bilinearform positiv
definit ist, und dessen Dimension grofier als p’ ist. Dann ist U" € U. Wir
konnen annehmen, dass U C U’ ist, da man eine Orthogonalbasis von U
zu einer Orthogonalbasis von U + U’ ergénzen kann, und dabei die positive
Definitheit erhalten bleibt. Es gibt dann ein u € U’, u &€ U, das orthogonal
zu U ist. Daher ist w € W. Dann ist aber zugleich (u,u) positiv und nicht
positiv, ein Widerspruch. U
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