Prof. Dr. H. Brenner Osnabriick SS 2010

Mathematik 11

Arbeitsblatt 31

Aufwirmaufgaben

AUFGABE 31.1. Bestimme das Treppenintegral iiber [—3, 4+4] zur Treppen-
funktion, die durch

(5, falls —3<t< -2,
=3, falls —2<t< -1,
2 ofalls —1<t<—1,
ft) =413, fallst = —1,

m, falls —%<t<e,

0, fallse <t <3,

|1, falls 3 <t <4,

gegeben ist.

AUFGABE 31.2. Man gebe ein Beispiel fiir eine Funktion f :[a,b] — R an,
die nur endlich viele Werte annimmt, aber keine Treppenfunktion ist.

AUFGABE 31.3. Es seien
fa g: [CL, b] — R

zwei Treppenfunktionen. Zeige, dass dann auch

(1) f+g,
(3) max (f,g),
(4) min (f,9),

Treppenfunktionen sind.

AUFGABE 31.4. Es sei
fila,b] — R
eine Treppenfunktion und
g:le,d —R
eine Funktion mit f([a,b]) C [c,d]. Zeige, dass die Hintereinanderschaltung
g o f ebenfalls eine Treppenfunktion ist.
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AUFGABE 31.5. Bestimme das bestimmte Integral

1
/ tdt
0

explizit iiber obere und untere Treppenfunktionen.

AUFGABE 31.6. Bestimme das bestimmte Integral

2
/ 3 dt
1

explizit iiber obere und untere Treppenfunktionen.

AUFGABE 31.7. Beweise durch Induktion die folgende Formel.

“~, nn+D@2n+1
S s Dent )

i=1
AUFGABE 31.8. Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und sei
f:I—R

eine Funktion. Es gebe eine Folge von Treppenfunktionen (s, )neny mit s, < f
und eine Folge von Treppenfunktionen (t,),eny mit ¢, > f. Es sei vorausge-
setzt, dass die beiden zugehorigen Folgen der Treppenintegrale konvergie-
ren und dass ihr Grenzwert iibereinstimmt. Zeige, dass dann f Riemann-
integrierbar ist und dass

b b b
limn_m/ Sn() dx:/ f(z) dleimn_m/ tn(z) dx

gilt.

AUFGABE 31.9. Sei I ein kompaktes Intervall und sei

f:I—R
eine Funktion. Zeige, dass f genau dann Riemann-integrierbar ist, wenn es
eine Unterteilung a = ap < ay < --- < a, = b gibt derart, dass die einzelnen

Einschrénkungen f; = f|j,_, «,) Riemann-integrierbar sind.

AUFGABE 31.10. Es sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall und es seien
fyg:1 — R zwei Riemann-integrierbare Funktionen. Beweise die folgenden
Aussagen.

(1) Ist m < f(z) < M fiir alle z € I, so ist m(b —a) < fabf(t) dt <
M(b—a).

(2) Ist f(x) < g(x) fiir alle z € I, so ist f; f(t)dt < fab g(t)dt.

(3) Esiist [V f(t)+g(t)dt = [* f(t)dt + [’ g(t) dt.

(4) Fiir c € Rist [“(cf)(t)dt = c [0 f(t)dt.
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AUFGABE 31.11. Es sei I = [a, b] ein kompaktes Intervall und f : I — R eine

Riemann-integrierbare Funktion. Zeige, dass

b b
|/ f(t)dﬂs/ ()] dt

gilt.

AUFGABE 31.12. Bringe die Begriffe Steuersatz und Grenzsteuersatz mit
Treppenfunktionen und Treppenintegralen in Verbindung.
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Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 31.13. (5 Punkte)
Man gebe ein Beispiel einer stetigen Funktion
f:la, b)) — R
und einer Treppenfunktion
g:le,d — R

mit f([a,b]) C [c,d] derart, dass die Hintereinanderschaltung g o f keine
Treppenfunktion ist.

AUFGABE 31.14. (4 Punkte)
Sei I ein kompaktes Intervall und sei
f:I—R

eine monotone Funktion. Zeige, dass f Riemann-integrierbar ist.

AUFGABE 31.15. (3 Punkte)

Bestimme das bestimmte Integral

b
/ 2 dt

in Abhéangigkeit von a und b explizit iiber obere und untere Treppenfunktio-
nen.

AUFGABE 31.16. (5 Punkte)

Bestimme das bestimmte Integral

7
/ —t3 4+ 3t2 — 2t + 5dt
-2

explizit iiber obere und untere Treppenfunktionen.

AUFGABE 31.17. (3 Punkte)

Zeige, dass fiir die Funktion

1
10,1] — R, z — —,
x

weder das Unterintegral noch das Oberintegral existiert.

AUFGABE 31.18. (6 Punkte)

Zeige, dass fiir die Funktion

1
]0,1]—>R,I‘l—>ﬁ,

das Unterintegral existiert, aber nicht das Oberintegral.



AUFGABE 31.19. (8 Punkte)

Bestimme das bestimmte Integral

2
1
1t

explizit iber obere und untere Treppenfunktionen.

AUFGABE 31.20. (5 Punkte)
Wir betrachten die Funktion
f:00,1] — R, t —> f(2),

0firt=20
t) = ’
1) {sin%fﬁrt;«éo.

Zeige, dass f Riemann-integrierbar ist, dass es aber keine Treppenfunktion
s mit der Eigenschaft gibt, dass |s(t) — f(¢)|< 3 fiir alle ¢ € [0, 1] ist.

AUFGABE 31.21. (6 Punkte)

Es sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und es seien f,g:I — R zwei
Riemann-integrierbare Funktionen. Zeige, dass auch fg Riemann-integrierbar
ist.



Liebe Freunde der Mathematik

Herzlich willkommen zur Vorlesung ,Mathematik II* im Sommersemester
2010. Dieses Blatt enthélt die wesentlichen Informationen zu Aufgaben, Ubungs-
betrieb und Klausur der Vorlesung. Fragen Sie bitte nach, wenn etwas unklar
ist.

Arbeitsbliatter und Ubungsbetrieb

Zu jeder Vorlesung gibt es ein Arbeitsblatt. Es besteht jeweils aus mehreren
Ubungen bzw. Aufgaben, die das Verstindnis des Vorlesungsinhalts vertiefen
sollen. Es unterteilt sich in Aufwiarmaufgaben und Aufgaben zum Abgeben.
Ich empfehle, den Stoff der Vorlesung anhand der Arbeitsblétter sofort und
kontinuierlich nachzuarbeiten. Die Blétter sind verhéltnisméfig umfangreich;
der Umfang orientiert sich daran, in welchem Mafle Sie sich mit dem Stoff
auseinandersetzen miissen, um ein sehr gutes Verstédndnis zu erzielen. Bei der
Gestaltung der Arbeitsbliatter versuche ich grundsétzlich, ein umfangreiches
Arbeitsangebot zur Verfiigung zu stellen, das unterschiedliche Schwierigkeits-
grade abdeckt. Sie sollten sich dabei auf das fiir Sie Anspruchsvolle konzen-
trieren. Dass durch die Ubungsaufgaben auch die Teilnahmeberechtigung an
der Klausur erworben wird ist wichtig, aber ein Nebenaspekt.

In den Ubungen konnen Sie Fragen zur Vorlesung stellen, es werden die
Aufwirmaufgaben besprochen, Prasenzaufgaben bearbeitet, manchmal Tipps
zu den abzugebenden Aufgaben gegeben, alte Aufgaben zuriickgegeben und
teilweise vorgerechnet. In allen Teilen ist die aktive Mitarbeit der Studieren-
den wichtig. Sie konnen auf dem Forum (auf Wikiversity) Wiinsche &uflern,
was in den Ubungen besprochen werden soll.

Wiéhrend der Woche bearbeiten Sie die abzugebenden Aufgaben. Dies dient
dem vertieften Versténdnis des Stoffes und ist die Voraussetzung, um fiir die
Klausur zugelassen zu werden. Sie konnen Thre Aufgaben in festen Grup-
pen von (bis zu) sechs Personen abgeben. Bei der Bearbeitung werden Sie
in den Tutorien unterstiitzt, das ist eine Art Hausaufgabenbetreuung durch
fortgeschrittene Studierende. Der gemeinsame Abgabetermin fiir die beiden
Arbeitsbléitter einer Vorlesungswoche ist der Mittwoch der folgenden Woche,
und zwar um 10 Uhr vor der Vorlesung in die Késten in 69/E. Sie werfen
die arbeitsgruppenweise erstellten Losungen in das Fach des fiir Thre Gruppe
zustandigen Tutors (das wird noch festgelegt und héngt nicht damit zusam-
men, in welches Tutorium Sie gehen). Die Tutoren korrigieren die Aufgaben,
und Sie erhalten die korrigierten Aufgaben in Ihrer Ubungsgruppe der néichst
folgenden Woche zuriick (auf den Zettel schreiben Sie also Ihre Namen und
Thre Ubungsgruppe). Wenn Sie eine Korrektur iiberhaupt nicht nachvollzie-
hen kénnen, wenden Sie sich bitte direkt an den Korrekteur.

Es werden keine Musterlosungen ausgeteilt. Eine Auswahl an Lésungen zu
einigen Aufgaben werden in den Ubungen vorgestellt.



Testklausuren

Es werden zwei Testklausuren unter den Rahmenbedingungen einer echten
Klausur geschrieben (12. Mai und 9. Juli). Die dabei erreichte Punktezahl
geht doppelt in die Gesamtpunktzahl ein.

Klausurberechtigung

Um fiir die Klausur zugelassen zu werden, miissen Sie in den Ubungen und in
den beiden Testklausuren insgesamt 200 Punkte erreichen. Diese Zahl ergibt
sich aus 200 = 14 - 12 + 2 x 16, d.h. Sie sollten in einer Testklausur 16 (die
doppelt eingeht) Punkte erreichen und pro Woche durchschnittlich minde-
stens 12 Punkte erreichen (das entspricht etwa der erfolgreichen Bearbeitung
von drei mittleren Aufgaben).

Es sind dabei einige Besonderheiten zu beachten, die mit der relativen Viel-
zahl an Aufgaben zusammenhéngen. Pro Woche konnen maximal 20 Punk-
te gut geschrieben werden (,,Deckelregel“). Bei jeder (Teil-)Aufgabe gilt die
sSockelregel“, die besagt, dass eine Aufgabe nur dann in die Wertung ein-
geht, wenn sie zumindest zur Hélfte richtig beantwortet ist. Es muss also ein
,substantieller Beitrag® zur Losung der Aufgabe erkennbar sein. Damit soll
verhindert werden, dass in der Hoffnung auf Punkte rudimentére Beitriage
abgegeben werden. Diese Sockelregel gilt auch in der Klausur.

Zusétzlich zu den Aufgaben gibt es noch einige kleinere Moglichkeiten, Punk-
te zu sammeln. Fiir die Korrektur eines Fehlers im Skript (auf Wikiversity)
gibt es einen halben Punkt (maximal einen pro Woche), fiir die Korrek-
tur eines mathematischen Fehlers auch mehr. Fiir die Bereitstellung von
schonen Bildern, Animationen o. A. kénnen ebenfalls zusétzliche Punkte
vergeben werden. Genaueres auf Anfrage. Diese zusétzlichen Punkte werden
zum Schluss des Semesters verrechnet. Sie konnen auch selbst hier eigene
Aufgaben verfassen, die Punktezahl bestimmt allerdings der Dozent.

Wenn Sie in einem fritheren Semester den Ubungsbetrieb zu dieser Veranstal-
tung besucht und dadurch die Klausurberechtigung erworben haben, so wird
dies Berechtigung akzeptiert. Als Nachweis gilt, dass Sie bei der damaligen
Klausur teilgenommen haben.
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Die Vorlesung findet statt Montag 10-12, in 66 (Reithalle), E34 und Mitt-
woch, 10-12; in 31/E06.

Die vier Ubungsgruppen finden statt

Gruppe 1: Mittwoch 31/E05 12:00-14:00 (Julio Moyano)

Gruppe 2: Donnerstag 31/E05 12:00-14:00 (Jan Uliczka)

Gruppe 3: Donnerstag 31/E05 14:00-16:00 (Axel Stébler)

Gruppe 4: Freitag 32/107 14:00-16:00 (Holger Brenner)

Die Tutorien finden statt:

Tutorium 1: Montag 31/E05 14:00-16:00 (Daniel Brinkmann, Sebastian Biischer)

Tutorium 2: Montag 31/E06 16:00-18:00 (Vincent Brunsch, Andreas Rechti-
en)

Testklausuren: 12. Mai und 9. Juli.
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