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Mathematik I1I

Vorlesung 80

Produkte von Mannigfaltigkeiten

DEFINITION 80.1. Es seien M und N zwei differenzierbare Mannigfaltigkei-
ten mit den Atlanten (U;, U}, oy,i € I) und (V;,V/, 85,5 € J). Dann nennt
man den Produktraum M x N mit den Karten

OéiX5j3UiX‘/}—>UiIXV;

(mit (i, 7) € IxJund U] x V] C R™xR") das Produkt der Mannigfaltigkeiten
M und N.

Es handelt sich dabei in der Tat um eine Mannigfaltigkeit, siehe Aufgabe
80.1.

LEMMA 80.2. Es seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten und
M x N ihr Produkt. Dann gelten folgende Eigenschaften.

(1) Die Projektionen
pv M XN — M, (x,y) — x,

und
pN:MXN—>N7 (-T,y)’—>y,

sind differenzierbare Abbildungen.

(2) Der Tangentialraum in einem Punkt R = (P, Q) ist Tpr(M x N) =
TpM x TgN.

(3) Es sei L eine weitere differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann ist eine
Abbildung

exX:L—MxN,ur— (o(u),(u)),

genau dann differenzierbar, wenn die Komponentenabbildungen ¢
und Y differenzierbar sind.

Beweis. (1). Durch Ubergang zu Karten kénnen wir annehmen, dass M und
N offene Teilmengen im R™ bzw. im R" sind. In diesem Fall handelt es sich
um eine Einschrinkung der linearen Projektion R™ x R™ — R™, die nach
Proposition 44.3 stetig differenzierbar ist. (2). Auch hier kann man zu Karten
iibergehen und annehmen, dass M C R™ und N C R" offene Teilmengen
sind. Fiir einen Punkt (P, Q) ist dann

Tipg)(M x N) = R™" = R™ x R" = TpM x ToN.
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(3). Fiir einen fixierten Punkt A € L kann man unter Verwendung von Karte-
numgebungen von A und von ¢(A) und ¢ (A) sich darauf zuriickziehen, dass
alle drei Mannigfaltigkeiten offene Mengen in euklidischen Rdumen sind, und
dass M und N reelle Vektorrdume sind. Wenn beide Abbildungen stetig diffe-
renzierbar sind, so folgt nach Aufgabe 44.7 die stetige (!) Differenzierbarkeit
der Gesamtabbildung. Die Umkehrung ist klar. O

BEISPIEL 80.3. Das Produkt der Kreislinie mit sich selbst, also M = S*! x
St heilt Torus. Dies ist eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit. Da S! C
R? eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit ist, lidsst sich der Torus als
abgeschlossenene Untermannigfaltigkeit im R? x R? = R* realisieren. Sie lisst
sich aber auch als abgeschlossenene Untermannigfaltigkeit im R? realisieren.
Dazu seien r und R positive reelle Zahlen mit 0 < r < R. Dann ist die Menge

{(z,y,2) € R} (Va2 + 9% — R)? + 22 =r?}
ein Torus. Es handelt sich bei dieser Realisierung um die Oberflache eines
(aufgeblasenen) ,, Fahrradschlauches®, dessen ,,Radradius“ gleich R und des-
sen ,,Schlauchradius® gleich r ist (das Rad liegt in der x — y-Ebene). Der Zu-
sammenhang mit dem Produkt S x S! ergibt sich, indem man dem Produkt-
winkel (p,1) den Punkt ((R+7 cos ¢ ) cos ¢, (R+r cos ¢ ) sin ¢, 7 sin ¢)
zuordnet.

Das Dachprodukt

Unsere Zielsetzung fiir die folgenden Wochen ist es, eine sinnvolle Volu-
mentheorie auf Mannigfaltigkeiten zu entwickeln. Was ist beispielsweise der
Fléacheninhalt einer gekriimmten Fliche wie der Oberfliche einer Kugel? Je-
der Tangentialraum in einem Punkt einer Mannigfaltigkeit ist ein reeller
endlichdimensionaler Vektorraum und besitzt daher Borel-Lebesgue-Mafle,
die allerdings nur bis auf die Multiplikation mit einem Skalar wohlbestimmt
sind. Fiir eine sinnvolle Maflitheorie miissen diese Mafle in einer kontrollierba-
ren Weise von den Punkten der Mannigfaltigkeit abhéngen. Dies kann man
am besten mit Differentialformen erreichen, die wir schon erwéhnt haben und
bald studieren werden.

Ihre Konstruktion erleichtert sich wesentlich durch die sogenannten Dachpro-
dukte eines Vektorraumes. Dachprodukte héngen stark mit Determinanten
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und allgemeiner mit multilinearen alternierenden Formen zusammen. Fiir die
Existenz der Dachprodukte brauchen wir Restklassenrdume. Diese beruhen
auf einer fundamentalen algebraischen Konstruktion, fiir die wir auf einen
Anhang verweisen.

Wir erinnern an multilineare und alternierende Abbildungen.

Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Es sei n € N und
ANV =V xV —K
— —

n—mal

eine Abbildung. Man nennt A multilinear, wenn fiir jedes i € {1,...,n} und
jedes (n — 1)-Tupel (vy,...,v;_1,Vi41,...,v,) die induzierte Abbildung

V— K, u— A1, .., 01, U, Uiy 1y ey Un),
linear ist.

Eine multilineare Abbildung A heifit alternierend, wenn folgendes gilt: falls
in v = (vy,...,v,) zwei Eintriage tibereinstimmen, also v; = v; fiir ein Paar

i # j, soist Av) = 0.

Das wichtigste Beispiel ist die Determinante, die eng mit der Volumenmes-
sung zusammenhéngt. Fiir die Maflthorie auf Mannigfaltigkeiten brauchen
wir ein Konzept, dass fiir jeden Punkt eine infinitesimale Volumenform be-
schreibt, und dafiir braucht man in jedem Tangentialraum eine Determi-
nante. Da es allerdings keine Einheitswiirfel in den Tangentialrdumen gibt,
wird es keine eindeutig bestimmte Determinantenfunktion geben, sondern
verschiedene Determinantenfunktionen, die sich punktweise um einen Skalar
unterscheiden. Ferner mochten wir nicht nur volldimensionalen Objekten ein
Volumen zuordnen, sondern auch kleinerdimensionalen Objekten, wofiir wir
alternierende Formen von kleinerem Grad brauchen. Hier entwickeln wir die
dazu benotigte lineare Algebra.

KONSTRUKTION 80.4. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und n € N.
Wir konstruieren das sogenannte n-te Dachprodukt von V mit sich selbst,
geschrieben A" V. Dazu betrachten wir alle Symbole der Form

€(v1,...,0n) mit v; € V.

Diese Symbolmenge, die in Bijektion zu V" steht, bezeichnen wir mit S. Wir
betrachten den Vektorraum
H=K®%,
das ist die Menge aller (endlichen) Summen
a181 + ...+ apsy mit a; € K und s; € 5.

Dies ist mit der natiirlichen Addition und der natiirlichen Skalarmultiplika-
tion ein Vektorraum, und zwar ein Untervektorraum des Abbildungsraumes
Abb (S, K) (es handelt sich bei H um die Menge derjenigen Vektoren, die
fiir fast alle Elemente s € S den Wert 0 haben). In H betrachten wir den
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Untervektorraum U, der von den folgenden Elementen erzeugt wird (die man
die Standardrelationen des Dachprodukts nennt).

C(01,e Vi1 VW Vi1 eyn) T C(01,00im 10,054 1,5000) T GV, Vim 1, W, Vi1 5, Un)

fiir beliebige vy, ..., v;_1,Vi11,..., Uy, v, w € V.
C(V1,y0i=1,00,0541,-,00)  AC(v1,..051,0,0i41,...,0n)
fiir beliebige vy, ..., v;_1,Vi11,..., 0, v € V und a € K.
C (V1500 V41 U Vi 4 1 5eee V= 10,054 15000,Un )

fir ¢ < 7 und beliebige vy, ..., Vi—1,Vig1, -5, Vi1, Vjq1, .- -, Up, U € V.,
Dabei ist der Leitgedanke, die Regeln, die fiir eine alternierende multilineare
Abbildung gelten miissen, dadurch zu erzwingen, dass man die obigen Re-
lationen zu 0 macht. Der erste Typ reprisentiert die Additivitdt in jedem

Argument, die zweite die Vertraglichkeit mit der skalaren Multiplikation, die
dritte die alternierende Eigenschaft.

Man setzt nun

/n\V:: H/U,

d.h. man bildet den Restklassenraum von H modulo dem Unterraum U.

Die Elemente e, .. ,,) bilden dabei ein Erzeugendensystem von H. Die Rest-
klasse von e(,, .. v,) modulo U bezeichnen wir mit!

(R IVANPVAN Ve

n

Die Standardrelationen werden dann zu den Rechenregeln?

VA AU AW+ W) AV AL Ao,
== ’U1/\.../\Ui_l/\U/\UH_l/\.../\Un —|—le.../\Ui_l/\w/\v,-H/\.../\vn,

Ul/\..-/\Uifl/\av/\vi+1/\.../\vn
= a-MNA... N1 ANVANVi1 N AUy,

und

Ul/\.../\Ui_l/\U/\UZ‘_H/\.../\Uj_l/\U/\Uj+1/\.../\Un = 0.

s ist nicht einfach, sich unter den Ausdriicken vy A...Av, bzw. A etwas vorzustellen.
Wichtiger als die ,,Bedeutung® dieser Symbole ist ihr Transformationsverhalten und die
Rechenregeln, die dafiir gelten. Erst der operative Umgang mit diesen Symbolen ldsst die
Bedeutung entstehen. Wenn man aber eine ungefahre Vorstellung haben mochte, so kann
man sagen, dass v; A...Av, das von den Vektoren vy, ..., v, erzeugte ,orientierte“ Paral-
lelotop in V repriisentiert. Das Dachprodukt A" V besteht dann aus Linearkombinationen
von solchen Parallelotopen.

’Es gilt die Klammerungskonvention ,,Dachprodukt vor Punktrechnung*, d.h. der Aus-
druck avy A...Awv, ist als a(vy A...Av,) zu lesen. Es gelten aber ohnehin die Gleichheiten

a(vi A Avy) = (av1)) Ao Av, = v A A (avy).
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DEFINITION 80.5. Es sei K ein Kérper und V' ein K-Vektorraum. Man nennt
den (in Konstruktion 80.4 konstruierten) K-Vektorraum A"V die n-te dufe-
re Potenz (oder das n-te Dachprodukt) von V. Die Abbildung

Vn —>/\V7 (U17"'7vn) '—>U1/\.../\’Un,
nennt man die universelle alternierende Abbildung.

LEMMA 80.6. Es sei K ein Kéorper und V' ein K-Vektorraum. Dann gelten
fur die dufleren Potenzen folgende Aussagen.

(1) Die Elemente der Form vy A ... Av, mit v; € V bilden ein Erzeu-

gendensystem von \" V.
(2) Die Abbildung

n
V"—)/\V, (U1, .., 0n) —> U AL AUy,

1st multilinear und alternierend.
(3) Es ist

VANV ANUVANWAVGo N oA,
= =N AU A ANWAUVANVga N0 AUy

(4) Seien uy,...,u, € V gegeben und seien v; = ZT:1 aiug, 1 =
1,...,n. Dann ist
(AN AN V%

n
- Z (H aijj)uil ANIAN TF

(i1,rin) E{Lyesm}n j=1

Beweis. (1) folgt direkt aus der Konstruktion. (2). Es liegt die zusammenge-
setzte Abbildung
vt — H=KY"Y & H/U

vor, wobei (vi,...,v,) auf eg, . ) und dies auf die Restklasse v; A ... A
vpabgebildet wird. Dabei sichert die Definition des Unterraums U, dass je-
weils die Figenschaften einer multilinearen alternierenden Abbildung erfiillt
sind. (3) gilt fiir jede alternierende Abbildung. (4) gilt fiir jede multilineare
Abbildung. O

KOROLLAR 80.7. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum der Dimen-
sion n. FEs seien vy,...,v, und wy,...,w, Vektoren in V, die miteinander
in der Beziehung

wy U1

=M

wn Un
stehen, wobei M eine n x n-Matriz bezeichnet. Dann gilt in \"V die Bezie-
hung

wi AL Aw, = (det M)vy AL A,
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Beweis. Nach Lemma 80.6 (4) gilt
wi N\ ... \Nw, = Z (Haijj)vil/\.../\vin.

Dabei wird iiber alle Permutationen von {1, ..., n} aufsummiert, da der Sum-
mand gleich 0 ist, sobald sich ein Index wiederholt. Fiir eine Permutation o
mit o(j) = i; gilt nach Lemma 80.6 (3)

Vi, Ao A, = sgn(o)ur AL A oy,

Daher folgt die Aussage aus der Leibniz-Formel fiir die Determinante. O
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