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Mathematik II1

Vorlesung 65

Fortsetzung von dufleren Maflen

DEFINITION 65.1. Es sei M eine Menge und P ein Préring auf M. Dann
heifit eine Abbildung

p:P — Rsg, T — u(T),
ein dufleres MafS auf M, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

(1) Fiir je zwei Mengen S,7° € P mit S C T gilt u(S) < u(7T).
(2) Fiir jede abzéhlbare Familie von paarweise disjunkten Teilmengen
T;,i € I, aus P, fiir die | J,.; T; ebenfalls zu P gehort, gilt

wUJT) <D @),

el icl

Constantin Carathéodory (1873-1950). Auf ihn geht der Fortsetzungssatz fiir
MafBe zuriick.

DEFINITION 65.2. Es sei M eine Menge, P ein Praring auf M und
p:P — R
ein dufleres Mafl auf M. Fiir eine beliebige Teilmenge T C M definiert man
i(T) == inf(> _u(Ty), T C | JT:, Ti € P, I abziihlbar)

il el

und nennt dies die Fortsetzung des dujfSeren MajfSes p.
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Bei dieser Definition nimmt man also das Infimum iiber alle Uberpflasterun-
gen.

LEMMA 65.3. Es sei M eine Menge, P ein Priring auf M und

JU P — EZO
ein duferes Maf$ auf M. Dann ist die Fortsetzung i des dufleren Mafles p ein
dufSeres Maf$ auf der Potenzmenge B (M), das auf P mit u tibereinstimmdt.

Beweis. Sei T' € P. Das Mengensystem {T} ist natiirlich eine Uberpflaste-
rung von 7', und fiir jede Uberpflasterung 7;, i € I, von T gilt T' = | J,_, TNT;

und somit
W@ = S wrnT) < 3w,

icl i€l

iel

so dass u(T) = p(T) gilt. Fiir beliebige Teilmengen S C T gilt trivialerweise
i(S) < i(T), da eine Uberpflasterung von T insbesondere eine Uberpflaste-
rung von S ist. Sei nun 7}, ¢ € I, eine abzdhlbare Familie von Teilmengen
von M. Wir miissen ji({J,c; Ti) < >, i(T;) nachweisen. Wenn der rechte
Ausdruck gleich oo ist, so ist nichts zu zeigen. Wir kénnen also voraussetzen,
dass die rechte Familie summierbar ist. Die Summanden dieser Familie sind
jeweils das Infimum iiber Summen, die jeweils zu Uberpflasterungen gehéren.
Nehmen wir an, dass die linke Seite grofler als die rechte Seite sei, wobei die
Differenz gréfer als € > 0 sei. Sei ¢; > 0, i € I, so gewdhlt, dass ) ., & <€
ist; eine solche Familie gibt es aufgrund der Abzahlbarkeit von I. Zu jedem
i € I gibt es eine Uberpflasterung T, C UjE g, Tij mit einer abzdhlbaren
Indexmenge J;, mit 7;; € P und mit

i) <> uTy) < T + e
Jjedi
Die Menge L = |J,.; J; ist als abzéhlbare Vereinigung abzihlbarer Mengen

wieder abzdhlbar. Wir betrachten nun die durch Ty, ¢ € L, (mit ¢ = (i,))

gegebene Uberpflasterung von Uie; Ti- Damit gelten unter Verwendung des

groflen Umordnungssatzes die Abschétzungen

U < D oum)

T S
< S+
— ST+ e
< izjmm»f[

ein Widerspruch. O



3

Es ist keineswegs so, dass die Fortsetzung eines Pramafles auf der Potenz-
menge ein Maf3 liefert. Dies gilt allerdings auf der erzeugten o-Algebra, was
wir im Folgenden nach einigen Vorbereitungen beweisen werden. Zunéchst
fithren wir den folgenden technischen Hilfsbegriff ein.

DEFINITION 65.4. Es sei M eine Menge, P ein Praring auf M,

O P — RZO
ein dufleres Mafl auf M und i die Fortsetzung von p auf die Potenzmenge
P (M). Man sagt, dass eine Teilmenge Z C M die Zerlequngseigenschaft
besitzt, wenn fiir alle S C M die Gleichheit i(S) = p(SNZ)+a(SN(M\Z))
gilt.

Eine Teilmenge Z besitzt also die Zerlegungseigenschaft, wenn man fiir jede
Menge S die Berechnung ihres dufleren Mafles auf die durch Z gegebene
Zerlegung von S zuriickfithren kann.

LEMMA 65.5. Es set M eine Menge, P ein Priring auf M,
o) P — @20

ein dufleres Maf auf M und i die Fortsetzung von u auf die Potenzmenge
B (M). Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Das Mengensystem aller Teilmengen Z C M, die die Zerlegungsei-
genschaft besitzen, bilden eine o-Algebra.
(2) Die Einschrinkung von i auf diese o-Algebra ist ein Mapf.

Beweis. (1). Sei
Z = {Z C M| Z besitzt die Zerlegungseigenschaft}.

Offensichtlich gehort M zu Z und dieses System ist abgeschlossen unter Kom-
plementbildung. Bevor wir zeigen kénnen, dass Z unter abzahlbaren Verei-
nigungen abgeschlossen ist, zeigen wir, dass dies fiir endliche Vereinigungen
gilt. Seien also Z; und Z5 aus Z und sei S C M eine beliebige Teilmenge.
Dann ist

a(s) =

(SN Zy) +p(Sn(M

A(S N Z0) + (SN (M\ Z0) N Zo) + @SN (M\ Z0) 1 (M Z))
A(S N Z0) + (S 0 (Za\ Z1)) + (S N (M\ (21 U Z))

= a(SN(Z1UZ))+ (SN (M\ (Z1U Zy))).

Damit ist Z auch unter endlichen Durchschnitten abgeschlossen und somit
liegt insgesamt eine Mengen-Algebra vor. Sei nun Z,,, n € N, eine abzdhlbare
Familie. Wir wissen, dass die Teilmengen Z, \ (ZyU...UZ,_1) zu Z gehoren.
Deren Vereingung ist gleich der Vereinigung der Z,,, so dass wir annehmen
konnen, dass die Z,, paarweise disjunkt sind. Wegen der Disjunktheit ergibt
sich induktiv fiir eine beliebige Teilmenge S C M

pSN(Zyu...uZ,)) = mSNZy)+a(SN(Z1uU...UZy,))

\ Z1))
\ Z1)
\Z

AS N M\ (21U Z,)))



= a(SNZy)+pu(SNZ)+a(SN(Z,u...UZ,))

= a(SNZy)+pu(SNZ)+...+a(SNZ,).
Daraus ergibt sich unter Verwendung der Zerlegungseigenschaft von Z;U. ..U
Z, und der Monotonie des dufleren Mafles die Abschéitzung

aS) = MSN(Z1U...UZ))+ (SN (M\(Z1U...UZ,)))
> (SN Zo) + (S N Z0) 4o+ f(S N Zy) + a(S N (M ([ Za)))-

neN
Da dies fiir alle n gilt, und da ein dufleres Maf3 vorliegt, folgt

BS) = S SN Z)+ s O\ (| Z0)

> usn Uz + s n (U 2)).

Da die umgekehrte Abschitzung sowieso gilt, haben wir die gewiinschte
Gleichheit. (2). Fiir paarweise disjunkte Mengen Z,,, n € N, aus Z ist

i(Z0) + .+ i Za) = ((ZU... 0 Z) < (| Z).

neN
Da dies fiir alle n gilt, folgt
Y i) < il 7).
neN neN
Da auch die umgekehrte Abschéatzung gilt, liegt Gleichheit vor. U

LEMMA 65.6. Es sei M eine Menge, P ein Prdring auf M,
o) P — EZO

ein Praimaf auf M und i die Fortsetzung von p auf die Potenzmenge 3 (M).
Dann besitzen alle Mengen aus P die Zerlequngseigenschaft.

Beweis. Es sei Z € Pund S C M. Es sei S;, i € I, eine abzihlbare Uber-
pflasterung von S mit Mengen aus P. Die Durchschnitte S; N Z, i € I, bzw.
S;N(M\ Z),i € I, sind Uberpflasterungen von Z bzw. von M \ Z. Fiir jedes
S; gilt w(S;) = u(SiN2Z) 4+ u(S;N(M\ Z)), da ein Pramaf} vorliegt. Daher
ist

ZM(Si) = ZM(Sz‘ NnZ)+ ZM(Si N(M\ 2))

el el el

> pSNZ)+p(Sn(M\ 2))
Da dies fiir alle Uberpflasterungen gilt, folgt
i(S) = p(SNZ)+ (SN (M\ Z)).
Da auch die umgekehrte Abschétzung gilt, liegt Gleichheit vor. O



Existenzsatze fiir Mafle

SATZ 65.7. Es sei M eine Menge, P ein Prdaring auf M,
ol P — EZO

ein Pramaf$ auf M und i die Fortsetzung von u auf die von P erzeugte o-
Algebra A. Dann ist i ein Mafl auf A. Wenn p o-endlich ist, so ist i die
einzige Fortsetzung von p zu einem Maf$ auf A.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 65.5 und Lemma 65.6. Der Zusatz ergibt sich
aus Satz 64.7. g

Produkt-Messriume

In den néchsten Vorlesungen wollen wir Produkte von Mafiriumen definieren
und insbesondere auf dem R” ein Maf} definieren.

DEFINITION 65.8. Es seien (Mi, 4),...,(M,,A,) Mengen mit darauf er-
klarten o-Algebren. Dann nennt man die von allen Quadern

Sy X+ xS,mit S; € A; furallei=1,...,n
auf My x --- X M, erzeugte o-Algebra die Produkt-o-Algebra der (M;, A;),
1=1,...,n. Sie wird mit 4; ® --- ® A,, bezeichnet.

LEMMA 65.9. Es seien (M, A) und (N, B) Messrdume und es sei (M x N, AR
B) die Produktmenge mit der Produkt-c-Algebra. Dann sind die Projektionen

pr:M XN — M undpy: M x N — N

messbar.

Beweis. Dies folgt direkt daraus, dass zu einer messbaren Teilmenge T" C N
die Urbildmenge

pT) = M xT
ein Quader ist und daher nach Definition zu A ® B gehort. O

Diese Aussage gilt natiirlich auch fiir beliebige endliche Produkte. Man kann
den Beweis von solchen Aussagen sehr haufig durch eine einfache Induktion
auf den Fall von zwei Faktoren zuriickfithren, so dass wir uns zumeist auf
diesen Fall beschrinken werden.

LEMMA 65.10. Es seien (M, A) und (N, B) zwei Messrdume und T C M x N
eine messbare Teilmenge des Produktes (M x N, A® B). Dann sind fiir jedes
x € M und jedes y € N die Mengen

T(z) ={y e N[(z,y) € T} und T(y) = {x € M| (z,y) € T}

messbar in M bzw. in N.
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Beweis. Wir zeigen, dass fiir jedes y € N die Inklusionsabbildung
ty: M — M x N, x — (z,y),

messbar ist. Dazu geniigt es nach Lemma 62.13, die Urbilder von messbaren
Mengen der Form A x B C M x N zu betrachten. Fiir eine solche Menge gilt

1, (Ax B) = {x € M|(z,y) € Ax B},

und dies ist leer, falls y ¢ B und gleich A, falls y € B. So oder so ist sie also
eine messbare Teilmenge. Fiir eine beliebige Teilmenge 7' C M x N ist daher

T(y) = {z € M|(z,y) € T} = ) (T)
messbar. O

LEMMA 65.11. Es seien M, Ny, Ny Messrdume und es seien f1 : M — N
und fo : M — Ny messbare Abbildungen. Dann ist auch die Abbildung

(f1, f2) : M — Ny X Na, . — (fi(2), fo(@)),

messbar.

Beweis. Siehe Aufgabe 65.4. U
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