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Mathematik I11

Vorlesung 64

Gittermafle

Als weiteres diskretes Mafl besprechen wir Gittermafe.
DEFINITION 64.1. Sei € > 0. Die Menge
re={(a,...,a,)€ela; € Z} CR"
nennt man das Gitter zum Gitterabstand e. Das durch
ue(T) =€"-#(I'NT,)
definierte Mafl auf R™ heifit das Gittermaf zum Gitterabstand e.

Ein Gittermafl weist nur den Gitterpunkten
ein positives Mafl zu. Wenn der Gitterab-
stand hinreichend klein ist, liefert das Gitter-
maf eine gute Approximation fiir den Inhalt
fiir Figuren, die nicht allzu kompliziert sind.

Pointillismus: Der Fldcheninhalt (auf dem
Bild) der hellgriinen Rasenfliche entspricht
in etwa der Anzahl der hellgriinen Farbtup-
fer, der Anzahl der hellgriinen Pixels und der
Anzahl der hellgriinen Synapsen.

Ausschopfungseigenschaften

DEFINITION 64.2. Sei M eine Menge und sei T,, n € N, eine Folge von
Teilmengen in M mit 7, € T, fiir alle n € N. Es sei T = {J,,cny Tn-
Dann sagt man, dass diese Folge eine Ausschipfung von T bildet (oder T
ausschopft), und schreibt dafir T, T 7.

DEFINITION 64.3. Sei M eine Menge und sei T;,, n € N, eine Folge von
Teilmengen in M mit 75, 2 75,44 fiir alle n € N. Es sei T' = (,,cyy Tn- Dann
sagt man, dass diese Folge eine Schrumpfung von T bildet (oder gegen T
schrumpft), und schreibt dafiir 7,, | 7T
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Bei einer o-Algebra A gehort mit einer jeden solchen auf- oder absteigenden
Folge von Teilmengen T,, auch die Vereinigung bzw. der Durchschnitt zu A.

Wir fassen einige Rechenregeln fiir Pramafle zusammen.

LEMMA 64.4. Es sei M eine Menge, P ein Prdring auf M und i ein Pramaf
auf P. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Es ist u(0) = 0.

(2) Fir Mengen S, T € P mit S C T gilt w(T) = w(S) + w(T\ S).
Insbesondere ist ein Pramaf$ monoton.

(3) Fiir Mengen S, T € P gilt u(TUS) = pu(S) + u(T) —pu(SNT).

(4) Seien T, n € N, und T aus P mit T C U, . Tn-* Dann gilt

w(T) <D u(T).

neN

(5) Sei T,, T T eine Ausschipfung in P. Dann ist
p(T) = lim (T,

wobetr diese Folge monoton wachsend ist.
(6) SeiT,, | T eine Schrumpfung in P und sei u(Ty) < 0o vorausgesetzt.
Dann ist

p(T) = lim p(Ty),

wobei diese Folge monoton fallend ist.

Beweis. (1) ist in der Definition von Pramaf enthalten, da die leere Summe
als 0 definiert ist. Man kann auch die (disjunkte) Mengenfamilie, bei der die
leere Menge doppelt genommen wird, nehmen, und erhélt p(0) = p(@UP) =
211(0), woraus u() = 0 folgt. (2) folgt direkt aus der Definition, da T die
disjunkte Vereinigung aus S und 7'\ S ist. (3) folgt daraus, dass S U T die
disjunkte Vereingung aus den drei Mengen S\ 7', T'\ S und SNT ist. (4). Wir
verwenden den folgenden Standardtrick: Wir schreiben S, = T,, \ ('~ )7T:-
Dann gilt offensichtlich |J;_, T; = ., S; fiir alle n, wobei die Vereinigung
der S; jeweils disjunkt ist. Damit gilt

w(T) = pTnJT)

neN

= wrnlJs))

neN

= N(UTﬂSn>

neN

= ZM(TH Sn)

Man sagt, dass die T,, n € N, eine Uberpflasterung von T bilden.



< ZN(SN)
< ZN(Tn>'

(5). Wir schreiben die einzelnen Teilmengen T, als disjunkte Vereinigung
mittels Sy = Tp und S,, = T, \ T;,_1. Damit ist

T, = SoUSiU...US,,
und da dies eine disjunkte Vereinigung ist, gilt p(75,) = D1, p(S;). Daher
gilt

(™) = pJ S = d_n(Si) = Jim (3 p(S) = lim p(T,).

) n—00
ieN

(6) Wir setzen S, = Ty \ T,. Da T,,, n € N, eine absteigende Folge ist, ist S,
n € N, eine aufsteigende Folge, und zwar gilt

USn = U(To\Tn) = To\(an) =T \T.

neN neN neN
Daher gilt
p(I\T) = lim p(To\Ty) = lim (u(To) = i(T)) = p(To) = lim p(T5)

nach Teil (5). Somit ist (da p(7h) < oo ist)

Tim (1) = p(To) = w(To\ T) = (1)

DEFINITION 64.5. Es sei M eine Menge, P ein Praring auf M,
p:P — Rsg
ein Pramafl auf M. Dann heift p endlich, wenn
u(T) < oo
fiir alle T' € P ist.

Wenn die Gesamtmenge M zu P gehort, so ergibt sich die Endlichkeit des
Pramafles sofort aus der Bedingung u(M) < oo aufgrund der Monotonie.

Fiir die Mafitheorie des euklidischen Raumes ist dieser Begriff zu stark, da
ja der R™ kein endliches Volumen hat. Aber immerhin kann man den R”
durch die abzdhlbar vielen Kugeln B(0, k), k € N, die selbst endliches Vo-
lumen haben, ausschépfen. Diese Eigenschaft wird durch folgende Definition
prazisiert.
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DEFINITION 64.6. Es sei M eine Menge, P ein Praring auf M,
p:P — Rsg
ein Pramafl auf M. Dann heifit © o-endlich, wenn man M als eine abzihlbare
Vereinigung von Teilmengen M; aus P mit
p(M;) < oo

schreiben kann.

Der Eindeutigkeitssatz fiir Mafle

SATZ 64.7. Es sei (M, A) ein Messraum und es sei & ein durchschnittsstabiles
Erzeugendensystem fir A. Es seien py und us zwei Mafle auf (M, A), die auf
E dibereinstimmen. Es gebe eine Ausschipfung M, T M mit M, € £ und mit
p1(M,) = pa(M,) < oo. Dann ist

M1 = H2.

Beweis. Fiir jede messbare Menge T' € A ist (T'NM,,) T T eine Ausschopfung
von T', so dass es nach Lemma 64.4(5) geniigt, die Gleichheit

(T N My,) = po(T N M)

fiir alle T € A und alle n € N zu zeigen. Sei n fixiert. Wir betrachten das
Mengensystem

D, ={T € Al (T N M,) = po(T N M,)}

und wir wollen zeigen, dass dies ganz A ist. Da £ durchschnittstabil ist,
gehort nach Voraussetzung jede Menge E € £ zu D,,. Wir behaupten, dass
& ein Dynkin-System ist. Offenbar ist M € D,,. Seien S C T Teilmengen, die
zu D,, gehoren. Dann ist
m((T\S)NM,) =

= p((T\ S)N M),

so dass auch 7'\ S zu D,, gehort. Sei schliefllich T;, i € I, eine abzédhlbare
Familie paarweise disjunkter Teilmengen aus D,,, und sei 7' = (J,; T;. Dann
ist

TETET
[\o}

p(TNM,) = (T 0 M,))

il

= ZPJ](TimMn)

el

= Zl@(ﬂ N Mn)

el



= (@)

= /'LQ(T M Mn)7

so dass auch T zu D,, gehort. Damit ist D,, ein Dynkin-System, das das
durchschnittsstabile Erzeugendensystem & enthélt. Nach Lemma 62.10 ist
daher A C D,,, und es gilt Gleichheit. O

Bildmafle

DEFINITION 64.8. Es sei (M, A, 1) ein Mafiraum, (N, B) ein Messraum und
p: M — N
eine messbare Abbildung. Dann nennt man das durch
v(T) = p(p™(T))
definierte Mafl auf N das Bildmaj§ von p unter . Es wird mit ¢, bezeichnet.
LEMMA 64.9. Es seien (M, A), (N,B) und (S,C) Messriume und
p:M— N

und
Yv:N— 8§
messbare Abbildungen. Es sei p ein MafS auf M. Dann gilt fir die Bildmafe

(Yo @)y = tulpupt).
Beweis. Siehe Aufgabe 64.8. O

DEFINITION 64.10. Es seien (M, A, i) und (N, B, v) MaBrédume. Eine messba-
re Abbildung

p: M — N
heifit mafitreu, wenn fiir jede messbare Menge T' C N die Beziehung

v(T) = (e~ (T))
gilt.

Eine messbare Abbildung ¢ : (M, A, u) — (N, B,v) ist genau dann mafitreu,
wenn v das Bildmafl von p unter ¢ ist.



Produkt von topologischen Ridumen

DEFINITION 64.11. Unter dem Produkt
der topologischen Rdume X und Y ver-
steht man die Produktmenge X XY zu-
sammen mit derjenigen Topologie (ge-
nannt Produkttopologie), bei der eine
Teilmenge W C X x Y genau dann of-
fen ist, wenn man sie als Vereinigung
von Produktmengen der Form U x V
mit offenen Mengen U C X und V C Y
schreiben kann.

=t
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Eine  Zylinderoberfliche ist der
Produktraum aus einer Kreislinie und
einem Intervall.
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