Mathematik 11

Prof. Dr. Holger Brenner
Universitidt Osnabriick
Fachbereich Mathematik /Informatik

Wintersemester 2010/2011



Vorwort
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Vorlesungen
31. RIEMANN-INTEGRIERBARKEIT

AY

L—

-~ fix)

a b?

In den folgenden Vorlesungen beschéftigen wir uns mit der Integrationstheo-
rie, d.h. wir wollen den Flacheninhalt derjenigen Fléche, die durch einen
Funktionsgraphen einer Funktion

fila, b)) — R

und der x-Achse begrenzt wird, systematisch studieren und berechnen. Zu-
gleich ergibt sich ein direkter Zusammenhang zum Auffinden von Stamm-
funktionen, das sind Funktionen, deren Ableitung f ist. Der Flacheninhalt
ist kein unproblematischer Begriff, den wir erst im dritten Semester im Rah-
men der Maftheorie grundlegend behandeln werden. Dennoch handelt es
sich um einen intuitiv leicht zugénglichen Begriff, von dem wir hier nur ei-
nige wenige naheliegende Grundtatsachen verwenden. Sie dienen hier auch
nirgendwo der Argumentation, sondern lediglich der Motivation. Ausgangs-
punkt ist, dass der Fldacheninhalt eines Rechtecks mit gegebenen Seitenléngen
einfach das Produkt der beiden Seitenléngen ist, und dass der Fldcheninhalt
einer Flidche, die man mit Rechtecken ,,ausschopfen® kann, als der Limes der
Summe der beteiligten Rechtecksinhalte erhalten werden kann. Beim Rie-
mannschen Integral, das zumindest fiir stetige Funktionen eine befriedigende
Theorie liefert, beschrinkt man sich auf solche Rechtecke, die parallel zum
Koordinatensystem liegen, deren Breite (Grundseite auf der z-Achse) be-
liebig varieren darf und deren Hohe in Beziehung zu den Funktionswerten
iiber der Grundseite steht. Dadurch werden die Funktionen durch sogenann-
te Treppenfunktionen approximiert.
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31.1. Treppenfunktionen.

/
-3 -2 1 ] 1 2 3

Eine Treppenfunktion. Im statistischen Kontext spricht man von
Histogrammen oder von Saulendiagrammen.

Definition 31.1. Sei [ ein reelles Intervall mit den Grenzen a,b € R. Dann
heifit eine Funktion
t: I — R

eine Treppenfunktion, wenn es eine Unterteilung

a=ayp< a1 <ay<-<lp1<a,=2>b
von [ gibt derart, dass ¢ auf jedem offenen Teilintervall Ja;_1, a;[ konstant ist.
Diese Definition stellt also keine Bedingung an den Wert der Funktion an den
Unterteilungspunkten. Die Intervalle ]a;_1, a;[ nennt man i-tes Teilintervall,

und a; — a;_1 heiffit Lange dieses Teilintervalls. Wenn die Lénge der Teilin-
tervalle konstant ist, so spricht man von einer dquidistanten Unterteilung.

Definition 31.2. Sei [ ein reelles Intervall mit den Grenzen a,b € R und sei
t: I — R

eine Treppenfunktion zur Unterteilung a = ag < a1 < as < -+ < ap_1 <
a, = b und den Werten ¢;, 2 = 1,...,n. Dann heifit

T = Ztl(az — Gifl)
i=1
das Treppenintegral von t auf I.

Das Treppenintegral wird auch mit fft(x) dx bezeichnet. Bei einer dquidi-
stanten Unterteilung mit der Teilintervalllinge b_Ta ist das Treppenintegral

gleich b_T“(Z?:l t;). Das Treppenintegral ist nicht von der gewihlten Unter-
teilung abhéngig, bzgl. der eine Treppenfunktion vorliegt.

Definition 31.3. Sei [ ein beschranktes Intervall und sei

f:I—R



eine Funktion. Dann heifit eine Treppenfunktion
t:I — R

eine obere Treppenfunktion zu f, wenn t(x) > f(x) ist fiir alle z € I. Eine
Treppenfunktion

s: I —R

heifit eine untere Treppenfunktion zu f, wenn s(z) < f(z) ist fir alle z € I.

Eine obere (untere) Treppenfunktion zu f gibt es genau dann, wenn f nach
oben (nach unten) beschrénkt ist.

Definition 31.4. Sei [ ein beschranktes Intervall und sei

f:I—R
eine Funktion. Zu jeder oberen Treppenfunktion
t:1 —R
von f zur Unterteilung a;, © = 0,...,n, und den Werten ¢;, 2 = 1, ..., n, heifit

das Treppenintegral

T = itz(az — a'i—l)
=1

eine Obersumme (oder ein oberes Treppenintegral) von f auf I.

Definition 31.5. Sei [ ein beschranktes Intervall und sei

f:I—R
eine Funktion. Zu jeder unteren Treppenfunktion
s: I —R
von f zur Unterteilung a;, ¢ = 0,...,n, und den Werten s;, i = 1,...,n,

heif3t

n

S = Zsi(ai —a;_1)

i=1
eine Untersumme (oder ein unteres Treppenintegral) von f auf I.

Verschiedene obere (untere) Treppenfunktionen liefern natiirlich verschiedene
Obersummen (Untersummen).
Definition 31.6. Sei I ein beschréanktes Intervall und sei

f:I—R

eine nach oben beschrankte Funktion. Dann heifit das Infimum von samt-
lichen Obersummen von oberen Treppenfunktionen von f das Oberintegral
von f.
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Definition 31.7. Sei I ein beschranktes Intervall und sei
f:I—R

eine nach unten beschrinkte Funktion. Dann heifit das Supremum von samt-
lichen Untersummen von unteren Treppenfunktionen von f das Unterintegral
von f.

Die Beschrankung nach unten stellt sicher, dass es iiberhaupt eine untere
Treppenfunktion gibt und damit die Menge der Untersummen nicht leer ist.
Unter dieser Bedingung allein muss nicht unbedingt die Menge der Ober-
summen ein Supremum besitzen. Fiir (beidseitig) beschrinkte Funktionen
existiert hingegen stets das Ober- und das Unterintegral. Bei einer gegebe-
nen Unterteilung gibt es eine kleinste obere (grofite untere) Treppenfunktion,
die durch die Maxima (Minima) der Funktion auf den Teilintervallen festge-
legt ist. Fiir das Integral muss man aber Treppenfunktionen zu sdmtlichen
Unterteilungen beriicksichtigen.

31.2. Riemann-integrierbare Funktionen.

0.4

0.2 -

o
0 02 04 06 OB 1

Eine untere und eine obere Treppenfunktion. Der griine Flacheninhalt ist
eine Untersumme und der gelbe Fliacheninhalt (teilweise verdeckt) ist eine
Obersumme.

Definition 31.8. Sei I ein kompaktes Intervall und sei
f:I—R

eine Funktion. Dann heift f Riemann-integrierbar, wenn Ober- und Unter-
integral von f existieren und iibereinstimmen.

Definition 31.9. Es sei I = [a, b] ein kompaktes Intervall. Zu einer Riemann-
integrierbaren Funktion

f:l=ab] — R, t —> f(t),
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heifit das Oberintegral (das nach Definition mit dem Unterintegral {iberein-
stimmt) das bestimmte Integral von f iiber I. Es wird mit

b
/a F(#) dt oder mit /I oL

bezeichnet.

Das Berechnen von solchen Integralen nennt man integrieren. Man sollte sich
keine allzu groflen Gedanken iiber das Symbol dt machen. Darin wird aus-
gedriickt, bzgl. welcher Variablen die Funktion zu integrieren ist. Es kommt
dabei aber nicht auf den Namen der Variablen an, d.h. es ist

/abf(t)dt:/abf(x)dx

Lemma 31.10. Sei I ein kompaktes Intervall und sei
f:I—R

eine Funktion. Es gebe eine Folge von unteren Treppenfunktionen (sp)nen
mit s, < f und eine Folge von oberen Treppenfunktionen (t,)neny mit t, > f.
Es sei vorausgesetzt, dass die beiden zugehdrigen Folgen der Treppenintegrale
konvergieren und dass thr Grenzwert tibereinstimmt. Dann ist f Riemann-
integrierbar, und das bestimmte Integral ist gleich diesem Grenzwert, also

b b b
lim,Hoo/ sp(x)de = / flz)dx = lim,Hoo/ to(z) dx

Beweis. Siehe Aufgabe 31.8. U

Beispiel 31.11. Wir betrachten die Funktion
f:00,1] — R, t — t%

die bekanntlich in diesem Intervall streng wachsend ist. Fiir ein Teilinter-
vall [a,b] C [0,1] ist daher f(a) das Minimum und f(b) das Maximum der
Funktion iiber diesem Teilintervall. Sei n eine positive natiirliche Zahl. Wir
unterteilen das Intervall [0, 1] in die n gleichlangen Teilintervalle

1 1
—,(i+1)—],2=0,...,n—1,
i i+ 1)) n
der Léange % Das Treppenintegral zu der zugehorigen unteren Treppenfunk-

tionen ist

n—1 n—1
11, 1=,
) =52
= 111 1
= aE” gt gn)
N S T
3 92n  6n2
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(siche Aufgabe 31.7 fiir die Formel fiir die Summe der Quadrate). Da die
beiden Folgen (1/2n),ex und (1/6n?),en gegen 0 konvergieren, ist der Limes
fiir n — oo von diesen Treppenintegralen gleich % Das Treppenintegral zu
der zugehorigen oberen Treppenfunktionen ist

—_

S|

n—

n—1
ol LSy
((+1)-)* = E;(zﬂ)
1
- 2
=1

]7
11 1

s
Il
=)

1
_ 3 2
= BEr g T
B 1+ 1 N 1
3 2 6n?

Der Limes davon ist wieder % Da beide Limiten iibereinstimmen, miissen
nach Lemma 31.10 {iberhaupt das Ober- und das Unterintegral iibereinstim-
men, so dass die Funktion Riemann-integrierbar ist und das bestimmte In-

tegral
1
1
/ dt = =
0 3

Lemma 31.12. Sei I ein kompaktes Intervall und sei

f:I—R

ist.

eine Funktion. Dann ist f genau dann Riemann-integrierbar, wenn es eine
Unterteilung a = ag < a1 < -+ < a, = b gibt derart, dass die einzelnen
Einschrinkungen fi = f|a,_, 0 Riemann-integrierbar sind.

Beweis. Siehe Aufgabe 31.9. O

In der Sitution des vorstehenden Lemmas gilt

/abf(t)dt:i/:l F(#)dt.

Definition 31.13. Sei [ ein reelles Intervall und sei
f:I—R

eine Funktion. Dann heifit f Riemann-integrierbar, wenn die Einschréankung
von f auf jedes kompakte Intervall [a,b] C I Riemann-integrierbar ist.

Aufgrund des oberen Lemmas stimmen fiir ein kompaktes Intervall [a, b] die
beiden Definitionen {iberein.
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31.3. Riemann-Integrierbarkeit stetiger Funktionen.

Satz 31.14. Sei I ein reelles Intervall und sei
f:I—R

eine stetige Funktion. Dann ist f Riemann-integrierbar.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass das Intervall kompakt ist, sagen wir
I = [a,b]. Die stetige Funktion f ist auf diesem kompakten Intervall be-
schriankt nach Satz 22.4. Daher gibt es obere und untere Treppenfunktionen
und daher existieren Oberintegral und Unterintegral. Wir miissen zeigen, dass
sie iibereinstimmen.Dazu geniigt es, zu einem gegebenen ¢ > 0 eine untere
und eine obere Treppenfunktion fiir f anzugeben derart, dass die Differenz
ihrer Treppenintegrale < e ist.Nach Satz 22.11 ist f gleichméBig stetig. Daher
gibt es zu € = ;= ein 0 > 0 derart, dass fiir alle 7,2’ € I mit d(z,2") < 0 die
Abschétzung d(f(z), f(2')) < € gilt. Sei nun n € N so, dass =% < § ist, und
betrachten wir die Unterteilung des Intervalls mit den Punkten a; = a—l—ib_T“.
Auf den Teilintervallen [a;_1,a;],7 =1,...,n, ist der Abstand zwischen dem
Maximum

t; = max (f(z),a;-1 <z < aq;)
und dem Minimum
s; =min (f(x),a;—1 <z < a;)
kleiner/gleich €. Die zu diesen Werten gehorigen Treppenfunktionen, also
t; fir € [a;_1,a;{und 1 <i<n-—1,
t(z) = )
t, fir x € [a,_1,a,)],

und

s(x) :=

si fir ¢ € [a;—1,a;/und 1 <i<n-—1,
Sp fir = € [a,_1,a,],

sind dann eine obere bzw. untere Treppenfunktion zu f. Die Differenz zwi-
schen den zugehorigen Ober- und Untersummen ist dann

n

b— . b— . b— " obh— n

=1 =1

U

Diese Aussage gilt dann auch fiir stiickweise stetige Funktionen.

Wenn man Aussagen beweist, bei denen auf Unterteilungen eines Intervalls
Bezug genommen wird, so ist es hdufig sinnvoll, feinere Unterteilungen ein-
zufithren. Insbesondere ersetzt man héufig zwei verschiedene Unterteilungen
durch eine gemeinsame Verfeinerung.
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Lemma 31.15. Es sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und es seien
f,g9:1 — R zwei Riemann-integrierbare Funktionen. Dann gelten folgen-
de Aussagen.

(1) Ist m < f(z) < M fiir alle x € I, so ist m(b —a) < f;f(t)dt <
M@ —a).
2) Ist f(x) < g(x) fir alle x € I, so ist fabf(t) dt < f;g(t) dt.

)
3) Esist [}(f +g)(t)dt = [} f(t)dt+ [} g(t)dt.

) Fiirc € Rist [M(cf)(t)dt =c [ f(t)dt.

) Die Funktionen max (f, g) und min (f, g) sind Riemann-integrierbar.
) Die Funktion | f| ist Riemann-integrierbar.

) Das Produkt fg ist Riemann-integrierbar.

(
(
(4
(5
(6
(7

Beweis. Fur (1) bis (4) siehe Lemma 31.15. (5). Wir betrachten die Aus-
sage fiir das Maximum. Wir miissen zeigen, dass es zu jedem ¢ > 0 eine
obere und eine untere Treppenfunktion gibt derart, dass die Differenz der
beiden Treppenintegrale < ¢ ist. Sei also ein § > 0 vorgegeben. Aufgrund der
Riemann-Integrierbarkeit gibt es Treppenfunktionen

b
sy und t; mit s; < f <ty und mit/(tl—sl)xdxgé/Q
und
b
so und ty mit s9 < g < 19 undmit/(t2—82>l’dl’§5/2.

Wir kénnen annehmen, dass diesen Treppenfunktionen die gleiche Untertei-
lung zugrunde liegt. Es sei (5, k = 1,...,n die Lange des k-ten Teilintervalls
I, und es sei

O = (t1 — s1)|1, + (t2 — 82|15 -

Dann gilt
Dobbe = D bl(ti = s)ln + (t2 = 52)[1)
k=1 k=1
= Zﬁk(tl — 51)‘11@ + ng(tZ - 52)'[;c
k=1 k=1
5.6
B 2 2
Wir setzen

s = max (81, s2) und t = max (1, t2) .

Dies ist offenbar eine obere bzw. untere Treppenfunktionen fiir max (f, g).
Wir betrachten ein Teilintervall I}, dieser Unterteilung. Wenn dort

S1 SSQ und tl Stg
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gilt, so ist
t—s = tQ—SQ S 6k
Wenn dort
S1 S S9 und tg S tl

gilt, so ist ebenfalls
t—s = tl—Sg S tl—Sl S 5k

Dies gilt auch in den beiden anderen Féllen. Damit ist die Differenz der
Treppenintegrale < >0 | 0, < 0. (6) folgt direkt aus (5). Fiir (7) siche
Lemma 31.15. O

32. HAUPTSATZ DER INFINITESIMALRECHNUNG

32.1. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung.
Zu einer Riemann-integrierbaren Funktion f :[a,b] — R kann man
b
[, f(t)at
b—a

als die Durchschnittshohe der Funktion ansehen, da dieser Wert mit der
Lange b — a des Grundintervalls multipliziert den Flacheninhalt ergibt. Der
Mittelwertsatz der Integralrechnung besagt, dass fiir eine stetige Funktion
dieser Durchschnittswert (oder Mittelwert) von der Funktion auch angenom-
men wird.

Satz 32.1. Sei [a,b] ein reelles Intervall und sei
f:la,b] — R

eine stetige Funktion. Dann gibt es ein ¢ € |a,b] mit
b
[ rwie= s,

Beweis. Uber dem kompakten Intervall ist die Funktion f nach oben und
nach unten beschrankt, es seien m und M das Minimum bzw. das Maximum
der Funktion. Dann ist insbeondere m < f(x) < M fiir alle x € [a,b] und

m(b—a)g/bf(t)dth(b—a).

Daher ist fff(t) dt = d(b — a) mit einem d € [m, M| und aufgrund des
Zwischenwertsatzes gibt es ein ¢ € [a, b] mit f(c) = d. O
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32.2. Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung.

Es ist geschickt auch Integralgrenzen zuzulassen, bei denen die untere Inte-
gralgrenze die obere Intervallgrenze und die obere Integralgrenze die untere
Intervallgrenze ist. Dazu definieren wir fiir a < b und eine integrierbare Funk-

tion f :[a,b] = R
/b F(t)dt = —/ F(1) dt

Definition 32.2. Sei [ ein reelles Intervall und sei
f:I—R

eine Riemann-integrierbare Funktion und a € I. Dann heifit die Funktion
I — R, :1:»—>/ f(t)dt
die Integralfunktion zu f zum Startpunkt a.

Man spricht auch von der Fldachenfunktion oder einem unbestimmten Integral.

Satz 32.3. Sei I ein reelles Intervall und set
f:I—R

eine stetige Funktion. Es sei a € I und es sei

_/:f(t)dt

die zugehdrige Integralfunktion. Dann ist F differenzierbar und es gilt

F'(z) = f(x) fir alle z € 1.

Beweis. Es sei z fixiert. Der Differenzenquotient ist

F(x+hi)l—F(x):%</ £) dt — /f t)dt) / f@)

Wir miissen zeigen, dass fiir A — 0 der Limes existiert und gleich f(x) ist.
Dies ist dquivalent dazu, dass der Limes von

x+h
=Y RCE )

fiir h — 0 gleich 0 ist. Mit der durch f(z) gegebenen konstanten Funktion
konnen wir hf(z f oth f(x) dt schreiben und damit den Ausdruck

W[ s

betrachten. Indem wir die Funktion ¢(t) = f(t) — f(z) betrachten kénnen
wir annehmen, dass f(x) = 0 ist. Wegen der Stetigkeit von f gibt es zu
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jedem € > 0 ein § > 0 derart, dass fir alle t € [x — 0, x + J] die Abschitzung
| f(t)|< € gilt. Damit gilt fur h € [—6,+9] die Abschatzung

|/ dt|<|/ 1t \dt|<|/ edt|=|h| e

und daher
\—/ F(tyde| < e.

32.3. Stammfunktion.

Zur Definition von Stammfunktionen setzen wir wieder K = R oder = C.
Wir werden uns aber weitgehend auf den reellen Fall beschranken.

Definition 32.4. Sei D C K offen und sei
f:D—K
eine Funktion. Eine Funktion
F:D—K

heilt Stammfunktion zu f, wenn F auf D differenzierbar ist und F'(z) = f(x)
gilt fiir alle x € D.

Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung kann man zusammen mit Satz 31.14
als einen Existenzsatz fiir Stammfunktionen interpretieren.

Korollar 32.5. Sei I ein reelles Intervall und sei
f:I—R
eine stetige Funktion. Dann besitzt f eine Stammfunktion.

Beweis. Es sei a € I ein beliebiger Punkt. Aufgrund von Satz 31.14 existiert
das Riemann-Integral
/ f(t)dt,

und aufgrund des Hauptsatzes ist F'(z) = f(z), d.h. F ist eine Stammfunk-
tion von f. O
Lemma 32.6. Sei I ein reelles Intervall und set

f:I—R

eine Funktion. Es seien F' und G zwei Stammfunktionen von f. Dann ist
F — G = c eine konstante Funktion.

Beweis. Es ist
(F—G)/ =F -G =f-f=0.
Daher ist nach Korollar 28.4 die Differenz F' — G konstant. U
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Isaac Newton (1643-1727)  Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

Die folgende Aussage ist ebenfalls eine Version des Hauptsatzes, der darin
ausgedriickte Zusammenhang heifit auch Newton-Leibniz-Formel.

Korollar 32.7. Sei I ein reelles Intervall und sei
f:I—R

eine stetige Funktion, fir die F' eine Stammfunktion sei. Dann gilt fiir a < b
aus I die Gleichheit

b
/f@ﬁ:F@—F@.

Beweis. Aufgrund von Satz 31.14 existiert das Integral. Mit der Integralfunk-
tion G(z) = [ f(t) dt gilt die Bezichung

/f@ﬁzc@:G@—m@

Aufgrund von Satz 32.3 ist G differenzierbar mit G'(z) = f(z), d.h. G ist
eine Stammfunktion von f. Wegen Lemma 32.6 ist F'(z) = G(x) + ¢. Daher

ist
b
/f@ﬁ:cmy4mo:F@—c—m@+c=F@—me

Da eine Stammfunktion nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist,
schreibt man manchmal

/ﬂwﬁ:F+a

und nennt c eine Integrationskonstante. In gewissen Situationen, insbesonde-
re in Zusammenhang mit Differentialgleichungen, wird diese Konstante durch
zusitzliche Bedingungen festgelegt. Das explizite Auffithren einer Integrati-
onskonstanten eriibrigt sich, wenn man das Gleichheitszeichen so interpre-
tiert, dass die Gleichheit eben nur bis auf eine Konstante gilt.
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Notation 32.8. Es sei I ein reelles Intervall und F : 1 — R eine Stamm-
funktion zu f : I — R. Es seien a,b € [. Dann setzt man

b
Flo=FO) - Fla) = [ f(0)de.

Diese Notation wird hauptséichlich bei Rechnungen verwendet, vor allem
beim Ermitteln von bestimmten Integralen.

Mit den schon im ersten Semester bestimmten Ableitungen von differen-
zierbaren Funktionen erhélt man sofort eine Liste von Stammfunktionen zu
einigen wichtigen Funktionen. In der néchsten Vorlesung werden wir weitere
Regeln zum Auffinden von Stammfunktionen kennenlernen, die auf Ablei-
tungsregeln beruhen. Im Allgemeinen ist das Auffinden von Stammfunktio-
nen schwierig.

Die Stammfunktion zu %, wobei x € R, und a € R, a # —1, ist, ist ﬁx““.

Die Stammfunktion der Funktion % ist der natiirliche Logarithmus.

Die Stammfunktion der Exponentialfunktion ist die Exponentialfunktion
selbst.

Die Stammfunktion von sin z ist — cos x, die Stammfunktion von cos x
ist sin x.

Die Stammfunktion von ﬁ ist arctan x, es ist ja

1

1
cos? (arctan x)

1

cos? (arctan ) 4 sin? (arctan )
cos? (arctan x)

(arctan z) =

1+ tan? (arctan z)

B 1
R
Die Stammfunktion von = ist 1In 1=, es ist ja
1 1+, 1 11—z 1—2)+(1+2)
(_.ln ) e — . .
2 l—z 2 1+x (1—x)?
1 2
2 (142)(1—)
1
C (I—a?)

In der iibernéchsten Vorlesung werden wir eine Verfahren angeben, wie man
zu einer beliebigen rationalen Funktion (also einem Quotienten aus zwei Po-
lynomen) eine Stammfunktion finden kann.
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Achtung! Integrationsregeln sind nur anwendbar auf Funktionen, die im ge-
samten Intervall definiert sind. Z.B. gilt nicht

/a@d: T N
12 x ¢ a a a’
da hier {iber eine Definitionsliicke hinweg integriert wird.
Beispiel 32.9. Wir betrachten die Funktion

[ R— R, t— f(t),

£(t) = {(1) fiir t1: 0,

mit

2 sin z flir £t #0.
Diese Funktion ist nicht Riemann-integrierbar, da sie weder nach oben noch

nach unten beschrankt ist. Es existieren also weder untere noch obere Trep-
penfunktionen fiir f. Trotzdem besitzt f eine Stammfunktion. Dazu betrach-

ten wir die Funktion
H(t) = {0 fiir t = 0,

%cosl%2 firt #0.

Diese Funktion ist differenzierbar. Fiir ¢t # 0 ergibt sich die Ableitung
1 1 1
2 o .
H(t)—tcost—2 +¥Slnt—2.
Fiir t = 0 ist der Differenzenquotient gleich
2 cos L s 1
. = cos .

Fiir s — 0 existiert der Grenzwert und ist gleich 0, so dass H iiberall diffe-
renzierbar ist (aber nicht stetig differenzierbar). Der erste Summand in H’
ist stetig und besitzt daher nach Korollar 32.5 eine Stammfunktion G. Da-
her ist H — G eine Stammfunktion von f. Dies ergibt sich fiir ¢ # 0 aus der
expliziten Ableitung und fiir t = 0 aus

H/(O) - G'(O) =0-0=0.
32.4. Stammfunktionen zu Potenzreihen.

Wir erinnern daran, dass die Ableitung einer konvergenten Potenzreihe glied-
weise gewonnen werden kann, siehe Vorlesung 29.

Lemma 32.10. FEs ses .
F= Y
n=0

eine in U(0,r) konvergente Potenzreihe. Dann ist die Potenzreihe

o

2 : ap—1 .ﬁEn
n

n=1
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ebenfalls in U(0, 1) konvergent und stellt dort eine Stammfunktion fir f dar.

Beweis. Sei x € U(0,r). Nach Voraussetzung und nach Lemma 26.7 ist dann

auch die Reihe
o
E | anz" ’
n=0

konvergent. Fiir jedes n > x gelten die Abschétzungen

_ €T _
" | <|apq2" 1||E|§|an—lxn 1|-

Daher gilt fiir ein £ > x die Abschétzung

[e.9] a oo
D17 1< )
n=~k n==k

Die rechte Reihe konvergiert nach Voraussetzung und ist daher eine konver-

gente Majorante fiir die linke Reihe. Daher konvergiert auch ) | [ *=tz" |
und nach Satz 24.8 auch ) 7, “~Lz". Die Stammfunktlonselgenschaft folgt
aus Satz 29.1. O

33. INTEGRATIONSREGELN

Wir besprechen nun die wesentlichen Rechenregeln, mit denen man Stamm-
funktionen finden bzw. bestimmte Integrale berechnen kann. Sie beruhen auf
Ableitungsregeln.

33.1. Partielle Integration.

Satz 33.1. Es seien
f’ g: [CL, b] — R

stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

/f 1) dt = Mb/f

Beweis. Aufgrund der Produktregel ist fg eine Stammfunktion von fg¢'+ f’g.
Daher ist

/f ﬁ+/f ﬁ—l%ﬁﬁ@@ﬁzm&
]

Bei der partiellen Integration sind insbesondere zwei Dinge zu beachten. Er-
stens liegt die zu integrierende Funktion im Allgemeinen nicht in der Form
fg vor, sondern einfach als Produkt wv (wenn kein Produkt vorliegt, so
kommt man mit dieser Regel sowieso nicht weiter, wobei allerdings die tri-
viale Produktzerlegung lu manchmal helfen kann). Dann muss man einen
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Faktor integrieren und dn anderen differenzieren. Wenn V' eine Stammfunk-
tion von v ist, so lautet die Formel

/uv:uV—/u'V.

Zweitens fithrt partielle Integration nur dann zum Ziel, wenn das zweite In-
tegral rechts, also fab f'(t)g(t) dt, integriert werden kann.

Beispiel 33.2. Wir bestimmen eine Stammfunktion des natiirlichen Loga-
rithmus In z mittels partieller Integration, wobei wir In x = 1-In z schreiben
und 1 integrieren und den Logarithmus differenzieren. Damit ist

b b b
1
/ In zdx = (z-In x)\Z—/ r-—dzr = (z-In w)|2—/ ldr = (z-In 2)°—=|°.
a a x a

Die Stammfunktion ist also z - ln x — x.

Beispiel 33.3. Die Stammfunktion der Sinusfunktion sin = ist — cos . Um
Stammfunktionen zu sin” z zu finden, verwenden wir partielle Integration,
um eine rekursive Beziehung zu kleineren Potenzen zu erhalten. Um dies
prizise zu machen, arbeiten wir mit Intervallgrenzen, und zwar sollen die
Stammfunktionen von 0 ausgehen, also fiir 0 den Wert 0 besitzen. Fiir n > 2
ist mittels partieller Integration

/ sin t dt = / sin” 2 ¢ - sin? t dt
0 0

= / sin" 2t - (1 — cos® t)dt
0

= / sin""? t dt — / (sin""2 ¢ cost) cost dt
0 0

T on—1 T
t 1
= / sin"2 ¢ dt — S0 © cost|§——(/ sin” t dt).
0 1 L' Jo

Durch Multiplikation mit n — 1 und Umstellen erhélt man
n/ sin” t dt = (n — 1)/ sin"? t dt — sin" ! x cos x.
0 0
Speziell ergibt sich fiir n = 2

T
1
/ Sithdt:§($— sin x cos x).
0
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John Wallis (1616-1703)

Korollar 33.4. Es gilt die Darstellung

[e.e]

w__ AJ2
H4k:2—1 fim “H°°H4k2—1'

Beweis. Wir setzen

Dies ist eine fallende Folge, fiir die aufgrund von Beispiel 33.3 die rekursive
Beziehung

n—1
ap = Ap—2
n

und die Anfangsbedingungen ag = 7 und a; =1 gelten. Ausgeschrieben be-
deutet dies fiir gerades n

Ay =

(n—1)(n—-3)---3-1
nn—2)---4-2

und fiir ungerades n

n—1)(n—-3)---4-2
nn—2)---5-3

Mit n = 2m bzw. n = 2m + 1 schreibt sich dies als

Ap —

2m—-1)2m-3)---3-1 =«
A9 = . —
? om(2m —2)---4-2 2
bzw. als
2m(2m —2)---4-2
A2m+1 =

2m+1)2m—1)---5-3°
Da die Folge fallend ist und a“”2 = Zﬁ gilt konvergieren die Quotlenten
gegen 1. Also ist insbesondere

Q2m

A2m+1

(2m—1)(2m—3)---3-1 ¢
2m@2m—2)-42 2
2m(2m—2)---4-2
@m+1)(2m—1)-53

= limp e
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2m+1)(2m —1)2(2m —3)2---52-32.1 7
(2m(2m —2)---4-2)? 2

Hier kann man den Zéahler, indem man zwei aufeinander folgende Faktoren
ausmultipliziert, als [],~,(4k* — 1) und den Nenner als [],-, 4k* schreiben.

Dabher ist
I, 4k2 .
[T (4k2 1) 27

= limy,e

1im,, 00

33.2. Integration der Umkehrfunktion.

Satz 33.5. Es sei f :]a,b] — [c,d] eine bijektive differenzierbare Funktion
und es sei F' eine Stammfunktion von f. Dann ist

Gly)=uf' () - F(f'(»)

eine Stammfunktion der Umkehrfunktion f=!.

Beweis. Ableiten unter Verwendung von Lemma 27.7 und Satz 27.8 ergibt

W) —F( W) = fw+y — W) 5
= ).

v
f (1))

Diese Aussage besitzt einen einfachen geometrischen Hintergrund. Wenn
f :a,b] — R, eine streng wachsende Funktion ist (und daher eine Bijektion
zwischen [a, b] und [f(a), f(b)] induziert), so besteht zwischen den beteiligten
Flacheninhalten der Zusammenhang

b f(b)
/ fydst [ T wa=070) - as@)

/f:j)f (t) dt = bf(b) — af(a /f

Fiir die Stammfunktion G von f~! mit dem Startpunkt f(a) gilt daher, wenn
F die Stammfunktion zu f bezeichnet, die Beziehung

Gly) = /f(y) f

-

(v))
= / fH(t)dt
f(a) .
= W) - af(a) - /
Y))

(a)
= yf (y) —af(a) = F(f'(y)) +
vf7 ) = F(f~(y) — af(a) +

bzw.

'(y)
f(s)ds
(a)

F
F(a),
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wobei —af(a) + F(a) eine Integrationskonstante ist.

Beispiel 33.6. Wir berechnen eine Stammfunktion von arctan x unter Ver-
wendung von Satz 33.5. Eine Stammfunktion des Tangens ist

/tantdt:—ln(cos x).

Also ist
x - arctan x + In (cos (arctan ) )

eine Stammfunktion von arctan z.

33.3. Die Substitutionsregel.

Satz 33.7. Sei I ein reelles Intervall und sei
f:I—R
eine stetige Funktion. Es sei

g:la,b] — I

stetig differenzierbar. Dann gilt

b g(b)
"(t) dt = s)ds.
Lﬂmmwt A@ﬂ)

Beweis. Wegen der Stetigkeit von f und der vorausgesetzten stetigen Diffe-
renzierbarkeit von g existieren beide Integrale. Es sei F' eine Stammfunktion
von f, die aufgrund von Korollar 32.5 existiert. Nach der Kettenregel hat
die zusammengesetzte Funktion ¢ — F(g(t)) = (F o g)(t) die Ableitung

(9()g'(t) = f(g(t))g'(t). Daher gilt insgesamt
g(b

Fl
b )
/ﬂwmmw:wwm:mw»wwm:F%%: f(s)ds.

g(a)

g

Beispiel 33.8. Typische Beispiele, wo man sofort erkennen kann, dass man
die Substitutionsregel anwenden kann, sind bspw.

mit der Stammfunktion

oder )
g
/

Ing.

mit der Stammfunktion
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Héufig liegt ein bestimmtes Integral nicht in einer Form vor, dass man die
vorstehende Regel direkt anwenden kénnte. Haufiger kommt die folgende
umgekehrte Variante zum Zug.

Korollar 33.9. Es sei
fila, b)) — R
eine stetige Funktion und es set
e, d] — [a,b], s — @(s),
eine bijektive, stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt

b )
[ rwa= [ et - o) ds

(a)
Beweis. Nach Satz 33.7 ist

©1(b) (™1 (b)) b
"(s)ds = t)dt = t)dt.
[, @i = [ 7 = [

4

Bemerkung 33.10. Die Substitution wird folgendermaflen angewendet: Es

soll das Integral
b
| sty

ausgerechnet werden. Man muss dann eine Idee haben, dass durch die Sub-
stitution

t=¢p(s)
das Integral einfacher wird (und zwar unter Beriicksichtigung der Ableitung
¢'(t) und unter der Bedingung, dass die Umkehrfunktion ¢! berechenbar
ist). Mit ¢ = ¢~ !(a) und d = ¢ ~1(b) liegt insgesamt die Situation
e, d] =25 [a,0] - R
vor. In vielen Fillen kommt man mit gewissen Standardsubstitutionen weiter.

Bei einer Substitution werden drei Operationen durchgefiihrt.

(1) Ersetze f(t) durch f(p(s)).
(2) Ersetze dt durch ¢'(s)ds.
(3) Ersetze die Integrationsgrenzen a und b durch ¢~!(a) und ¢~*(b).

Fiir den zweiten Schritt empfiehlt sich die Merkregel
dt = dp(s) = ¢'(s)ds,

der man im Rahmen der Theorie der Differentialformen auch eine inhaltliche
Bedeutung geben kann.
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Beispiel 33.11. Die obere Kreislinie des Finheitskreises ist die Punktmenge
{(wy)a® +y* =1, -1<z <1,y >0},

Zu gegebenem x, —1 < x < 1, gibt es genau ein y, das diese Bedingung erfiillt,
namlich y = /1 — 22. Daher ist der Flicheninhalt des oberen Einheitskreises
gleich der Flidche unter dem Graphen der Funktion z — /1 — 22 iiber dem
Intervall [—1, 1], also gleich

1
/ VvV1—22dx.
-1

Mit der Substitution
x = cos t und t = arccos x

(wobei cos : [0, 7] — [—1, 1] bijektiv ist), erhélt man

arccos b

b
/\/1—x2dx = V1 — cos? t(—sint)dt

arccos a

arccos b
= — / sin’ t dt
arccos a

arccos b
arccos a °

= §(sin t cost —t)]
Insbesondere ist
%(:L‘ - sin (arccos x ) — arccos ) = %(m -v/1— 22 — arccos )
eine Stammfunktion zu v/1 — 22. Daher ist

1
1

/ V1—22dr = §(sin0 +sinm +7) = 7/2.

-1

Beispiel 33.12. Wir bestimmen eine Stammfunktion von v/x? — 1 unter
Verwendung der Hyperbelfunktionen sinh ¢ und cosh ¢, fiir die die Bezie-
hung cosh? ¢ — sinh® ¢ = 1 gilt. Die Substitution

x = cosh ¢ mit dez = sinh ¢ dt

liefert
b
/ vz —1ldzr =

Eine Stammfunktion des Sinus hyperbolicus im Quadrat ergibt sich aus

1 1
sinh® t = (é(et —eh)? = Z(e% +e - 2).

arccosh b

vV cosh? t —1-sinh t dt = / sinh? ¢ dt.

arccosh a

arccosh b

arccosh a

Dabher ist

1.1 1 1 1
/ sinh® ¢ dt = 1(562“ - 5672“ —2u) = 1 sinh 2u — U
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und somit

1 1
/\/ 2?2 —1de = 1 sinh (2 arccosh x) — ) arccosh x .

Beispiel 33.13. Wir wollen eine Stammfunktion fiir die Funktion

$2

flx) =

(x cos x — sin x)?
bestimmen. Als Voriiberlegung berechnen wir die Ableitung von

(r cos x — sinz)t.

Diese ist
oS T —xsinx — cosx T sin x
" (rcosz —sinz)>  (zcosz — sina)?
Wir schreiben daher f als ein Produkt
Fla) = T sin x x

(z cos z — sin )2 sin z

und wenden darauf partielle Integration an, wobei wir den ersten Faktor in-
tegrieren und den zweiten Faktor ableiten. Die Ableitung des zweiten Faktors
ist

( T y = sin x —x cos x
sinxz’ sin? z ’
Daher ist
T
x)dr = (xcosz — sinx) -
[ f@rds = o)t

sin £ — X cosS &

— rcosx —sinz) - €T
-9
sin“ x

1
= (xcosx — sinx) ' (— - )+/ — dx

sin x sin® x

= (xcosx — sinx) ' (— ) — cot x.

sin x

34. INTEGRATION RATIONALER FUNKTIONEN

Wir erinnern an den Begriff einer rationalen Funktion.

Definition 34.1. Zu zwei Polynomen P, Q € K[X], @ # 0, heiit die Funk-
tion

P
D—>]K,zr—>ﬁ

Q(z)’

wobei D das Komplement der Nullstellen von @ ist, eine rationale Funktion.
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Wir méchten zeigen, wie man zu solchen rationalen Funktionen eine Stamm-
funktion finden kann. In vielen Féllen wissen wir das bereits. Wenn ) = 1
ist, so handelt es sich um ein Polynom P, das problemlos zu integrieren ist.

Fiir die Funktion 1/z ist der natiirliche Logarithmus eine Stammfunktion.'
Damit ist auch eine Funktion vom Typ
1

ar +b
(mit a # 0) integrierbar, eine Stammfunktion ist < In (az 4 b). Damit kann
man iiberhaupt beliebige rationale Funktionen der Form

P(x)

ar +b

integrieren. Die Division mit Rest? fiihrt zu einer Darstellung
P =H(ax+0b)+c,

mit einem weiteren Polynom H und wobei das Restpolynom ¢ konstant ist,
da sein Grad kleiner als der Grad des linearen Polynoms ist, durch das die
Division durchgefiihrt wird. Aus dieser Gleichung erhélt man die Darstellung

P

ﬂ = H + ¢ ,

ar +b ar +b
wobei wir fiir die beiden Summanden Stammfunktionen angeben kénnen. Die
Division mit Rest wird auch im allgemeinen Fall entscheidend sein. Davor

betrachten wir aber noch den Fall eines quadratischen Nennerpolynoms mit
Zahler 1, also

1

ax?® +br +c
mit a,b,c € C, a # 0. Durch Multiplikation mit a kann man den Koeffizienten
vor 22 zu 1 normieren. Durch quadratisches Ergéinzen kann man

P +br+c=(r+d?+e

schreiben. Mit der neuen Variablen v = x + d (bzw. mit der Substitution
u = x +d) schreibt sich dies als u? + e. Mit einer weiteren Substitution unter
Verwendung der Quadratwurzel von e bzw. von —e gelangt man zu

1
5 oder o2
Im ersten Fall gilt
1
/ T U2dv = arctan v

IDie Wahl eines geeigneten Definitionsbereichs, um die Aussagen iiber Stammfunktio-
nen auch in dieser Hinsicht prézise zu machen, iiberlassen wir dem Leser.

2Man kann die Division mit Rest durch ein lineares Polynom az+b sukzessive fortsetzen
und erhélt ein Polynom in der ,neuen Variablen“ u = ax + b. Dies geht nicht mit einem
Polynom von héherem Grad.
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und im zweiten Fall gilt

1 1 1
/ dv==1n Tt

1—? 2 1—-v’
wie in der 32. Vorlesung gezeigt wurde. Fiir die inversen Funktionen zu Po-

tenzen von quadratischen nullstellenfreien Polynomen werden die Stamm-
funktionen durch folgende Rekursionsformel bestimmt.

Lemma 34.2. Es sei 2 + bx + ¢ (mit b,c € R) ein quadratisches Polynom
ohne reelle Nullstelle (d.h. dass A\ = % <0 ist).

Dann ist?

/ L] tan — 1wt )
Pabrtc V=R TN IR TS

und fiirn > 1 gilt die Rekursionsformel

/ 1 I
x
(22 + bx + ¢)nt!

1 2u+b 1
= dn — 2 d
n(4c — b?) ((u2+bu+c)”+( " )/(ac2+bx+c)” x)

Beweis. Ableiten ergibt
( 1 1 b 1 1 1

t . .
arc an( m m 1—|—ﬁ($+%)2
1

—A+(z+3)?
1

c—bz21+x2+bx+%
2+ br+c

Zum Beweis der Rekursionsformel setzen wir ¢(z) = x* + bz + ¢ und leiten
ab.

i

(2r+b)g™) = 2¢ " —n(2x+b)g " (2x +b)
— 2q—n o nq_"_l(Q:U + b)?

3

Manchmal wird eine Stammfunktion zu einer Funktion mit einer neuen Variablen ange-
geben, um die Rollen von Integrationsvariablen und Variable fiir die Integrationsgrenzen
auseinander zu halten. In einem unbestimmten Integral, wo keine Integrationsgrenzen auf-
gefithrt werden, ist das nicht wichtig. Bei einem Integral der Form fou f(z)dz ist x die
Integrationsvariable und w die Grenzvariable. Der Ausdruck héngt aber nicht von x ab,
sondern lediglich von u. Deshalb ist [;' f(z)dz = F(u) (auf beiden Seiten steht eine von
u abhéingige Funktion, und diese stimmen {iberein) richtig und [’ f(z)dz = F(z) falsch.
Eine Formulierung wie F'(z) ist eine Stammfunktion von f(x) ist aber korrekt. .
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= 2¢7" —ng " (42? + 4ab + b?)
= 2¢7" —ng " (4q — 4c + V)

= 2¢7" —4ng "+ n(de — b*)g !
= (2—4n)g " +n(4e—bH)g " L.

Division durch n(4c — b*) und Umstellen ergibt

1 dn — 2
-n—1 _ 9 bg~™ ! -n
1 n(4e — b?) (Gz+b)a) + n(4e — b2)q

Dies ist die Behauptung. U

Bemerkung 34.3. Mit Lemma 34.2 kann man auch rationale Funktionen

der Form
re+ s

(22 + bx + c)"

(mit ;s € R, r # 0,) integrieren, wo also das Zahlerpolynom linear ist und
das Nennerpolynom eine Potenz eines quadratischen Polynoms ist. Bein =1
ist
r 9 , r 2x+ b T+ %b
(Gl +brte) =3 w24+brt+c  a?+br+c
D.h. dass die Differenz zwischen dieser Ableitung und der zu integrierenden
Funktion vom Typ

u
24+ br+c

ist, was wir aufgrund von Lemma 34.2 integrieren konnen. Bei n > 2 ist

—r 1 ,

(2(n —1) (22 + bz + c)"*l)

- Zigﬁ-@m+1y@x+m-

re+ %b
(22 + bx + )"
und wieder ist das Integral auf eine schon behandelte Situation zuriick-
gefiihrt.

1
(2 +bx + )

Wir mochten fiir beliebige rationale Funktionen f = 5 mit P,Q € R[X]
Stammfunktionen bestimmen. Dies geht grundsétzlich immer, vorausgesetzt,
dass man eine Faktorzerlegung des Nennerpolynoms besitzt. Aufgrund der
reellen Version des Fundamentalsatzes der Algebra gibt es eine Faktorzerle-

gung
Q=(X—b) (X —b)-aqaq.,
wobei die ¢; quadratische Polynome ohne reelle Nullstellen sind. Das Bestim-

men der Stammfunktionen zu rationalen Funktionen beruht auf der Partial-
bruchzerleqgung von rationalen Funktionen, die wir zuerst besprechen.
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34.1. Partialbruchzerlegung.

Die Partialbruchzerlegung liefert eine wichtige Darstellungsform fiir eine ra-
tionale Funktion P/Q, bei der die Nenner besonders einfach werden. Wir
beginnen mit dem Fall K = C, wo wir den Fundamentalsatz der Algebra zur
Verfiigung haben.

Satz 34.4. Es seien P,Q € C|X], Q # 0, Polynome und es sei
Q = (X — a1>rl e (X — CLS>TS

mit verschiedenen a; € C. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom
H e C[X] und eindeutig bestimmte Koeffizienten ¢;; € C, 1 <i <5, 1<
j S Ti, mat

P C11 C12 Ciry
— —H+ + R -
Q X—a (X—a) (X —ap)n
+ Cs1 + Cs2 + + CSTs
X —as (X —ay)? T (X —ay)r

Beweis. Die Division mit Rest liefert eine eindeutige Darstellung

P P

L H4+

Q- ""q
mit grad (P) < grad (Q). Wir miissen daher die Aussage nur fiir Quotienten
aus Polynomen zeigen, wo der Grad des Zahlerpolynoms kleiner als der Grad
des Nennerpolynoms ist.Wir fithren Induktion iiber den Grad r = Y7, 7
des Nennerpolynoms. Bei » = 0,1 ist nichts zu zeigen, bzw. der Quotient
steht bereits in der gewiinschten Form. Es sei nun () ein Nennerpolynom
vom Grad r und die Aussage sei fiir kleineren Grad bereits bewiesen. Es sei

X — ap ein Linearfaktor von (), so dass wir
Q= Q(X - Cll)
schreiben kénnen, wobei @ den Grad r — 1 besitzt. Die Ordnung von X — a;

in () sei r1. Wir setzen

B — L +
Q (X—-—a)n

Qi o

an. Dies fithrt auf
P=cy (X —a)? (X —a,)" + P(X —ay),

aus der wir ¢;,, und P bestimmen wollen. Da die Gleichheit insbesondere fiir
X = ay gelten soll, muss

P(ay)

a; — a2)T2 e (al — as)Ts

Cl’!’l - (



33

sein, wobei diese Division erlaubt ist, da die a; alle als verschieden vorausge-
setzt wurden. Wir betrachten nun

P—cy (X —a)? (X —as)™

mit dem soeben bestimmten Wert cy,.,. Fiir diese Differenz ist dann a; nach
Konstruktion eine Nullstelle, so dass man nach Lemma 17.4 durch X — a4
teilen kann, also

P—cyp (X —as)? (X —a,)"” = (X —ay)P

erhiilt. Dadurch ist P eindeutig festgelegt. Der Grad von P ist kleiner als

der Grad von P und der Grad von P ist kleiner als der Grad von Q. Daher
id

5 die Induktionsvoraussetzung anwenden. U

konnen wir auf

Wir wenden uns nun der reellen Situation zu.
Korollar 34.5. Es seien P,Q € R[X], Q # 0, Polynome und es sei

Q: (X_CLl)rl...(X_as)Ts ’ithuu
mit verschiedenen a; € R und verschiedenen quadratischen Polynomen Q)
ohne reelle Nullstellen. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom H &€
R[X] und eindeutig bestimmte Koeffizienten ¢;; € R, 1 <i<s,1<j <y,
und eindeutig bestimmte lineare Polynome Ly = dieX + epe, 1 < k < u,
1< 0<ty, mit

P c11 C12 Cir
— = H e
Q +X—CL1+(X—CL1)2+ —i_<)(—(11)7“1
Cs1 Cs2 ST
—|—...+X_as+ (X—CLS)2 + ...+ (X—as)”s
Lll L12 L1t1
R
Q1 Qi i
+ + Lul + Lu2 + + Lutu

Beweis. Wir gehen von der komplexen Partialbruchzerlegung von P/Q aus.
Die reell quadratischen Polynome Q). zerfallen komplex als

Qr=(X—-2)(X-32)

mit z = 2, € C. In der komplexen Partialbruchzerlegung betrachten wir die
Teilsumme

c d

(X—27 (X —3)

mit ¢,d € C. Wenn man auf die gesamte komplexe Partialbruchzerlegung die
komplexe Konjugation anwendet, so bleibt der reelle Quotient g unverandert,
ao dass auch die Partialbruchzerlegung in sich iiberfiihrt wird. Daher miissen
c und d zueinander konjugiert sein und die obige Teilsumme ist daher

c C _ X - teX -2 S
(X —2)f (X —2)4(X —2)f Qi
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wobei das Zéahlerpolynom S reell ist, da es invariant unter der komplexen
Konjugation ist. Dieses Zéhlerpolynom ist im Allgemeinen nicht linear, wir
werden aber zeigen, dass man weiter auf lineare Zahlerpolynome reduzieren
kann.Der Grad von S ist kleiner als der Grad des Nennerpolynoms. Durch
sukzessive Division mit Rest von S durch ), erhélt man

S=Lo+ LiQx + Lo@Qi + ... + L1 Q4"
mit linearen (reellen) Polynomen L;. Daher ist
S Lo+ LiQu+ LoQi + ...+ LiaQy ' Ly Ly Le_s Ly
=~ = 7 = 5ttt

Wenn man alles aufsummiert, so erhélt man insgesamt die Behauptung. [

Neben dem Umweg iiber die komplexe Partialbruchzerlegung gibt es weite-
re Methoden, in Beispielen die reelle Partialbruchzerlegung zu bestimmen.
Grundsétzlich bedeutet das Bestimmen der (reellen oder komplexen) Koeffi-
zienten in der Partialbruchzerlegung, ein (inhomogenes) lineares Gleichungs-
system zu l6sen, wobei man sowohl durch Koeffizientenvergleich als auch
durch das Einsetzen von bestimmten Zahlen zu hinreichend vielen linearen
Gleichungen kommt.

Beispiel 34.6. Wir betrachten die rationale Funktion
o 1
X3—-1 (X -D(X2+X+1)’

wobei der Faktor rechts reell nicht weiter zerlegbar ist. Daher muss es eine
eindeutige Darstellung

1 a bX +c

-1 X—1 X+x+1

geben. Multiplikation mit dem Nenner fiithrt auf

1 = a(X?+X+1)+ (X +c)(X —1)
= (a+b)X*+(a+c—bX+a—-c

Koeffizientenvergleich fiihrt auf das inhomogene lineare Gleichungssystem
a+b=0unda+c—b=0unda—c=1

mit den eindeutigen Losungen

1 1 2
a:—,b:__,c:__-
3 3 3
Die Partialbruchzerlegung ist also
1 1 2
1 _ _3 . _—3*73 1 1 b X +2

(X3-1) X



35

Beispiel 34.7. Wir betrachten die rationale Funktion
X*-X+4+5 X*—-X+45
X4+ X2 X2(X2+1)’
wo die Faktorzerlegung des Nennerpolynoms sofort ersichtlich ist. Der Ansatz
X3—X+5 a b cX +d
X)X XX+
fithrt durch Multiplikation mit dem Nenner auf
X~ X+5 = aX(XP+1) +b(X?+1)+ (cX +d)X?
= aX’+aX +bX*+b+cX®+dX?
= (a+o)X?+(b+d)X*+aX +b.

Daraus ergibt sich durch Koeffizientenvergleich
b=5,a=-1,d=-5c=2
und insgesamt die Partialbruchzerlegung

X3—X+5 L, 5 2X-5
X2(X24+1) X X2 X241

34.2. Integration rationaler Funktionen.

Verfahren 34.8. Es sei eine rationale Funktion
P

'=q

gegeben, fiir die eine Stammfunktion gefunden werden soll. Dabei seien P
und @ reelle Polynome. Man geht folgendermaflen vor.

(1) Bestimme die reelle Faktorzerlegung des Nennerpolynoms Q.
(2) Finde die Partialbruchzerlegung

DY +zzdwx+@w>.

11]1 k=1 j=1

(3) Bestimme fiir jedes
Cij
(X —a;))
und fiir jedes
die X + epe
Q%
eine Stammfunktion.

Beispiel 34.9. Wir mochten eine Stammfunktion zu




36

bestimmen. Nach Beispiel 34.6 ist die reelle Partialbruchzerlegung gleich

1 1 1 1 T+ 2
»—-1 3 z—1 3 224x+1
1 1 1 20+ 4
3 rz—1 6 224x+1
1 1 1 20+ 1 1 3
3 z—-1 6 224z+1 6 224x+1
1 1 1 20 +1 1 1
3 x—-1 6 224x+1 2 224zx+1
Als Stammfunktion ergibt sich daher
1 1 12 2 1
gln(x—l)—gln(:ﬁ2+$+1)—§ﬁarctanﬁ(x+§),

wobel wir fiir den rechten Summanden Lemma 34.2 verwendet haben.

Beispiel 34.10. Wir mochten eine Stammfunktion zu
23— +5
f(fl?) - 1)4 i £L’2
bestimmen. Nach Beispiel 34.7 ist die reelle Partialbruchzerlegung gleich
@ —x+5 1+ 5 +2x—5
222 +1) a2 a2+1°

Als Stammfunktion ergibt sich daher

—Inz -5z 4+ In(2® +1) — 5 arctan x.

35. INTEGRATION SPEZIELLER FUNKTIONEN

35.1. Stammfunktionen zu rationalen Funktionen in der Exponen-
tialfunktion.

Nachdem wir nun rationale Funktionen integrieren kénnen, kénnen wir auch
fiir eine ganze Reihe von Funktionen eine Stammfunktion finden, die wir
durch gewisse Standardsubstitution auf eine rationale Funktion zuriickfithren
konnen.

Lemma 35.1. Es sei [ eine rationale Funktion in der Exponentialfunktion,
d.h. es gebe Polynome P,Q € R[X], Q # 0, derart, dass

0= o

gilt. Dann kann man durch die Substitution

t=1Ins

das Integral [ f(t)dt auf das Integral einer rationalen Funktion
zuriickfihren.
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Beweis. Bei der Substitution ¢t = In s ist
1
dt = —ds,
s

und fiir die Polynome P(e') und Q(e') ergeben sich

P(e') = P(e™*) = P(s) und Q(e') = Q(e™*) = Q(s).

P(s)
5Q(s)
tion muss man dann s = e’ einsetzen. O

. In deren Stammfunk-

Insgesamt ergibt sich also die rationale Funktion

Im vorstehenden Lemma geht es um die zusammengesetzten Funktionen vom
Typ

P
U2 R %R,
wobei der Definitionsbereich U C R durch

U={zeRlQ(¢) # 0}
festgelegt ist.

Beispiel 35.2. Wir wollen eine Stammfunktion fiir die Funktion

f(t) = —

et + et
finden. Das in Lemma 35.1 beschriebene Verfahren fithrt auf die rationale

Funktion
1 1 1 1

(s + s3)s - s2(s2+1) T2 24l
so dass die Partialbruchzerlegung direkt vorliegt. Die Stammfunktion von
dieser rationalen Funktion ist

—— —arctan s.
S

Die Stammfunktion von f ist daher
—— —arctan €.
e
Neben dem Polynomring K[X] in einer Variablen iiber einem Korper K gibt
es auch Polynomringe in mehreren Variablen, wobei wir im Folgenden nur

den Polynomring in zwei Variablen benétigen. Man schreibt ihn als K[X, Y]
und definiert ihn am einfachsten als

(KIXDIYT,
wobei der Grundring kein Korper ist. Jedenfalls besteht dieser Ring aus allen
Polynomen in zwei Variablen, also aus Ausdriicken der Form
apo +a10X +a01Y+a20X2 —|—a11XY —|—CL02Y2 +a30X3 +a21X2Y+a12XY2 —+....

Entsprechend gibt es auch rationale Funktionen in zwei Variablen. Diese sind
wiederum Quotienten aus zwei Polynomen in zwei Variablen. Wenn man in
eine solche Funktion in zwei Variablen zwei Funktionen in einer Variablen
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einsetzt, so erhédlt man wieder eine Funktion in einer Variablen. Dies ist der
Fall in den folgenden Situationen.

Korollar 35.3. FEs sei eine rationale Funktion in den Hyperbelfunktionen
sinh wund cosh gegeben, d.h. es gebe zwei Polynome P und Q) in zwei Va-
riablen mit QQ # 0 derart, dass

P(sinh ¢, cosh ¢t
flty = L !
Q(sinh ¢, cosh t)
gilt. Dann lisst sich das Integral

/ £(t) dt

auf das Integral einer rationalen Funktion in der Exponentialfunktion zurick-
fiihren und damit lésen.

Beweis. Mit . . . .
et —e” e+ e
und cosh t = J;
erhiilt man eine rationale Funktion in ¢’ und e~* = (ef)™!, so dass insgesamt
eine rationale Funktion in der Eponentialfunktion vorliegt. Deren Stamm-
funktion lasst sich wie in Lemma 35.1 beschrieben finden. U

sinh ¢t =

35.2. Stammfunktionen zu rationalen Funktionen in trigonometri-
schen Funktionen.

Lemma 35.4. Es sei eine rationale Funktion in den trigonometrischen Funk-
tionen sin t und cos t gegeben, d.h. es gebe zwei Polynome P und @ in zwei
Variablen mit Q) # 0 derart, dass

ft) =

gilt. Dann fiihrt die Substitution

P(sint, cos t)
Q(sin t, cos t)

t = 2arctan s

/ () dt

auf das Integral einer rationalen Funktion zuriick.

das Integral

Beweis. Bel der Substitution ¢ = 2 arctan s ist s = tan % und
2
1+ 52

Aus den trigonometrischen Funktionen wird unter Verwendung von Satz
25.11

dt = ds.

. .t t
sint = sm(§+§)
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cos? (%)
cos? (L) + sin® (%)
1
"1+ tan? (%)

t
= 2t —
an(2)
1
1+ 82

= 2s

und

cost = cos(t—i—t)
N 2, 2

t t
= cos’ (5) — sin? (5)

t
— 92c0s2(2) —1
cos (2)

1

N N |
1+ tan? (%)
1

= 2 —1
1+ 52

o 1-5

148

Da sowohl das Differential dt als auch die trigonometrischen Funktionen bei
dieser Substitution rationale Ausdriicke in s sind, liegt nach dieser Substitu-
tion insgesamt eine rationale Funktion vor. U

Beispiel 35.5. Die Stammfunktion von
1
sin ¢
berechnet sich unter Verwendung von Lemma 35.4 folgendermaflen.

1 1+ s? 2 1
dt = . ds = [ —ds.
/sint / 2s 1+ s2 ° /3 °

Die Stammfunktion von —L— ist daher In(tan % ).

35.3. Stammfunktionen zu rationalen Funktionen in Wurzelfunk-
tionen.

Lemma 35.6. Es sei f eine rationale Funktion in x und in { % (mit

a,byr;s € Ry a,re +s # 0, n € Ny), d.h. es gebe zwei Polynome in zwei
Variablen, P,Q € Rlz,y|, Q # 0, derart, dass

2 P ED
fla) = — L=
Qe i)
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gilt. Dann kann man durch die Substitution

su™ —b

xr =
a—ru”
die Berechnung von [ f(x)dx auf das Integral einer rationalen Funktion in
u zurickfihren.

Beweis. Wir konnen sa — rb # 0 annehmen, da sonst Z#hler und Nenner
im Wurzelausdruck linear abhéngig sind und man teilen konnte. Bei der
angegebenen Substitution ist

sum—=b

n ax+b _ aa—ru"+b
- sum—b

re+ S re——+s

r(su™ —b) + s(a — run)
. Jasu™ — bru™
—rb+ sa
u.
Da die Ableitung der rationalen Funktion x = Z”f;;ff nach u wieder eine

rationale Funktion in w ist, ist das Gesamtergebnis nach dieser Substitution
eine rationale Funktion in w. O

_ (/a(su” —b) +bla —rum)

Lemma 35.7. Es sei f eine rationale Funktion in x und in Vax? + bx + ¢
(mita,b,c € R, a # 0 und so, dass ax*+bx-+c auch positive Werte annimmt),
schreiben kann, d.h. es gebe zwei Polynome in zwei Variablen, P,Q € R[X],
Q # 0, derart, dass

P(xz,vax?+bx + c)
Q(z,vax? + bx + ¢)

gilt. Dann kann man durch eine Substitution der Form

fz) =

x=at+
(a,B€R, a+#0), die Berechnung von [ f(x)dz auf ein Integral der Form
(1) [R(t,VI=8)dt,

(2) [ R(t,Vt? —1)dt,
(3) J R(t, vVt + 1)dt,

zurickfiihren, wober R wieder eine rationale Funktion in zwei Variablen ist.
In diesen drei Fillen fithren die Substitutionen

(1) t = sin s,
(2) t = cosh s,
(3) t = sinh s,
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auf das Integral tiber eine rationale Funktion in trigonometrischen Funktio-
nen bzw. in Hyperbelfunktionen

Beweis. Durch eine Substitution der Form u = /ax bzw. v = /—ax ver-

einfacht sich die Quadratwurzel zu Vu2 + bu + ¢ bzw. zu vV —u2 + bu + ¢.

Quadratisches Ergénzen fithrt zu v/v2 + € bzw. /—v? 4 é. Durch eine weite-
re Substitution der Form w = ﬁ erhilt man vévaw? + 1 oder /—évw? — 1

oder aber? v/&v/—w? + 1. Dies sind alles affin-lineare Substitutionen. Die Er-
gebnisse unter der Gesamtsubstitution sind von der angegebenen Art.

Wenn es sich um ein Integral zu einer rationalen Funktion der Form
R(t,v/1—#2)

handelt, so fithrt ¢ = sin s zu

VI—t2 = V1—sin’?s = Vcos?s = cos s
und zu
dt = (sin s)'ds = cos sds,

so dass sich eine rationale Funktion in den trigonometrischen Funktionen
sin s und cos s ergibt.

Bei einem Integral zu einer rationalen Funktion der Form
R(t, vVt —1)
fithrt ¢t = cosh s zu
t2—1 = sinh s
und zu
dt = (cosh s)'ds = sinh sds,

so dass sich eine rationale Funktion in den Hyperbelfunktionen sinh s und
cosh s ergibt.

Bei einem Integral zu einer rationalen Funktion der Form
R(t, V2 +1)
fithrt ¢t = sinh s zu
t24 1= cosh s
und zu
dt = (sinh s)'ds = cosh sds,

so dass sich wieder eine rationale Funktion in den Hyperbelfunktionen sinh s
und cosh s ergibt. O

4Der Fall v—w? —1 ist nicht moglich, da dann die urspriingliche Funktion fiir keine
reelle Zahl definiert wére.
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Beispiel 35.8. Wir wollen fiir die Funktion
1
s2/1— 52
eine Stammfunktion bestimmen. Mit der in Lemma 35.7 beschriebenen Sub-

stitution
s=sint und ds = cos tdt

werden wir auf die Funktion

1 1
sin?t - cos® t cost = sin? ¢ - cos? t
gefithrt. Mit der in Lemma 35.4 beschriebenen Substitution
t = 2arctan u, dt = ——du, sint = 2u und cost = 1_—u2
1+ u? u? 1+ u?
werden wir auf die rationale Funktion
(1+u?)? (14+u?)? 2 (14 u?)? u® + 3ut +3u? + 1

4 (1—-w2)? 14w 221 —w)?2(1+u)?  2uS — dut + 202
gefiihrt. Hierfiir miissen wir die Partialbruchzerlegung finden. Die Division
mit Rest ergibt

1
u6+3u4+3u2+1:(2u6—4u4+2u2)~§+5u4+2u2+1,

so dass es also um die rationale Funktion
1 bu'+2u?+1
2 * 2ub — 4ut 4 2u?
geht. Diese Funktion ist eine rationale Funktion in v = u?, so dass wir die
Partialbruchzerlegung von
S +v+1  ZP+ou+]
B2 tv v(v—1)2

bestimmen. Der Ansatz

gvz+v+%_g+ b
v(v—1)2 v o ov—1 (v—=1)2
fithrt zu
gv2+v+%:a(v—1)2+bv(v—1)—|—cv.

Einsetzen von v = 0, v = 1 und v = 2 fiihrt zu

1

5 =0

4=c,
und

2 1
;—a+2b+20—§+2b+8, also b = 2.



43

Dabher ist

Nt

v+v+3 3 2 4
v(v —1)2 v
bzw.
el )
w2 —12 w2 w—-1 (W—1)2"

Mit den Identitaten

2 1 1
w?—1 wu—1 wu+1
und
4 B ( 1 1 )2
(w—-12  ‘u—1 u+l
1 1 2
B CES AR T R O[OS
1 1 1 1
= + - +
(u—1)2% (u+12 u—-1 wu+l
ergibt sich schliellich
gu“—i—u?—i—%_i 1 1

R e R RSV E R RSV

Die Stammfunktion von

ist daher
1 11 1 1
-y — - — — —
2 24 uwu—1 wu+1
Daher ist
1 ¢ (t) 1 1 1 1
~tan (=) — = _ _
2 2 2 tan (%) tan (%) -1 tan (%) +1
eine Stammfunktion von
1
sin® t - cos? t
und
1 arcsin s 1 1 1 1
— tan (———) — = . _ : _ :
2 2 2 tan (%) tan (%) —1 tan(arcszlns) +1

ist eine Stammfunktion von

1
524/1 — 523 .
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36. UNEIGENTLICHE INTEGRALE

In dieser Vorlesung entwickeln wir die Integrationstheorie in zweierlei Hin-
sicht weiter. Einerseits untersuchen wir, wie sich bei einer konvergenten Funk-
tionenfolge die Integrale verhalten. Andererseits beschéftigen wir uns mit der

Frage, was passiert, wenn wir in einem Integral ff f(t)dt die Intervallgrenzen
gegen unendlich oder gegen eine Zahl, wo die Funktion nicht definiert ist,
wandern lassen.

36.1. Integrale von Grenzfunktionen.
Lemma 36.1. Es se:
fnila, 0] — R

eine gleichmafig konvergente Folge von stetigen Funktionen mit der Grenz-
funktion

f:a,b) — R.
Dann gilt die Beziehung

limmy, o0 / ’ falt) dt = / ’ Ft)dt.

Beweis. Da die Grenzfunktion nach Lemma 26.4 stetig ist, existiert das be-
stimmte Integral rechts nach Satz 31.14. Fiir jedes € > 0 gibt es ein ng mit

[ult) = S0 5

fir alle n > ng und alle t € [a, b]. Daher gilt fiir diese n die Abschitzung

|/h®ﬁ—/f®ﬁ|§! falt) — £(2) dt|

g

Satz 36.2. Sei (M,d) ein metrischer Raum und [a,b] ein kompaktes Inter-
vall. Es sei

f M x[a,b] — R,

eine stetige Funktion. Dann ist auch die Funktion
b
M — R, :L'>—>/ f(x, t)dt,

stetig.
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Beweis. Aufgrund von Satz 20.3 miissen wir fiir jede konvergente Folge
(Zp)nen in M mit dem Grenzwert x zeigen, dass die Folge der Integrale

b
f(zp, t)dt

a

gegen
b

flz t)dt

konvergiert. Aufgrund von Lemma 36.1 geniigt es zu zeigen, dass die Funk-
tionenfolge f(z,, —) gleichméBig gegen f(x, —) konvergiert. Nehmen wir also
an, dass diese Folge nicht gleichméfig konvergiert. Dann gibt es ein € > 0
mit der Eigenschaft, dass es zu jedem n € N ein m > n und ein t,, € [a, b]
gibt mit | f(x,, tm) — f(2, tm)|> €. So kénnen wir eine Teilfolge (x,,, )ken mit
zugehorigen Punkten ¢, konstruieren, die diese Abstandbedingung erfiillen.
Wegen Satz 22.3 gibt es zu dieser Folge in [a, b] eine konvergente Teilfolge, und
durch Umbennen kénnen wir annehmen, dass die Folge (%, )xen konvergiert,
sagen wir gegen t € [a,b]. Wegen der Stetigkeit von f und den Konvergen-
zeigenschaften gibt es ein ko derart, dass fiir alle & > kq die Abschétzungen
| (@ tny) — f(2,0)|< 2eund | f(z,t,,) — f(x,t)|< e gelten. Damit ist

|f(xnk7tnk) - f<x7tnk>‘ S |f($nk7tnk) - f(l‘,t)’ + ‘f(l‘,t) - f(xatnk)l

2€

3

€,

ANVAN

ein Widerspruch. O

36.2. Uneigentliche Integrale.
Wir erinnern zunéichst an die Definition des Grenzwertes.

Definition 36.3. Sei (X, d) ein metrischer Raum, sei " C X eine Teilmenge
und sei a € X ein Beriihrpunkt von 7'. Es sei

f:r—M

eine Abbildung in einen weiteren metrischen Raum M. Dann heifit w € M
der Grenzwert von f in a, wenn es fiir jedes € > 0 ein > 0 gibt mit der
folgenden Eigenschaft: Fiir jedes x € TN U(a,0) ist f(x) € U(w,e).

Wir interessieren uns dabei hauptséchlich fiir den Fall, wo eine stetige Funk-
tion f :]r, s[— R gegeben ist und die stetige Fortsetzbarkeit nach r oder nach
s geklart werden soll. Wir wollen aber auch fiir eine Funktion f :R — R das
Verhalten fiir  — oo oder x +— —oo erfassen.

Definition 36.4. Sei (M, d) ein metrischer Raum und es sei

f T R— M
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eine Abbildung. Dann heifit w € M der Grenzwert von f fiir x — oo, wenn
es fiir jedes € > 0 ein s € R gibt mit der folgenden Eigenschaft: Fiir jedes
reR, x> s ist d(f(z),w) <e.

Unter einem Randpunkt eines (ein- oder beidseitig) unbeschriankten Inter-
valls verstehen wir im Folgenden auch die Symbole oo und —oo. Dies heifit
nicht, dass diese Symbole zu R gehoren, sondern lediglich, dass man dafiir
sinnvolle Grenzwertbetrachtungen durchfiithren kann.

Definition 36.5. Es sei I C R ein Intervall und r ein Randpunkt von I und
a € I. Es sei eine stetige Funktion

f:I—R

gegeben. Man sagt, dass das uneigentliche Integral zu f fiir x — r existiert,
wenn der Grenzwert

lim, /a ' f(t)dt

existiert. In diesem Fall schreibt man fiir diesen Grenzwert auch

/a " dt

und nennt dies das uneigentliche Integral von a nach r

k|
i3
2
1.3
1

0.3

]
] 0.3 1 13 2 23 k|

Die Funktion m, der blaue Fliacheninhalt repréasentiert das (beidseitig)
uneigentliche Integral.

Die Existenz dieses uneigentlichen Integrals héngt nicht von dem gewéhlten
Intervallpunkt a € I ab, wohl aber der Wert des uneigentlichen Integrals.
Die inhaltliche Interpretation des uneigentlichen Integrals ist wiederum der
Fldacheninhalt unterhalb des Funktionsgraphen, aber erstreckt iiber ein nicht
notwendigerweise kompaktes Intervall. Wenn fiir die Funktion f eine Stamm-
funktion F' bekannt ist, so geht es um das Bestimmen des Grenzwertes

lim,_,, /I f(t)dt =lim,_,, F(z)— F(a).
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Lemma 36.6. Es sei I ein reelles Intervall, a € I und r sei ein Randpunkt
von I. Es seien
f, h:I— RZO

stetige Funktionen mit
f(&) < h(t) firallet el

und es sei vorausgesetzt, dass das uneigentliche Integral

/a ") dt

existiert. Dann existiert auch das uneigentliche Integral

/a " dt
/arf(t) dt < / h(t) dt

Beweis. Wir behandeln den Fall, wo r die obere Intervallgrenze ist. Es ist

/abf(t) dt < /abh(t)dt

wegen f(t) < h(t) fur alle t € I. Wegen der Nichtnegativitéit von h und von f
wachsen beide Seite bei b — 7, und die rechte Seite ist durch das uneigentliche
Integral f; h(t) dt beschrankt. Nach Satz 8.9 existiert der Grenzwert

limy_, /abf(t)dt:/arf(t)dt.

und es gilt

g

Beispiel 36.7. Sei f(t) = t° mit ¢ € R. Wir interessieren uns fiir die un-
eigentlichen Integrale zu f fiir t von 0 bis 1. Dabei ist die Funktion bei der
Intervallgrenze 0 nicht definiert, das ist also der kritische Randpunkt. Bei
c¢= —1ist In ¢ die Stammfunktion von 1/¢. Daher ist

1
1

/—dt — In =z,
s U

und der Grenzwert fiir x — 0 existiert nicht. Das uneigentliche Integral
existiert also nicht.

Sei nun ¢ < —1. Dann ist ;1115"“ eine Stammfunktion zu ¢¢ und daher ist

c+1
1 1 T

1
1
lim, tedt) = lim,_,o (——t“"1) = lim, — .
1m—>0(/z ) 1m—>o(c+1 |:5) 1m—>0(c+1 c—i—l)
+1 _

Da es sich rechts um eine negative Potenz von x handelt, ist lim, ,o 7" =
oo. Das uneigentliche Integral existiert also nicht. Dies folgt iibrigens auch
aus Lemma 36.6, da ja t™! <t fiir c< —1und 0 < ¢t < 1 gilt.




48

Sei nun ¢ > —1. Dann ist ;1115‘3“ eine Stammfunktion zu ¢¢ und daher ist

1 . 1 $c+1

1
limxﬁo (/$ tcdt) = hmxﬂo (C_'__ltc+l’x) = hmx~>0 (C_i_—l _ po]

).

Da es sich um eine positive Potenz von z handelt, ist lim,_,o 2" = 0. Das
uneigentliche Integral existiert also und besitzt den Wert 0%1

Beispiel 36.8. Sei f(t) = t° mit ¢ € R. Wir interessieren uns fiir das unei-
gentliche Integral zu f fiir ¢ von 1 bis co. Der kritische Randpunkt ist also
00. Bei ¢ = —1 ist In ¢t die Stammfunktion von 1/¢. Daher ist

1
/ —dt = In z,
1t

und der Grenzwert fiir x — oo existiert nicht. Das uneigentliche Integral
existiert also nicht.

Sei nun ¢ < —1. Dann ist c%tc“ eine Stammfunktion zu ¢¢ und daher ist

: ’ c : 1 c+l|z :
lim, o (/1 tedt) = lim, oo (C+—1t THEY = Timg_ e (

xc—i—l 1

c—i—l_c—i—l

).

Da es sich um eine negative Potenz von z handelt, ist lim,_,~, ¢! = 0. Das
uneigentliche Integral existiert also und besitzt den Wert _0%1'

Bei ¢ > —1 ist t¢ > ¢! fiir t > 1 und daher kann nach Lemma 36.6 das
uneigentliche Integral nicht existieren.

Definition 36.9. Es sei I C R ein Intervall mit den beiden Randpunkten r
und s von [. Es sei eine stetige Funktion

f:I—R
gegeben. Man sagt, dass das (beidseitig) uneigentliche Integral

[ Tt dt

existiert, wenn fiir ein a € I die beiden einseitig uneigentlichen Integrale
/ f(t)dt und / f@t)dt
existieren. In diesem Fall setzt man

/Tsf(t)dt = /raf(t)dt—l-/asf(t)dt

und nennt dies das uneigentliche Integral zu f von r nach s.

Die Existenz des beidseitig uneigentlichen Integrals h&dngt nicht von der Wahl
des Punktes a € I ab. Dariiberhinaus hédngt der Wert dieses Integrals, falls
es existiert, ebensowenig von dem gewéahlten Punkt ab.
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Beispiel 36.10. Die Funktion e~* ist nicht elementar integrierbar, d.h. man
kann keine geschlossene Stammfunktion mit rationalen Funktionen, Expo-
nentialfunktion, trigonometrischen Funktionen und ihren Umkehrfunktionen
angeben. Es ist

/ e_tht:ﬁ,

[e.e]
was wir hier ohne Beweis mitteilen. Durch eine einfache Substitution ergibt

sich daraus
S 2
/ e~ T dt = V2.

Dieses Integral nennt man Fehlerintegral; es spielt in der Stochastik eine
wichtige Rolle.

37. VERGLEICHSKRITERIEN

37.1. Vergleichskriterien mit Reihen.

Lemma 37.1. Sei [ = [1,00] ein rechtsseitig unbeschrinktes Intervall und
set
f:I—R
eine stetige fallende Funktion mit f(x) > 0 fir alle x € I. Dann ezistiert
das uneigentliche Integral
/ ft)dt
1

> fn)

genau dann, wenn die Reihe

konverguert.

Beweis. Wenn das uneigentliche Integral existiert, so betrachten wir die Ab-

schitzung
k k
d
;ﬂms[ﬂwu

die darauf beruht, dass die linke Seite das Treppenintegral zu einer unteren
Treppenfunktion fiir f auf [1, ] ist. Da die rechte Seite beschrinkt ist, gilt
dies auch fiir die linke Seite, so dass wegen f(n) > 0 die Reihe konvergiert.
Ist umgekehrt die Reihe konvergent, so betrachten wir die Abschéitzung

k k
GRS 0!

die gilt, da die rechte Seite das Treppenintegral zu einer oberen Treppenfunk-
tion ist. Wegen f(t) > 0ist die Integralfunktion z — [” f(t) d¢ wachsend und
beschréankt, da die rechte Seite wegen der Konvergenz der Reihe beschrankt
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ist. Daher besitzt die Integralfunktion fiir  — oo einen Grenzwert und das
uneigentliche Integral existiert. O

Beispiel 37.2. Die Funktion
1
fi[l,o0] — R, t —> o

ist streng fallend. Daher ist die Funktion g, die fiir z mit k£ < x < k+1 durch
= definiert ist, eine Majorante fiir f, also g(t) > f(t). Auf jedem Intervall
[1,n] liefert ¢ eine obere Treppenfunktion zu f. Ebenso liefert die durch k%l
bei k < x < k + 1 definierte Funktion h eine untere Treppenfunktion fiir f.
Daher gelten die Abschiatzungen

n—1 n n
l>/ Lt >
[ A

k=1 k=1

ol
+ | =
—_

Das Integral in der Mitte besitzt den Wert In n. Die Differenz zwischen der
linken und der rechten Summe ist 1 — % Daher ist die Differenz

S Inn

k=1 k
fiir jedes n positiv, mit n wachsend und nach oben beschrénkt. Daher existiert
fiir n — oo der Limes, und dieser Limes dndert sich nicht, wenn man vorne
in der Summe bis n aufsummiert anstatt bis n — 1. Wir setzen

. — 1
v = limy, oo ( . In n)
k=1

und nennen sie die eulersche Konstante (oder Mascheronische Konstante).
Ihr nummerischer Wert ist ungeféahr

v =0,5772156649... .

Es ist ein offenes mathematisches Problem, ob diese Zahl rational ist oder
nicht.

Die Riemannsche Zeta-Funktion im Reellen
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Nach Beispiel 36.8 existiert fiir ¢ < —1 das uneigentliche Integral floo tedt,
so dass aufgrund von Lemma 37.1, auch die Reihen ) 7 n® = "> nfc
konvergieren. Daher ist die folgende Funktion wohldefiniert.

Definition 37.3. Die Riemannsche (-Funktion ist fir s € R mit s > 1
definiert durch

()=

ns
n=1

Diese Funktion lédsst sich komplex fortsetzen und spielt eine wichtige Rolle

in der Zahlentheorie.

37.2. Die Fakultiatsfunktion.

Beispiel 37.4. Sei x > —1. Wir betrachten die Funktion
RZO — ]R, t— tTe

Wir behaupten, dass das uneigentliche Integral

o0
/ tTe tdt
0

existiert. Fiir den rechten Rand (also co) betrachten wir eine natiirliche Zahl
n > x. Da die Exponentialfunktion schneller wéchst als jede Polynomfunk-
tion, gibt es ein a € R, derart, dass e~z < 1 gilt fiir alle t > a. Daher

1st
b b
/ e tdt < / t"etdt
a ab t t
= /t”e?e? dt
ab .
< /6_2 dt

= 2(e 2 —e_g) < 273,

Fiir b — oo wichst das linke Integral und ist durch 2e~% beschrinkt, so
dass der Grenzwert existiert. Fiir das Verhalten am linken Rand (das nur
bei —1 < x < 0 problematisch ist) miissen wir wegen e~* < 1 nach Lemma
36.6 nur fol t*dt betrachten. Die Stammfunktion davon ist —=t"*', deren
Exponent positiv ist, so dass der Limes fiir ¢ — 0 existiert.

o0
/ tTe t dt
0

existiert also fiir x € R, x > —1. Dies ist der Ausgangspunkt fiir die Defini-
tion der Fakultatsfunktion.

Das uneigentliche Integral
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Definition 37.5. Fiir x € R, x > —1, heifit die Funktion

x +— Fak (z) = / te " dt
0
die Fakultitsfunktion.

Die durch -
['(z) :==Fak(z — 1) = / t" et dt
0

definierte Funktion heiflit Gamma-Funktion, mit der haufiger gearbeitet wird.
Mit der Fakultdtsfunktion werden aber die Formeln etwas schéner und ins-
besondere wird der Zusammenhang zur Fakultéit noch deutlicher, der in der
folgenden Aussage aufgezeigt wird.

Factorial function

Satz 37.6. Die Fokultdtsfunktion besitzt die folgenden Figenschaften.

(1) Fak (z) = = - Fak (z — 1) fiir = > 0.

(2) Fak (0) =

(3) Fak(n) = n' fir natiirliche Zahlen n € N.
(1) Fak (-3) = V7.

Beweis. (1) Mittels partieller Integration ergibt sich (fiir reelle Zahlen b >
a > 0 bei fixiertem z > 0)

b b
/ tretdt = —t"e !’ + / ot et dt
a a
b
= —bxe_b+a$6_“+x-/ t*te~tdt.
a

Fiir b — oo geht b~ — 0 und fiir a — 0 geht a®e~® — 0 (da z positiv
ist). Wendet man auf beide Seiten diesen Grenzwertprozess an, so erhélt man
Fak () = x - Fak (z — 1). (2). Es ist

Fak (0) = / e tdt = —e7tP = 1.
0
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(3) folgt aus (1) und (2) durch Induktion. (4). Es ist
1 o0 1 oo 5 o0 5
Fak(—é) = / t2etdt = 2/ e ds = / e ds = /.
0 0 _

o0

Dies ergibt sich mit der Substitution ¢ = s und dem sogenannten Fehlerin-
tegral. 0

37.3. Gewohnliche Differentialgleichungen.

Welche Bewegung vollzieht ein Lowenzahnfallschirmchen? Das Fallschirm-
chen lésst sich zu jedem Zeitpunkt von dem Wind tragen, der an der Stelle
herrscht, wo es sich gerade befindet. Der Wind, seine Stérke und seine Rich-
tung, hingt sowohl von der Zeit als auch vom Ort ab. Das bedeutet, dass hier
ein gewisser , Riickkopplungsprozess“ vorliegt: Die bisherige Bewegung (also
die Vergangenheit) bestimmt, wo sich das Fallschirmchen befindet und damit
auch, welcher Wind auf es einwirkt und damit den weiteren Bewegungsablauf.
Solche Bewegungsprozesse werden durch Differentialgleichungen beschrieben.

Differentialgleichungen sind ein fundamentaler Bestandteil der Mathematik
und der Naturwissenschaften. Sie driicken eine Beziehung zwischen einer
abhingigen GroBe und der Anderung dieser Grofie aus. Viele Gesetzmifig-
keiten in der Natur wie Bewegungsprozesse, Ablauf von chemischen Reak-
tionen, Wachstumsverhalten von Populationen werden durch Differentialglei-
chungen beschrieben. Hier besprechen wir nur solche Differentialgleichungen,
die durch Integration gelést werden konnen.

Definition 37.7. Es sei U C R? eine offene Menge und es sei
f U —>R7 (t7y) — f(t7y>7
eine Funktion. Dann nennt man
y' = f(ty)
die (gewohnliche) Differentialgleichung zu f (oder zum Vektorfeld oder zum
Richtungsfeld f).

Dabei ist y' = f(t,y) erstmal nur ein formaler Ausdruck, dem wir aber sofort
eine inhaltliche Interpretation geben. Das y soll eine Funktion représentieren
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und 3/ ihre Ableitung. Dies wird prézisiert durch den Begriff der Losung einer
Differentialgleichung.

Definition 37.8. Es sei U C R? eine offene Menge und es sei
f:U—R, (ty) — f(ty),
eine Funktion. Zur gewohnlichen Differentialgleichung
y' = f(ty)
heifit eine Funktion
y: I — R, t— y(t),

auf einem (mehrpunktigen) Intervall I C R eine Lésung der Differentialglei-
chung, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind.

(1) Esist (t,y(t)) € U fur alle t € 1.
(2) Die Funktion y ist differenzierbar.
(3) Esist ¢/(t) = f(t,y(t)) fir alle t € I.

Differentialgleichungen beschreiben héufig physikalische Prozesse, insbeson-
dere Bewegungsprozesse. Daran soll auch die Notation erinnern, es steht ¢
fiir die Zeit und y fiir den Ort. Dabei ist hier der Ort eindimensional, d.h. die
Bewegung findet nur auf einer Geraden statt. Den Wert f(¢,y) sollte man
sich als eine zu einem Zeit- und Ortspunkt vorgegebene Richtung auf der
Ortsgeraden vorstellen. Eine Losung ist dann eine Funktion

y: I — R, t — y(t),

die differenzierbar ist und deren Ableitung, vorgestellt als Momentange-
schwindigkeit, zu jedem Zeitpunkt ¢ mit dem durch f(¢,y(t)) gegebenen
Richtungsvektor iibereinstimmt. Spéater werden wir auch Bewegungen be-
trachten, die sich in der Ebene oder im Raum abspielen, und die durch ein
entsprechendes Richtungsfeld gesteuert werden.

Definition 37.9. Es sei U C R? eine offene Menge und es sei
fU—=R, (ty) — f(ty),
eine Funktion. Es sei (t9,y0) € U gegeben. Dann nennt man
y = f(t,y) und y(to) = yo

das Anfangswertproblem zur gewdhnlichen Differentialgleichung v’ = f(¢,y)
mit der Anfangsbedingung y(to) = yo.

Definition 37.10. Es sei U C R? eine offene Menge und es sei
f U — R, (tvy) — f(tay)v
eine Funktion. Es sei (tg,y0) € U gegeben. Dann nennt man eine Funktion

y: I — R, t — y(t),
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auf einem Intervall I C R eine Ldsung des Anfangswertproblems

y' = f(t,y) und y(to) = yo ,

wenn y eine Losung der Differentialgleichung ist und wenn zusétzlich

y(to) = Yo
gilt.

Es gibt kein allgemeines Verfahren eine solche Differentialgleichung bzw. An-
fangswertproblem explizit zu 16sen. Die Losbarkeit héngt wesentlich von der
gegebenen Funktion f(t,y) ab.

Das eine Differentialgleichung beschreibende Vektorfeld f(t,y) héngt im All-
gemeinen von beiden Variablen ¢ und y ab. Einfache, aber keineswegs triviale
Spezialfille von Differentialgleichungen liegen vor, wenn das Vektorfeld nur
von einer der beiden Variablen abhingt.

Definition 37.11. Eine gewohnliche Differentialgleichung

y' = f(ty)
heifit ortsunabhdngig, wenn die Funktion f nicht von y abhéngt, wenn also
f(t,y) = g(t) gilt mit einer Funktion g in der einen Variablen ¢.

Eine ortsunabhéngige gewohnliche Differentialgleichung

v =g(t)
zu einer stetigen Funktion ¢ ist nichts anderes als das Problem, eine Stamm-
funktion G(¢) von g zu finden; eine Losung y der Differentialgleichung ist
ja genau durch die Bedingung ausgezeichnet, dass y'(t) = g(t) ist. Da eine
Stammfunktion nur bis auf die Integrationskonstante bestimmt ist, besitzt
ein ortsunabhéngiges Anfangswertproblem eine eindeutige Losung.

Definition 37.12. Eine gewohnliche Differentialgleichung

v =f(ty)
heifit zeitunabhdngig, wenn die Funktion f nicht von ¢ abhéngt, wenn also
f(t,y) = h(y) gilt mit einer Funktion A in der einen Variablen y.

Bei einer zeitunabhéngigen Differentialgleichung héngt nur das zugrunde lie-
gende Vektorfeld nicht von der Zeit ab, die Losungskurven sind hingegen im
Allgemeinen zeitabhéngig.
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38. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

38.1. Homogene lineare gewohnliche Differentialgleichungen.
Definition 38.1. Eine Differentialgleichung der Form
y =gty
mit einer Funktion (I reelles Intervall)
g: I — R t— g(1),

heifit lineare Differentialgleichung bzw. genauer gewdéhnliche homogene linea-
re Differentialgleichung.

Linear bedeutet hierbei, dass in f(t,y) = g(t)y der Ort y linear eingeht, d.h.
zu jedem fixierten Zeitpunkt ¢y ist f(to,y) eine lineare Funktion in y.

Die folgende Aussage zeigt, dass solche Differentialgleichungen durch Integra-
tion gelost werden konnen. Die Nullfunktion ist natiirlich immer eine Losung,
interessant sind daher die Losungen, die noch zusétzliche Eigenschaften (ty-
pischerweise eine Anfangsbedingung) erfiillen.

Satz 38.2. Es sei
y =gty
eine homogene lineare gewdhnliche Differentialgleichung mit einer stetigen
Funktion
g: I — R, t— g(t),
die auf einem Intervall I C R definiert sei. Es sei G eine Stammfunktion zu
g auf I. Dann sind die Losungen der Differentialgleichung gleich
y(t) =c-exp (G(t)) mit c € R.
Das Anfangswertproblem

y' = g(t)y und y(to) = yo
(mit ty € I, yo € R) besitzt eine eindeutige Lisung.

Beweis. Zunichst gibt es eine Stammfunktion G von ¢ aufgrund von Ko-
rollar 32.5, so dass die angegebenen Funktionen existieren. Durch Ableiten
bestétigt man direkt, dass diese Funktionen wirklich Losungen sind. Es sei y
eine Losungsfunktion. Wir betrachten den Quotienten

( y(*) Vo= y'(t) exp G(t) — y(t) - (exp (G(#)) - 9(t)
exp G(t) exp? G(t)
y(t)g(t) exp G(t) — y(t) - (exp (G(1)) - g(1)
exp? G(t)

= 0,

so dass aufgrund von Lemma 32.6 der Quotient y(t)

exp

) konstant sein muss,

a
woraus die Behauptung folgt. Die Bedingung y(ty) = wyo legt den Skalar

c= m eindeutig fest. O
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Beispiel 38.3. Die homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung
Yy =0
besitzt genau die konstanten Losungen
y(t) =cmit c e R.
Dies folgt direkt aus Lemma 32.6, aber auch aus Satz 38.2.
Beispiel 38.4. Die homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung
y =y
besitzt genau die Losungen
y(t) = ce’ mit c € R.

Beispiel 38.5. Sei a € R. Die homogene lineare gewthnliche Differential-
gleichung

y' =ay
besitzt nach Satz 38.2 die Losungen
y(t) = ce” mit ce R.

In den bisherigen Beispielen war die Funktion ¢(t) konstant, und es war be-
sonders einfach, die Losungen anzugeben. Man spricht von einer homogenen
linearen gewdhnlichen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Die
folgenden Beispiele besitzen keine konstanten Koeffizienten, sondern varia-
ble Koeffizienten. Diese Differentialgleichungen sind sowohl orts- als auch
zeitabhéngig.
Beispiel 38.6. Wir betrachten die homogene lineare gewthnliche Differen-
tialgleichung
Y
Yy = P
Eine Stammfunktion zu g(t) = % ist der natiirliche Logarithmus. Die Losun-
gen dieser Differentialgleichung sind daher nach Satz 38.2 gleich
c-exp(lnt)=ct
mit ¢ € R.

Beispiel 38.7. Wir betrachten die homogene lineare gewthnliche Differen-
tialgleichung (¢ > 1)

y = Y
2 —1
Um die Losungen zu bestimmen brauchen wir eine Stammfunktion zu
1 1 1/2 1/2

I = m 7 T GCoas) =1 i+l

Aus der Partialbruchzerlegung gelangt man zur Stammfunktion
1

G(t)—§1n<t_1)_%1n(t+1>.
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Daher sind die Losungen gleich

—_

t_
N/

Beispiel 38.8. Wir betrachten die homogene lineare gewthnliche Differen-
tialgleichung

1 1
c-exp(§ ln(t—l)—éln(t—i—l)):c-

Jo Y
241
Um die Losungen zu bestimmen brauchen wir eine Stammfunktion zu
1
t) =
g(t) L

eine solche ist durch
G(t) = arctan t
gegeben. Daher sind die Losungen gleich

c¢-exp (arctan t).

38.2. Inhomogene lineare gewohnliche Differentialgleichungen.

Es gibt homogene lineare Gleichungsysteme, bei denen es darum geht, den
Kern einer linearen Abbildung zu bestimmen, und es gibt inhomogene lineare
Gleichungssysteme, wo man das Urbild zu einem Vektor (Storvektor) unter
einer linearen Abbildung bestimmen soll. Auch zu den linearen Differential-
gleichungen gibt es eine inhomogene Variante, bei der eine Stdrfunktion die
Sache verkompliziert. Wie bei linearen Gleichungssystemen ist es auch hier
wichtig zuerst die zugehorige homogene Gleichung zu losen.

Definition 38.9. Eine Differentialgleichung der Form
Yy =g(t)y+h(t)

mit zwei auf einem Intervall I C R definierten Funktionen ¢ — g¢(t) und
t +— h(t) heilt inhomogene lineare gewéhnliche Differentialgleichung.

Die folgende Aussage zeigt, dass solche Differentialgleichungen durch Inte-
gration gelost werden konnen.

Satz 38.10. Es sei
y = g(t)y + h(t)

eine inhomogene lineare gewohnliche Differentialgleichung mit stetigen Funk-
tionen g, h : I — R. Es sei G eine Stammfunktion von g und es sei

a(t) = exp (G(t))

eine Losung der zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichung. Dann
sind die Losungen (auf I) der inhomogenen Differentialgleichung genau die
Funktionen
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wobei c(t) eine Stammfunktion zu % ist. Das Anfangswertproblem

y = 9(t)y + h(t) und y(to) = o
(mit to € I, yo € R) besitzt eine eindeutige Losung.

Beweis. Da a(t) keine Nullstelle besitzt, kann man jede (differenzierbare)
Funktion
y: I —R
als
y(t) = c(t)a(?)
mit einer unbekannten (differenzierbaren) Funktion ¢(t) ansetzen. Dabei ist
(fiir eine differenzierbare Funktion y)

y'(t) = (t)a(t) + c(t)d'(t) .

Daher kann man die Losungsbedingung

y'(t) = g(t)y(t) + h(t)
als
d(t)a(t) + c(t)a' (t) = g(t)c(t)a(t) + h(t)
schreiben, und diese gilt wegen a

(
c(t)a(t) = h(t)

'(t) = g(t)a(t) genau dann, wenn

bzw.
h(t
d(t) = h(t)
a(t)
gilt. D.h. ¢(t) muss eine Stammfunktion zu % sein. Es sei nun noch die

Anfangsbedingung y(ty) = yo vorgegeben. Mit ¢ ist auch ¢(t) + ¢ fiir jedes

co € R eine Stammfunktion zu % Die Bedingung

Yo = (c(to) + co)a(to)
legt dann ¢ eindeutig fest. U

Die in diesem Satz verwendete Methode heifit Variation der Konstanten. Man
ersetzt dabei die Losungsfunktionen der zugehorigen homogenen Gleichung,
also ca(t) mit konstantem ¢ € R, durch eine variable Funktion c(t).

Beispiel 38.11. Wir betrachten die inhomogene lineare gewohnliche Diffe-
rentialgleichung

y =y+1*.
Die Exponentialfunktion e ist eine Lésung der zugehorigen homogenen Dif-
ferentialgleichung. Nach Satz 38.10 miissen wir daher eine Stammfunktion
zu

t2

~ :t2'€7t
e
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finden. Mit zweifacher partieller Integration findet man die Stammfunktion
(—t? — 2t — 2)e".
Also haben die Losungen der inhomogenen Differentialgleichung die Form
e((—t? =2t —2)e " +¢) = —t* — 2t — 2 + ce'.
Wenn wir noch die Anfangsbedingung y(3) = 4 berticksichtigen, so ergibt
sich die Bedingung
—9—6—2+ce® = —17+ ce® = 4,

also ¢ = 2€—§ Die Losung des Anfangswertproblems ist also

21
y(t) = —t2—2t—2+§et.

Beispiel 38.12. Wir betrachten fiir ¢ > 1 die inhomogene lineare gewohnli-
che Differentialgleichung

y = ” Zi . + ¢t — 1 mit der Anfangsbedingung y(2) =5.
Hier ist also h(t) =t — 1 der Stoérterm und
yo Y
2 -1

ist die zugehorige homogene lineare Differentialgleichung. Die Stammfunkti-

on von ﬁ+1 ist

1 1+1¢
t)=—=1In(——).
G(t) = —5 In(T—)
Daher sind nach Satz 38.2 (bzw. nach Beispiel 38.7) die Losungen zur homo-

genen Gleichung gleich
Vvit—1

a(t) =c .
(t) Vi+1
Zur Losung der inhomogenen Gleichung brauchen wir eine Stammfunktion
zu

ht)  VE-T e
a0 - VT t—1) =Vit1-Vi—1=+VE2-1.

Eine Stammfunktion dazu ist

1
c(t) = §(t\/ t2—1— arcosh t).

Die Losungen der inhomogenen Differentialgleichung haben also die Gestalt

t—1 1
— (5(15\/152 — 1 — arcosh t) +c>

t+1
Die Anfangsbedingung fiihrt zu
1 1 1 1
5= —-(=(2v3 — arcosh 2) + ¢y) = 1 — ——= arcosh 2 + ¢,

V3 2 2V/3 V3
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Also ist .
co = 43+ 3 arcosh 2

und die Losung des Anfangswertproblems ist

t—1 1 1
y(t) = \/H—l- (ﬁ(tth— 1- arcosht)+4\/§+§ arcosh 2) :

39. GETRENNTE VARIABLEN

39.1. Gewohnliche Differentialgleichungen mit getrennten Varia-
blen.

Definition 39.1. Eine Differentialgleichung der Form
Yy =g(t) - h(y)
mit zwei Funktionen (dabei sind I und J reelle Intervalle)
g: I — R t— g(t),

und
h:J—R, y+— h(y),

heifit gewohnliche Differentialgleichung mait getrennten Variablen.

Eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen ist auf der Produktmen-
ge U = I x J definiert. Diese ist offen, wenn I und J offen sind. Eine homo-
gene lineare Differentialgleichung besitzt offenbar getrennte Variablen (mit
h(y) = y), dagegen besitzt eine inhomogene lineare Differentialgleichung im
Allgemeinen keine getrennten Variablen. Die Differentialgleichungen mit ge-
trennten Variablen lassen sich durch Integrieren losen. Wenn h(yy) = 0 ist,
so bestétigt man direkt die konstante Losung y(t) = yo. Daher beschrénken
wir uns im Folgenden auf die Situation, dass h keine Nullstelle besitzt.

Satz 39.2. FEs sei
Yy =g(t) - h(y)
eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen mit zwei stetigen Funk-
tionen
g: I — R, t— g(t),
und

h:J— R, y+— h(y),

wobei h keine Nullstelle besitze. Es sei G eine Stammfunktion von g und
H eine Stammfunktion von % Weiter sei I' C I ein Teilintervall mit
G(I') C H(J). Dann ist H eine bijektive Funktion und die Losungen dieser

Differentialgleichung haben die Form
y(t) = H(G(1)).
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Wenn zusdtzlich die Anfangsbedingung
y(to) = yo mit (to,yo) € I x J

gegeben ist, und wenn die Stammfunktionen die zusdtzlichen Eigenschaften
G(to) =0 und H(yy) = 0 erfillen, so ist

y(t) = H(G(1))
die eindeutige Losung des Anfangswertproblems.

Beweis. Da h stetig ist und keine Nullstelle besitzt, ist h bzw. % entweder

stets positiv oder stets negativ, so dass H streng monoton ist und daher
bijektiv. Sei y(t) = H~*(G(t)) wie angegeben. Dann ist

, (1)
v = FEem)

g9(t)
NGRIE)
— glt) h(HNGW))
— 9lt) - h(y (1)),

so dass in der Tat eine Losung vorliegt. Es sei nun y(t) eine differenzierbare
Funktion, die die Differentialgleichung erfiillt. Daraus folgt

L%@“:Klﬁngéﬁ%%“

wobei wir die Substitution z = y(¢) angewendet haben. Fiir die zugehorigen
Stammfunktionen (mit den unteren Integralgrenzen t; und y(t;)) bedeutet
dies G(t) = H(y(t)), also ist y(t) = H~Y(G(t)).

Um die Anfangsbedingung zu erfiillen muss man ty bzw. y, als untere Inte-
gralgrenze wahlen. Wir zeigen, dass dies die einzige Losung ist. Seien also H
und H zwei Stammfunktionen zu % und G und G zwei Stammfunktionen zu
g derart, dass sowohl y(t) = H~1(G(t)) als auch §(t) = H 1 (G(t)) die An-
fangsbedingung erfiillen. D.h. die beiden Funktionen stimmen zum Zeitpunkt
to iiberein. Da sich Stammfunktionen nur um eine Konstante unterscheiden,
koénnen wir H = H+c und G = G+d mit zwei Konstanten c,d € R ansetzen.
Die Umkehrfunktion zu H = (+¢) o H ist H~' = H™' o (—c). Daher ergibt
sich aus

(H™" o (=¢))(G(t)) = H ' (G(to)) = H ' (G(ty))
durch Anwenden von H die Gleichheit
(—¢)(G(ty)) = G(to) — ¢ = G(ty) +d —c = G(to),
also muss d = ¢ sein. Daraus ergibt sich, dass die Gleichung
y(t) = y(t)
fiir alle t gilt. O
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Durch einen Ubergang von G nach G + ¢ mit einer geeigneten Konstanten ¢
kann man erreichen, dass es ein (echtes) Intervall I’ gibt mit G(I") C H(J).
Sowohl orts- als auch zeitunabhéngige Differentialgleichungen kann man als
Differentialgleichung mit getrennten Variablen auffassen. Fiir zeitunabhéngi-
ge Differentialgleichungen erhélt man den folgenden Losungsansatz.

Korollar 39.3. Es sei
y = h(y)

eine zeitunabhdngige Differentialgleichung mit einer stetigen Funktion

h:J—R, y— h(y),
ohne Nullstelle. Es sei H eine Stammfunktion von % mit der Umkehrfunktion

H':J —
Dann sind die Funktionen
y(t)=H '(t+c) mitceR
die Losungen dieser Differentialgleichung auf dem IntervalP H(J) — c.
Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 39.2. U
Korollar 39.4. Fine Differentialgleichung der Form
Y =g(t)y’

mit y > 0 und einer stetigen Funktion

g:R— R, t+—g(t),
besitzt auf I' C R die Losungen

wobei G eine Stammfunktion zu g mit G(I') C R, sei.

Beweis. Siehe Aufgabe 39.9. O
Beispiel 39.5. Wir betrachten die zeitunabhéngige Differentialgleichung
y = siny

fir y € J =]0, 7[. Nach Korollar 39.3 miissen wir also ﬁ = y integrieren,
eine Stammfunktion dazu ist nach Beispiel 35.11 die Funktion

H:J— J =R, y— H(y) = In(tan %)
Die Umkehrfunktion H~! berechnet sich iiber v = In(tan %) zu
H™*(y) = 2 arctan (e").

SMit I + ¢ ist das um ¢ verschobene Intervall gemeint. Es ist also I +¢ = {z € R|z—c €
I}.Beil =[a,blistalso I +c=[a+c,b+c],beil =Rist R+c=R.
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Also haben die Losungskurven die Gestalt

y(t) = 2 arctan (")

mit einem ¢ € R.

Beispiel 39.6. Wir betrachten die zeitunabhéngige Differentialgleichung

Yy =-
Y
fir y > 0. Es ist also h(y) = i und damit miissen wir nach Korollar 39.3
1

Wy =Y integrieren, eine Stammfunktion dazu ist
1

H(y) = éyz.

Die Umkehrfunktion berechnet sich aus dem Ansatz z = %yQ zuy =2z =
H~'(2). Also haben die Losungskurven die Gestalt

y(t) = V2t +¢)
mit ¢ € R.

Beispiel 39.7. Wir betrachten die Differentialgleichung mit getrennten Va-
riablen

y/ — t . y3
fir y > 0. Eine Stammfunktion zu 5 ist H(y) = —3y™ = z (2 ist also
negativ) mit der Umkehrfunktion

y=H"'(z2) = \/?

Die Stammfunktionen zu ¢(t) = ¢ sind %tz + c. Daher sind die Losungen der
Differentialgleichung von der Form

o) = 2o =

Hierbei muss ¢ negativ gewéhlt werden, damit diese Losung einen nichtleeren
Definitionsbereich besitzt. Der Definitionsbereich ist dann das Intervall | —
vV —2¢,v/—2c[. Insbesondere sind die Losungen nur auf einem beschréinkten
offenen Intervall definiert. An den Intervallgrenzen strebt y(t) gegen +oo,
d.h. die Losung ,,entweicht®.

Beispiel 39.8. Wir betrachten die Differentialgleichung mit getrennten Va-
riablen

y/ — _t . y?)
fir y > 0. Eine Stammfunktion zu y% ist H(y) = —3y~2 = z (2 ist also
negativ) mit der Umkehrfunktion

y=H'(2)= —52*1 )
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Die Stammfunktionen zu g(t) = —t sind —%tQ + c. Daher sind die Losungen
der Differentialgleichung von der Form

o) = s ror = [

Insbesondere erhélt man bei ¢ = 0 die auf R, definierte Losung g(t) = %

N
+

o
i

_B _a -2 1] 2 L ]
Eine logistische Funktion

Beispiel 39.9. Es sei p(t) die Grofle einer Population zu einem Zeitpunkt
t. Wie setzen voraus, dass die Populationsentwicklung differenzierbar ist; die
Ableitung p/(t) représentiert dann das (infinitesimale) Bevolkerungswachs-
tum zum Zeitpunkt . Den Quotienten

()

r() = p(t)

nennt man die Wachstumsrate zum Zeitpunkt ¢t. Wir fragen uns, inwiefern
man den Populationsverlauf aus der Wachstumsrate rekonstruieren kann. Die
Wachstumsrate kann von der Zeit (Jahreszeit, Nahrungsvorkommen, Ent-
wicklung von anderen Populationen etc.) abhéngen, aber auch von der ak-
tuellen Populationsgrofle p. Die Zeitabhéngigkeit der Wachstumsrate beruht
auf duBeren Einfliissen, wahrend die Abhéngigkeit von der aktuellen Popula-
tionsgréfe eine innere Dynamik ausdriickt. Sie beruht darauf, dass eine grofie
Population sich hemmend auf die Fortpflanzung auswirkt.

Wir beschrianken uns auf eine Situation, wo die Wachstumsrate nur von der
Populationsgrofie abhéngt, nicht aber von sonstigen Einfliissen. Dann wird
die Wachstumsrate durch eine Funktion w(p) beschrieben, und die Wachs-
tumsrate zum Zeitpunkt ¢ ist demnach durch r(t) = w(p(t)) gegeben. Die
Wachstumsrate wirkt sich aber natiirlich auf die Populationsentwicklung aus.
GeméB des oben formulierten Zusammenhanges gilt

p'(t) = p(t) - r(t) = p(t) - w(p(t)) .
Es liegt also eine Differentialgleichung der Form
P =p-wp)

vor, die zeitunabhéngig ist, so dass insbesondere getrennte Variablen vor-
liegen (mit der Funktion h(p) = p - w(p)). Bei konstanter Wachstumsrate



66

w(p) = a liegt die Differentialgleichung p’ = ap vor, deren Losungen die
Funktionen ce® sind. Das bedeutet exponentielles Wachstum. Wenn wir die
Wachstumsrate so ansetzen, dass es bei einer gewissen Populationsgrofie ¢
kein Wachstum mehr gibt, und bei sehr kleiner Bevolkerung die Wachstums-
rate maximal gleich s ist, und dazwischen die Wachstumsrate linear von p
abhéngt, so erhélt man die Wachstumsrate

w(p) = s(1 - gm

und die Differentialgleichung

1 S

P =sp(l——-p)=sp——p°.
g g

Eine solche Differentialgleichung nennt man logistische Differentialgleichung.

Gemif dem Losungsansatz fiir Differentialgleichungen mit getrennten Varia-

blen miissen wir eine Stammfunktion zu

1 g 1
sp(l—=1p) s plg—p)
= 1(1 + L)
s P g—p
finden. Eine solche Stammfunktion ist
1 1 P
H(p) = -(np—1In(g—p)) = ~In p—

Zur Berechnung der Umkehrfunktion H ! lésen wir die Gleichung

1 p
u = —1In
s g—=p
nach p auf. Es ergibt sich
p
exp (su) = ——
(su) g—p

und daraus
g-exp(su) = p+p-exp(su)
und damit

_ g-exp(su) g
I+exp(su) 1+exp(—su)

Da die Differentialgleichung zeitunabhéingig ist, ist

g
MO = e ot

eine Losung. Bei t = 0 ist p(0) = 4.
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40. DIFFERENZIERBARE KURVEN
40.1. Differenzierbare Kurven.
z=x+iy=r(cos o +isin ) /-/
-

X =TC0os
y=rsin

Eine Animation des Graphen der trigonometrischen Parametrisierung des
Einheitskreises. Die griinen Punkte sind Punkte des Graphen.

Es sei I ein reelles Intervall, V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum
und

f:I—V

eine Abbildung. Eine solche Abbildung nennen wir auch eine Kurve oder
einen Weg in V. Haufig stellt man sich dabei I als ein Zeitintervall und die
Abbildung als einen Bewegungsprozess im Raum V vor. Jedem Zeitpunkt
t € I wird also ein Ortspunkt f(¢) € V zugeordnet. Es gibt mehrere Moglich-
keiten, sich eine solche Abbildung zu veranschaulichen. Bei eindimensionalem
V, also V =R, ist der Graph die iibliche Darstellungsweise. Einen Graphen
gibt es bekanntlich zu jeder Abbildung. Bei V = R? ist der Graph eine Teil-
menge von R x R? = R3. Hiufig skizziert man bei einer Kurve bei V = R?
oder V = R3 nur das Bild der Kurve. Man beachte aber, dass das Bild nur
eine Teilinformation der Abbildung aufzeigt.

Bei einem Bewegungsprozess interessiert man sich natiirlich fiir die ,,Ge-
schwindigkeit” zu einem bestimmten Zeitpunkt. Dabei versteht man unter
Geschwindigkeit nicht nur deren Betrag, sondern auch deren Richtung. Die-
se Vorstellung wird durch den Begriff der differenzierbaren Kurve prézisiert,
der eine direkte Verallgemeinerung von differenzierbaren Funktionen ist. Die
Idee ist wieder, zu zwei Zeitpunkten ¢ < t’ die Steigung der Sekante (die wir
wieder den Differenzenquotienten nennen)

) =10
t—t

und davon den Limes fiir ¢ — ¢ zu betrachten. Um einen Limes bilden zu
konnen, brauchen wir, wie schon im Eindimensionalen, eine Metrik (eine Ab-
standsfunktion) auf V. Wir werden daher euklidische Vektorraume betrach-
ten, also reelle endlichdimensionale Vektorraume, fiir die ein Skalarprodukt
erklart ist. Fiir den Begriff des Skalarprodukt siehe die 18. Vorlesung aus
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dem ersten Semester. Ein Skalarprodukt auf V' definiert {iber

[v]|:== v/ (v,v)
eine Norm und tiber
d(u,v) :=[lu — ||

eine Metrik. Fiir einen Vektor v, der bzgl. einer Orthonormalbasis durch die
Koordinaten

v=(v1,...,0p)

gegeben ist, lautet die Formel fiir die Norm
|v]|= /2 + ...+ 2.

Da es auf jedem endlichdimensionalen Vektorraum V' eine Basis vy, ..., v,
und damit eine dadurch induzierte bijektive lineare Abbildung

Rn—>‘/,€il—>'l}i,

gibt, gibt es auch auf jedem reellen endlichdimensionalen Vektorraum ein
Skalarprodukt und damit eine euklidische Metrik. Diese hiangt jedoch von
der gewéhlten Basis ab. Allerdings hidngen die offenen Mengen, der Konver-
genzbegriff und Grenzwerteigenschaften nicht von einer solchen Wahl ab, wie
das folgende Lemma zeigt.

Lemma 40.1. Es sei V' ein reeller endlichdimensionaler Vektorraum. FEs
seien zwei Skalarprodukte (—, —)1 und (—, =)o auf V' gegeben. Dann stimmen
die tber die zugehorigen Normen || — ||1 und || — ||2 definierten Topologien
tiberein, d.h. eine Teilmenge U C V ist genau dann offen bzgl. der einen
Metrik, wenn sie offen bzgl. der anderen Metrik ist.

Beweis. Zu einem Skalarprodukt in einem endlichdimensionalen reellen Vek-
torraum gibt es eine Orthonormalbasis u4, ..., u,. Eine solche Orthonormal-
basis definiert eine bijektive lineare Abbildung

YR — V) e; — uy,
die eine Isometrie ist. Insbesondere ist eine Teilmenge U C V genau dann
offen, wenn die entsprechende Menge ¢~ }(U) C R" offen ist. Die zwei vor-
gegebenen Skalarprodukte entsprechen zwei bijektiven linearen Abbildungen
Y1 :R™ — V und ¥y :R" — V| wobei die Standardbasis des R" jeweils auf
eine Orthonormalbasis bzgl. des jeweiligen Skalarprodukts abgebildet wird.
Diese Abbildungen sind Isometrien, so dass eine Teilmenge U C V' genau

dann bzgl. des Skalarproduktes (—, —); offen ist, wenn dass Urbild (¢;)~*(U)
offen im R"™ bzgl. der euklidischen Standardmetrik ist. Die Verkniipfungen

Yooy R" — R”

und
Yoyt :R” — R”
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sind lineare Abbildungen und nach Satz 20.11 stetig, so dass sich die offenen
Mengen entsprechen: Ist ndmlich U C V offen bzgl. der ersten Metrik, so ist
Y71 (U) offen und damit ist wegen der Stetigkeit von ;" o 4, auch

(W o) (W (U)) = ¥ (i (¥7 (V) = ¢3 ' (U)
offen, so dass U auch bzgl. der zweiten Metrik offen ist. U

Fiir uns bedeutet das, dass die im Folgenden zu entwickelnden Differenzier-
barkeitsbegriffe nicht vom gewéhlten Skalarprodukt abhingt. Mit etwa mehr
Aufwand kann man auch zeigen, dass eine beliebige (nicht notwendigerweise
euklidische) Norm auf einem reellen endlichdimensionalen Vektorraum eben-
falls die gleiche Topologie definiert, und man genauso gut mit einer belie-
bigen Norm arbeiten konnte. Wenn wir es mit komplexen endlichdimensio-
nalen Vektorrdumen zu tun haben, so werden wir diese einfach als reelle
Vektorrdume (der doppelten Dimension) auffassen und ebenfalls mit einer
euklidischen Norm versehen.

Definition 40.2. Es sei [ ein reelles Intervall, V' ein euklidischer Vektorraum
und

f:l—V
eine Abbildung. Dann heifit f in ¢t € I differenzierbar, wenn der Limes
F(t+h) = £0)
h

existiert. Dieser Limes heiffit dann die Ableitung von f in t und wird mit

f'(t)

limy, 0

bezeichnet.

Die Ableitung ist selbst wieder ein Vektor in V.

Definition 40.3. Es sei [ ein reelles Intervall, V' ein euklidischer Vektorraum
und

f:I—V
eine Abbildung. Dann heiflt f differenzierbar, wenn f in jedem Punkt ¢t € I
differenzierbar ist. Die Abbildung

I —V, t— f(t),
heifit dann die Ableitung von f.

Die Ableitung einer differenzierbaren Kurve ist damit selbst wieder eine Kur-
ve. Wenn die Ableitung stetig ist, so nennt man die Kurve stetig differenzier-
bar.

Das folgende Lemma zeigt, dass dieser Differenzierbarkeitsbegriff nichts we-
sentlich neues ist, da er auf die Differenzierbarkeit von Funktionen in einer
Variablen zuriickgefiihrt werden kann.
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Lemma 40.4. Es sei I ein reelles Intervall, V' ein euklidischer Vektorraum
und
f:I—V
eine Abbildung. Es sei v;, j € J, eine Basis von V und es seien
die zugehorigen Komponentenfunktionen von f. FEs sei t € I. Dann ist f

genau dann differenzierbar in t, wenn sdmtliche Funktionen f; in t differen-
zierbar sind. In diesem Fall gilt (bei J ={1,2,...,n})

()= fil)yor + fo)ve + ... + fr(t)vn
Beweis. Seitg € I und t € I, t # ty. Es ist

t) — f(to E?:l fj(t) Zj 1fJ tﬂ J J tO
£(t) — (o) _ _Zf — i

t—ty t—to t—t,

Nach Aufgabe 40.8 existiert der Limes links fiir ¢t — to genau dann, wenn der
entsprechende Limes rechts komponentenweise existiert. O

Beispiel 40.5. Die Kurve
fR—R tr— (*—t3t-sint,e™)
ist in jedem Punkt t € R differenzierbar, und zwar ist
fl(t)= (2t = 3t*, sint +t- cost,—e "),

Lemma 40.6. Es sei I ein reelles Intervall und V' ein euklidischer Vektor-
raum. Es seien
f,g: 1 —V

zwei in ty € I differenzierbare Kurven und es sei
h:I —R

eine in ty differenzierbare Funktion. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die Summe
fHg: I — V. t— f(t)+g(),
ist in to differenzierbar mit
(f +9)(to) = f'(to) + ¢'(t0) -
(2) Das Produkt
hf:1 —V, t— h(t)- f(t),
st differenzierbar in to mat
(hf)'(to) = h(to) - f'(to) + ' (to) - f(to) -

Insbesondere ist fiir c € R auch cf differenzierbar in to mit

(cf)(to) = cf'(to) -
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(3) Wenn h nullstellenfrei ist, so ist auch die Quotientenfunktion

f f(®)

] —V t— —=

h ’ h(t)’
in to differenzierbar mit

f

(LY () = h(to)J"(to) — h'(t0)f (to)

(h(to))?
Beweis. Siehe Aufgabe 40.4. U

Man kann natiirlich zwei Abbildungen f,g:1 — V nicht miteinander mul-
tiplizieren, so dass in der obigen Produktregel eine differenzierbare Kurve
und eine differenzierbare Funktion auftritt. Ebenso muss die Kettenregel mit
Bedacht formuliert werden. Spéater werden wir noch eine allgemeinere Ket-
tenregel kennenlernen.

Lemma 40.7. Es seien I und J zwei reelle Intervalle, es sei
h:I— J, s+— h(s),

eine in So € I differenzierbare Funktion und es sei
f:d—V t— f(t),

eine in ty = h(so) differenzierbare Kurve in einen euklidischen Vektorraum
V. Dann ist auch die zusammengesetzte Kurve

foh:I —V, s— f(h(s)),
in sg differenzierbar und es gilt

(f o h)'(so) = I (s0) - f'(h(s0))-

Beweis. Es seien fi,..., f, die Komponentenfunktionen von f bzgl. einer
Basis von V. Nach der Kettenregel in einer Variablen gilt

(fioh)'(s0) = h'(s0) - fi(h(s0))
fiir jedes ¢ = 1,...,n. Dies ist wegen Lemma 40.4 die Behauptung. U

Lemma 40.8. Es set I ein reelles Intervall, V und W seien euklidische
Vektorriume und es sei
f:l—V
eine differenzierbare Kurve. Es sei
L:V—W
eine lineare Abbildung. Dann ist auch die zusammengesetzte Abbildung
Lof:I— W, t— L(f(t)),

differenzierbar und es gult

(Lo f)(t) = L{f'(1))-
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Beweis. Sei ty € I fixiert und sei t € I, t # ty. Wegen der Linearitét ist

L<f(t) - f(t0)> _ L{f(t) = L(f(t0))
t—to t—to
Wegen der Voraussetzung und der Stetigkeit einer linearen Abbildung exi-
stiert der Limes links fiir ¢ — tg, also existiert auch der Limes rechts, und
das bedeutet, dass der Differentialquotient der zusammengesetzten Abbil-

dung L o f existiert. U

41. REKTIFIZIERBARE KURVEN
41.1. Die Mittelwertabschitzung fiir differenzierbare Kurven.

Satz 41.1. Es sei V' ein euklidischer Vektorraum und
fila,b) — V, t — f(t),
eine differenzierbare Kurve. Dann gibt es ein ¢ € |a,b] mit

1f(b) = fla)|[< (b—a) || f(c)]] -

Beweis. Wenn f(a) = f(b) ist, so ist die Aussage trivialerweise richtig. Sei
also f(a) # f(b). Dann ist u; = % nach dem Schmidtschen Orthonor-
malisierungsverfahren Teil einer Orthonormalbasis von V. Es seien f1,..., f,
die Komponentenfunktionen von f bzgl. dieser Basis. Wir wenden den Mit-
telwertsatz fiir eine Variable auf die erste Komponentenfunktion f; an. Es

ergibt sich, dass ein ¢ € [ existiert mit der Eigenschaft

fi(b) = fila) = (b—a)- fi(c)
und damit auch
| f1(0) = fila) | =1b—al - [fi(c)].
Da man die Langenmessung mit jeder Orthonormalbasis durchfiihren kann,

gilt
1F(0) = fla)]| =

=1

= [b—=al-[If (I

4

Beispiel 41.2. Wir betrachten die trigonometrische Parametrisierung des
Einheitskreises, also die Abbildung

f:R— R? ¢t (cost,sint).
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Diese Abbildung ist fiir jedes t € R differenzierbar mit der Ableitung
f'(t)=(—sint, cost).
Die Norm dieser Ableitung ist zu jedem Zeitpunkt gleich
F(t) = Vsin® t + cos? t = 1.
Wiihlen wir das Intervall [0, 27], so ist

f(0) = (0,0) = f(2m).
Dies bedeutet, dass im Mittelwertsatz nicht Gleichheit gelten kann.

41.2. Lange von Kurven.

Wir arbeiten im R”, versehen mit der euklidischen Metrik. Zu einer Kurve
fila,b) — R™ t — f(t),

die wir uns als einen von der Zeit abhéngigen Bewegungsvorgang im Raum
vorstellen, wollen wir die Lénge der Kurve definieren. Die Lénge soll dabei
den insgesamt zuriickgelegten Weg beschreiben, nicht die Linge der zuriick-
gelassenen Spur oder den Abstand von Start- und Zielpunkt.

Definition 41.3. Zu einer Punktfolge
Py, Py,...,P, eR"”

nennt man i}

> d(p, Piy)

i=1
die Gesamtlinge des Streckenzugs [Py, Py, . .., Pgl.
Definition 41.4. Es sei [a, b] ein kompaktes Intervall und

f:la,b) — R
eine Abbildung. Zu einer Unterteilung

a=t) <t <. <t Stp=0b

nennt man

[Fo, Py ooy B = [f (o), f(t1), - F (1))

den zugehorigen Streckenzug.

Dabei sollte man sich die Unterteilung als eine Zeiteinteilung vorstellen und
die Punkte P, = f(t;) als die zugehorigen Orte der durch f beschriebenen
Bewegung im R".

Definition 41.5. Es sei [a, b] ein kompaktes Intervall und
f:la,b] — R"
eine Abbildung. Dann nennt man

L(f) = sup (L(f(tO)v SR f(tk))a
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a=1ty<t; <...<tp1 <tr=> Unterteilung, k € N)

die Kurvenlinge von f. Wenn L(f) endlich ist, so heifit die Kurve f rektifi-
zierbar.

Man nimmt hier also das Supremum iiber alle moglichen Unterteilungen des
Definitionsintervalls. Ohne zusétzliche Eigenschaften der Kurve kann man
nicht erwarten, dass man die Kurvenlidnge effektiv bestimmen kann. Wenn
die Kurve aber stetig differenzierbar ist, so ldsst sich die Lénge iiber ein
Integral berechnen, wie die folgende Aussage zeigt. Inhaltlich gesprochen
bedeutet sie, dass wenn sich bspw. ein Fahrzeug in der Ebene R? bewegt,
man die Gesamtléange der zuriickgelegten Strecke kennt, sobald man nur zu
jedem Zeitpunkt die momentane Geschwindigkeit (und zwar lediglich ihren
Betrag, die Richtung muss man nicht kennen) kennt. Die Lénge ist dann das
Integral iiber den Betrag der Geschwindigkeit.

Satz 41.6. Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall und
f:la,b] — R"

eine Abbildung, die stetig differenzierbar sei. Dann ist f rektifizierbar und es
gilt fiir die Kurvenlinge

L) = [ sl d.

Beweis. Da die Norm stetig ist, existiert nach Satz 32.3 das rechte Integral,
und zwar ist es gleich dem Infimum {iber alle Treppenintegrale zu oberen
Treppenfunktionen der Funktion ¢ —|| f’(¢) ||. Diese Treppenintegrale werden
zu einer Unterteilung a = to < ... <, = b durch Zle(ti —t;—1)w; mit w; =
sup (|| f/(¢) ||, tic1 <t <t;) gegeben. Andererseits steht nach der Definition
der Kurvenlénge links das Supremum {iiber die zu einer solchen Unterteilung
gehorigen Summen

Z [ f(t:) — fti-) || -

Aufgrund des Mittelwertsatzes gilt

1f(t:) = ftim) < (G = tima) -sup ([ /(D[] s S < ).
Durch Aufsummieren ergibt sich daher die Abschétzung
k k

SO = Ft) 1<) (= tioy) -sup (|| f/(0) ]|, tia <t < 1),

=1 =1
Hierbei miissen wir links das Supremum und rechts das Infimum iiber alle Un-
terteilungen nehmen. Nehmen wir an, dass das Supremum u der linken Seite
grofer als das Infimum v der rechten Seite ist. Dann gibt es eine Untertei-
lung derart, dass die Léngensumme links zu dieser Unterteilung mindestens
gleich u — %(u —v), und eine Unterteilung derart, dass das Treppenintegral
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rechts hochstens gleich v + %(u — v) ist. Wir konnen zur gemeinsamen Ver-
feinerung iibergehen und annehmen, dass es sich um die gleiche Unterteilung
handelt, und erhalten einen Widerspruch.Das Supremum der linken Seite
ist also durch das Infimum der rechten Seite beschrankt. D.h. die Kurve ist
rektifizierbar und es gilt

L(f) < / 1@ dt < (b—a)-sup (|| £2)]]. € [a, b]).

Diese Beziehung gilt auch fiir jedes beliebige Teilintervall [s, s'] C [a, b]. Es
sei L (f) die Lénge der auf [a, s] definierten Kurve. Es geniigt dann zu zei-
gen, dass diese Funktion eine Stammfunktion zu ¢ —|| f'(¢) || ist. Fiir den zu-

gehorigen Differenzenquotienten Za (J; ),:ffl(f ) — Ls,,({, )

gelten die Abschétzungen
£ = FI _ L)

s —s - ¢ 5 ) )
(s"—s) -sup (|| /()] t € [s, '])
< =
= sup (|[ /D).t € [s,5])-
Fiir s — s konvergieren die beiden #ufleren Seiten gegen || f'(s) ||, so dass
auch der Differenzenquotient dagegen konvergieren muss. O

in einem Punkt s € [a, b

Die Rektifizierbarkeit ist schon in einer Variablen ein interessanter Begriff.
Es lasst sich sogar die Rektifizierbarkeit darauf zuriickfiihren.

Lemma 41.7. Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall und
f:la,b) — R"”

eine Abbildung. Dann ist f genau dann rektifizierbar, wenn samtliche Kom-
ponentenfunktionen rektifizierbar sind.

Beweis. Siehe Aufgabe 41.6. U
Beispiel 41.8. Die Rektifizierbarkeit ist schon fiir Funktionen
f:I—R t— f(t),

ein nicht-trivialer Begriff, sieche Beispiel 41.9. Wenn allerdings f wachsend
(oder fallend) ist, so ldsst sich die Lénge einfach ausrechnen. Zu einer belie-
bigen Unterteilung a =ty < t; < ... <t = b ist dann nédmlich
k k

D) = )| = Y (F(t) = f(tia)) = f(b) = f(a),

i=1 i=1
d.h. die Lénge ist einfach die Differenz der Werte an den Randpunkten des In-
tervalls. Insbesondere existiert die Lénge, d.h. monotone Funktionen sind rek-
tifizierbar. Wenn f wachsend ist und stetig differenzierbar, so ergibt sich dies
natiirlich auch aus Satz 41.6 und aus Korollar 32.7. Wenn f allerdings nicht
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monoton ist, so miissen bei der Léngenberechnung auch die Richtungsédnde-
rungen mitberiicksichtigt werden. Fiir das Integral f | f/(t)| dt gibt es keine
direkte Berechnung, da dann f’(t) das Vorzeichen dndert. Man kann aber das
Intervall in Abschnitte unterteilen, wo die Funktion wachsend oder fallend,
bzw. wo die Ableitung positiv oder negativ ist, und dann abschnittsweise die
Lénge berechnen.

Beispiel 41.9. Die Funktion

xsin% bei x > 0,

f:[O,l]—>R,xl—>f(a:):{0beixzo

ist stetig, aber nicht rektifizierbar. Fiir jedes z, = M}rlﬂ ist f(z,) = tx,,
2

wobei das Vorzeichen davon abhéngt, ob n gerade oder ungerade ist. Fiir
jedes n ist daher | f(x,) — f(zp-1) |> 22,. Wahlt man dann die Untertei-
lungspunkte
2
to<xp <Tp1 < ...<T<29=-—<1,
T
so ist die Lange des zugehorigen Streckenzugs mindestens gleich

k k 1 2 2 k

n=1

Wegen der Divergenz der harmonischen Reihe ist dieser Ausdruck fiir & — oo
nicht beschrénkt. Daher kann das Supremum iiber alle Streckenziige nicht
existieren und die Kurve ist nicht rektifizierbar.

Korollar 41.10. Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall und es sei
f:la, b)) — R

eine stetig differenzierbare Funktion. Dann ist die Linge des Graphen von
f gleich

/ VIF (@) de.

Beweis. Mit der Lange des Graphen ist die Lange der durch z — g(z) =
(x, f(z)) definierten Kurve gemeint. Die Ableitung dieser Kurve ist ¢'(z) =
(1, f'(z)). Daher ist die Lange dieser Kurve nach Satz 41.6 gleich

b b
L= [ lg@lla = [ VIFTF@Pa
O

Beispiel 41.11. Wir wollen die Lange der Standardparabel berechnen, also
die Lange der durch

R — R?, t — (t,t%)
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gegebenen Kurve. Nach Korollar 41.10 ist die Lange von 0 nach b gleich

b 2
1
/\/1+4x2dx = 3 V1+u2du
0 0

1
= Z(u\/l + u2 + arsinh )|
1
= éb\/ 1+ 4b? + arsinh (20).
Beispiel 41.12. Wir betrachten die Funktion

f:-1L1] —R 2+ f(z) =V1—2a2

die die obere Kreislinie des Einheitskreises beschreibt. Wir wollen die Lénge
dieses Graphen bestimmen. Es ist

R S x
W= i—n - ice

Daher geht es um das Integral von

m 2 B 1—:L'2+x2_ 1
V 1—a22 1 — 22 V1=

Die Stammfunktion davon ist arcsin x . Daher ist

dr = arcsin z|*, = T_ (—z) = .

1
1
L = —_—
/_1 vV 1-— ZL‘2 2 2
Beispiel 41.13. Wir betrachten die trigonometrische Parametrisierung des
Finheitskreises, also die Abbildung

f:R—R?* t+— f(t)=(cost,sint).
Die Ableitung davon ist
f'(t)=(—sint, cos t).

Daher ist die Kurvenlédnge eines von a bis b durchlaufenen Teilstiickes gleich

LA(f) = /b\/(— sin t )2+ (cos t)2dt = /bldt =b—a.

Aufgrund der Periodizitéit der trigonometrischen Funktionen wird der Ein-
heitskreis von 0 bis 27 genau einmal durchlaufen. Die Lange des Kreisbogens
ist daher 2.

Beispiel 41.14. Es sei ein Punkt V' auf der Peripherie des Einheitskreises
fixiert (bspw. ein Ventil). Die Zykloide ist diejenige Kurve, die der Punkt
beschreibt, wenn der Einheitskreis sich gleichméflig auf einer Geraden be-
wegt, wie wenn ein Rad auf der Strafle fahrt. Wenn ¢ den Winkel bzw. die
abgerollte Strecke représentiert, und der Punkt V sich zum Zeitpunkt ¢ =0
in (0,0) befindet, so wird die Bewegung des Ventils durch

V:R—R*t+—V(t)=(t—sint,1— cost).

beschrieben.
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v (D

Nach einer Volldrehung befindet sich das Ventil wieder in seiner Ausgangs-
position am Rad, aber verschoben um 27. Die Ableitung dieser Kurve ist

W'(t)=(1— cost,sint).

Die Lénge der Zykloide (also die Lange des vom Ventil beschriebenen Weges)
ist nach Satz 41.6 im Zeitintervall von 0 nach s gleich

/\/(l—cost)2+sin2tdt = /\/Q—QCostdt
0 0
= \/5/ V1—costdt
0

%
= V2 V1 — cos (7 +2u) du

2
S—m

2
= 2V/2 V1 + cos 2u du

™

2
s—m

2
= /2 \/1+c032u—sin2udu

2

sS—T

= 2V2 ’ V2 cos? u dt

us

2
s—m

2
= 4/ cos u dt

2

= 4(sin u ];Tﬁ)
2

Fir s =27 ist dies 4 - 2 = 8.

42. RICHTUNGSABLEITUNG

Wir wenden uns nun der Differentialrechnung zu fiir Abbildungen, wo der De-
finitionsbereich héherdimensional ist. Dazu seien zwei reelle (oder komplexe)
endlichdimensionale Vektorrdume V und W gegeben. Ferner sei G C V eine
offene Teilmenge und
o:G— W

eine Abbildung. Diese Abbildung wollen wir ,differenzieren*. Anders als in
den bisher behandelten Situationen gibt es bei einem hoherdimensionalen
Definitionsbereich mehrere nicht dquivalente Konzepte von Differenzierbar-
keit. Wir werden nacheinander die Richtungsableitung, partielle Ableitungen
und das totale Differential sowie ihre Beziehungen untereinander diskutieren.
Wir werden durchgehend voraussetzen, dass die Vektorrdume euklidisch sind.
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Bei komplexen Vektorrdumen soll der zugrunde liegende reelle Vektorraum
mit einem (reellen) Skalarprodukt und damit mit einer euklidischen Metrik
versehen sein.

Es ist erstmal keine Einschrankung, wenn man sich auf reelle Vektorrdume
beschriankt und iiberdies den Zielraum als W = R ansetzt. Als Definitions-
menge kann man sich zunichst auf G = R?* = V beschrinken, und sich
vorstellen, dass die Abbildung jedem Grundpunkt (z,y) € R? einen Hohe-
punkt zuordnet, so dass die Abbildung insgesamt ein Gebirge iiber einer
Grundflache beschreibt.

42.1. Richtungsableitung.

Wir stellen uns vor, wir sind an einem Ort im Gebirge und entschlielen
uns, in eine bestimmte Richtung, bspw. nach Nordwest zu gehen, egal was
kommen mag. Damit machen wir sdmtliche Steigungen und Abhénge mit,
die das Gebirge uns in dieser vorgegebenen Richtung bietet. Dabei lernen
wir nur den Hohenverlauf des Gebirges entlang dieses linearen Ausschnitts
kennen. Durch die gewéhlte Richtung bewegen wir uns auf dem Graphen
zu einer Funktion in einer einzigen Variablen, nédmlich einer Variablen der
Grundgeraden. Dies ist die Grundidee der Richtungsableitung.

Definition 42.1. Seien V und W euklidische Vektorraume, G C V eine
offene Teilmenge, und ¢ : G — W eine Abbildung. Weiter sei P € G ein
Punkt und v € V ein fixierter Vektor. Dann heifit ¢ differenzierbar in P in
Richtung v, falls der Grenzwert

p(P + sv) — p(P)

existiert. In diesem Fall heiflt dieser Grenzwert die Ableitung von ¢ in P in
Richtung v. Er wird mit

hms—)O,s;éO

(D'U@)P

bezeichnet.
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Die Existenz von (D,¢)p héngt nur von der Abbildung K 2 U(0,0) —
W, s — o(P + sv), ab (wobei das Intervall U(0,d) (im reellen Fall) bzw.
der offene Ball (im komplexen Fall) so gewahlt ist, dass s € U(0,d) auch
P + sv € G impliziert. D.h. dass U(P,¢) C G gilt). Die Richtungsableitung
in einem Punkt und in eine Richtung ist selbst ein Vektor in W. Bei W =K
ist die Richtungsableitung eine reelle oder komplexe Zahl.

Beispiel 42.2. Wir betrachten die Abbildung
f :KQ — Ka (-T,y) — x2y’
in einem Punkt P = (a4, a2) in Richtung v = (v, v3). Der Differenzenquotient
ist
[P+ sv) = f(P)

F((ar £ sv1, a5+ v2)) — (a1, a2))

_ (a1 + svr, a9 +SSU2)) — f((a1, a2))

S
_ajag + 2sa1a901 4 570207 + saivg + 25%a101v; + sP07v0 — ajay

s
=2a1a2v1 + vy + s(agv? + 2a1v1v9) + s2(V30y).

Fiir s — 0 gehen die beiden hinteren Summanden gegen 0, so dass sich
insgesamt
f(P +sv) — f(P)

S

lim = 2a1a2v1 + a2vy
s—0 1

ergibt.

Im Punkt P = (2,5) ergibt sich in Richtung v = (1, —3) beispielsweise die
Richtungsableitung
2:2.5-14+2%.(=3) = 8.

Beispiel 42.3. Seien V' und W endlichdimensionale K-Vektorrdume und sei
L:V—W

eine lineare Abbildung. Dann existiert die Richtungsableitung in jedem
Punkt P € V und in jede Richtung v € V', und zwar ist

(DuL)p = L(v),

insbesondere ist also die Richtungsableitung unabhéngig vom Punkt. Dies
folgt direkt durch Betrachten des Differenzenquotienten; es ist ndmlich
L(P + sv) — L(P) L(P) + sL(v) — L(P) sL(v) L(v)
= = = V).

s s s
Dabher ist auch der Limes fiir s — 0 gleich L(v).
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Lemma 42.4. Seien V und W euklidische Vektorriume, sei G C V offen,
P € G ein Punkt, v € V ein Vektor und seien
f,9:G—W

Abbildungen, die tm Punkt P in Richtung v differenzierbar seien. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Die Summe f + g ist ebenfalls differenzierbar in Richtung v mit

(Do(f+9))p = (Duf)p+ (Dug)p -

(2) Das Produkt af mit a € K ist ebenfalls differenzierbar in Richtung v
mat

(Du(af))p = a(Duf)p-
(3) Die Funktion f ist auch in Richtung cv mit ¢ € K differenzierbar und
€s ngt (Dcvf)P = C<va)P-

Beweis. Die Eigenschaften (1) und (2) ergeben sich aus den entsprechenden
Eigenschaften fiir Limiten von Abbildungen, siehe Lemma 23.6. Die Eigen-
schaft (3) folgt aus Aufgabe 42.13. O

Im Rahmen der Theorie des totalen Differentials wird die Frage beantwortet,
wie sich die Richtungsableitungen zu verschiedenen Richtungen zueinander
verhalten. Wenn im Werteraum eine Basis gegeben ist, so kann man die
Richtungsableitung komponentenweise bestimmen.

Lemma 42.5. Seien V und W euklidische Vektorriume, sei G C V offen,
P € G ein Punkt und sei v € V ein Vektor. Es sei

po:G— W
eine Abbildung. Dann gelten folgende Aussagen.
(1) Es sei W der Produktraum
W=W; x---x W,

aus euklidischen Vektorrdaumen Wy, ..., Wy (versehen mit dem Pro-
dukt der einzelnen Skalarprodukte). Dann ist ¢ genau dann in P dif-
ferenzierbar in Richtung v, wenn samtliche Komponentenabbildungen

0, G — W,
in P in Richtung v differenzierbar sind. In diesem Fall gilt
(Dv)p = ((Dupr)p, -, (Do) p)
(2) Es sei wy,...,w, eine Basis von W mit den Koordinaten
y W — K.

Dann ist ¢ in P in Richtung v genau dann differenzierbar, wenn
samtliche Komponentenfunktionen

fi=yjop:G—K
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in P in Richtung v differenzierbar sind. In diesem Fall ist
(Dup)p = (Do fi)ps- -5 (Dufa)p) -

Beweis. Die erste Aussage folgt aus der zweiten, wenn man fiir die einzel-
nen Vektorrdume WW; Basen einfithrt (umgekehrt ist auch der zweite Teil ein
Spezialfall des ersten). Die zweite Aussage folgt aus allgemeinen Limeseigen-
schaften oder aus Lemma 40.4 in Verbindung mit Aufgabe 42.3. U

Aufgrund von diesem Lemma muss man vor allem die Richtungssableitung
fiir den Fall verstehen, wo der Wertebereich gleich K ist.

Das folgende einfache Beispiel zeigt, dass durchaus alle Richtungsableitungen
existieren konnen, die Abbildung selbst aber noch nicht einmal stetig sein
muss.

Beispiel 42.6. Wir betrachten die Funktion f :R? — R mit
x 3 .
o = {7 0 20 2100

0 fiir (x,y) = (0,0).

Fiir einen Vektor v # 0, v = (a,b), und einen reellen Parameter s erhalten
wir auf dem linearen Unterraum Rv die Funktion

sas®b? s?ab?
fo  R— R, s — f(sa,sb) = PR T Y
Fiir a # 0 ist der Nenner stets positiv und die Funktion f, ist stetig mit
dem Wert 0 bei s = 0, und differenzierbar. Fiir a = 0 ist die Funktion f,
konstant = 0 und damit ebenfalls differenzierbar. Also existieren in 0 alle
Richtungsableitungen. Die Funktion ist allerdings nicht stetig: Fiir die Folge
(1/m3,1/m) (die gegen 0 = (0, 0) konvergiert) gilt
(1/m)(1/m?) 1

FOE ) = Gy & (1) ~ 2

aber f(0,0) = 0.

Im Allgemeinen méchte man nicht nur in einem einzigen Punkt P € V' ab-
leiten kénnen, sondern in jedem Punkt, was durch die folgende naheliegende
Definition prézisiert wird.

Definition 42.7. Seien V und W euklidische Vektorraume, sei G C V eine
offene Teilmenge, sei ¢ :G — W eine Abbildung und v € V ein fixierter
Vektor. Dann heifit ¢ differenzierbar in Richtung v, falls ¢ in jedem Punkt
P € GG in Richtung v differenzierbar ist. In diesem Fall heifit die Abbildung

Dyp:G — W, P+— (D,p)p,
die Richtungsableitung von ¢ in Richtung v.

Die Richtungsableitung zu einem fixierten Vektor ist also vom selben Typ
wie die Ausgangsabbildung.
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42.2. Polynomiale Funktionen.

Wir haben schon Polynome in ein und in zwei Variablen verwendet. Die fol-
gende Definition verwendet Multiindex-Schreibweise, um Polynomfunktionen
in beliebig (endlich) vielen Variablen einzufithren. Dabei steht ein Index v
fiir ein Tupel

v=(v1,...,Vp)
und fiir Variablen zq, ..., z, verwendet man die Schreibweise

a =at .
Definition 42.8. Eine Funktion

[ K" —K, (x1,...,2,) — f(z1,..., %),

die man als eine endliche Summe der Form

flzy,. ... x,) = Z a,x’ = Z a,x]try? -

veN” veNn
mit a, € K schreiben kann, heifit polynomiale Funktion.

Offenbar sind due Summe und die Produkte von polynomialen Funktionen
wieder polynomial. Dies gilt auch, wenn man Polynome in andere Polynome
einsetzt.

Beispiel 42.9. Wir betrachten die polynomiale Funktion
K — K, (21,...,2,) —> &1+ Xy

Die Richtungsableitung in Richtung v = (vq,...,v,) in einem beliebigen
Punkt P = (z1,...,x,) ergibt sich durch Betrachten des Differenzenquoti-
enten, also

(x1 4 svy) - (x4 svg) -+ - (T + SU) — 1 - Ty -+ Ty

s
n 1 2
T 'x2"'f’3n+3(zi:1“i—1zi 2) + S52G(S, 1y e oy Ty U1y e v ey Uy) — Xy - T+ v+ Ty
s
"z T
LT,
= E Vi——— + 5 g(S, T1, oy Ty V1, ooy Up).
4 Z;
=1
9(s,x1, ..., Ty, v1,...,0,) eine polynomiale Funktion in s (die x1, ..., x, und
die vy, ..., v, sind fixierte Zahlen). Der Limes von s-g(s, x1,. .., Tp, V1, ..., Uy)

geht fiir s — 0 gegen 0. Daher ist
n :Cl .. xn
D, = —.
(Duf)p ;U -

In den Aufgaben werden wir sehen, dass die Richtungsableitnug zu einer po-
lynomialen Funktion in jede Richtung existiert und selbst wieder polynomial
ist. Dies wird sich auch einfach im Rahmen des totalen Differentials ergeben.
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43. PARTIELLE RICHTUNGSABLEITUNG

43.1. Partielle Ableitungen.
Sei f :K" — K eine durch

(T1,. . ) — fag, .. xy)

gegebene Abbildung. Betrachtet man fiir einen fixierten Index 7 die iibrigen
Variablen z;, j # i, als Konstanten, so erhélt man eine Abbildung K — K,
die nur von x; abhéngt (entsprechend betrachtet man die {ibrigen Variablen
als Parameter). Falls diese Funktion, als Funktion in einer Variablen, diffe-
renzierbar ist, so sagen wir, dass f partiell differenzierbar beziiglich x; ist und
bezeichnen diese Ableitung mit g—ai. Der Vorteil der partiellen Ableitungen
liegt darin, dass man diese einfach berechnen kann. Jedoch héngen sie von
der Wahl einer Basis ab. Die partiellen Ableitungen sind selbst Abbildungen
von K" — K.

Definition 43.1. Sei G C K" offen und sei eine Abbildung ¢ :G — K™
durch

o1,y xn) = (filzr, o @), oy (T, x))

gegeben. Es sei P = (aq,...,a,) € G ein Punkt. Fiir fixierte Indizes ¢ und j
betrachten wir die Abbildung

I — K, z; — fj(ah ey @1, Ty Qg1 - 7%);

(wobei I ein Intervall (bzw. eine offene Umgebung)mit a; € I sei derart, dass
{(a1,...,;a;-1)} X I x {(aiz1,-..,a,)} C G gilt) als Funktion in einer Varia-
blen, wobei die iibrigen Variablen ay, k # i, fixiert seien. Ist diese Funktion
in P differenzierbar, so heifit f; partiell differenzierbar in P beziiglich der
Koordinate x;. Man bezeichnet diese Ableitung (welche ein Element in K
ist) mit

of;

a(L’Z’

und nennt sie die i-te partielle Ableitung von f; in P.

Die Abbildung ¢ heif3t partiell differenzierbar im Punkt P, falls fiir alle ¢
und j die partiellen Ableitungen in P existieren. Die i-te partielle Ableitung
von ¢ in P wird mit

(P)

00 o _ O O
S (P) = (P G (P))

bezeichnet.

Diese Definition fiihrt die i-te partielle Ableitung einer Funktion f : K" — K
auf den Ableitungsbegriff in einer Variablen zuriick, indem die anderen Varia-
blen , festgehalten* und als Parameter betrachtet werden. Daher bedeutet die
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Existenz der i-ten partiellen Ableitung von f im Punkt (ay,...,a,) einfach
die Existenz des Limes
lim . f((ll, e, Q1,04 + Sy g1y -+ - ,an) — f((Ll7 ey A1, Ay Qg 1y - - - ,an)
s— .
s

Die partiellen Ableitungen sind im Wesentlichen die Richtungsableitungen in
Richtung der Basisvektoren. Insbesondere machen partielle Ableitungen nur
dann Sinn, wenn eine Basis im Vektorraum, der den Definitionsbereich einer
Abbildung darstellt, gewahlt worden ist, bzw. wenn eben von vornherein ein
K" betrachtet wird.

Lemma 43.2. Sei G C K" offen, P € G ein Punkt und sei

0:G—K" (r1,...,2,) — o(x1,...,7,)
= (fl(xla--'7$n>7"'7fm(x17"'7xn))7

eine Abbildung. Dann ist @ genau dann partiell differenzierbar in P, wenn
die Richtungsableitungen von simtlichen Komponentenfunktionen f; in P in
Richtung eines jeden Einheitsvektors existieren. In diesem Fall stimmt die
i-te partielle Ableitung %(P) von @ in P mit der Richtungsableitung von f;
in P in Richtung des i-ten Einheitsvektors e; tliberein,

Beweis.
f;
o (P)
. i(a1,...,a;—1,a;+8,ai41,....an)—fila1,...,0;-1,0;,0;41,...,Q
:11m3_>073;£0 f]( 1 1—1,q 7+1 n; f]( 1 1—1,A3,A741 n)
. i((a1,...,a44—1,a4,ai41,...,an)+s(0,...,0,1,0,...,0))— fi (a1,...,0;—1,04,Qi 4 1,...,a
:hms—>0,s7&0 f](( 1 1—1,0¢,0741 n) ( - )) fJ( 1 1—1,07,0:41 n)

Definition 43.3. Sei G C K" offen und sei eine Abbildung

0:G—K" (r1,...,2,) — o(x1,...,7,)
= (fl(xla"wxn)?"'7fm(x17"'>xn))>

gegeben. Dann heifit ¢ partiell differenzierbar, wenn ¢ in jedem Punkt P € G
partiell differenzierbar ist. In diesem Fall heifit die Abbildung

. d¢ ,  _ Oh Ofn
G — K ,Pr—>8$i(P)—(axi(P),..., oz, (P)),

die i-te partielle Ableitung von .

Definition 43.4. Sei G C K" offen und sei eine Abbildung

0:G—K" (r1,...,2,) — o(x1,...,7,)

= (filwr, ... 2n), oo f(@1, o 20)),
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gegeben, die partiell differenzierbar sei. Dann heifit die Matrix

g—Q(P) %(P)
Jak(p)p = : :
%fTT(P) ?‘77:(13)

die Jacobi-Matriz zu ¢ im Punkt P € G.
Beispiel 43.5. Wir betrachten die Abbildung K3 — K2, die durch
(2,y,2) — (zy® = 2°, sin (zy) +2” - exp 2) = (f1, f2)

gegeben sei. Die partiellen Ableitungen von f; sind

ofi 5 Ofi dfr 5
ax y Y ay xy7 az z )
und die partiellen Ableitungen von fy sind
0 0 0
a—{j =y cos (zy) + 2z - exp z, 8_3/2 =1z - cos(zy), a—J;Q = 2% - exp(2).
Damit erhalten wir fiir einen beliebigen Punkt P = (x,y, z) die Jacobi-Matrix

e 2xy —322
ycos(xy) + 2rexp(z) wxcos(zy) x?exp(z)

Fiir einen speziellen Punkt, z.B. P = (2,1, 3), setzt man einfach ein:

1 4 —-27
cos(2) +4exp(3) 2cos(2) 4dexp(3)) -
43.2. Hohere Richtungsableitungen.

Seien V und W endlichdimensionale K-Vektorraume und G C V eine offene
Teilmenge. Fiir eine Abbildung ¢ : G — W und einen fixierten Vektor v € V'
ist die Richtungsableitung in Richtung v (falls diese existiert) selbst eine
Abbildung
Dyp:G — W, P+ (Dyyp)p.

Als solche macht es Sinn zu fragen, ob D, in Richtung v € V differenzierbar
ist. Wir sprechen dann von hoheren Ableitungen. Dies wird prézisiert durch
die folgende induktive Definition.

Definition 43.6. Es seien V und W euklidische Vektorrdume,

po:G— W
eine Abbildung und wvy,...,v, Vektoren in V. Man sagt, dass die hdohere
Richtungsableitung von ¢ in Richtung vy, ..., v, existiert, wenn die hohere

Richtungsableitung in Richtung vy,...,v,_;1 existiert und davon die Rich-
tungsableitung in Richtung v,, existiert. Sie wird mit

Dy, (.- Doy (Dy, ©))

bezeichnet.
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Definition 43.7. Es seien V und W euklidische Vektorrdaume und

o:G— W
eine Abbildung. Man sagt, dass ¢ n-mal stetig differenzierbar ist, wenn fiir
jede Auswahl vy, ..., v, von n Vektoren aus V' die héhere Richtungsableitung
Dy, (- Dy, (Do)
in Richtung vy, ..., v, existiert und stetig ist.

Einmal stetig differenzierbar bedeutet also, dass die Richtungsableitung D, ¢
in jede Richtung v € V existiert und stetig ist.

43.3. Der Satz von Schwarz.
Der folgende Satz heifit Satz von Schwarz (oder auch Satz von Clairaut).

Satz 43.8. Sei G C V offen und ¢ :G — W eine Abbildung, so dass fiir
u,v € V die zweiten Richtungsableitungen D, D, und D, D,p existieren und
stetig sind. Dann gilt

Dy,D,p =D,D,p.

Beweis. Durch Betrachten der einzelnen Komponenten von ¢ bzgl. einer Ba-
sis von W konnen wir annehmen, dass W = K und K = R ist. Wir wollen den
eindimensionalen Mittelwertsatz anwenden. Sei P € G ein fixierter Punkt.
Wir betrachten die Abbildung (s,t) — ¢(P + su + tv) und studieren die-
se fiir hinreichend kleine s und t. Wir fixieren diese (fir den Moment) und
betrachten die Abbildung

or— (P +ou+tv) — o(P+ou).
Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein s; €]0, s[ mit
p(Pt+suttv)—p(P+su)—p(P+tv)+(P) = 5:(Dup)pisyutto=(Dup) Pisiu)-
Nun wenden wir erneut den Mittelwertsatz auf die Abbildung
T (Dup) Prsiutro
an, und erhalten die Existenz eines t; < ¢ mit
(Dup) Prsyutto — (Dup) prsyu =t (DyDup) prsyustyo-
Zusammen erhalten wir
(P + su+tv) — (P + su) — p(P +tv) + p(P) = st - (DyDup) Prsyutiyo -

Wenden wir denselben Trick in umgekehrter Reihenfolge an, so erhalten wir
s9 und to, so dass dieser Ausdruck auch gleich

st - (DUDUSD)P+52u+t2v

ist. Somit schliessen wir fiir (hinreichend kleine) gegebene s,t # 0, dass
51,89 < s und tq,ty <t existieren mit

(DUDUQD)P+S1u+t1v = (DuDU@)P—}—sgu—&-tQU .
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Fiir s = 0 und ¢t — 0 konvergieren auch sy, s, t; und ¢, gegen 0. Die Stetigkeit
der beiden zweiten Richtungsableitungen impliziert fiir s, ¢ — 0 die Gleichheit

(DvDuSO)P = (DuDUQO>P .

O
Korollar 43.9. Es seien V und W euklidische Vektorrdume, G C V offen
und
po:G— W
eine n-mal stetig differenzierbare Abbildung. Es sei vy, ..., v, eine Auswahl

von n Vektoren aus V. Dann gilt fiir jede Permutation o € S,, die Gleichheit
D’Un ( : 'D'UQ (D'Ul ()0)) = Dvo'(n) ( : .DUO'(Q) (Dvo'(l) Qp)) :

Beweis. Siehe Aufgabe 43.9. U

44. TOTALE DIFFERENZIERBARKEIT

44.1. Totale Differenzierbarkeit.

Wir méchten Abbildungen ¢ : V' — W zwischen Vektorrdumen differenzie-
ren, und allgemeiner Abbildungen

o:G— W,

wobei G C V eine gewisse offene Teilmenge ist. Wir wiederholen kurz
die Situation in einer Variablen: angenommen wir haben eine Abbildung
¢ :R — R, dann ist die Grundidee einer differenzierbaren Abbildung und ih-
rer Ableitung eine ,, Tangente an den Graphen* anzulegen. Dabei kann man
sagen, dass die Tangente die beste lineare Approzimation von ¢ (genauer:
der Graph einer affin-linearen Approximation) in einem gegebenen Punkt
x € R darstellt. Da die Steigung der Tangente wieder eine reelle Zahl ist,
wird beim Differenzieren jedem Punkt z wieder eine Zahl zugeordnet. Wir
erhalten also eine neue Funktion, welche wir mit ¢’ bezeichnen. Im hoher-
dimensionalen Fall ist dies komplizierter, aber die Idee einer bestmoglichen
linearen Approzimation bleibt bestehen.

Im Folgenden nehmen wir an, dass alle Vektorrdume endlichdimensional und
mit einer euklidischen Norm versehen sind. Wie in der 40. Vorlesung gezeigt
wurde, hangt die Topologie, also die Konzepte offene Menge, Stetigkeit, Kon-
vergenz, nicht von der gewéhlten euklidischen Struktur ab. Bei K = C statten
wir den zugrunde liegenden reellen Vektorraum mit einer euklidischen Struk-
tur aus.

Definition 44.1. Sei G C V eine offene Menge in einem endlichdimen-
sionalen K-Vektorraum V und ¢ :G — W eine Abbildung. Dann heifit ¢
differenzierbar (oder total differenzierbar) im Punkt P € G, wenn es eine
K-lineare Abbildung L : V — W mit der Eigenschaft

p(P+v) =¢(P)+ L(v)+ [[v]] r(v)



89
gibt, wobei 7 : U(0,5) — W eine in 0 stetige Abbildung mit 7(0) = 0 ist und
die Gleichung fiir alle v € V mit P+ v € U(P,§) C G gilt.

Diese lineare Abbildung heift, falls sie existiert, das (totale) Differential von
¢ an der Stelle P und wird mit

(Dp)p

bezeichnet.

Aquivalent zur totalen Differenzierbarkeit ist die Eigenschaft, dass der Aus-
druck
P +v) —¢(P) — L(v)

[l
fiir v — 0 gegen 0 konvergiert. Ebenfalls dquivalent ist die Eigenschaft, dass
der Limes (von Funktionen)

r(v) = o

|p(P +v) = (P) = Lv) ||
o]l

hmv—>0,v7é0

existiert und gleich 0 ist.

Das Konzept der totalen Differenzierbarkeit ist eher theoretisch und weniger
konkreten Berechnungen zuginglich. Wir werden spéter dieses Konzept mit
dem Konzept der partiellen Ableitungen in Verbindung bringen, welches eher
fiir Berechnungen geeignet ist, jedoch von Koordinaten, d.h. von der Auswahl
ciner Basis, abhéngt (siche auch Beispiel 44.8 weiter unten).

Lemma 44.2. Seien V und W endlichdimensionale normierte K-Vektor-
raume und sei die Abbildung p : G — W auf einer offenen Teilmenge G C'V
definiert. Sei P € G ein Punkt. Dann existiert hichstens eine lineare Abbil-
dung mit den Figenschaften aus Definition. Ist  im Punkt P differenzierbar,
so ist das totale Differential (Dy)p eindeutig bestimmid.

Beweis. Angenommen, es gelte p(P 4+ v) = @(P) + Li(v)+ || v || -m1(v)
und (P 4+ v) = ¢(P) + La(v)+ |[v]| -ro(v) mit zwei linearen Abbildungen
Ly und zwei Ly und im Punkt 0 stetigen Funktionen ry, 7o :U(0,0) — W
mit r1(0) = r9(0) = 0. Wir miissen L; = Ly zeigen. Dazu ziehen wir die
beiden Gleichungen voneinander ab (da es sich hier um Gleichungen von
Funktionswerten im Vektorraum W handelt, ist hier werteweises Abziehen
gemeint) und erhalten die Gleichung

0= (L1 = La)(0)+ [[v][ -(r1(v) = r2(v)).

Daher miissen wir zeigen, dass die (konstante) Nullabbildung die Eigenschaft
besitzt, dass die lineare Abbildung 0 ihre einzige lineare Approximation ist.
Wir nehmen daher an, dass

0= L(v)+ [[o]] -r(v)
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gilt, wobei L linear und r eine in 0 stetige Funktion ist mit 7(0) = 0. Wenn L
nicht die Nullabbildung ist, so gibt es einen Vektor v € V mit L(v) = w # 0.
Dann gilt fiir s € K

0= L(sv)+ || sv]|| r(sv) = sw+ |s| - ||[v]| r(sv).

Dies impliziert, dass r(sv) = —sw/(|s| - ||v]|) fiir s # 0 gilt. Die Norm von
r(sv) ist daher konstant gleich ||w|| / ||v]|# 0. Also gilt lim,—,o ||7(sv) || 0,
ein Widerspruch. O

Proposition 44.3. Sei L :V — W eine lineare Abbildung. Dann ist L in
jedem Punkt P €V differenzierbar und stimmt in jedem Punkt mit threm
totalen Differential tiberein.

Beweis. Aufgrund der Linearitét gilt
L(P+wv)=L(P)+ L(v).
Also kénnen wir » = 0 wéhlen. O

Beispiel 44.4. Ist ¢ : V — W konstant mit p(v) = w € W fiir alle v € V,
so ist ¢ differenzierbar mit totalem Differential 0 (siche Aufgabe 44.1).

Proposition 44.5. Es seien V' und W endlichdimensionale normierte K-
Vektorrdume und G C 'V eine offene Teilmenge. Seien o1, 02 :G — W im
Punkt P € G differenzierbare Abbildungen mit den Differentialen (Dy1)p
und (Dgy)p. Dann ist auch ¢ = o1 + po in P differenzierbar und es gilt

(D1 +¢2))p = (De1)p + (Dip2)p -
Ebenso gilt (D(ay1))p = a(Dy1)p.

Beweis. Sei ¢1(P + v) = ¢1(P) 4+ Li(v)+ || v || r1(v) und ¢o( P 4+ v) =
2 (P) + La(v)+ ||v]| -72(v). Dann gilt

(o1 4+ @2)(P+v) = @1(P +v) + 0o P+ v)
= p1(P) +Ly(v)+[[v]| 71(v) +p2(P) +La(v)+|[v]| -ra(v)
= (o1 + 92)(P) + (L1 + L2)(v)+ [[v]| (r1(v) + r2(v)).

Wir erhalten also die gewiinschte Gestalt, da auch r; + ro in 0 stetig ist mit
(r1 4+ r2)(0) = 0. Der Beweis der zweiten Aussage ist dhnlich. O

Proposition 44.6. Es seien V und W endlichdimensionale normierte Vek-
torrdume und G C V' eine offene Teilmenge. Sei p :G — W eine in P € G
differenzierbare Abbildung. Dann ist @ auch stetig im Punkt P.

Beweis. Nach Definition gilt p(P+v) = ¢(P)+ L(v)+ ||v]| -r(v). Die rechte
Seite ist stetig (nach Definition und Satz 20.11) in v = 0. Damit ist ¢ stetig
in P. 4
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44.2. Die Kettenregel.

Die Eleganz des totalen Differentials wird in der folgenden allgemeinen Ver-
sion der Kettenregel deutlich.

Satz 44.7. Seien V,W und U K-Vektorrdume, G CV und D C W offene
Mengen, und ¢ : G — W und v : D — U Abbildungen derart, dass ¢(G) C D
gilt. Es sei weiter angenommen, dass ¢ in P € G und ¢ in o(P) € D
differenzierbar ist. Dann ist v op:G — U in P differenzierbar mit dem
totalen Differential

(Do @))p = (D)gipy o (Dp)p -
Beweis. Wir haben nach Voraussetzung (wobei wir @) := ¢(P) setzen)
p(P+v) = @(P) + L(v)+ [[v]| r(v)
und
(@ +w) = (Q) + M(w)+ [[w]]| s(w)
mit linearen Abbildungen L : V' — W und M : W — U, und mit in 0 stetigen

Funktionen r : U(0,0) — W und s : U(0,0") — U (beachte, dass U(P,0) CV
und U(Q, ") C W gilt), die beide in 0 den Wert 0 annehmen. Damit gilt

(o p)(P+v)
= P(p(P +v))
= Y(p(P)+ L(v)+ [|v]| r(v))
= P(p(P)) + M(L(v)+ [|v]] r(v))
+ | L)+ [|[v]] r() || s(L(v)+ [[v]| r(v))
= P(p(P)) + M(L(v)) + M(||v]] r(v))
+ | L)+ [|[v]] () || s(L(v)+ [|v]] r(v))
= P(p(P)) + (UMoL)(vH [vl| M(r(v))+
(o]l L)+ o[l (@) [| s(L(v)+ [|v]] r(v))

o]l

— ((P)) + (M o L)(v)
o) (M<r<v>>+ L) 4 (o) || s(L (o) + r<v>>) |

Dabei haben wir in der dritten Gleichung die lineare Approximation fiir w =
L(v)+ || v || r(v) eingesetzt. Die beiden letzten Gleichungen gelten nur fiir
v # 0. Der Ausdruck

t(v) == M(r(v))+ [| L(

(%
]

v
W) +r@)[l s(L(v) +r(v))
ist unser Kandidat fiir die Abweichungsfunktion. Der erste Summand
M(r(v)) ist in v = 0 stetig und hat dort auch den Wert 0. Es geniigt al-
so den zweiten Summanden zu betrachten. Der || — ||-Ausdruck ist in einer
Umgebung der Null beschréankt, da L auf der kompakten Einheitssphéire be-
schrankt ist und da r in O stetig ist. Daher hédngt die Stetigkeit nur von dem
rechten Faktor ab. Aber L(v) + r(v) hat fiir v — 0 den Grenzwert 0. Damit
ist auch s(L(v) + r(v)) in 0 stetig und hat dort den Grenzwert 0. 0
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Das folgende Beispiel illustriert, dass das totale Differential unabhéngig von
der Wahl einer Basis ist, die partiellen Ableitungen aber nicht.

Beispiel 44.8. Wir betrachten die Abbildung f : K3 — K, die durch
(z,y, 2) — 2zy* + 2225 + 22
gegeben sei. Es ist leicht die partiellen Ableitungen in jedem Punkt zu be-
rechnen, néamlich:
(Of |0z, Of |0y, Of |02) (4. = (2y* + 222°, 4wy, 32°2° + 2z) .

Wir werden in der néchsten Vorlesung sehen, dass diese Abbildung in je-
dem Punkt total differenzierbar ist, und dass die Jacobi-Matrix das totale
Differential beschreibt.

Nehmen wir nun an, dass wir nur an der Restriktion dieser Funktion auf die
Ebene
ECK® E={(vy,2):3x+2y—52=0}
interessiert sind. E ist also der Kern der linearen Abbildung
L:K*—K, (2,y,2) — 3 + 2y — 5z.

Als Kern ist E selbst ein (zweidimensionaler) Vektorraum. Die FEin-
schriankung von f auf die Ebene ergibt also die Abbildung

f=flp:E—K

Diese Abbildung kann man als die Komposition E C K® — K auffassen und
diese ist nach der Fakt differenzierbar. Wenn wir die Inklusion von E in K3
mit N bezeichnen, so ist das totale Differential der Komposition in einem
Punkt P € E geméaf} der Kettenregel gerade die Abbildung

(Df)p=(Df)poN:E — K.
Daher macht es hier Sinn vom totalen Differential zu sprechen.

Es macht allerdings keinen Sinn von partiellen Ableitungen der Abbildung
flg : E — K zu sprechen, da es keine natiirliche Basis auf E gibt und daher
auch keine natiirlichen Koordinaten. Es ist leicht eine Basis von F zu finden
und damit Koordinaten, es gibt aber keine ,,beste Wahl“, und die partiellen
Ableitungen sehen in jeder Basis verschieden aus.

Eine Basis von F ist bspw. gegeben durch v; = (0,5,2) und vy = (5,0, 3),
und eine weitere durch wy; = (1,1, 1) und we = (2, —3,0). Mit solchen Basen
erhalten wir Identifikationen K? — E und somit eine numerische Beschrei-
bung der Abbildung K? = F — K, womit wir die partiellen Ableitungen
bzgl. der gewihlten Basen berechnen kénnen.

In der ersten Basis ist die Identifikation gegeben durch die Abbildung
(s,t) — svy + tvy = 5(0,5,2) +t(5,0,3) = (5, 5s, 2s + 3t)
und dieser Ausdruck wird durch f abgebildet auf
2(5t)(55)? + (5t)*(2s + 3t)* + (25 + 3t)?
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= 250ts® + 25t*(8s” + 365°t + Hdst® + 27t%) + 4s* + 9t + 12st
= 250ts® + 200532 + 900s%t® + 1350st* + 675t° + 45> + 9t% + 12st.

Die partiellen Ableitungen dieser Komposition (nennen wir sie g) beziiglich
dieser Basis sind gegeben durch

dg/0s = 500ts 4 600s%t* 4+ 1800st® 4 1350t* + 8s + 12t
und

0g/0t = 250 + 400s%t + 2700s*t* + 54005t + 3375t* + 18t + 12s.

In der zweiten Basis w; = (1,1,1) und wy = (2,—3,0) ist die Identifikation
gegeben durch
(r,u) — rw; +uwe =r(1,1,1) + u(2,-3,0) = (r + 2u,r — 3u, )
und dieser Ausdruck wird unter f abgebildet auf
2(r + 2u)(r — 3u)® + (r + 2u)*r® + 1

= 2r® 4 drPu — 12r%u — 24ru® + 18ru® + 36u® + r° 4 drtu + 4r3u® 4 1

= 2r® — 8r?u — 6ru® + 36u® + r° 4 drtu + 4r3u® + 12
Die partiellen Ableitungen der Komposition (nennen wir sie h) beziiglich
dieser Basis sind

Oh/Or = 6r° — 16ru — 6u® + 5r' + 16r°u + 12r°u® + 2r
und
Oh/ou = —8r% — 12ru + 108u* + 4r* + 8ru.

Fazit: Koordinaten sind gut fiir Berechnungen aber schlecht fiir die Mathe-
matik.

45. TOTALE DIFFERENZIERBARKEIT II

45.1. Totale Differenzierbarkeit und partielle Ableitungen.

Im Folgenden wollen wir den Zusammenhang zwischen Richtungsableitun-
gen, partiellen Ableitungen und dem totalen Differential verstehen.

Totale Differenzierbarkeit impliziert richtungsweise Differenzierbarkeit.

Proposition 45.1. Seien V und W endlichdimensionale K-Vektorrdume,
G CV eine offene Teilmenge, und ¢ :G — W eine im Punkt P € G diffe-
renzierbare Abbildung. Dann ist ¢ in P in jede Richtung v differenzierbar,
und es gilt

(Dup)(P) = (D) p(v).

Beweis. Da (Dy)p eine lineare Abbildung von V nach W ist, liefert die An-
wendung dieser Abbildung auf einen Vektor v € V' einen Vektor in (Dy)p(v)
€ W. Nach Voraussetzung haben wir

p(P+v) = ¢(P)+ (Dp)p(v)+ |[v]] r(v)
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(mit den iiblichen Bedingungen an 7). Insbesondere gilt fiir (hinreichend
kleines) s € K

p(P +sv) = p(P) + s(Dp)p(v)+ [s] - [[v]| r(sv).

Also gilt
. P+ sv)— (P . s(D v)+ |s| - [|v]| -r(sv
lim, 000 i S) p(P) _ lim, 0 .s0 (De)p(v)+ |s] - [[v]l -r(sv)
. s
=t (0220) + 2 o] (o)
= (De)p(v),
da limg_,o r(sv) = 0 und der Ausdruck % ||v|| beschrénkt ist. O

Vor dem Beweis der néchsten Aussage erinnern wir an den Mittelwertsatz
fir Kurven: Sei h :[a,b] — K" differenzierbar. Dann existiert ein ¢ € [a, b]
mit

[17(b) = h(a) [|< (b—a) [[F'(c)]] -

Satz 45.2. Sei G C K" offen und ¢ : G — K™ eine Abbildung. Seien x;, i =
1,...,n, die Koordinaten von K™ und P € G ein Punkt. Es sei angenommen,
dass alle partiellen Ableitungen in einer offenen Umgebung von P existieren
und in P stetig sind. Dann ist  in P (total) differenzierbar. Ist die Abbildung
@ beziiglich einer Basis des K™ durch die Koordinatenfunktionen fi,..., fm
gegeben, so wird unter diesen Bedingungen das totale Differential in P durch

die Jacobi-Matrix
of;
(32m)
i 1<i<n,1<j<m

Beweis. Indem wir G durch eine eventuell kleinere offene Umgebung von P
ersetzen, konnen wir annehmen, dass auf G die Richtungsableitungen

@— (DRQ) = (D@ = GE@.... F2@ exer

existieren und in P stetig sind. Daher ist nach Proposition 45.1 die lineare
Abbildung

beschrieben.

K" — K™ v = (vy,...,0,) — Zvi(Di‘P)(P)a
i=1

der einzige Kandidat fiir das totale Differential. Daher miissen wir zeigen,
dass diese lineare Abbildung die definierenden Eigenschaft des totalen Dif-
ferentials besitzt. Setze P; = P + vie; + ... + ve; (abhéngig von v). Dann
gelten mit dem Ansatz

r(v) = p(P+v) —o(P) =3, vi(Di(p))(P)

|l
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(fiir v hinreichend klein) die Abschétzungen
)| = NePEo) —oP) = S wDi)(P)]]

Tol]
DL (0P — ¢(Py) — u(De)) (P
o]l
" |1(P) = p(Prs) — 0i(Di())(P)]]
< 2 o]
0P vies) — o(Py) — 0 Di()(P)]
p> o]l

Wir betrachten jeden Summanden einzeln. Fiir fixiertes ¢ ist die Abbildung
(die auf dem Einheitsintervall definiert ist)

hi : s — @(Pi—1 + svie;) — svi(D;(9))(P)

differenzierbar (aufgrund der Existenz der partiellen Ableitungen auf G) mit
dem Differential

s — 0;(D;i(9))(Pi_1 + svie;) — vi(Di(0))(P) .
Nach dem Mittelwertsatz existiert eine reelle Zahl 0 < ¢; < 1, so dass (dies
ist die Norm von h;(1) — h;(0))

[|p(Fiy + vies) = p(Fi1) = vi(Di9)) (P) ]

< wi(Di9))(Pir + civies) — vi(Di(9)) (P) |

= v | - [[(Di(p))(Pia + civies) = (Di()) (P) ]|

< vl - [[(Di(@) (Piey + civies) = (Di(9))(P) ]
I

gilt. Aufsummieren liefert also, dass unser Ausdruck || 7(v) || nach oben
beschrénkt ist durch

Z ol - IT(Di(p)) (Pios + civier) = (Di(p))(P) |

[l

> ne Z (D Pi1 + cuie;) — (D)) (P) ] -
Da die partiellen Ableitungen D;(y) stetig in P sind, wird die Summe rechts
mit v beliebig klein. Also ist der Grenzwert fiir v — 0 gleich 0. O

Korollar 45.3. Polynomfunktionen sind total differenzierbar.

Beweis. Dies folgt aus Satz 44.10 und daraus, dass die partiellen Ableitungen

von Polynomfunktionen wieder Polynomfunktionen und daher stetig sind.
OJ

Zu einer reellwertigen Funktion

f:G—R



96

interessieren wir uns wie schon bei einem eindimensionalen Definitionsbereich
fiir die Extrema, also Maxima und Minima, der Funktion, und inwiefern man
dies anhand der Ableitungen (falls diese existieren) erkennen kann. Wenn
eine solche Funktion total differenzierbar ist, so ist das totale Differential
in einem Punkt eine lineare Abbildung von V' nach K. Fiir solche linearen
Abbildungen gibt es einen eigenen Namen.

Definition 45.4. Sei K ein Korper und sei V ein K-Vektorraum. Eine lineare
Abbildung
V — K

heifit auch eine Linearform auf V.
Definition 45.5. Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Dann heifit
der Homomorphismenraum

V* = Homg (V, K)

der Dualraum zu V.

Wenn G C K" ist, so bilden die partiellen Ableitungen in einem Punkt
P € G eine Matrix mit einer einzigen Zeile, die bei stetigen partiellen Ab-
leitungen das totale Differential représentiert. Eine solche Matrix kann man
aber ebenso auch als ein n-Tupel in K und damit als einen Vektor in K" auf-
fassen. Dieser Zusammenhang zwischen Vektoren und Linearformen beruht
auf dem Standardskalarprodukt des K™, und lédsst sich konzeptioneller mit
Hilfe von Bilinearformen erfassen. Bilinearformen haben wir in Zusammen-
hang mit multilinearen Abbildungen und Skalarprodukten kennengelernt, sie
sind spezielle multilineare Abbildungen.

Definition 45.6. Sei K ein Korper und sei V' ein K-Vektorraum. Eine Ab-
bildung
VxV—K, (v,w) — (v,w),
heilt Bilinearform, wenn fiir alle v € V' die induzierten Abbildungen
V— K, w+—— (v,w),
und fiir alle w € V die induzierten Abbildungen
V— K, v— (v,w),

K-linear sind.

Eine wichtige Eigenschaft von Bilinearformen, die Skalarprodukte erfiillen,
wird in der néchsten Definition formuliert.

Definition 45.7. Sei K ein Korper und sei V' ein K-Vektorraum. Eine Bi-
linearform
VxV—K, (v,w) — (v,w),
heifit nicht ausgeartet, wenn fiir alle v € V, v # 0, die induzierten Abbildun-
gen
V— K, w+— (v,w),
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und fiir alle w € V, w # 0, die induzierten Abbildungen
V— K, v— (v,w),
nicht die Nullabbildung sind.

In der néchsten Vorlesung werden wir fiir Vektorrdume, auf denen eine nicht-
ausgeartete Bilinearform gegeben ist, eine bijektive Beziehung zwischen Vek-
toren und Linearformen beweisen und damit einen Zusammenhang zwischen
dem totalen Differential zu einer Funktion in einem Punkt und einem Vektor,
dem sogenannten Gradienten der Funktion in diesem Punkt, herstellen.

In einer topographischen Karte wird ein Gebirge durch seine Niveaulinien
(Hohenlinien) représentiert.

Definition 45.8. Zu einer Funktion
f:G—K,
wobei G ein metrischer Raum sei, nennt man zu ¢ € K die Menge
Ne={z € G| f(x) = ¢}

die Niveaumenge zu f zum Wert c.

46. EXTREMA
46.1. Der Gradient.

Lemma 46.1. Es set K ein Korper und V' ein K-Vektorraum, der mit einer
Bilinearform (—, —) versehen sei. Dann gelten folgende Aussagen

(1) Fir jeden Vektor u € V' sind die Zuordnungen
V— K, v— (u,v),

und
V— K, v+— (v,u),

K-linear.



98
(2) Die Zuordnung
V— V" ur— (u,—),

ist K -linear.
(3) Wenn (—, —) nicht ausgeartet ist, so ist die Zuordnung in (2) injektiv.
Ist V' zusdtzlich endlichdimensional, so ist diese Zuordnung bijektiv.

Beweis. (1) folgt unmittelbar aus der Bilinearitét. (2). Seien uy, us € V' und
ai,as € K. Dann ist fiir jeden Vektor v € V

(aguy + agug,v) = aq(ui,v) + azug,v),

und dies bedeutet gerade die Linearitéit der Zuordnung. Da die Zuordnung
nach (2) linear ist, miissen wir zeigen, dass der Kern davon trivial ist. Sei also
u € V so, dass (u,—) die Nullabbildung ist. D.h. (u,v) = 0 fiir alle v € V.
Dann muss aber nach der Definition von nicht ausgeartet « = 0 sein. Wenn
V" endliche Dimension hat, so liegt eine injektive lineare Abbildung zwischen
Vektorrdaumen der gleichen Dimension vor, und eine solche ist nach Korollar
12.10 bijektiv. OJ

Wenn es also in einem endlichdimensionalen Vektorraum eine nicht ausge-
artete Bilinearform gibt, bspw. ein Skalarprodukt, so gibt es zu jeder Line-
arform einen eindeutig bestimmten Vektor, mit dem diese Linearform be-
schrieben wird. Wendet man dies auf die Linearform an, die durch das totale
Differential zu einer differenzierbaren Funktion f :V — R gegeben ist, so
gelangt man zum Begriff des Gradienten.

Definition 46.2. Sei (V, (—, —)) ein euklidischer Vektorraum, G C V offen
und

f:G—R

eine in P € G differenzierbare Funktion. Dann nennt man den eindeutig
bestimmten Vektor v € V' mit

(De)p(v) = (u,v)
fiir alle v € V den Gradienten von f in P. Er wird mit
grad f(P)
bezeichnet.
Man beachte, dass wir durchgehend die endlichdimensionalen Vektorrdume
mit einem Skalarprodukt versehen, um topologische Grundbegriffe wie Kon-
vergenz und Stetigkeit zur Verfiigung zu haben, dass diese Begriffe aber nicht

von dem gewdhlten Skalarprodukt abhéngen. Dem entgegen héngt aber der
Gradient von dem gewéhlten Skalarprodukt ab.
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Bei V' = R”, versehen mit dem Standardskalarprodukt, ist der Gradient

einfach gleich
of

oz
grad f(P) = |
of
Oxn
Satz 46.3. Sei (V,(—,—)) ein euklidischer Vektorraum, sei G C V offen
und set

f:G—R

eine in P € G differenzierbare Funktion. Dann gelten folgende Aussagen.
(1) Fiir jeden Vektor v € V ist
[(Df)p(w)[ <ol - [[grad f(P)]] .

(2) Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn v linear abhingig zum Gra-
dienten ist.

(3) Sei grad f(P) # 0. Unter allen Vektoren v € V- mit ||v||= 1 ist die
Richtungsableitung in Richtung des normierten Gradienten maximal,
und zwar gleich der Norm des Gradienten.

Beweis. (1) folgt wegen

(Df)p(v) = (v, grad f(P))
direkt aus der Abschéitzung von Cauchy-Schwarz. (2) ergibt sich aus den
Zusétzen zur Cauchy Schwarz, siche Aufgabe 46.14. (3). Aus (1) und (2)
folgt, dass

B grad f(P)

= |lgrad f(P)]|

gilt, und dass diese beiden Vektoren die einzigen Vektoren der Norm 1 sind,
fiir die diese Gleichung gilt. Wenn man links die Betragstriche weglésst, so

gilt die Gleichheit fiir % nach wie vor, da das Skalarprodukt positiv

definit ist. O

[ {grad £(P), £ 24 ID)

Elerad 7(P)] )

Der Gradient gibt demnach die Richtung an, in die die Funktion den stérksten
Anstieg hat. In die entgegengesetze Richtung liegt entsprechend der steilste
Abstieg vor.

46.2. Lokale Extrema von Funktionen in mehreren Variablen.

Wir wollen mit den Mitteln der Differentialrechnung Kriterien erarbeiten, in
welchen Punkten eine Funktion

f:G—R

ein lokales Minimum oder ein lokales Maximum annimmt. Wenn man sich
den Graph einer solchen Funktion als ein Gebirge iiber der Grundmenge G
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vorstellt, so geht es also um die Gipfel und die Senken des Gebirges. Der
folgende Satz liefert ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines lokalen
Extremums, das das entsprechende Kriterium in einer Variablen verallgemei-
nert.

Satz 46.4. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und G C 'V
eine offene Teilmenge. Es sei
f:G—R

eine Funktion, die im Punkt P € G ein lokales Extremum besitzt. Dann
gelten folgende Aussagen.

(1) Wenn f in P in Richtung v € V differenzierbar ist, so ist

(Do f)(P) = 0.
(2) Wenn f in P total differenzierbar ist, so verschwindet das totale Dif-
ferential, also

(Df)p = 0.

Beweis. (1) Zu v € V betrachten wir die Funktion
h:1— R, t— h(t) = f(P+tv),

wobei [ ein geeignetes reelles Intervall ist. Da die Funktion f in P ein lokales
Extremum besitzt, besitzt die Funktion h in ¢ = 0 ein lokales Extremum.
Nach Voraussetzung ist h differenzierbar und nach Satz 28.1 ist h'(0) = 0.
Diese Ableitung stimmt aber mit der Richtungsableitung iiberein, also ist

(Duf)(P) = I'(0) = 0.
(2) folgt aus (1) aufgrund von Proposition 45.1. O

Ein lokales Extremum kann also nur in einem sogenannten kritischen Punkt
einer Funktion auftreten.

Definition 46.5. Sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, G C V'
offen und

f:G—R
eine differenzierbare Funktion. Dann heiit P € G ein kritischer Punkt von
f (oder ein stationdrer Punkt), wenn

(Df)p=0

ist. Anderfalls spricht man von einem reguldren Punkt.

Wir sind natiirlich auch an hinreichenden Kriterien fiir das Vorliegen von
lokalen Extrema interessiert. Wie schon im eindimensionalen Fall muss man
sich die zweiten Ableitungen anschauen, wobei die Situation natiirlich da-
durch wesentlich verkompliziert wird, dass es zu je zwei Richtungsvektoren
v und w eine zweite Richtungsableitung D, = D,D,, gibt. Die zweite Rich-
tungsableitung wird dadurch handhabbar, dass man sie in die sogenannte
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Hesse-Form bzw. Hesse-Matrix zusammenfasst. Als solche ist sie eine sym-
metrische Bilinearform, die mit Methoden der linearen Algebra analysiert
werden kann. Diese Methoden werden wir im Folgenden entwickeln und ins-
besondere auf die Hesse-Form anwenden, um schlieSlich hinreichende Krite-
rien fiir die Existenz von lokalen Extrema zu erhalten.

Definition 46.6. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, G C
V' eine offene Menge und

f:G—R
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Zu P € G heifit die Abbildung
Hessp f:V xV — R, (u,v) — D, D, f(P),
die Hesse-Form im Punkt P € G.

Definition 46.7. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, G C
V' eine offene Menge und

f:G—R
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Es sei eine Basis v;, ¢ =

1,...,n,von V gegeben mit den zugehdrigen Richtungsableitungen D; = D,,,
t=1,...,n. Zu P € G heif}t dann die Matrix

DyD.f(P) --- DiD,f(P)

die Hesse-Matriz zu f im Punkt P bzgl. der gegebenen Basis.

Die Hesse-Matrix ist beispielsweise die Gramsche Matrix der Hesse-Form
bzgl. der Standardbasis im R".

46.3. Eigenschaften von Bilinearformen.

Definition 46.8. Es sei K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum und (—, —) eine Bilinearform. Es sei vq,..., v, eine Basis von
V. Dann heif3t die n x n-Matrix

(vi, v )1<ij<n
die Gramsche Matriz von (—, —) bzgl. der Basis.

Lemma 46.9. Es set K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K -Vektor-
raum und (—, —) eine Bilinearform. Es seienv = vy,...,v, und to = wy, .. .,
w,, z2wei Basen von V und es seien G bzw. H die Gramschen Matrizen von
(—,—) bzgl. diesen Basen. Zwischen den Basiselementen gelten die Bezie-

hungen
n
w; = E CLZ'j'Uj,
J=1
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die wir durch die Ubergangsmatriv A = (a;;);; ausdriicken. Dann besteht
zwischen den Gramschen Matrizen die Beziehung

H = AGA"

Beweis. Es ist

3

n
<w7‘7ws> - <Zarjvj7 ask”k)
j=1 k=1
= Z rjask Vs, V)
1<j,k<n

= Z ar;( Z sV, Uk))

1<j<n 1<k<n

= (AoGo A",
4

Definition 46.10. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und (—, —)
eine Bilinearform. Die Bilinearform heifit symmetrisch, wenn

(v,w) = (w,v)
fiir alle v,w € V gilt.

Definition 46.11. Es sei V ein reeller Vektorraum mit einer symmetrischen
Bilinearform (—, —). Diese Bilinearfrom heifit

(1) positiv definit, wenn (v,v) > 0 ist fiir alle v € V, v # 0.

(2) negativ definit, wenn (v,v) < 0 ist fur alle v € V, v # 0.

(3) positiv semidefinit, wenn (v, v) > 0 ist fiir alle v € V.

(4) negativ semidefinit, wenn (v,v) < 0 ist fiir alle v € V.

(5) indefinit, wenn (—, —) weder positiv semidefinit noch negativ semi-
definit ist.

Positiv definite symmetrische Bilinearformen nennt man auch Skalarproduk-
te. Eine Bilinearform auf V' kann man auf einen Untervektorraum U C V ein-
schranken, wodurch sich eine Bilinearform auf U ergibt. Wenn die urspriing-
liche Form positiv definit ist, so iibertréigt sich dies auf die Einschriankung.
Allerdings kann eine indefinite Form eingeschrankt auf gewisse Unterrdume
positiv definit werden und auf andere negativ definit. Dies fiithrt zu folgender
Definition.

Definition 46.12. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum
mit einer symmetrischen Bilinearform (—, —). Man sagt, dass eine solche
Bilinearform den Typ

(P 9)
besitzt, wobei

p = max (dimg (U),U CV, (—, —)|y positiv definit)



103

und
q = max (dimg (W), W CV, (—, —)|w negativ definit)

ist.

James Joseph Sylvester (1814-1897

Wie fiir Skalarprodukte nennt man zwei Vektoren v, w € V' orthogonal bzgl.
einer Bilinearform, wenn (v, w) = 0 ist, und wie im Fall eines Skalarproduktes
kann man zeigen, dass es Orthogonalbasen gibt. Die folgende Aussage nennt
man den Trdagheitssatz von Sylvester.

Satz 46.13. Es seit V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum mat einer
symmetrischen Bilinearform (—, —) vom Typ (p,q). Dann ist die Gramsche
Matriz von (—, =) bzgl. einer jeden Orthogonalbasis eine Diagonalmatriz mit
p positiven und q negativen Fintrdgen.

Beweis. Bzgl. einer Orthogonalbasis uq,...,u, hat die Gramsche Matrix
natiirlich Diagonalgestalt. Es sei p’ die Anzahl der positiven Diagonalein-
trage und ¢’ die Anzahl der negativen Diagonaleintrige. Die Basis sei so
geordnet, dass die ersten p’ Diagonaleintriage positiv, die folgenden ¢’ Dia-
gonaleintrage negativ und die iibrigen 0 seien. Auf dem p’-dimensionalen
Unterraum U = (uy,...,u,y) ist die eingeschrénkte Bilinearform positiv de-
finit, so dass p’ < p gilt. Sei W = (w41, ..., uy,), auf diesem Unterraum ist
die Bilinearform negativ semidefinit. Dabei ist V' = U & W, und diese beiden
R&ume sind orthogonal zueinander.

Angenommen, es gebe einen Unterraum U’, auf dem die Bilinearform positiv
definit ist, und dessen Dimension grofler als p’ ist. Dann ist U’ ¢ U. Wir
konnen annehmen, dass U C U’ ist, da man eine Orthogonalbasis von U
zu einer Orthogonalbasis von U + U’ ergédnzen kann, und dabei die positive
Definitheit erhalten bleibt. Es gibt dann ein v € U’, u ¢ U, das orthogonal
zu U ist. Daher ist u € W. Dann ist aber zugleich (u,w) positiv und nicht
positiv, ein Widerspruch. Il
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47. SYMMETRISCHE BILINEARFORMEN
47.1. Minorenkriterien fiir symmetrische Bilinearformen.

Satz 47.1. Sei (—, —) eine symmetrische Bilinearform auf einem endlichdi-
mensionalen reellen Vektorraum V und sei vq,...,v, eine Basis von V. Es
sei G die Gramsche Matriz zu (—, —) bzgl. dieser Basis. Die Determinanten
Dy, der quadratischen Untermatrizen

My, = ((vi, v;))1<ij<k

seien alle von 0 verschieden fiir k = 1,...,n. FEs sei q die Anzahl der Vor-
zeichenwechsel in der Folge

D[):l, Dlzdet Ml, Dgzdet MQ,...,Dn:det Mn:det G.
Dann ist (—, —) vom Typ (n —q,q).

Beweis. Da nach Voraussetzung insbesondere die Determinante der Gram-
schen Matrix nicht 0 ist, ist die Bilinearform nicht ausgeartet und daher hat
der Typ die Form (n — b, b). Wir miissen zeigen, dass b = ¢ ist. Wir beweisen
die Aussage durch Induktion iiber die Dimension von V', wobei der Induk-
tionsanfang trivial ist. Die Aussage sei bis zur Dimension n — 1 bewiesen
und es liege ein n-dimensionaler Raum mit einer Basis vy,...,v, mit den
angegebenen Eigenschaften vor. Der Unterraum

U= <U1,...,'Un,1>

hat die Dimension n — 1 und die Folge der Determinanten der Untermatrizen
der Gramschen Matrix zur eingeschriankten Form (—, —)|y stimmt mit der
vorgegebenen Folge iiberein, wobei lediglich das letzte Glied

D, = det M,, = det G

weggelassen wird. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt (—, —)|y den Typ
(n —1—a,a), wobei a die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge

-DO - ]-7 D17"'7Dn—1
ist. Aufgrund der Definition des Typs ist
a <b<a+l,

da ein b-dimensionaler Unterraum W C V', auf dem die Bilinearform negativ
definit ist, zu einem Unterraum W' = U N'W C U fiihrt, der die Dimension
b oder b — 1 besitzt und auf dem die eingeschréankte Form ebenfalls negativ
definit ist. Nach Aufgabe 47.2 ist das Vorzeichen von D,,_; gleich (—1)* und
das Vorzeichen von D,, gleich (—1)°. Das bedeutet, dass zwischen D,,_; und
D,, ein zusétzlicher Vorzeichenwechsel genau dann vorliegt, wenn

b=a+1
ist. U
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Korollar 47.2. Sei (—, —) eine symmetrische Bilinearform auf einem end-
lichdimensionalen reellen Vektorraum und sei vy,...,v, eine Basis von V.
Es sei G die Gramsche Matriz zu (—,—) bzgl. dieser Basis und es seien Dy
die Determinanten der quadratischen Untermatrizen

My, = ((vi,vj)1<ij<k, k=1,...,n.
Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Genau dann ist (—, —) positiv definit, wenn alle Dy positiv sind.
(2) Genau dann ist (—,—) negativ definit, wenn das Vorzeichen in der
Folge Dy =1, Dy, Do, ..., D, an jeder Stelle wechselt.

Beweis. (1). Wenn die Bilinearform positiv definit ist, so ist nach Aufgabe
47.2 das Vorzeichen der Determinante der Gramschen Matrix gleich (—1)° =
1, also positiv. Da die Einschrinkung der Form auf die Unterrdume U; =
(v1,...,v;) ebenfalls positiv definit ist, sind auch die Determinanten zu den
Untermatrizen positiv. Wenn umgekehrt die Determinanten alle positiv sind,
so folgt aus Satz 47.1, dass die Bilinearform positiv definit ist. (2) folgt aus
(1), indem man die negative Bilinearform, also —(—, —), betrachtet. O

47.2. Die Taylor-Formel - Vorbereitungen.

Ein Polynom in n Variablen,

flz, ... xy)

— T1 .72 Tn
= E A(ry,rn)L1 To™ "0 T

n
(71yeee,Tn ) ENT

(wobei die Summe endlich ist) ldsst sich entlang des Grades des Eponenten-
tupels, also

n
‘T|:|<7ﬂ17"'77nn)‘: er
j=1

anordnen, also

— T1 .72 Tn
- E , Ary,ern) L1 L™ w0 Ty
d=0 \ (r1,...,rn)EN", |r|=d

Fiir jedes k € N kann man dies auch schreiben als
flz, . xn) = Ti(xq, ..., x0) + Re(xy, ... 2p)
mit (2 = (z1,...,2,))

k

ri,.T Tn
Tk(x) = E § @(rl,A..,rn)xlleQ SR

d=0 \ (r1,...,rn)EN", |r|=d
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und

e

Ry(x) = Z Z A oir) U1 T2 T
d:k’-‘rl (T‘1,---ﬂ"n)eNn7 |7‘|:d
Fiir Ry gilt dabei
R
lim,_, H k(xk)H =0.
IE3]

Bei k=1 ist
Ti(x) = a,..0) + a(10,..00%1 + - .. + Q0,...01)%n

die lineare Approximation von f im Punkt 0 = (0,...,0), und dabei gilt fiir

die Abweichung in der linearen Approximation die Beziehung r(z) = R\IT(T)'

Im Allgemeinen liefern die Polynome T} (x) bessere Approximationen im Null-
punkt als die lineare Approxmation, und mit Ry(x) kann man die Abweichung
kontrollieren. Entscheidend fiir uns ist, dass man nicht nur fiir Polynomfunk-
tionen, sondern generell fiir hinreichend oft differenzierbare Funktionen f ap-
proximierende Polynome finden und die Abweichung gut kontrollieren kann.
Dies ist der Inhalt der Taylor-Formel fir Funktionen in mehreren Variablen.

Zu einem Vektor = (z1,...,x,) € R" und einem Tupel r = (ry,...,r,) aus
natiirlichen Zahlen setzt man

Tn

T __ 71
T =x )

Entsprechend schreibt man fiir eine Polynomfunktion abkiirzend

i T1 .72 Tn __ r
flzy,... x,) = g Ay ) L1 T T = g a,x".

(r1,...,rn)END reNn

Die gleiche Abkiirzungsphilosophie {ibernimmt man fiir Richtungsableitun-
gen. Wenn V' ein R-Vektorraum ist mit einer Basis vy, ..., v,, so setzt man
D; = D,,, und fiir r = (rq,...,r,) setzt man

T o__ T1 T2 T
D" =D{'oDyo---0D.

Man beachte, dass man aufgrund des Satzes von Schwarz unter gewissen
Differenzierbarkeitsvoraussetzungen simtliche Reihenfolgen von Richtungs-
ableitungen in dieser Weise ausdriicken kann. Des weiteren definieren wir fiir
ein Tupel r = (ry,...,r,) die Fakultit durch

rli=nr!-or,!

Bevor wir die Taylor-Formel beweisen, die das lokale Verhalten einer Funktion
in einer ,kleinen“ offenen Ballumgebung eines Punktes beschreibt, wenden
wir uns dem lokalen Verhalten in dem Punkt léngs einer fixierten Richtung
zu, wofiir wir die Taylor-Formel in einer Variablen zur Verfiigung haben. Zu
einer Funktion ( G C V, V euklidischer Vektorraum)

f:G—R
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ist die Differenzierbarkeit im Punkt P € GG in Richtung v € V' dquivalent zur
Differenzierbarkeit der Funktion

h:I — R, t— h(t) = f(P+ tv),

fiir ¢ = 0, wobei [ ein geeignetes reelles Intervall ist. Wir werden zunéchst
zeigen, dass eine entsprechende Beziehung auch fiir hohere Ableitungen gilt.

Satz 47.3. Sei G C R" offen,
f:G—R
eine k-mal stetig differenzierbare Funktion, P € G ein Punkt und v =
(v1,...,v,) € R". Es sei
h:I — R, t— h(t) = f(P+tv),

wobei I ein offenes Intervall um 0 set mit P +tv € G fir allet € I. Dann
st h ebenfalls k-mal stetig differenzierbar, und es gilt

k‘ T '
) = > S (P +t) v
|r|=k
fir allet € 1.

Beweis. Wir zeigen durch Induktion, dass

h® () = Z D;, Dy, f(P+1tv) - v, -y,

gilt. Hier wird also iiber jede Richtungsreihenfolge der Lange k£ aufsummiert,
spiter werden wir unter Verwendung des Satzes von Schwarz gleiche Sum-
manden zusammenfassen. Fiir £ = 1 ist

W) = (Duf)(P+ o)
(Dj.)Pthv(v;L
(Df) (D> vies)

J=1

n

— vj - (Df)P+tv(€j>

.
Il
—

I
NE

vj - D;f(P + tv).

<.
Il
-

Der Induktionsschluss ergibt sich aus
RED() = (hW)(1)

(2

= ZDJ( Z Dik"'th(P—’_tU)'Ui1”'vik)vj

>

v Dis f(P 4 10) - vy - -0, ) (1)
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= S0 Y DD DS (P ) )
Jj=1 (1yeees ’ik)E{l ..... n}k

= Z D;D;, --- Dy f(P+tv) - v - v, v;.
(il ..... ’ik,j)e{l ..... n}k‘H

Aufgrund des Satzes von Schwarz kommt es nicht auf die Reihenfolge der
Richtungableitungen an, d.h. zwei Summanden in der obigen Summe stim-
men iiberein, wenn darin die jeweiligen Richtungsableitungen gleichhaufig
vorkommen. Die Anzahl der Tupel (i1,...,4;) in {1,...,n}*, bei denen die
Zahl i genau r;-mal vorkommt, wird durch die Polynomialkoeffizienten

K\ _ k' k!
r) ol ey

beschrieben.Daraus ergibt sich die Behauptung. (|
Definition 47.4. Es sei G C R" eine offene Teilmenge,

f:G—R
eine k-mal stetig-differenzierbare Funktion und P € G. Dann heifit

> l!DT f(P)-v"
P=(r1eeyrn), 7| <K

das Taylor-Polynom vom Grad < k zu f in P.
Satz 47.5. Set G C R" offen,

f:G—R

eine (k+1)-mal stetig differenzierbare Funktion, P € G ein Punkt undv € R™
derart, dass die Strecke von P nach P+ v ganz in G liegt. Dann gibt es ein
c € [0,1] mit

f(P+v) = Z%D’"f(P)w)T—i— Z %Drf(P—l—cv)-vT.

i<k Ir=k+1

Beweis. Die Funktion

h:]=061+6— R, t— h(t) = f(P+tv),
(mit einem geeigneten § > 0) ist nach Satz 47.3 (k + 1)-mal differenzierbar.
Aufgrund der Taylor-Formel fiir eine Variable gibt es ein ¢ € [0, 1]° mit

k

RUY(0)  RHD(c)
M=

5Der Beweis der Taylor-Formel fiir eine Variable zeigt, dass ¢ zwischen den beiden
beteiligten Punkten gewéihlt werden kann.
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Wir driicken die einzelnen Summanden mit Hilfe von Satz 47.3 aus und
erhalten

f(P+v) )

-
"LpD0)  REHD(e)
- ; I
= S ADP) Y DR e

r! !
r|<k |r|=k+1
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48. TAYLOR-FORMEL

48.1. Die Taylor-Formel.

Satz 48.1. Sei G C R" offen,
f:G—R

eine k-mal stetig differenzierbare Funktion, P € G ein Punkt und ¢ > 0
derart, dass U(P,€) C G ist. Dann gilt fir alle v € U(P,¢€) die Beziehung

1

f(Ptv) = 3 D f(P) 0"+ Ri(v),
Ir|<k
wobes
i I _
[ v]]
18t.

Beweis. Nach Satz 47.5 gibt es zu jedem v € U(0, €) ein (von v abhéngiges)
c € 10,1] mit

fPro) = S SDHP) 4 YD DT AP o) o
Ir|[<k—1 "~ rl=k "
= O DIB) S (D (P ) = DY (P
<k rl=k "~

Die rechte Summe ist also die Abweichungsfunktion Ry, die wir abschétzen
miissen. Wegen

IRl < |%%HD’"f(P+cv)—DTf(P)II-WH
- %ﬁHD’”f(P+cv)—D’"f(P)H'\v’{l!---\v;"!
< l%%||D7"f(P+cv)—D7"f(P)|l-||v||”---||v||’""
=Y L e - DRl
ist -
el < 7 2D+ o) = DAL

rl=k

Da nach Voraussetzung die k-ten Richtungsableitungen stetig sind, existiert
fir jede einzelne Funktion D" f(P + cv) — D" f(P) der Limes fiir v — 0 und
ist gleich 0. Daher gilt dies auch fiir die Summe rechts und damit auch fiir

den Ausdruck links. O
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48.2. Hinreichende Kriterien fiir lokale Extrema.

Wir kommen jetzt zu hinreichenden Kriterien fiir die Existenz von lokalen
Extrema einer Funktion

f:G—R,

die auf Eigenschaften der zweiten Richtungsableitungen, genauer der Hesse-
Form, beruhen und die entsprechenden Kriterien in einer Variablen verallge-
meinern. Zunéchst brauchen wir ein Lemma, das beschreibt, wie die Defini-
theit der Hesse-Form vom Punkt abhéngt.

Lemma 48.2. Sei V' ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum, G C'V
eine offene Teilmenge und

f:G—R

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Es sei P € G ein Punkt, in
dem die Hesse-Form Hessp f positiv (negativ) definit sei. Dann gibt es eine
offene Umgebung U, P € U C G, derart, dass die Hesse-Form Hessg f in
jedem Punkt Q € U positiv (negativ) definit ist.

Beweis. Sei vy, ...,v, eine Basis von V, und sei G(Q) die Gramsche Ma-
trix zur Hesse-Form Hessg f im Punkt () € G bzgl. dieser Basis. Aufgrund
der Differenzierbarkeitsvoraussetzungen héngt G(Q) stetig von @) ab. Daher
héngen auch die Determinanten der quadratischen Untermatrizen von G(Q)
stetig von () ab. Die Determinanten

Dy(P) = det ((G(P)ij)1<ij<k)

sind alle von 0 verschieden. Daher gibt es eine offene Umgebung U, P € U C
G, derart, dass fiir alle ) € U die Determinanten

Di(Q) = det ((G(Q)ij)1<ij<k)

das gleiche Vorzeichen haben wie Dy (P). Da diese Vorzeichen nach Korollar
47.2 iiber die Definitheit entscheiden, folgt die Behauptung. O

Satz 48.3. Sei V' ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum, G C 'V eine
offene Teilmenge und

f:G—R

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Es sei P € G mit (Df)p = 0.
Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Wenn Hessp [ negativ definit ist, so besitzt f ein isoliertes lokales
Mazimum in P.

(2) Wenn Hessp f positiv definit ist, so besitzt f ein isoliertes lokales
Minimum in P.

(3) Wenn Hessp f indefinit ist, so besitzt f in P weder ein Minimum
noch ein Mazimum.
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Beweis. (1). Aufgrund von Lemma 48.2 gibt es ein § > 0 derart, dass die
Hesse-Form Hessg f negativ definit ist fiir alle Q € U(P,0). Fiir alle Vektoren
veV,velU(0,0), gibt es nach Satz 47.5 ein ¢ = ¢(v) € [0, 1] mit

f(P+v) = f(P +Z D’“ F(P+c) v = f(P)+

IT\2'

[0
1
5 Hesspiw f(v,0).

Da die Hesse-Form rechts negativ definit ist, steht rechts fiir v # 0 eine
Zahl, die echt kleiner als f(P) ist. Daher liegt ein isoliertes lokales Maxi-
mum vor. (2) wird wie (1) bewiesen oder durch betrachten von —f darauf
zuriickgefiihrt. (3). Sei Hessp f indefinit. Dann gibt es Vektoren v und w mit

Hessp f(v,v) > 0 und Hessp f(w,w) <0.

Wegen der stetigen Abhéngigkeit der Hesse-Form gelten diese Abschéitzungen
auch fir Hessg f fiir Q aus einer offenen Umgebung von P (mit den gleichen
Vektoren v und w). Wir kénnen durch Skalierung von v und w annehmen,
dass P+ v und P + w zu dieser Umgebung gehoren. Wie im Beweis zu Teil
(1) gilt daher (v und w sind nicht 0)

F(P+v) = J(P)+ 5 Hesspr f(v,0) > f(P)
und
F(P4w) = F(P) + 5 Hesspoa flw,w) < f(P)
mit ¢,d € [0, 1]. Also kann in P kein Extremum vorliegen. d
Beispiel 48.4. Wir betrachten die Funktion
f:R* —R, (z,y) —> o+ 32° — 22y — y* +1°.
Die partiellen Ableitungen sind

af—1+696—2yundg:—29[;—2y—i-3y2.
ox oy

Zur Berechnung der kritischen Punkte dieser Funktion eliminieren wir  und
erhalten die Bedingung

9y —8y +1 = 0,
die zu
+v7
9 9
fithrt. Die kritischen Punkte sind also

27 —1 4 —2v7T—1 —
\/_7—’£+_) undPQZ( \/7 , \/?
54 9 9 54 9

Die Hesse-Form ist in einem Punkt @ = (z,y) gleich

6 -2
Hessqg f = (_2 —2+6y) .

P1:( —I—g)
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Zur Bestimmung des Typs ziehen wir Satz 47.1 heran, wobei der erste Minor,
also 6, natiirlich positiv ist. Die Determinante der Hesse-Matrix ist

—16 4 36y,

was genau bei y > % positiv ist. Dies ist im Punkt P; der Fall, aber nicht
im Punkt P,. Daher ist die Hesse-Matrix im Punkt P, nach Satz 47.1 po-
sitiv definit und somit besitzt die Funktion f im Punkt P, nach Satz 48.3
ein lokales Minimum, das zugleich ein globales Minimum ist. In P, ist die
Determinante negativ, so dass dort die Hesse-Form indefinit ist und somit,
wiederum nach Satz 48.3, kein Extremum vorliegen kann.

Beispiel 48.5. Wir betrachten die Abbildung
¢ : Ry xR — R, (z,y) —> a¥.
Nach Aufgabe 26.10 ist

Y = e(ln2)y
Die partiellen Ableitungen sind
0 0
T2 _ Y ey ypq 2F = (Inz)-em®v,
or «w oy

Da die Exponentialfunktion stets positiv ist, ist P = (1,0) der einzige kriti-
sche Punkt. Die Hesse-Matrix in einem Punkt (z,y) ist

—y+y? e(ln x)-y 1+Inz 6(ln x)-y
x?2 T
1+;n T e(ln z)y (ln ZL’)2 . e(ln x)-y

In P ist dies

Hessp ¢ = (2 é) .

Nach Korollar 47.2 ist daher die Hesse-Form im kritischen Punkt weder po-
sitiv definit noch negativ definit. Man kann direkt zeigen, dass diese Matrix

indefinit ist (vom Typ (1,1)), da diese Bilinearform auf <1

1) positiv und auf

_11 negativ ist. Nach Satz 48.3 liegt in diesem Punkt also kein Extremum
VOr.
Dies kann man auch ohne Differentialrechnung erkennen. Fiir x = 1 oder

y = 0 ist ¥ = 1. Ansonsten gelten die folgenden Beziehungen.

1) FirO <z <1lundy > 0ist ¥ < 1.
2) Fiir . > 1und y > 0 ist 2¥ > 1.
3) Fir0<z <1lundy<0ista?>1.
4) Fir x > 1 und y < 0 ist a¥ < 1.

(
(
(
(

Daher gibt es in jeder Umgebung von (1,0) Punkte, an denen die Funktions-
werte grofler als auch kleiner als 1 sind.
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48.3. Vollstiandige metrische Riume.

In den folgenden Vorlesungen werden wir verstarkt topologische Hilfsmittel
verwenden, insbesondere werden wir mit allgemeinen vollstdndigen Rdumen
(einschliefllich Funktionenrdumen) arbeiten. Einem Grofiteil der folgenden
Definition sind wir schon bei Aufgaben begegnet.

Definition 48.6. Eine Folge (x,)nen in einem metrischen Raum M heifit
Cauchy-Folge, wenn folgende Bedingung erfiillt ist.

Zu jedem € € R, € > 0, gibt es ein nyg € N derart, dass fiir alle n,m > ny die
Beziehung

AT, Tm) < €
gilt.

Definition 48.7. Ein metrischer Raum M heift vollstindig, wenn jede
Cauchy-Folge in M konvergiert.

Definition 48.8. Es sei
f:L— M, x+— f(z),

eine Abbildung zwischen den metrischen Rdumen L und M. Die Abbildung
heilt Lipschitz-stetig, wenn es eine reelle Zahl ¢ > 0 gibt mit

d(f(x), f(y)) < c-d(z,y)
fiir alle x,y € L.

Eine solche Zahl ¢ heifit Lipschitz-Konstante. Lipschitz-stetige Funktionen
mit einer Lipschitz-Konstanten < 1 bekommen einen eigenen Namen.

Definition 48.9. Es sei
f:L— M, z+— f(x),

eine Abbildung zwischen den metrischen Rdumen L und M. Dann heifit f
stark kontrahierend, wenn es eine nichtnegative reelle Zahl ¢ < 1 gibt mit

d(f(x), f(y)) < c-d(z,y)

fiir alle z,y € L.

Die Zahl ¢ nennt man auch einen Kontraktionsfaktor.
Definition 48.10. Es sei M eine Menge und
fM—M

eine Abbildung. Ein Element x € M mit f(z) = 2 heifit Fizpunkt der Abbil-
dung.
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49. BANACHSCHER FIXPUNKTSATZ

49.1. Der Banachsche Fixpunktsatz.

Satz 49.1. Es sei M ein nicht-leerer vollstindiger metrischer Raum und
fM— M

eine stark kontrahierende Abbildung. Dann besitzt f genau einen Fizpunkt.

Beweis. Es sei ¢ € R, 0 < ¢ < 1, ein Kontraktionsfaktor, d.h. es gelte

d(f(z), f(y)) < c-d(z,y)
fiir alle x,y € M. Wenn x,y € M Fixpunkte sind, so folgt aus

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < c-d(z,y)
sofort d(x,y) = 0 und somit x = y, es kann also maximal einen Fixpunkt
geben. Sei nun € M ein beliebiger Punkt. Wir betrachten die durch

xg =z und z,, := f*(z) = f(xn_1)

rekursiv definierte Folge in M. Wir setzen a = d(f(z), ). Dann gilt fiir jedes
n € N die Beziehung

d(f" (), f(2)) < c-d(f"(2), "N (2) < - d(f(2),2) = c"a.
Daher gilt aufgrund der Dreiecksungleichung und der geometrischen Reihe
fiir n > m die Beziehung

d(f"(x), f"(x)) < d(f*(@), "N @) +d(f ), )+
A d(fm (@), ()
a(cn—l + Cn—2 4.+ Cm—l—l + Cm)

= ac™("MT T P+ 1)§cma1

—c
Zu einem gegebenen € > (0 wahlt man ny mit c”oal%C < e. Dies zeigt, dass eine
Cauchy-Folge vorliegt, die aufgrund der Vollstandigkeit gegen ein y € M kon-
vergiert. Wir zeigen, dass dieses y ein Fixpunkt ist.Die Bildfolge (f(zn))nen
konvergiert gegen f(y), da eine kontrahierende Abbildung stetig ist. Ande-
rerseits stimmt diese Bildfolge mit der Ausgangsfolge bis auf die Indizierung
iiberein, so dass der Grenzwert y sein muss. U

49.2. Der Satz iiber die Umkehrabbildung.

Der Satz iiber die (lokale) Umkehrabbildung gehort zu den wichtigsten Satzen
der mehrdimensionalen Analysis. Er besagt, dass eine stetig differenzierbare
Abbildung ¢ zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen, fiir die das totale
Differential in einem Punkt bijektiv ist (was voraussetzt, dass die Dimension
des Definitionsraum mit der Dimension des Zielraums iibereinstimmt), die
Abbildung selbst auf geeigneten kleinen offenen Umgebungen von P und von
©(P) eine Bijektion ist. D.h. die Abbildung verhélt sich lokal so wie das
totale Differential.
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Wir brauchen einige Vorbereitungen. Der Beweis des folgenden Lemmas ist
schon eine gute Einstimmung fiir den Beweis des folgenden Hauptsatzes.

Lemma 49.2. Es seien Vi und Vy euklidische Vektorraume, Uy C Vi und
Uy C Vs offene Teilmengen und sei

p: Uy — U2 C
eine bijektive differenzierbare Abbildung. Sei P € Uy. Das totale Differential

(De)p
sei bijektiv und die Umkehrabbildung

¢ZU2—>U1

sei stetig in QQ = @(P). Dann ist die Umkehrabbildung differenzierbar in Q
und fiir ihre Ableitung gilt

(D¥)q = ((De)p) ™" -

Beweis. Zuerst kann man durch Verschiebungen im Definitionsraum als auch
im Zielraum annehmen, dass P = 0 und ¢(P) = 0 ist. Es sei D = (Dy)p die
durch das totale Differential gegebene bijektive lineare Abbildung mit der
linearen Umkehrabbildung D~!. Wir betrachten die Gesamtabbildung

U, -2 v, 25 v

Diese ist wieder differenzierbar, und das totale Differential davon ist D~! o
D = Id nach der Kettenregel. Wenn wir fiir diese zusammengesetzte Ab-
bildung die Aussage zeigen kénnen, so folgt die Aussage auch fiir ¢, da eine
lineare Abbildung differenzierbar ist. Wir kénnen also annehmen, dass ¢ eine
differenzierbare Abbildung mit ¢(0) = 0 ist, deren totales Differential in 0
die Identitét ist. Nach diesen Reduktionen bedeutet die Differenzierbarkeit
von ¢ in 0, dass der Limes
p(v) —v

limv*}O TH =0

ist. Wir miissen entsprechend fiir die Umkehrabbildung ¢ die Beziehung
P(w) —w

[wl|

zeigen. Es geniigt, dies fiir jede Folge w, — 0 nachzuweisen. Fine solche
Folge kann man eindeutig schreiben als w,, = ¢(v,) (mit v, = ¥ (w,)) und
aufgrund der vorausgesetzten Stetigkeit von v konvergiert auch die Folge
(Un)nen gegen 0. Also ist

[(wn) —wa |l |[P(p(vn)) = @(va) ]|
[|wn || [ o(vn) ||
[[on = @(vn) ||

[l (vn) |l
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|| o(vn) = va||
lo(va) [l
Wegen p(v) = v+ ||v]] -r(v) mit lim,_ 7(v) = 0 gibt es eine hinreichend
kleine Umgebung von 0 derart, dass

o) [ =[v+ (vl ()] = %HUH-

Daher lasst sich die obere Gleichungskette (fiir n hinreichend grof}) fortsetzen

durch

[[o(vn) = vall
[lvall

und dies konvergiert gegen 0. U

<2.

9

Im allgemeinen ist eine differenzierbare Abbildung nicht bijektiv. Man kann
das Lemma aber hdufig anwenden, indem man zu einer kleineren offenen
Umgebung des Punktes P iibergeht und fiir diese die Bijektivitdt auf das
Bild zeigt.

Im Beweis des folgenden Satzes geht auch die folgende Version des Mittel-
wertsatzes ein.

Lemma 49.3. Seien V und W euklidische Vektorraume, G C V' sei offen
und enthalte mit je zwer Punkten die Verbindungsgerade. Es sei

0:G— W
eine differenzierbare Abbildung und es gelte
[(Dp)e || < b
fir alle x € G. Dann gilt fiir P,QQ € G die Abschditzung

lp(Q) = w(P)[| <@ = P| -b.
Beweis. Bei P = (@) ist nichts zu zeigen, sei also P # (). Wir betrachten die
Abbildung
Q-—P )
1Q—PII”
Q-P

Da nach Voraussetzung P + tm € G ist, ist dies eine differenzierbare

h0]Q =PIl — Wt — (P +1t

Kurve. Daher gibt es nach der Mittelwertabschiatzung fiir Kurven ein ¢ €
[0,]|Q — P[] mit

lo(P) =@ < [[Q—P|[-[IK(o)]]

Sy

= 1@ =PI 1P peger, (T =57
-P

= Q=PI 1(PDreegep I I =7

— Pl |[|(D —p
1Q =PIl | (D)p.. gor |
Q- Pl b

VANVAN
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O

Der folgende Satz besagt, dass eine stetig differenzierbare Abbildung in einer
geeigneten offenen Umgebung eines Punktes bijektiv ist, wenn die Ableitung
in diesem Punkt bijektiv ist. D.h., dass sich die Abbildung lokal so verhéalt
wie die lineare Approximation.

Satz 49.4. Es seien V| und Vy euklidische Vektorriume, sei G C Vi offen
und es sei

0:G— 1V
eine stetig differenzierbare Abbildung. Es sei P € G ein Punkt derart, dass
das totale Differential

(Dp)p

bijektiv ist. Dann gibt es eine offene Menge Uy C G und eine offene Menge
Uy C Vo mit P € Uy und mit p(P) € Va derart, dass ¢ eine Bijektion

QO|U1 2U1 — UQ
induziert, und dass die Umkehrabbildung
(@loy) ™" U2 — U

ebenfalls stetig differenzierbar ist.

Beweis. Wir beginnen mit einigen Reduktionen.Zuerst kann man durch Ver-
schiebungen im Definitionsraum als auch im Zielraum annehmen, dass P = 0
und ¢(P) = 0 ist. Es sei D = (Dy)p die durch das totale Differential ge-
gebene bijektive lineare Abbildung mit der linearen Umkehrabbildung D~
Wir betrachten die Gesamtabbildung

a2y

Diese ist wieder stetig differenzierbar, und das totale Differential davon ist
D~'o D = Id. Wenn wir fiir diese zusammengesetzte Abbildung die Aussage
zeigen konnen, so folgt die Aussage auch fiir ¢, da eine lineare Abbildung
stetig differenzierbar ist. Wir konnen also annehmen, dass p:V; — V) =
V, eine stetig differenzierbare Abbildung mit ¢(0) = 0 ist, deren totales
Differential in 0 die Identitét ist. Wir werden dennoch von V; und V5 sprechen,
um klar zu machen, ob sich etwas im Definitionsraum oder im Zielraum
abspielt. Sei y € V5 fixiert. Wir betrachten die Hilfsabbildung

H,:G—Vy, x— Hy(x) =2 — o(z) +y.

Diese Hilfabbildung erfiillt folgende Eigenschaft: Ein Punkt x € G ist genau
dann ein Fixpunkt von H,, also ein Punkt mit Hy(z) = — p(x) + y = =,
wenn ¢(x) = y ist, d.h. wenn x ein Urbild von y unter ¢ ist. Die Abbildungen
H, sind selbst stetig differenzierbar und es gilt

(DHy)e = 1d =(Dyp)s -
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Wir mochten den Banachschen Fixpunktsatz auf H, anwenden, um dafiir
einen Fixpunkt zu gewinnen und diesen als Urbildpunkt von y unter ¢ neh-
men zu konnen.Wegen der Stetigkeit von z — (D), und wegen (D)o = Id
gibt es ein € R, r > 0, derart, dass fiir alle x € B(0,7) die Abschétzung

1
[(DHy): || =]1d =(Dp)e]| = 5

gilt. Fiir jedes z € B(0,r) gilt daher nach der Mittelwertabschitzung die
Abschétzung

|z =p(@)[| = [ Ho(2)]|
= ll\Ho(x)—Ho(O)H
Fir y € B(0,3) und = € B(0,r) gilt
HHy ()] = [lz = o(z) +yl]
< lz = @) [ + [lyl|
= llall
- 2 2
_rhr
22
= T

Fiir jedes y € B(0, §) liegt also eine Abbildung
H, :B(0,r) — B(0,r)

vor. Wegen der oben formulierten Ableitungseigenschaft und aufgrund der
Mittelwertabschétzung gilt fiir zwei Punkte x1, x5 € B(0,r) die Abschétzung

1
1Hy (1) = Hy(@2) | < 5 a1 =]

so dass H,, eine stark kontrahierende Abbildung ist. Da ein euklidischer Vek-
torraum und damit auch die abgeschlossene Kugel B(0,7) vollsténdig sind,
besitzt jede Abbildung H, aufgrund des Banachschen Fixpunktsatzes ge-
nau einen Fixpunkt aus B(0, ), den wir mit 1(y) bezeichnen. Aufgrund
der eingangs gemachten Uberlegung ist ¢(¢(y)) = y. Zuy € U(0,%) gehort
das eindeutige Urbild x € B(0,r) zur offenen Kugel U(0,r), wie die obige
Abschitzung zeigt. Wir setzen U, = U(0,5) und Uy = ¢~ ' (U2) NU(0,7), wo-
bei U; aufgrund der Stetigkeit von ¢ offen ist. Die eingeschrinkte Abbildung

olv, Uy — Uy, . — p(2)

ist wieder stetig und bijektiv. Insbesondere gibt es (lokal) eine Umkehrabbil-
dung

wZU2—>U1,

die wir als stetig differenzierbar nachweisen miissen. Wir zeigen zuerst, dass ¢
Lipschitz-stetig ist mit der Lipschitz-Konstanten 2. Seien 1,y € U, gegeben
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mit den eindeutigen Elementen x1, 9 € U mit ¢(x1) = y; und ¢(z2) = yo.
Es gelten die Abschiatzungen

|| Ho(x2) + ¢(z9) — Ho(x1) — (1) ||
|| Ho(x2) — Ho(z1) || + || o(22) — p(z1) ||

5 w2 =@l + [l e(22) — e(1)]];

||$2—I1H

IA A

wobei die letzte Abschitzung auf obiger Uberlegung beruht. Durch Umstel-
lung ergibt sich
(y2) — by [| =22 — 21| < 2 [ —wa ] -
Aufgrund von Lemma 49.2 ist ¢ auch differenzierbar und es gilt die Formel
(DY)y = (Dp)yi) -
Aus dieser Darstellung léasst sich auch die stetige Abhéngigkeit der Ableitung
von y ablesen, da 1 stetig ist, da das totale Differential von ¢ nach Voraus-

setzung stetig von = = ¢ (y) abhéingt und da das Bilden der Umkehrmatrix
ebenfalls stetig ist. O

50. DIFFEOMORPHISMEN

50.1. Diffeomorphismen.
Der Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit gibt Anlass zu folgender Definition.

Definition 50.1. Es seien V; und V5 euklidische Vektorrdume und U; C V4
und Uy C V5 offene Teilmengen. Eine Abbildung
p:U — U,
heiflt C*- Diffeomorphismus, wenn ¢ bijektiv und k-mal stetig differenzierbar
ist, und wenn die Umkehrabbildung
go_l Uy — Uy

ebenfalls k-mal stetig differenzierbar ist.

Der Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit besagt also, dass eine stetig differen-
zierbare Abbildung mit invertierbarem totalen Differential lokal (!) ein C'1-
Diffeomorphismus ist (es gibt auch C*-Versionen von diesem Satz). Zwei of-
fene Mengen U; und U, heifien C*-diffeomorph, wenn es einen C*-Diffeomor-
phismus zwischen ihnen gibt.

Definition 50.2. Seien V' und W endlichdimensionale reelle Vektorraume,
sei G C V offen, sei P € GG und sei
po:G— W

eine in P differenzierbare Abbildung. Dann heif3t P ein requldrer Punkt von
©, wenn

rang (Dy)p = min (dim (V'), dim (W))
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ist. Andernfalls heifit P ein kritischer Punkt oder ein singuldrer Punkt.

Bemerkung 50.3. Eine differenzierbare Abbildung ¢ :G — W ist genau
dann regulér in einem Punkt P € G, wenn das totale Differential (Dy)p den
maximal moglichen Rang besitzt. Der Rang ist nach Korollar 14.2 und nach
Lemma 14.3 gleich dem Spalten- bzw. Zeilenrang einer beschreibenden Ma-
trix. Daher ist der Rang maximal gleich der Anzahl der Zeilen und maximal
gleich der Anzahl der Spalten, also maximal gleich dem Minimum der beiden
Dimensionen.

Bei dim (W) = 1 ist P ein regulirer Punkt genau dann, wenn (D¢)p nicht
die Nullabbildung ist. Daher stimmt diese Definition von regulér mit der De-
finition tiberein. Bei dim (V') = 1 bedeutet die Regularitét wiederum, dass
(Dp)p # 0 ist. Generell bedeutet bei dim (V) < dim (W) die Regularitit,
dass (Dg)p injektiv ist, und bei dim (V) > dim (W) bedeutet die Regula-
ritét, dass (Dy) p surjektiv ist. Insbesondere bedeutet bei dim (V') = dim (V)
die Regularitdt in P, dass das totale Differential bijektiv ist und dass daher
die Voraussetzung im Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit erfiillt ist.

Beispiel 50.4. Wir betrachten die Abbildung
0 :R? — R? (z,y) — (2* —y, 2 + 2y).

Diese Abbildung ist differenzierbar und die Jacobi-Matrix in einem Punkt

P = (z,y) ist
2¢ -1
1+y =« )~

20% + 1+,

Die Determinante davon ist

so dass die Bedingung

y# —22%—1
die reguléren Punkte der Abbildung charakterisiert. Im Nullpunkt (0, 0) liegt
bspw. ein reguldrer Punkt vor, so dass dort aufgrund des Satzes iiber die
lokale Umkehrbarkeit lokal eine Bijektion vorliegt, d.h. es gibt offene Umge-
bungen U; und Us von (0, 0) derart, dass die eingeschrinkte Abbildung

gO’Ul IU1 — UQ
bijektiv ist (mit stetig differenzierbarer Umkehrabbildung).

Wie grofl kann dabei U; gewéhlt werden? Wir beschrianken uns auf offene
Ballumgebungen U(0,7). Bei r > 1 enthilt eine solche Kreisscheibe zwei
Punkte der Art
(£z,—1).
Diese werden unter ¢ auf
o, —1) = (22 = (1), 2+ 2(~1)) = (22 +1,0)

abgebildet, also auf den gleichen Punkt. Daher ist die Einschriankung der
Abbildung auf eine solche Kreischeibe nicht injektiv, und auf einer solchen
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Menge kann es keine Umkehrabbildung geben. Betrachten wir hingegen U; =
U(0,7) mit r < 1 und U := ¢(U;). Da U; keine kritischen Punkte enthélt,
ist nach Aufgabe 50.9 das Bild U, offen. Die eingeschrinkte Abbildung

¢|u, Uy — Uy ist nach Definition von U, surjektiv, so dass nur die Injekti-
vitat zu untersuchen ist.

Das Gleichungssystem
2 —y=wvund x4+ zy = v

fithrt auf
y=2a>—u
und auf
z(1+2°—u) = 2°+ (1 —uwz = v.
Die Ableitung von z?® + (1 — u)x nach z ist 3z% + (1 — u). Sei von nun an
r= % Dann ist
u = x?— y < 1.
Daher ist 322 + (1 —u) > 0 und somit ist 2% + (1 — u)x streng wachsend in z
nach Satz 28.5. Daher gibt es zu einem vorgegebenen Punkt (u,v) € Uy nur
ein x, das die Bedingung

2?2+ (1—ur=0v

erfiillt. Wegen z(y+1) = v ist dann auch die zweite Komponente y eindeutig
bestimmt. Dies ist klar bei z # 0 und bei x = 0 folgt es aus der ersten
Bedingung 2% — y = u.

Wir haben schon fiir die komplexen Zahlen Polarkoordinaten verwendet, sie-
he Satz 29.12. Hier besprechen wir Polarkoordinaten in Hinblick auf lokale
Umkehrbarkeit.

Beispiel 50.5. Die Abbildung
@0 :R* — R?, (r,a) — (1 cos a,r sin a),

heifit Polarkoordinatenabbildung. Sie ordnet einem Radius und einem Winkel
denjenigen Punkt der Ebene zu, zu dem man gelangt, wenn man in Richtung
des Winkels (gemessen von der z-Achse aus gegen den Uhrzeigersinn) die
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Strecke r zuriicklegt. Sie ist in jedem Punkt (7, «) stetig differenzierbar mit
der Jacobi-Matrix

cos « —rsin «

sima  rcosa )

Diese Abbildung ist nicht injektiv, da die Abbildung im zweiten Argument,
also im Winkel «, periodisch mit der Periode 27 ist. Bei r = 0 ist - unabhéngig
von « - das Bild gleich (0, 0). Ferner ist o(—r, a47) = ¢(r, ). Die Abbildung
kann also nicht global invertierbar sein.

Die Determinante der Jacobi-Matrix ist
r(cos® a + sin® o) =7.

Bei r # 0 liegt also nach Satz 14.3 ein bijektives totales Differential vor. Nach
dem Satz iiber die lokale Umkehrabbildung gibt es zu jedem Punkt (r, ) mit
r # 0 eine offene Umgebung (r, &) € U; und eine bijektive Abbildung

gO’Ul IU1 — UQ = gO(Ul)

Bei r > 0 kann man bspw. als offene Umgebung das offene Rechteck

Uy =lr—6r+d xla—ea+e¢
mit » > ¢ > 0 und mit m > € > 0 wahlen. Das Bild davon, also Us, ist der
Schnitt des (offenen) Kreisringes zu den Radien » — § und r 4+ 0 und dem
(offenen) Kreissektor, der durch die beiden Winkel a@ — € und « + € begrenzt
ist.
Man kann diese Abbildung zu einer bijektiven Abbildung, und zwar zu einem
Diffeomorphismus, auf grofien offenen Mengen einschrénken, bspw. zu

R, x| — m,7[— R?\ {(x,0)|z <0}, (r,a) — (r cos a,r sin a).

Die Bijektivitét folgt dabei aus den grundlegenden Eigenschaften der trigono-
metrischen Funktionen, siehe insbesondere Satz 29.11. Wenn man das offene
Intervall | — 7, 7| durch das halboffene Intervall | — 7, 7] ersetzt, so bekommt
man eine Bijektion zwischen R, x] — 7, 7] und R?\ {(0,0)}. Man kann aber
nicht von einem Diffeomorphismus sprechen, da dies nur fiir offene Mengen
definiert ist. Die Umkehrabbildung ist iibrigens noch nicht einmal stetig.
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51. IMPLIZITE ABBILDUNGEN

51.1. Der Satz iiber implizite Abbildungen.

Die Kiistenlinie ist die Nullfaser der Hohenabbildung. In den reguldren Punk-
ten der Kiiste kann man eine Tangente anlegen und die Kiiste lokal als Graph
einer Funktion beschreiben. Ein singuldrer Punkt einer Kiiste ergibt sich
bspw. bei einer Meereserhebung, die genau in einem Punkt an die Wassero-
berflache stoB3t, oder einem Sattelpunkt zwischen ,zwei“ Inseln, der sich auf
Meeresniveau befindet.”

Definition 51.1. Zu einer Abbildung
po:L—M
zwischen zwei Mengen L und M heifit zu y € M die Menge
Fy={xz € Llp(z) =y}
die Faser von ¢ iiber y.

Die Faser zu einem Punkt ist also einfach das Urbild ¢~*({y}) von m. Zu
einem Punkt P € L nennt man ¢ die Faser tiber ¢(P) auch die Faser durch
P. Bei M = R sagt man statt Fasern auch Niweaumengen oder, insbesondere
bei L = R?, auch Héhenlinien.

Beispiel 51.2. Essei f :R — R, x — f(z), eine Funktion in einer Variablen.
Dazu kann man die Funktion in zwei Variablen,

¢ R — R, (z,y) — y — f(z),
betrachten. Die Fasern iiber ¢ € R sind durch

F.={(z,y) e R?|y = f(z) +c}
charakterisiert. D.h. die Faser iiber c¢ ist einfach der Graph der durch =
f(z) + ¢ definierten Funktion. Alle Fasern gehen durch eine Verschiebung

"Dass man solche singuldren Punkte in der Natur nur selten antrifft, liegt daran, dass
das Hohenprofil der Erde nur endlich viele kritische Punkte und damit nur endlich viele
Gipfel und Sattelpunkte besitzt. Es ist daher unwahrscheinlich, dass der Meeresspiegel
genau auf der Hohe eines solchen kritischen Punktes liegt. Wenn man aber Ebbe und Flut
betrachtet, so werden solche Punkte immer wieder durchlaufen
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ineinander {iber, sie sind parallel zueinander. Die Punkte einer jeden Faser
stehen in Bijektion mit der x-Geraden, indem ndmlich z auf (z, f(z) + ¢)
abgebildet wird.

Der Satz diber implizite Abbildungen wird zeigen, dass unter gewissen Dif-
ferenzierbarkeitsvoraussetzungen die Fasern einer Abbildung sich lokal als
Graphen von Abbildungen realisieren lassen.

Eine Abbildung ¢ : R™ — R™ mit

o(xy, ..., Tp)
= (p1(T1,- s xn)y ey o1, x))
= (yla"'aym)

fithrt unmittelbar zu einem Gleichungssystem

Y1 =@1(T1, . Tn)y e Ym = P (T1, . T

Die Losungsmenge eines solchen Gleichungssystems ist gerade die Faser iiber
y = (Y1, --,Ym). Man kann sich fragen, wie zu gegebenem y = (y1,...,Ym)
die Losungsmenge aussieht, welche Struktur sie hat und wie sie sich mit y
verandert. Das ,,grobe Muster® zeigt sich schon deutlich bei einem [inearen
Gleichungssystem in n Variablen und m Gleichungen. Dort sind bei n >
m, und wenn die Gleichungen linear unabhéngig sind, die Losungsmengen
(n — k)-dimensionale affine Untervektorrdume des R™. Insbesondere sind alle
Losungsmengen gleich und besitzen die gleiche Dimension.

Das Bestimmen der Losungsmengen ist im Allgemeinen sehr viel schwieriger
als im linearen Fall und auch gar nicht effektiv durchfithrbar. Dennoch ver-
mittelt die lineare Approximation durch das total Differential den richtigen
Ansatz fiir das Studium allgemeiner Fasern. Eine reichhaltige Strukturaus-
sage iiber die Gestalt der Faser in einem Punkt P ist nur dann zu erwarten,
wenn das totale Differential in P surjektiv ist. In diesem Fall ist der Kern des
totalen Differentials, also die Losungsmenge des durch diese lineare Abbil-
dung gegebenen linearen Gleichungssystems, tangential an die Faser durch
P, und man kann auf hinreichend kleinen offenen Mengen eine Bijektion
zwischen dem Kern und der Faser stiften.
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Der Querschnitt eines Achats. Die chemische Zusammensetzung variiert mit
dem Ort und damit variiert auch die Frequenz des reflektierten Lichts, also
die optische Erscheinung, mit dem Ort. Man sieht also die (verdickten) Fasern
der Lichtabbildung.

Satz 51.3. Sei G C R" offen und sei
p:G— R™

eine stetig differenzierbare Abbildung. Fs set P € G und es sei Z =
0 1 (p(P)) die Faser durch P. Das totale Differential (Dy)p sei surjek-
tiv. Dann gibt es eine offene Menge P € W, W C G, eine offene Menge
V CR"™ und eine stetig differenzierbare Abbildung

vV —W
derart, dass (V) C ZNW ist und ¢ eine Bijektion
bV — ZAW

induziert. Die Abbildung 1 ist in jedem Punkt () € V requldr und fir das
totale Differential von v gilt

(De)y(q) © (D)g = 0.

Beweis. Es sei K C R™ der Kern des totalen Differentials (D¢y),. Auf-
grund der vorausgesetzten Surjektivitdt und der Dimensionsformel ist dies
ein (n —m)-dimensionaler Untervektorraum von R™. Durch einen Basiswech-
sel konnen wir annehmen, dass K von den ersten n — m Standardvektoren
€1y, En_m erzeugt ist (Der Unterraum (e, 41, .- .,€,) wird dann bijektiv

auf R™ abgebildet). Es sei
p:R" —R"™ =K, (x1,...,2,) — (T1,- -+, Tym)
die lineare Projektion auf K und es sei
pXxp:G—R"™xR"
(1, oy xn) = (1, o T, 01(T1, oy T0) s ey Om(T1, o Ty))

die zusammengesetzte Abbildung. Diese ist selbst stetig differenzierbar und
das totale Differential davon im Punkt a = (aq,...,a,) ist bijektiv, so dass
wir darauf den Satz iiber die Umkehrabbildung anwenden koénnen. Es gibt
also offene Umgebungen a € Uy, U; C G, und (a, ¢(a)) € Uy, Uy T R™™™ x
R™, derart, dass die induzierte Abbildung

(px ©)|v, : Uy — Uy

bijektiv ist mit stetig differenzierbarer Umkehrabbildung. Fiir die offene Men-
ge U, gibt es offene Mengen

(a1,...,0y_m) €V CR"™ und ¢(a) = (by,...,b,) € V' CR™
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mit V x V' C U,. Wir kénnen den Diffeomorphismus (p x ¢)|y, auf das
(offene) Urbild W von V x V"’ einschrénken. Wir betrachten das kommutative
Diagramm
G — R"™xR™
N\ I
Rm
bzw. die Einschriankung davon

W — VxV
pY +
V/
Die Faser iiber b = p(a) ist V' x {(b,...,bn)}. Diese Menge steht iiber die

horizontale Abbildung p x ¢ in Bijektion mit der Faser von ¢ iiber b, also
mit Z N W. Wir betrachten nun die Abbildung

YV — W, (x1,...,Tp-m) — (p X go)_l(xl,...,xn_m,bl,...,bm).
Es ist

@(@Z)(l’l,...,xn_m)) = SO((pX @)_l(xh"'al‘n—mvbla"'ybm))
= (b1,...,bn),
so dass das Bild von 1 in der Tat in Z N W landet. Die Injektivitdt von v
ist klar. Sei nun (z1,...,2,) € ZNW. Dann ist p(zy,...,2,) = (b1,...,bn)
und daher ist

(px @) (x1, ... xn) = (T, Ty D15+ -5 )
Also ist
(T, Tpem) = (X1, ..., Tp)
im Bild von . Die Abbildung

vV —W

ist nach Konstruktion differenzierbar und das totale Differential ist in jedem
Punkt @ € V injektiv, da ¢ die Hintereinanderschaltung einer affin-linearen
Injektion und eines Diffeomorphismus ist. Da ¢(V') in der Faser von ¢ iiber b
liegt, ist ¢ 09 = b konstant. Nach der Kettenregel ist (D¢g)yq) o (D)o = 0.

O

Bemerkung 51.4. Den Satz iiber implizite Abbildungen kann man auch
so formulieren: es seien V und W endlichdimensionale reelle Vektorrdume,
G C V offen und es sei ¢ : G — W eine stetig differenzierbare Abbildung. Es
sei a € G ein Punkt, in dem das totale Differential (Dy), surjektiv sei, und es
sei V' = E| & Es eine direkte Summenzerlegung von V' in Untervektorrdume
E; und Ey (mit a = (aq,a9)) derart, dass Ey = kern (Dy), und (Dg),|g,
surjektiv ist (dadurch ist E7, aber nicht Es eindeutig festgelegt). Dann gibt
es offene Mengen a; € Uy C F; und ay € Uy € Ey mit U; x Uy C G und
einen Diffeomorphismus

01U1—>U2
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derart, dass der Graph von 6, also
['={(z,0(x))x €U},
mit der Faser iiber b = ¢(a), geschnitten mit U; x Uy, also
{(z,v) € Uy x Us| p(x,v) = b},

iibereinstimmt. Sind auf E; und E, jeweils Basen fixiert mit Koordinaten
(1, ..y Tpem) bzw. (v1,...,vy) (n und m seien die Dimensionen von V' und
W), so wird lokal die Faser durch den Graph von m Funktionen 6,,...,60,,
in den n —m Variablen (z1,...,%,_,) gegeben. Die Faser ist dann nach den
Variablen (vq,...,v,) ,aufgelost, d.h. diese Koordinaten lassen sich unter
der impliziten Bedingung, dass die Punkte zur Faser gehoren sollen, explizit
durch die anderen, frei wihlbaren Koordinaten (z1, ..., z,_,,) ausdriicken.

Definition 51.5. Seien V und W endlichdimensionale reelle Vektorrdume,
sei G C V offen und sei

o:G— W
eine stetig differenzierbare Abbildung. Es sei P € G ein Punkt, in dem das

totale Differential (D¢)p surjektiv sei, und sei Y die Faser von ¢ durch P.
Dann nennt man

TpY := P +kern (Dy)p = {P +v|(Dy)p(v) =0}

den Tangentialraum an die Faser Y in P.

Der Tangentialraum ist kein Untervektorraum von V', da er nicht durch den
Nullpunkt verlaufen muss, er ist aber die Verschiebung eines Untervektor-
raums. Solche Rdume nennt man affin-lineare Unterrdume. Sie besitzen eine
sinnvoll definierte Dimension, ndmlich die Dimension des zugehoérigen Vektor-
raumes. Der Tangentialraum an einem reguldren Punkt zu einer Abbildung
¢ :R"™ — R™ besitzt die Dimension n — m. Der Satz iiber implizite Abbil-
dungen besagt, dass eine offene Teilmenge des Tangentialraumes an P sich
bijektiv und differenzierbar auf eine offene Umgebung von P auf der Faser
abbilden ldsst. Der Tangentialraum ist also eine lineare Approximation der
Faser.

Beispiel 51.6. Wir betrachten die differenzierbare Funktion
x

Die Jacobi-Matrix dieser Funktion ist
1 =z
(y’ y2) ’
so dass die Funktion in jedem Punkt regulér ist und Satz 51.3 anwendbar ist.
In diesem Fall kann man die Fasern auch direkt bestimmen. Die Bedingung

— =_C
)
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mit ¢ € R fihrt auf
r=cy,

so dass die Fasern der Abbildung die punktierten Geraden (d.h. ein Punkt
ist rausgenommen) durch den Nullpunkt sind (auBer der z-Achse, auf der
die Abbildung nicht definiert ist). Damit hat man explizit eine Auflésung
der Faser nach z gegeben. Dass die Fasern unter dieser Divisionsabbildung
(punktierte) Geraden sind ist ein Ausdruck davon, dass man Briiche erweitern
kann, ohne ihren Wert zu dndern.

Der Tangentialraum in P = (x,y) wird nach der Definition durch den Kern
der Jacobi-Matrix gegeben, und dieser wird durch den Vektor (z,y) selbst
aufgespannt. Der Tangentialraum an P ist hier also die Gerade, die durch P
und den Nullpunkt definiert ist, und stimmt (bis auf den Nullpunkt) mit der
Faser iiberein.

52. VEKTORFELDER

Beispiel 52.1. Wir betrachten die Abbildung
¢ : Ry xR — R, (z,y) —> a¥

und kniipfen an Beispiel 48.5 an. Der einzige kritische Punkt ist P = (1,0),
ansonsten ist die Abbildung in jedem Punkt regulidr und daher lassen sich
lokal die Fasern als Graphen beschreiben. Die Faser {iber 1 besteht aus der
durch x = 1 gegebenen Geraden und der durch y = 0 gegebenen Halbgeraden,
die sich im kritischen Punkt senkrecht schneiden. Ansonsten sind die Fasern
durch die Gleichung

¥ =c

mit einem ¢ € R, bestimmt (fiir nichtpositives ¢ sind die Fasern leer). Wir
schreiben diese Bedingung als e(™ #)¥ = ¢ und daher als

(Inx)y = In c.
Bei 2 # 1 kann man dies zu
Inc
Yy=17
n
auflosen und bei y # 0 zu
r=e v

52.1. Der Satz iiber die injektive Abbildung.

Als ein weiteres Korollar aus dem Satz iiber die Umkehrabbildung besprechen
wir die Situation, wo das totale Differential injektiv ist.

Satz 52.2. Seien V und W endlichdimensionale reelle Vektorrdaume, sei G C
V' offen und sei

po:G— W
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eine stetig differenzierbare Abbildung. Es sei P € V ein Punkt, indem das
total Differential (Dy)p injektiv sei. Dann gibt es eine offene Umgebung U,
P e U CG, derart, dass |y injektiv ist.

Beweis. Es sei dim (V) = k und dim (W) = n. Es sei B = (Dy)p(V) das
Bild des totalen Differentials (D¢y)p. Nach Lemma 12.5 ist B C W ein Un-
tervektorraum der Dimension dim (B) = k. Wir ergénzen eine Basis von B
durch wy, ..., w,_; zu einer Basis von W und setzen C' = (wy,...,w,_).
Wir betrachten die Abbildung

VG xC— W, (v,w) — p(v) +w,

wobel links und rechts zwei n-dimensionale Vektorraume stehen. Diese Ab-
bildung kann man auffassen als die Hintereinanderschaltung

Gx N wwo 2w

Daher ist die Gesamtabbildung stetig differenzierbar und das totale Differen-
tial ist (Dy)p+ic, wobei i : C — W die lineare Einbettung des Unterraums
ist. Dieses totale Differential ist surjektiv im Punkt (P,0), da sowohl B als
auch C' zum Bild gehoren, und somit bijektiv. Wir konnen also den Satz iiber
die Umkehrabbildung anwenden und erhalten offene Mengen U; C G x C
und Uy C W derart, dass (¢ x Id¢)|y, ein Diffeomorphismus zwischen Uy
und U, ist. Dies konnen wir einschrinken auf eine offene Menge der Form
U3 x Uy CU; mit Pe€ Uz CGund 0 € Uy CC. Dann ist die Abbildung

Oluy, :Us — W
injektiv, da dies die Hintereinanderschaltung
Us — U3 xUy — Uy CW
mit Q — (Q,0) ist. O

52.2. Vektorfelder.

Wir kehren nun zu gewéhnlichen Differentialgleichungen zuriick, wobei wir
im Unterschied zu den beiden Vorlesungen 37 und 38 erlauben, dass die
Losungskurven Kurven in einem hoherdimensionalen Vektorraum sind. Mit
gewOhnlich wird ausgedriickt, dass die Definitionsmengen der Lésungen eindi-
mensional sind (Differentialgleichungen, deren Losungen eine hoherdimensio-
nale Definitionsmenge ist, heiflen partielle Differentialgleichungen). Wir wer-
den zuerst beschreiben, welche Daten eine gewohnliche Differentialgleichung
auszeichnen und dann einen allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitssatz
fiir die Losung beweisen, den Satz von Picard-Lindeldf. Spéter werden wir
uns hauptséchlich auf lineare Differentialgleichungssysteme beschréanken.

Definition 52.3. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C
R ein reelles Intervall und U C V eine offene Menge. Dann nennt man eine
Abbildung

fIxU—YV, (t,v) — f(t,v),
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ein Vektorfeld (auf U).
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Die iibliche physikalische Interpretation ist hierbei, dass t die Zeit représen-
tiert, v den Ort und f(¢,v) € V einen Vektor, der zum Zeitpunkt ¢ an den
Ortspunkt v angeheftet ist und dort eine Richtung vorgibt. Manchmal spricht
man auch von einem Richtungsfeld. Wenn das Vektorfeld nicht von ¢ abhéngt,
so spricht man von einem zeitunabhdingigen oder autonomen Vektorfeld.

52.3. Gewohnliche Differentialgleichungen.

Definition 52.4. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C
R ein offenes reelles Intervall, U C V eine offene Menge und

f I XU — ‘/7 (t,’U) — f(t,’l]),
ein Vektorfeld auf U. Dann nennt man
v = f(t,v)

die gewdhnliche Differentialgleichung (oder gewdhnliches Differentialgleich-
ungssystem) zum Vektorfeld f.

Vektorfelder und gewchnliche Differentialgleichungssysteme sind im Wesent-
lichen dquivalente Objekte. Man spricht auch von einem dynamischen Sy-
stem. Von Differentialgleichungen spricht man insbesondere dann, wenn man
sich fiir die Losungen im Sinne der folgenden Definition interessiert.

Definition 52.5. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C
R ein offenes reelles Intervall, U C V eine offene Menge und

f I XU — V: (t,’U) — f(t,’U),
ein Vektorfeld auf U. Zur gewohnlichen Differentialgleichung
v = f(t,v)

heifit eine Abbildung
v —V, t— (),
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auf einem offenen (Teil)Intervall J C I® eine Ldsung der Differentialglei-
chung, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind.

(1) Esist v(t) € U fur alle t € J.
(2) Die Abbildung v ist differenzierbar.
(3) Esist v/(t) = f(t,v(t)) fur alle t € J.

Eine Losung ist also eine differenzierbare Kurve, eine vektorwertige Abbil-
dung

v:J — V.

Wenn V' = R" ist, so wird eine solche Abbildung durch ihre Komponenten

(01(2), ..., (1))

beschrieben. Ebenso wird das Vektorfeld durch n, von ¢t und v = (vy,...,v,)
abhéngige Funktionen (fi, ..., f,) beschrieben. Die Differentialgleichung lau-
tet dann ausgeschrieben

Ull fl(t7U17"'avn)

U1/1 fn(t7U17"'7vn)
Daher spricht man auch von einem Differentialgleichungssystem.

Héufig soll eine Kurve nicht nur eine Differentialgleichung erfiillen, sondern
sich zusétzlich zu einem bestimmten Zeitpunkt an einem bestimmten Ort
befinden. Dies fithrt zum Begriff des Anfangswertproblems.

Definition 52.6. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C
R ein offenes reelles Intervall, U C V eine offene Menge und

f I XU — ‘/7 (t,U) — f(t,’(]),

ein Vektorfeld auf U. Es sei (to, w) € I x U gegeben. Dann nennt man
v = f(t,v) und v(tp) = w

das Anfangswertproblem zur gewdhnlichen Differentialgleichung o' = f(¢t, v)
mit der Anfangsbedingung v(ty) = w.
Definition 52.7. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C
R ein offenes reelles Intervall, U C V eine offene Menge und

fIxU—YV, (tv)— f(t,v),

ein Vektorfeld auf U. Es sei (tp,w) € I x U vorgegeben. Dann nennt man
eine Abbildung

v — V, t—(t),

8Rein formal gesehen ist hier auch das leere Intervall zugelassen, wobei diese ,leere
Losung® natiirlich uninteressant ist. Bei einem Anfangswertproblem sichert bereits die
Anfangsbedingung, dass die Losung nicht leer ist.
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auf einem Intervall J C [ mit ty € J eine Lisung des Anfangswertproblems
v = f(t,v) und v(ty) = w,

wenn v eine Losung der Differentialgleichung v = f(¢,v) ist und wenn zusétz-

lich

v(ty) = w

gilt.

52.4. Lipschitz-Bedingungen.

Rudolf Lipschitz (1832-1903)

Fiir den Satz von Picard-Lindeléf wird die Voraussetzung wesentlich sein,
dass das Vektorfeld lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt.

Definition 52.8. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C
R ein offenes reelles Intervall, U C V eine offene Menge und

fIxU—YV, (t,v) — f(t,v),
ein Vektorfeld auf U. Man sagt, dass das Vektorfeld f einer Lipschitz-Beding-
ung geniigt, wenn es eine reelle Zahl L > 0 gibt mit

Lf(tu) = f(Ev)[|< L [[u—wv]
fiir alle t € I und u,v € U.

Definition 52.9. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C
R ein offenes reelles Intervall, U C V eine offene Menge und

FAIxU —V, (t,0) — f(t,0).

ein Vektorfeld auf U. Man sagt, dass das Vektorfeld f lokal einer Lipschitz-
Bedingung geniigt, wenn es zu jedem Punkt (¢,v) € I x U eine offene Umge-
bung

(t,bv)e ' xU CIxU
gibt derart, dass das auf I’ x U’ eingeschriankte Vektorfeld einer Lipschitz-
Bedingung geniigt.
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Die folgende Aussage liefert ein wichtiges und leicht iiberpriifbares hinrei-
chendes Kriterium, wann ein Vektorfeld lokal einer Lipschitz-Bedingung ge-
nigt.

Lemma 52.10. Es sei I C R ein reelles offenes Intervall, U C R™ eine
offene Menge und

f:IxU—R" (t,v1,...,0,) — f(t,v1,...,0,),
ein Vektorfeld auf U derart, dass die partiellen Ableitungen nach v; existieren
und stetig sind. Dann geniigt f lokal einer Lipschitz-Bedingung.
Beweis. Sei P = (t,v) = (t,v1,...,v,) ein Punkt in I x U und sei
U(t,e) x U(v,e€)
eine offene Umgebung von P innerhalb von I x U derart, dass auch
B = B(t,e) x B(v,e) C I xU

ist. Dieses B ist eine abgeschlossene Umgebung von P und daher kompakt.

Da die partiellen Ableitungen g—fj nach Voraussetzung stetig sind, gibt es

nach Satz 22.7 eine gemeinsame Schranke ¢ € R mit

|7 @II< <

fiir alle Q € B. Daher gibt es fiir die Matrizen (gj; (Q))1<ij<n eine Schranke
L mit ”
| (_81); (@))1<ij<n || < L.

Man kann daher zu jedem festen Zeitpunkt s € U(t, €) Lemma 49.3 anwenden
und erhélt fiir u, v’ € U(v, €) die Abschétzung

1f(s,u) = f(s,u) [ < Lo fJu—u']] .

53. PICARD-LINDELOF

In dieser Vorlesung werden wir wesentliche Hilfsmittel fiir den Beweis des
Satzes von Picard-Lindelof bereit stellen und ihn anschlielend beweisen.

53.1. Supremumsnorm und Abbildungsrdume.

Wir erinnern an die Definition der Supremumsnorm.

Es sei T' eine Menge und
f:T—R

eine Funktion. Dann nennt man

A= = sup (| f(z) |,z € T)
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das Supremum (oder die Supremumsnorm) von f. Es ist eine nichtnegative
reelle Zahl oder oo.

Diese Definition kann man direkt verallgemeinern, wenn die Werte der Ab-
bildungen in einem euklidischen Vektorraum liegen. Es sei also T" eine Menge
und F sei ein euklidischer Vektorraum. In dieser Situation definiert man zu

einer Abbildung
f:T—FE

=1 llz= sup ([ f(2) ||,z € T)
und nennt dies das Supremum (oder die Supremumsnorm) von f (falls das

Supremum nicht existiert, ist dies als oo zu interpretieren).

Wir setzen M = Abb(T, E'); dies ist ein (i.A. unendlichdimensionaler) reeller
Vektorraum. Die Supremumsnorm erfiillt die folgenden Eigenschaften.

(1) || f||= 0 fiir alle f € M.
(2) || f||= 0 genau dann, wenn f = 0 ist.
(3) Fiir A e Rund f € M gilt

HASI=IAT- (LA
(4) Fiir g, f € M gilt

g + FII<Ilgll + £ -

Wenn T ein metrischer Raum ist, so betrachtet man
C={f:T— E|f stetig}.

Dieser ist ein reeller Untervektorraum von M. Wenn T C R* nichtleer, ab-
geschlossen und beschrankt ist, so ist nach Satz 22.7 das Supremum von
|| f(x)]], x € T, gleich dem Maximum, d.h. es gibt ein x € T derart, dass
|| f(2")[|<|| f(2) || fur alle 2" € T gilt. Daher ist in diesem Fall das Supremum
stets eine reelle Zahl, und stimmt mit dem Maximum iiberein. Man spricht
daher auch von der Mazimumsnorm.

Satz 53.1. Fs sei T C R” eine kompakte Teilmenge, es sei E ein euklidischer
Vektorraum und es sei

C=C(T,FE)
die Vektorraum der stetigen Abbildungen von T nach E. Dann ist C, verse-
hen mat der Mazimumsnorm, ein vollstindiger metrischer Raum.

Beweis. Es sei
fo:T — FE

eine Cauchy-Folge von stetigen Abbildungen. Wir miissen zeigen, dass die-
se Folge gegen eine Grenzabbildung konvergiert, die ebenfalls stetig ist. Zu
jedem € > 0 gibt es ein ng € N derart, dass fiir n, m > ny die Beziehung

[ fn(@) = fm(@)[| < €
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fir alle x € T gilt. Daher ist fiir jedes x € T die Folge (f,(x))nen eine
Cauchy-Folge in E und daher, wegen der Vollstdndigkeit von euklidischen
Réumen, konvergent in £. Wir nennen den Grenzwert dieser Folge f(z), so
dass sich insgesamt eine Grenzabbildung

[T — E, x+—— f(x) =lim, 0 fu(2)

ergibt, gegen die die Funktionenfolge punktweise konvergiert. Da es zu einem
vorgegebenem e > 0 stets ein ng gibt derart, dass die Cauchy-Bedingung fiir
alle x € T gilt, konvergiert die Funktionenfolge sogar gleichméfig gegen f
(und das bedeutet die Konvergenz in der Supremumsnorm). Aufgrund von
Satz 22.11 ist daher f stetig und daher ist f € C. O

53.2. Integration von stetigen Wegen.

Fiir eine stetige Kurve

g: I —V
in einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum definieren wir fiir a,b €
I das Integral fab g(s)ds komponentenweise, d.h. man wihlt eine Basis

vy,...,0, von V und driickt die stetige Kurve durch ihre Komponenten-
funktionen ¢y, ..., g, aus. Dann setzt man

/abg(s)ds = (/ab gi(s)ds)vy + ...+ (/ab gn(s)ds)v, .

Das Ergebnis ist ein Vektor in V', der unabhéngig von der gewihlten Basis ist.
Wenn man die untere Intervallgrenze a fixiert und die obere Intervallgrenze
b = t variiert, so bekommt man eine Integralkurve

t
I—>V,t:—>/ g(s)ds.

Diese Integralkurve kann man wieder ableiten und erhélt die Ausgangskurve
zuriick, d.h. es gilt wieder der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung.

Es gilt die folgende Integralabschéitzung.

Satz 53.2. Es set V ein euklidischer Vektorraum und
g:la,b] —V

eine stetige Abbildung. Dann gilt

b b
| [ swal< [l

Beweis. Wenn f;g(t) dt = 0 ist, so ist nichts zu zeigen. Sei also

b
/ gt dt = v £ 0.
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Es sei u; = IUW Das ergénzen wir zu einer Orthonormalbasis uy, us, ..., u,
von V. Es seien ¢, go, .. ., g, die Koordinatenfunktionen von g bzgl. dieser
Basis. Dann besteht aufgrund unserer Basiswahl die Beziehung

v o= /abg(t)dt

_ (/ gl(t)dt)ul—i—...—i—(/ on() dtyun

Dabher ist

I [ syl = ||/g1 )it |

53.3. Differential- und Integralgleichungen.

Mit dem Begriff des Integrals einer Kurve kann man Differentialgleichungen
auch als Integralgleichungen schreiben.

Lemma 53.3. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C R
ein offenes reelles Intervall, U C V eine offene Menge und

fIxU—YV, (t,v) — f(t,v),

ein stetiges Vektorfeld auf U. Es sei (to,w) € I x U vorgegeben. Dann ist
eine stetige Abbildung

v —V, t— (),
auf einem Intervall J C I mit tq € J genau dann eine Losung des Anfangs-
wertproblems
v = f(t,v) und v(ty) = w,

wenn v die Integralgleichung

t):w+/t f(s,v(s))ds

erfillt.
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Beweis. Sei die Integralbedingung erfiillt. Dann ist v(ty) = w und aufgrund
des Hauptsatzes der Infinitesimalrechnung gilt v'(¢) = f(¢,v(¢)). Insbesonde-
re sichert die Integralbedingung, dass v differenzierbar ist. Wenn umgekehrt v
eine Losung des Anfangswertproblems ist, so ist v'(s) = f(s,v(s)) und daher

w+/t f(s,0(s))ds = w—l—/ V'(s)ds = w+ov(t) —v(ty) = v(t).

to

g

53.4. Der Satz von Picard-Lindelof.

Wir kommen nun zum wichtigsten Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die
Losungen von gewohnlichen Differentialgleichungen.

Satz 53.4. Fs sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C R
ein offenes reelles Intervall, U CV eine offene Menge und

fIxU—YV, (tv)— f(t,v),

ein Vektorfeld auf U. Es sei vorausgesetzt, dass dieses Vektorfeld stetig sei
und lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Dann gibt es zu jedem (to, w) €
I xU ein offenes Intervall J mit ty € J C I derart, dass auf diesem Intervall
eine eindeutige Losung fir das Anfangswertproblem

v = f(t,v) und v(ty) = w

existiert.

Beweis. Nach Lemma 53.3 ist eine stetige Abbildung
v —V

eine Losung des Anfangswertproblems genau dann, wenn v die Integralglei-
chung

v(t) =w+ t f(s,v(s))ds

erfiillt. Wir wollen die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung fiir diese In-
tegralgleichung unter Verwendung des Banachschen Fixpunktsatzes dadurch
erweisen, dass wir fiir die Abbildung (man spricht von einem Funktional)

b (s wt / £(s,9(s)) ds)

einen Fixpunkt finden. Hierbei stehen links und rechts Abbildungen in ¢
(aus einem gewissen Teilintervall von I mit Werten in V.) mit Werten in
V. Um den Fixpunktsatz anwenden zu konnen miissen wir ein Definitions-
intervall festlegen, und eine Metrik auf dem Abbildungsraum nach V' defi-
nieren, diesen metrischen Raum dann als vollstdndig und das Funktional als
stark kontrahierend nachweisen. Aufgrund der Voraussetzung iiber die lokale
Lipschitz-Bedingung gibt es eine offene Umgebung

(to,w) € J' x U(w,e) CI xU
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und ein L € R mit
|| f(t,v) — f(t,0)||< L||v—20]| firallete J und v, € U(w,e).

Durch Verkleinern der Radien kénnen wir annehmen, dass der Abschluss
von J' x U(w,e€), also das Produkt des abgeschlossenen Intervalls mit der
abgeschlossenen Kugel, ebenfalls in I x U liegt. Aufgrund von Satz 22.7 gibt
es ein M € R, mit

| f(t,v)||< M fiir alle (t,v) € J' x U(w, €)

(da diese Beschrénktheit auf dem Abschluss gilt). Wir ersetzen nun J’ durch
ein kleineres Intervall J = [ty — 0,0 + 6] C J' mit 6 > 0, § < ¢/M und
§ < 1/2L. Wir betrachten nun die Menge der stetigen Abbildungen®

C = {¢:J—=V|stetig, |[¥(t) —w]||< € fir allet € J}
= {v:J = V] stetig, ||y —wl[< €}

Dabei wird also C' mit der Maximumsnorm auf J versehen. Dieser Raum ist
nach Satz 53.1 und nach Aufgabe 49.12 wieder ein vollstandiger metrischer
Raum. Wir betrachten nun auf diesem konstruierten Intervall J bzw. der
zugehorigen Menge C' die Abbildung

H:C’—)C’,w»—>H(¢):(tr—>w+/ttf(s,1/1(s))ds).

Dazu miissen wir zunéichst zeigen, dass H () wieder zu C' gehort. Fiir ¢t € J

ist aber nach Satz 53.2
t

IH@)(t) —w|| = || t f(s,0(s)) ds||
< | t 1f(s,0(s)) [ ds|
< |tito|M
< M

und H (1) ist stetig, da es durch ein Integral definiert wird. Zum Nachweis
der Kontraktionseigenschaft seien 11,1y € C gegeben. Fiir ein t € J ist

00 - 1O = 1 eas— [ s i)
= 1[G - s vty sl
< 117G (e = £ (o) | s
< 1 2l = vl a5

9Dabei fassen wir w € U als konstante Abbildung J — U auf.
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=Lw[HM@—w@Hw|

1 [ =l s
< LI o]l el
< 3 |91 — ]l .
Da dies fiir jedes t € J gilt, folgt aus dieser Abschitzung direkt

1)~ H@I < 5 11 = s,

d.h. es liegt eine starke Kontraktion vor. Daher besitzt H ein eindeutiges
Fixelement ¢ € C, und diese Abbildung l6st die Differentialgleichung. Dies
gilt dann erst recht auf jedem offenen Teilintervall von J. Damit haben wir
insbesondere bewiesen, dass es in C' nur eine Lésung geben kann, wir wollen
aber generell auf dem Intervall J Eindeutigkeit erhalten. Fiir eine Losung
v:J — V gilt aber wegen der Integralbeziehung wieder

v(t) = w—l—/t f(s,v(s))ds

und die gleichen Abschitzungen wie weiter oben zeigen, dass die Losung zu
C gehoren muss. O

IN

54. GRADIENTENFELDER

54.1. Zur Eindeutigkeit der Losungen von Differentialgleichungen.

Satz 54.1. Es set V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C R
ein offenes reelles Intervall, U C V eine offene Menge und

fIxU—V, (t,v) — f(t,0),

ein stetiges Vektorfeld auf U, das lokal einer Lipschitz-Bedingung gentigt. Es
sei J C I offen und es seien

U1, V2 - J—V
Liosungen des Anfangswertproblems
v = f(t,v) und v(ty) = w.

Dann ist v1 = vs.

Beweis. Wir betrachten die Menge
M ={te Jlv(t) =vs(t)}.

Wegen t, € M ist diese Menge nicht leer. Zu jedem Punkt ¢t € I gibt es
nach Satz 53.4 eine offene Intervallumgebung ¢ € J', worauf es zu gegebener
Anfangsbedingung v(t) = vy genau eine Losung der Differentialgleichung
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gibt. Wenn t € M ist, so ist vy(t) = vo(f) und daher stimmen v; und v
in einer offenen Umgebung ¢ € J' mit der eindeutigen Losung und damit
untereinander iiberein. Also ist J' C M. Dies bedeutet, dass M eine offene
Teilmenge von J ist. Andererseits sind v; und v, stetig und daher ist nach
Aufgabe 54.1 die Menge M auch abgeschlossen in M. Da ein Intervall nach
Satz 21.2 zusammenhéngend ist, folgt M = J. U

Das folgende Beispiel zeigt, dass ohne die Lipschitz-Bedingung die Losung
eines Anfangswertproblems nicht eindeutig bestimmt ist.

Beispiel 54.2. Wir betrachten das Anfangswertproblem
v’ = 30%? mit v(0) =0
zum zeitunabhéngigen Vektorfeld
fiR — R, v — 3023 = 3V02.

Offensichtlich gibt es die stationédre Losung

h(t) =0,
aber auch

g(t) =+t
ist eine Losung, wie man durch Nachrechnen sofort bestétigt. Aus diesen

beiden Losungen kann man sich noch weitere Losungen basteln. Seien dazu
a < b reelle Zahlen. Dann ist auch

(t —a)® firt <a,
o(t) =<0 fiira <t <,
(t —b)3 fiir t > b,
eine Losung. D.h. es gibt Losungen, bei denen das Teilchen beliebig lange (im
Zeitintervall von a nach b) ruht und danach (und davor) sich bewegt. Sobald

sich das Teilchen in einem Punkt # 0 befindet, ist der Bewegungsablauf lokal
eindeutig bestimmt.

Bemerkung 54.3. Zu einem stetigen Vektorfeld
f:IxU—YV, (tv)— f(t,v),
kann man sich fragen, ob es ein maximales Definitionsintervall J fiir die
Lésung eines Anfangswertproblems
v = f(t,v) und v(tp) = w
gibt. Dies ist in der Tat der Falll Man kann nédmlich alle Teilmengen
J C I offen , ty € J, es gibt eine Losung v; auf J

betrachten. Wegen Satz 54.1 stimmen zwei Losungen v; und vy auf dem
Durchschnitt J N J’ {iberein, und liefern daher eine eindeutige Losung auf
der Vereinigung J U J’. Daher enthélt die Menge der Teilintervalle, auf denen
eine Losung definiert ist, ein maximales Teilintervall J.
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Dieses Teilintervall kann kleiner als I sein. Die Grenzen des maximalen Teil-
intervalls, auf dem eine Losung definiert ist, heiflen auch Entweichzeiten.

54.2. Gradientenfelder.

Definition 54.4. Sei V ein euklidischer Vektorraum, U C V offen und
h:U—R
eine differenzierbare Funktion. Dann nennt man die Abbildung
U—V, P+~ grad h(P),
das zugehorige Gradientenfeld.

) (a) (b}

Ein Gradientfeld ist also ein zeitunabhéngiges Vektorfeld. Man spricht auch
von einem Potentialfeld, die Funktion h (manchmal —h) heiit dann ein Po-
tential des Vektorfeldes. Wenn h zweimal stetig differenzierbar ist, so geniigt
nach Lemma 52.10 das zugehorige Gradientenfeld lokal einer Lipschitz-Bedin-
gung.

Die folgende Aussage zeigt, dass die Losungskurven der zugehorigen Differen-
tialgleichung senkrecht auf den Fasern von h liegen. Die Fasern beschreiben,
wo das Potential (oder die Hohenfunktion) konstant ist, die Losungen be-
schreiben den Weg des steilsten Abstiegs. Wenn h bspw. die Hohenfunktion
eines Gebirges ist, so gibt das Gradientenfeld in jedem Punkt den steilsten
Anstieg an und die Trajektorie einer Losungskurve beschreibt den Verlauf
eines Baches (wir behaupten nicht, dass die Bewegung eines Wassermolekiils
im Bach durch diese Differentialgleichung bestimmt ist, sondern lediglich,
dass der zuriickgelegte Weg, also das Bild der Kurve, mit dem Bild der
Losungskurve {ibereinstimmt). Der Bach verlauft immer senkrecht zu den
Hohenlinien.

Lemma 54.5. Sei V' ein euklidischer Vektorraum, U CV offen,
h:U—R
eine differenzierbare Funktion und

U—V, P— f(P)=grad h(P),
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das zugehorige Gradientenfeld. Es sei
p:J —U
eine Losung der Differentialgleichung
v = f(v).
Dann steht ¢'(t) senkrecht auf dem Tangentialraum T, F der Faser F von
h durch o(t) fir alle t € J, fir die p(t) requldre Punkte von h sind.

Beweis. Sei P = ¢(t) ein reguldrer Punkt von h und sei v € TpF ein Vektor
aus dem Tangentialraum. Dann gilt direkt

(0, (1) = (v, Fe(®)) = (v,grad h(P)) = (Dh)p(v) = 0.

Beispiel 54.6. Wir betrachten die Produktabbildung
h:R?* — R, (2,y) — xy.
Das zugehorige Gradientenfeld ist
R* — R?, (2,y) — f(2,y) = (y,2).

Die Fasern von h sind das Achsenkreuz (die Faser iiber 0) und die durch
xy = c gegebenen Hyperbeln. Die Losungen der Differentialgleichung

1) _ (e2) _ (0 1)\ (&
©h 01 1 0) \p2
sind von der Form

o(t) = (¢1(t),p2(t)) = (a cosh t +bsinh t,a sinh t + b cosh t)

mit beliebigen a,b € R, wie man direkt nachrechnet. Dabei ist ¢(0) = (a, b).
Fir a = b = 0 ist dies die stationdre Losung im Nullpunkt, in dem die
Produktabblidung nicht regulér ist. Bei a = b = 1 ist ¢(t) = (€', €'), das
Bild dieser Losung ist die obere Halbdiagonale (ohne den Nullpunkt), bei

a=0b= —11ist p(t) = (—e',—e"), das Bild dieser Losung ist die untere
Halbdiagonale, bei @ = 1 und b = —1 ist p(t) = (e7, —e™"), das Bild dieser
Losung ist die untere Hélfte der Nebendiagonalen, bei a = —1 und b =

1ist p(t) = (—e ' e?), das Bild dieser Losung ist die obere Hélfte der
Nebendiagonalen. Ansonsten kann man die Losungskurven realisieren als

(a cosh t,a sinh t)

(Zum Zeitpunkt t = 0 befindet sich die Losung auf der x—Achse im Punkt
(a,0)), und als
(b sinh t,b cosh t)

(Zum Zeitpunkt ¢t = 0 befindet sich die Losung auf der y—Achse im Punkt
(0,b)). Die Losungen erfiillen die Gleichung x2(t) — y*(t) = a* bzw. z%(t) —
2 2

y () = b°
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54.3. Differentialgleichungen héherer Ordnung.

Viele physikalische Bewegungsprozesse sind nicht (wie im Fall eines Lowen-
zahnfallschirmchens, siehe Vorlesung 37) dadurch determiniert, dass zu jedem
Zeit- und Ortspunkt die Bewegungsrichtung (also die gerichtete Geschwindig-
keit) vorgegeben wird, sondern dadurch, dass zu jedem Zeit- und Ortspunkt
eine Kraft auf ein Teilchen wirkt, die dieses beschleunigt. In diesem Fall kann
die Bewegung also nicht durch die erste Ableitung (Geschwindigkeit) model-
liert werden, sondern durch die zweite Ableitung (Beschleunigung). Typische
Beispiele hierzu sind die durch Gravitation oder Federkraft hervorgerufenen
Bewegungen.

Real Space Phasa Space

Wabme| by

Definition 54.7. Es sei I C R ein offenes Intervall, U C R"” offen und
g: I xU—R

eine Funktion. Dann nennt man den Ausdruck

(n) —

y™ = g(t,y, v,y YY)

eine Differentialgleichung der Ordnung n.

Unter einer Lisung einer Differentialgleichung héherer Ordnung versteht
man eine n-mal differenzierbare Funktion

y:J — R t—y(t)
(wobei J C I ein offenes Teilintervall ist) derart, dass

y"m(t) = g(t,y(t),y (&), "), ...y V()
fiir alle ¢ € J gilt.

Differentialgleichungen beliebiger Ordnung kénnen unter Inkaufnahme von
neuen Variablen auf ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung zuriick-
gefithrt werden.
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Lemma 54.8. Es sei I C R ein Intervall, U C R™ eine offene Menge und
g: I xU—R
eine Funktion. Dann ist die Differentialgleichung héherer Ordnung
v =gty "y )

tiber die Beziehung
(@)

Vi =Y
dquivalent zum Differentialgleichungssystem
Vo ! (%1
U1 (%)
Up—2 Un—1
Up—1 g(t,vo,v1,. .., Vp 1)
Beweis. Wenn
y:J —R

eine Losung der Differentialgleichung héherer Ordnung

y™ = g(t,y, 9, y", ..., y"Y)

ist, so sind alle Funktionen v; = y® fiir i = 0,...,n — 1 differenzierbar, und
es gﬂt v, = ;4 fir i =0,...,n — 2 nach Deﬁmtlon und
o) = (YY)
= y™()

(
= gty ),y (1), (O, ..y I))
g(t, (), v1(£), va(1), .., var (1)),

Wenn umgekehrt
v:J — R"
eine Losung des Differentialgleichungssystems zum Vektorfeld

f:IxU—R" (t,v9,...,00-1) — f(t, 00, ., Vn_1))

= (v, U1, 9(t, Vo, V1, -+ o, V1))
ist, so ergibt sich sukzessive aus den ersten n — 1 Gleichungen, dass y = vy
n-mal differenzierbar ist, und die letzte Gleichung des Differentialgleichungs-
systems besagt gerade

g () = g(ty(), y'(t),y" @), ...,y (1)) .
0

Mit dieser Umformung ist auch klar, wie sinnvolle Anfangsbedingungen fiir
eine Differentialgleichung hoherer Ordnung aussehen. Man muss nicht nur
einen Startwert y(ty) = wy, sondern auch die hoheren Ableitungen v'(ty) =
wy, Y (tg) = we, usw. festlegen.
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55. TRIGONALISIERBARKEIT

55.1. Lineare Differentialgleichungssysteme.

Definition 55.1. Es sei I C R ein offenes reelles Intervall. Eine Differenti-
algleichung der Form

v = Mv,
wobei
a;; a2 ... Qaip
a21 A29 ... Q9p
M = ] ]
Ap1 Ap2 ... QApp

eine Matrix ist, deren Eintrédge allesamt Funktionen
Q5 I — R t— aij(t),

sind, heiflit homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung oder homoge-
nes lineares gewdhnliches Differentialgleichungssystem.

Es handelt sich also um die Differentialgleichung zum Vektorfeld

a1 (t)vy + ... + ap(t)v,
fiIxXR" — R" (t,v) — f(t,v)=(M(t))v= :
ap1(t)vr + ...+ app(t)v,

Dieses Vektorfeld ist zu jedem fixierten Zeitpunkt ¢t € I eine lineare Abbil-
dung
R" — R", v — M (t)v.
Ausgeschrieben liegt das Differentialgleichungssystem
Ui an(t)vl + ...+ aln(t)vn a1 (t) e a1n<t> (1

v, an1(t)vr + . oo+ apn(t)vn an1(t) -+ apu(t) U,
Fiir lineare Differentialgleichungen gibt es wieder eine inhomogene Variante.

Definition 55.2. Es sei I C R ein offenes reelles Intervall. Eine Differenti-
algleichung der Form

v = Muv+z,
wobei
ajpr a2 ... QAip
a21 A29 ... Q9
M = ] ]
Ap1 Ap2 ... Qpp

eine Matrix ist, deren Eintrédge allesamt Funktionen

Q5 I — R t— (lij(t),
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sind und wobei
210
z2: 1 — R" t— 2(t) = : :
zn(1)
eine Abbildung ist, heifit inhomogene lineare gewdéhnliche Differentialglei-
chung oder inhomogenes lineares gewdohnliches Differentialgleichungssystem.

Die Abbildung z heifit dabei Stirabbildung.

Insgesamt liegt das Differentialgleichungssystem

vy a1 (t)vy + ...+ ap,(t)v, + 21(t)
U;L B Ay ()1 + ... —|—:ann(t)vn + 2, (¢)
ann(t) - an(t) 0 21 ()
= : - E N Iy :
an1(t) -+ apn(t) Un, Zn(t)

VOr.

Die explizite Losbarkeit eines solchen Systems héngt natiirlich von der Kom-
pliziertheit der beteiligten Funktionen a;; und z; ab. In der folgenden Si-
tuation kann man das System auf einzelne lineare Differentialgleichungen
zuriickfithren und dadurch 16sen.

Lemma 55.3. Es set I C R ein offenes Intervall und es liege eine inhomo-
gene lineare gewohnliche Differentialgleichung der Form

/

U1 ayy o Qlp (%1 21
V2 0 axp -+ a % 22
= . . . . . +
Up, 0O - 0 apy Up, Zn

mit stetigen Funktionen a;; : I — R und z; : 1 — R und den Anfangsbedin-
gungen

vi(to) =w; €R firi=1,...,n (to € I)
vor. Dann ldsst sich diese Gleichung losen, indem man sukzessive unter Ver-
wendung der zuvor gefundenen Losungen die inhomogenen linearen gewdohn-
lichen Differentialgleichungen in einer Variablen, ndmlich

V) = A (D) + 20 () mit v,(tg) = wy,

,071171 = Ap—1 n,1<t)1)n71 + an,ln(t)'un(t) + anl(t) mit 'Unfl(to) = Wp—1,

U:Z_Q = Qp—2 n—Q(t)vn—Q + an—Qn—l(t)vn—l(t) + an—?n(t)vn—l(t) + Zn—2<t)

mit V2 (to) = Wp—2,
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vy = an (t)vr + ara(t)va(t) + ... + ara(t)va(t) + 21(t) mit vi(to) = wi,

lost.
Beweis. Das ist trivial. O

Auch wenn man ein homogenes System 16sen méochte, so muss man in den
Einzelschritten inhomogene Differentialgleichungen 16sen.

55.2. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.

Falls die Funktionen a;; alle konstant sind, so spricht man von einem /-
nearen Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten, welche im
Wesentlichen mit Mitteln der linearen Algebra gelést werden kénnen. Dazu
ist es sinnvoll, von vornherein auch komplexe Koeffizienten zuzulassen

Definition 55.4. Eine Differentialgleichung der Form

!
v = Muv,
wobei
ayj; a1 ... QAip
a21 A29 ... QA9
M = .
Ap1 Ap2 ... Qpp

eine Matrix mit Eintrégen a;; € C ist, heifit homogene lineare gewdhnliche
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten oder homogenes lineares
gewohnliches Differentialgleichungssystem.

Definition 55.5. Es sei I C R ein offenes Intervall. Eine Differentialglei-
chung der Form

vV =Muv+z,
wobei
ai;pr a2 ... QAip
a21 A29 ... Q9
M = ]
Ap1 Ap2 ... QApp

eine Matrix mit Eintrdgen a;; € C ist und
z: I —C"

eine Abbildung, heiflt inhomogene lineare gewdhnliche Differentialgleichung
mit konstanten Koeffizienten oder inhomogenes lineares gewohnliches Diffe-
rentialgleichungssystem.
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Die Storfunktion muss also nicht konstant sein.

55.3. Trigonalisierbare lineare Abbildungen.

Um die Losungstheorie fiir Differentialgleichungssysteme mit konstanten Ko-
effizienten zu entwickeln, miissen wir iiber trigonalisierbare lineare Abbildun-
gen sprechen, einem wichtigen Kapitel der linearen Algebra, das zur Eigen-
raumtheorie gehort.

Eine Fahne setzt sich aus dem Fufipunkt, der Fahnenstange, dem Fahnentuch
und dem Raum, in dem das Tuch weht, zusammen.

Definition 55.6. Es sei K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum der Dimension n = dim(V'). Dann heifit eine Kette von Unter-
vektorrdumen

o=WwcWhc..cV,,CV,=V
eine Fahne in V.
Definition 55.7. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
0:V—V

eine lineare Abbildung. Dann heifit ein Untervektorraum U C V' p-invariant,
wenn

eU)CU
gilt.
Definition 55.8. Sei V' ein Vektorraum der Dimension n und
f:v—Vv
eine lineare Abbildung. Eine Fahne
0O=WWcWc..cVo1CV,=V
heifit f-invariant, wenn f(V;) C V; ist fiir alle ¢ =0,1,...,n —1,n.

Definition 55.9. Es sei K ein Korper, V' ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum und

fiV—V

eine lineare Abbildung. Dann heifit f trigonalisierbar, wenn V' eine f-invarian-
te Fahne besitzt.
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Satz 55.10. Es sei K ein Kdérper und es ser V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei
p:V—V

eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) ¢ ist trigonalisierbar.

(2) Die Abbildung ¢ wird bzgl. einer geeigneten Basis durch eine obere
Dreiecksmatrix beschrieben.

(3) Das charakteristische Polynom x., zerfdllt in Linearfaktoren.

Wenn ¢ bzgl. einer Basis durch die Matriz M beschrieben wird, so gibt es
eine invertierbare Matriz B € Mat, «,(K) derart, dass BMB™! eine obere
Dreiecksmatrix ist.

Beweis. (1) = (2). Aufgrund des Basisergidnzungssatzes gibt es eine Basis
v1,...,U, Vvon V mit
V;: <Ula~-->Ui>-
Da es sich dabei um eine p-invariante Fahne handelt, gilt
QO(’UZ) = blﬂ)l + bgﬂ)z 4+ ...+ b“’Uz .

Bzgl. dieser Basis besitzt die beschreibende Matrix zu ¢ obere Dreiecksge-
stalt. (2) = (3). Das charakteristische Polynom von ¢ ist gleich dem cha-
rakteristischen Polynom s, wobei M eine beschreibende Matrix bzgl. einer
beliebigen Basis ist. Wir kénnen also eine obere Dreiecksmatrix nehmen, und
daher ist nach Lemma 14.8 das charakteristische Polynom das Produkt der
Linearfaktoren zu den Diagonaleintrégen. (3) = (1). Induktion nach n, fiir
n = 0 ist nichts zu zeigen. Sei nun n > 1 und sei die Aussage fiir alle Endo-
morphismen auf Vektorrdumen der Dimension < n schon bewiesen. Es sei A,
eine Nullstelle von P = x,. Dann gibt es nach Satz 17.8 einen Eigenvektor
vy € V zum Eigenwert ;. Es sei us, ..., u, eine Ergénzung von v; zu einer
Basis von V. Wir setzen U = (ua, ..., u,), dies ist ein (n — 1)-dimensionaler
Untervektorraum. Es ist

o(u;) = a;vy + bojus + ... + by, .
Durch die Festlegung
g(u;) = a;v €V
erhalten wir eine lineare Abbildung
g:U—YV,
und durch die Festlegung
h(u;) = bigug + ... + by,

erhalten wir eine lineare Abbildung

h:U— U.
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Mit diesen Abbildungen gilt

p(u) = g(u) + h(u)
fiir u € U, da dies fiir die Basis gilt. In der Basis vy, us, ..., u, besitzt ¢ die
Gestalt

)\1 Qs e A,
0 bap -+ by
o = .

Die Teilmatrix IV rechts unten ist dabei die beschreibende Matrix von h. Fiir
das charakteristische Polynom gilt die Bezichung

v = (X —A)xw,

so dass nach Lemma 17.4 auch yny = xp in Linearfaktoren zerféllt. Wir
kénnen also auf h :U — U die Induktionsvoraussetzung anwenden. D.h. es
gibt eine h-invariante Fahne

0=U,cU;c...cU,,CcU,.1=U.

Damit definieren wir V;,; = Kv; + U; fiir ¢ = 0,...,n — 1 und erhalten die
Fahne

o=VWwcwc...cV,,CV,=V.
Diese Fahne ist f-invariant. Dies ist fiir V; klar, da dies ein Eigenraum ist.
Ansonsten gilt fiir v € V; mit v = cv; + v mit u € U; die Beziehung

o(evy +u) = cdvy + p(u) = cAvy + g(u) + h(u) = (A + a)vy + h(u),
und dies gehort zu V.

Der Zusatz ergibt sich wie folgt.Die trigonalisierbare Abbildung ¢ werde bzgl.
der Basis u durch die Matrix M beschrieben, und bzgl. der Basis v durch

die obere Dreiecksmatrix D. Dann gilt nach Korollar 13.11 die Beziehung
T = BMB~!, wobei B den Basiswechsel beschreibt. U

Korollar 55.11. Es sei M € Mat,,«,(C) eine quadratische Matriz mit kom-
plexen Eintrdgen. Dann ist M trigonalisierbar.

Beweis. Dies folgt aus Satz 55.10 und dem Fundamentalsatz der Algebra.
OJ

56. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEME

56.1. Lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffi-
zienten.

Es sei eine homogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizi-
enten gegeben, d.h.
v = Mv
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mit einer konstanten Matrix

ai;r a1 ... Qip
21 Q22 ... QAgp .

M = . . . . mit ai; € K.
an1 Gp2 ... Gpp

Wir lassen hier also auch den Fall zu, dass die Eintrige komplexe Zahlen sind.
Beim Auffinden der Losungen zu einer reellen Matrix ist es ndmlich hilfreich,
die reellen Zahlen als komplexe Zahlen aufzufassen, um dort Umformungen
durchzufiihren, die im Reellen nicht méglich sind. Die Losungen werden aber
nach wie vor auf reellen Intervallen definiert sein.

Ausgeschrieben liegt also das Differentialgleichungssystem

/
4 a11v1 + ...+ a1,

v, An1V1 + ..+ Apnn

vor. Solche Systeme lassen sich mit Hilfe der linearen Algebra auf ein System
von voneinander unabhéngigen inhomogenen linearen gewohnlichen Differen-
tialgleichungen zuriickfithren und damit 16sen. Das folgende einfache Lemma
gibt bereits einen deutlichen Hinweis dadrauf, dass lineare Eigenschaften der
Matrix M eng mit den Loésungen des Differentialgleichungssystems zusam-
menhéngen.

Lemma 56.1. Es sei
v = Mv
mit
M € Mat,,«, (K)

eine lineare gewdéhnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
und es sei u € K" ein Eigenvektor zu M zum Figenwert A € K. Dann st die

Abbildung

My,

R — K", t — ceMu =c : ,
At

( c € K) eine Lisung dieses Differentialgleichungssystems.

Beweis. Dies folgt direkt wegen

ceMuy

v'(t) = :
ceMu,

(ce’\tul)’

)\1.5 /
n
(ceMuy,)
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Un,
ceMuy
ceMu,,

g

Nun untersuchen wir systematisch, wie man Differentialgleichungssysteme
mit konstanten Koeffizienten 16st.

Lemma 56.2. Es sei
v = Mv
mit
M € Mat,,«, (K)

eine lineare gewohnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten,
es sei B € Mat,,x,,(K) eine invertierbare Matriz und es sei

N=BMB™".

Dann st

v:R— K" t— v(t),
genau dann eine Losung von v' = Mwv, wenn w = Bw eine Liosung der
Differentialgleichung w' = Nw ist.

Beweis. Es sei vorrausgesetzt, dass v" = Mw ist. Dann gelten fir w = Bv
mit B = (b;;);; die Gleichungen

w(t) =
(bnvl(t) + ...+ blnvn(t))/

(bnlvl(t) 4+ ...+ bnn”n( )),
bnvi(t) + ...+ ban;L(t)

br () + - .. + bt (2)
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n(t)
wi(t)
= BMB™! : ,
wy, (1)
so dass w die Differentialgleichung w’ = Nw 16st. Die inverse Transformation

zeigt, dass zu einer Losung von w’ = Nw die Abbildung B~'w eine Losung
fiir o' = Mw ist. O

Satz 56.3. Es sei
v = Mv
mit
M € Mat,,«,(C)

eine homogenes lineares gewdhnliches Differentialgleichungssystem mait kon-
stanten Koeffizienten. Dann ¢gibt es eine invertierbare Matrix B €
Mat,,«,(C) derart, dass das dquivalente Differentialgleichungssystem

w = Nw mit N = BMB™!

obere Dreiecksgestalt besitzt, also von der Form

w w
1 i1 Ci2 rr Cip !
Way ) W
. - 0 c2 - Cop
w/ . . . . )
n—1 0 0 n—1
w' Cnn W,

(mit ¢;; € C) ist. Dieses System lisst sich sukzessive von unten nach oben
mit dem Losungsverfahren fiir inhomogene lineare Differentialgleichungen in
einer Variablen losen. Wenn zusdtzlich Anfangsbedingungen v;(to) = a; fir
t=1,...,n gegeben sind, so ist die Losung eindeutig.

Beweis. Aufgrund von Korollar 55.11 ist die Matrix M trigonalisierbar, d.h.
es gibt eine invertierbare Matrix B € Mat,,«,(C) derart, dass
N =BMB™!

obere Dreiecksgestalt besitzt. Das lineare Differentialgleichungssystem w’ =
Nw besitzt also die angegebene Gestalt, und es ist wegen Lemma 56.2 dqui-
valent zum urspriinglichen System. Die letzte Zeile des neuen Systems, also

/
W, = CppnWny ,



155

ist eine lineare Differentialgleichung in einer Variablen, ihre Lésungen sind
wy(t) = aert. Die zweitletzte Zeile ist

/
Wy—1 = Cn—1n—1Wp-1 + Cp—1nWy ,

worin man die Losung fiir w,, einsetzen kann. Dann erhélt man eine inhomo-
gene lineare gewohnliche Differentialgleichung in der einen Variablen w,,_1,
die man mit dem angegebenen Losungsverfahren 16sen kann. Fiir die drittletz-
te Zeile sind dann w,,_; und w,, schon bekannt und dies fithrt wieder zu einer
inhomogenen linearen Differentialgleichung fiir w,,_5. So erhélt man sukzes-
sive eine Gesamtlosung (wy, ..., w,). Eine Anfangsbedingung fiir v/ = Mwv
iibersetzt sich direkt in eine Anfangsbedingung fiir w’ = Nw. In dem soeben
beschriebenen Losungsverfahren gibt es dann jeweils eine Anfangsbedingung
fiir die inhomogenen Differentialgleichungen, so dass die Losungen jeweils
eindeutig sind. O

Satz 56.4. FEs sei
v’ = Mwv
mat
M € Mat,,«,(R)
eine lineare gewdhnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
mit der Anfangsbedingung v(ty) = u € R™, to € R. Dann gibt es genau eine
auf R definierte Losung
v:R— R"

fiir dieses Anfangswertproblem.

Beweis. Aufgrund von Satz 56.3 gibt es eine eindeutige komplexwertige Los-
ung

v:R— C"
fiir dieses Differentialgleichungssystem. Da eine reellwertige Losung insbe-
sondere eine komplexwertige Losung ist, liegt Eindeutigkeit vor. Der Realteil
der komplexen Losung, also

Re (v) :R — R", t — Re (v(t)),
ist ebenfalls eine Losung dieses Systems. Wegen der Eindeutigkeit muss v =
Re (v) sein. O
Korollar 56.5. Es sei
v' = Mv
mat
M € Mat,,«,(K)

eine homogenes lineares gewdhnliches Differentialgleichungssystem mait kon-
stanten Koeffizienten. Dann ist die Menge der Losungen

v :K— K"

ein n-dimensionaler K- Vektorraum.
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Beweis. Dass der Losungsraum ein K-Vektorraum ist kann man direkt nach-
rechnen. Aufgrund von Satz 56.3 bzw. Satz 56.4 gibt es zu jedem Vektor

w e K"
genau eine Losung
¢ :R— K"
mit ¢(0) = w. Die Zuordnung, die einen Anfangswert w auf die Losung zu

diesem Anfangswertproblem abbildet, ist linear, so dass eine lineare Isomor-
phie zwischen K" und dem Loésungsraum vorliegt. U

Definition 56.6. Es sei
v = Mv
mit
M € Mat,«,(K)

eine homogenes lineares gewohnliches Differentialgleichungssystem mit kon-
stanten Koeffizienten. Dann heifit eine Basis des Losungsraumes ein Funda-
mentalsystem von Losungen dieses Systems.

Korollar 56.7. Es set
v = Mv
mat
M € Mat,«,(K)

eine lineare gewohnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.
Die Matrix M sei diagonalisierbar mit den Eigenvektoren uy, ..., u,. Dann
ist der Losungsraum der Differentialgleichung gleich

{ere™tuy 4. 4 cpe™t | ¢ € KY

wobei \; der Figenwert zu u; ist.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 56.1 und aus Korollar 56.5. U
Beispiel 56.8. Wir betrachten das lineare Differentialgleichungssystem

U1 / _ Ay U1

ve)  \O0 u) \wvy)~

Fiir v9(t) = 0 ergibt sich aus der ersten Zeile (bis auf skalare Vielfache) sofort
v = e, was insgesamt der Losung

Y
(o)
zum Eigenvektor (é) gemaf Satz 56.1 entspricht.

Sei nun v, # 0. Dann fiihrt die zweite Zeile zu v, = e, was wir Satz 56.3
entsprechend zu einer Gesamtlosung fortsetzen. Die erste Zeile lautet somit

vy = vy + yet.
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Die Losung des zugehorigen homogenen Gleichung ist ¢- e, so dass sich mit

der Variation der Konstanten der Ansatz vy (t) = c(t) - e mit
C’(t) = 7v- el‘t . ef/\t = - e(ﬂf)‘)t
ergibt.
Bei p = X ergibt sich ¢(t) = vyt und damit die zweite Fundamentallosung

o= ("5

Bei v # 0 gehort diese zweite Losung nicht zu einem Eigenvektor.

Bei p # A ergibt sich ¢(t) = ﬁe(“_’\)t und damit die zweite Fundamen-

tallosung
(t) = u‘j)‘ e‘ut o Mt MZA
v ot e e

Dies ist wieder eine Losung, die zu einem Eigenvektor gehort.

Beispiel 56.9. Wir betrachten die Bewegung eines Punktes auf der Geraden,
wobei die Lage des Punktes proportional zur auf ihn wirkenden Kraft (bzw.
Beschleunigung)) in Richtung des Nullpunkts sein soll. Wenn der Punkt sich
in R, befindet und sich in die positive Rechtung bewegt, so wirkt diese
Kraft bremsend, wenn er sich in die negative Richtung bewegt, so wirkt die
Kraft beschleunigend. Mit der Proportionalitéitskonstante 1 gelangt man zur
linearen Differentialgleichung (zweiter Ordnung)
y'=-y,

die diesen Bewegungsvorgang beschreibt. Als Anfangsbedingung wéhlen wir
y(0) = 0 und ¢/'(0) = v, zum Zeitpunkt 0 soll die Bewegung also durch den
Nullpunkt gehen und dort die Geschwindigkeit v besitzen. Man kann sofort
die Losung

y(t)=v-sint
angeben. Wir werden diese Losung mit den Losungsmethoden fiir lineare
Differentialgleichungen herleiten. Die Differentialgleichung fithrt zum linea-
ren Differentialgleichungssystem

Yo\ _ ((w ) _ (0 1) (w0
n ~Yo -1.0)\wi)"
Das charakteristische Polynom ist

v 1= (y—i)y+i),

und Eigenvektoren sind C) (zum Eigenwert ¢) und (_12) (zum FEigenwert

—i). Die allgemeine komplexe Losungen ist also nach Korollar 56.7 gleich

Yo(t) = cre” (1) + e (_11) ,
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wobei letztlich nur die erste Zeile interessiert. Die Anfangsbedingung fiithrt
zu

cit+c=0und ¢t —cot = v.

Also ist ¢z = —c¢; und ¢; = 5. Daher ist die Losung
v v ,
—e' — —e7" = p.sint
21 21

nach Satz 25.11.

Arbeitsblatter

31. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 31.1. Bestimme das Treppenintegral tiber [—3, +4] zur Treppen-
funktion, die durch

(5, falls —3<t< -2,

=3, falls —2<t< -1,

2o falls —1<t<—1,

ft) =413, fallst = —1,

m, falls —%<t<e,

0, fallse <t <3,

(1, falls 3 <t <4,

gegeben ist.

Aufgabe 31.2. Man gebe ein Beispiel fiir eine Funktion f :[a,b] — R an,
die nur endlich viele Werte annimmt, aber keine Treppenfunktion ist.

Aufgabe 31.3. Es seien
f7 g: [CL, b] — R
zwei Treppenfunktionen. Zeige, dass dann auch

(1) f+g,
(3) max (f,g),
(4) min (f,g),

Treppenfunktionen sind.
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Aufgabe 31.4. Es sei
fila,b] — R
eine Treppenfunktion und
g:le,d — R
eine Funktion mit f([a,b]) C [c,d]. Zeige, dass die Hintereinanderschaltung
g o f ebenfalls eine Treppenfunktion ist.

Aufgabe 31.5. Bestimme das bestimmte Integral

1
/ tdt
0

explizit iiber obere und untere Treppenfunktionen.

Aufgabe 31.6. Bestimme das bestimmte Integral

2
/ 3 dt
1

explizit iiber obere und untere Treppenfunktionen.

Aufgabe 31.7. Beweise durch Induktion die folgende Formel.

n

o nn+1)2n+1
D AR R 1)

=1

Aufgabe 31.8. Sei I = [a, b] ein kompaktes Intervall und sei
f:I—R

eine Funktion. Es gebe eine Folge von Treppenfunktionen (s, )neny mit s, < f
und eine Folge von Treppenfunktionen (t,),en mit ¢, > f. Es sei vorausge-
setzt, dass die beiden zugehorigen Folgen der Treppenintegrale konvergie-
ren und dass ihr Grenzwert iibereinstimmt. Zeige, dass dann f Riemann-
integrierbar ist und dass

b b b
lim,Hoo/ sp(x)de = / flz)dx = lim,Hoo/ to(z) dx

gilt.

Aufgabe 31.9. Sei [ ein kompaktes Intervall und sei

f:I—R
eine Funktion. Zeige, dass f genau dann Riemann-integrierbar ist, wenn es
eine Unterteilung a = ap < ay < --- < a,, = b gibt derart, dass die einzelnen

Einschrénkungen f; = f|j,_, «,) Riemann-integrierbar sind.
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Aufgabe 31.10. Es sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall und es seien
fyg:1 — R zwei Riemann-integrierbare Funktionen. Beweise die folgenden
Aussagen.

(1) Ist m < f(z) < M fiir alle = € I, so ist m(b—a) < [ f(t)dt <
M(b—a).

(2) Ist f(z) < g(x) fiir alle z € I, so ist fab f(t)dt < fabg(t) dt.

(3) Esist [V f(t) +g(t)dt = [* f(t)dt + [ g(t) dt.

(4) Fiir c € Rist [“(cf)(t)dt = c [7 f(t) dt.

Aufgabe 31.11. Es sei I = [a, b] ein kompaktes Intervall und f : I — R eine
Riemann-integrierbare Funktion. Zeige, dass

[ swas [ 1) a

gilt.
T v bary ;]
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Aufgabe 31.12. Bringe die Begriffe Steuersatz und Grenzsteuersatz mit
Treppenfunktionen und Treppenintegralen in Verbindung.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 31.13. (5 Punkte)
Man gebe ein Beispiel einer stetigen Funktion
f:la, b)) — R
und einer Treppenfunktion
g:le,d — R

mit f([a,b]) C [c,d] derart, dass die Hintereinanderschaltung g o f keine
Treppenfunktion ist.

Aufgabe 31.14. (4 Punkte)
Sei I ein kompaktes Intervall und sei
f:I—R

eine monotone Funktion. Zeige, dass f Riemann-integrierbar ist.

Aufgabe 31.15. (3 Punkte)

Bestimme das bestimmte Integral

b
/ 2 dt

in Abhéangigkeit von a und b explizit iiber obere und untere Treppenfunktio-
nen.

Aufgabe 31.16. (5 Punkte)

Bestimme das bestimmte Integral

7
/ —t3+3t2 — 2t + 5dt

2
explizit iiber obere und untere Treppenfunktionen.

Aufgabe 31.17. (3 Punkte)

Zeige, dass fiir die Funktion

1
10,1] — R, x —> —,
x

weder das Unterintegral noch das Oberintegral existiert.
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Aufgabe 31.18. (6 Punkte)

Zeige, dass fiir die Funktion

1
0,1] — R, 2 — —
]7] 7'%. \/E?

das Unterintegral existiert, aber nicht das Oberintegral.

Aufgabe 31.19. (8 Punkte)

Bestimme das bestimmte Integral

2

1
| g
1t

explizit iiber obere und untere Treppenfunktionen.

Aufgabe 31.20. (5 Punkte)
Wir betrachten die Funktion
f:00,1] — R, t — f(2),

0firt=20
t) = ’
1) {sin%fﬁrt%@.

Zeige, dass f Riemann-integrierbar ist, dass es aber keine Treppenfunktion
s mit der Eigenschaft gibt, dass |s(t) — f(¢)|< 3 fiir alle ¢ € [0, 1] ist.

Aufgabe 31.21. (6 Punkte)

Es sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und es seien f,g:1 — R zwei
Riemann-integrierbare Funktionen. Zeige, dass auch fg Riemann-integrierbar

ist.

32. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 32.1. Berechne das bestimmte Integral

/5x2+3x—4
—dx.
9 r—1
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Aufgabe 32.2. Bestimme die zweite Ableitung der Funktion

F(z) = / VIS — 13 1 2tdt .
0

Aufgabe 32.3. Es sei g : R — R eine differenzierbare Funktion und es sei
f iR — R eine stetige Funktion. Zeige, dass die Funktion
g9(z)

h(z) = F(t) dt

0
differenzierbar ist und bestimme die Ableitung davon.

Aufgabe 32.4. Es sei f:]0,1] — R eine stetige Funktion. Betrachte die
durch

a, = / Ft) dt
T
definierte Folge. Entscheide, ob diese Folge konvergiert und bestimme gege-
benenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 32.5. Es sei >~ a, eine konvergente Reihe von Elementen aus
dem Intervall [0,1] und f :[0,1] — R eine Riemann-integrierbare Funktion.
Zeige, dass dann die Reihe

g/o f(x)de

absolut konvergent ist.

Aufgabe 32.6. Sei f eine Riemann-integrierbare Funktion auf [a,b] mit
f(z) > 0 fiir alle x € [a,b]. Man zeige: Ist f stetig in einem Punkt ¢ € [a, 0]
mit f(c) > 0, dann gilt

/abf(x)dx>0.

Aufgabe 32.7. Man zeige, dass die Gleichung

/ dt =1
0

eine einzige Losung x € [0, 1] besitzt.
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Aufgabe 32.8. Seien

f’ g: [CL, b] — R
zwei stetige Funktionen mit der Eigenschaft

/f dx—/ o(z)dz .

Beweise, dass es ein x € [a,b] gibt mit f(x) = g(z).
Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 32.9. (3 Punkte)

Es seien

fig:la,b] — R
zwei stetige Funktionen und es sei g(t) > 0 fir alle ¢ € [a, b]. Zeige, dass es
dann ein s € [a,b] gibt mit

b b
/ F()g(t)dt = f(s) / g(t) dt

Aufgabe 32.10. (2 Punkte)

Bestimme den Flacheninhalt unterhalb des Graphen der Sinusfunktion zwi-
schen 0 und 7.

Aufgabe 32.11. (3 Punkte)

Berechne das bestimmte Integral

/7x3—2m2—x+5
dx .
1 r+1

Aufgabe 32.12. (3 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1

ViVl

Aufgabe 32.13. (4 Punkte)

Berechne den Fldcheninhalt der Flache, die durch die Graphen der beiden
Funktionen f und g mit

f(z) =2* und g(z) = —22% + 3z + 4

eingeschlossen wird.
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Aufgabe 32.14. (4 Punkte)
Wir betrachten die Funktion
fR— R t— f(t),

0ftrt=20
t) = ’
1) {sin%fﬁrt#@.

Zeige, unter Bezug auf die Funktion g(z) = 2? cos 1, dass f eine Stamm-

funktion besitzt.

Aufgabe 32.15. (5 Punkte)
Betrachte die durch

gegebene Folge. Zeige, dass diese Folge konvergiert und bestimme den Grenz-
wert.

(Verwende Eigenschaften der Wurzelfunktion.)

Aufgabe 32.16. (3 Punkte)

Sei
f:la, b)) — R

/f Ydz =0

fiir jede stetige Funktion g : [a,b] — R. Zeige f = 0.

stetig mit

Aufgabe 32.17. (5 Punkte)
Man gebe ein Beispiel fiir eine streng wachsende Funktion
f:00,1] — R,

derart, dass es keine (endliche) Zerlegung 0 = ag < a3 < -+ < a1 < a, =1
des Intervalls [0,1] gibt, so dass die Einschréankungen f|,, , 4, stetig sind.

Aufgabe 32.18. (6 Punkte)
Man gebe ein Beispiel fiir eine stetige, streng wachsende Funktion
f:0,1] —R

derart, dass es ein n € N gibt mit der Eigenschaft, dass das Treppenintegral
zur maximalen unteren Treppenfunktion zur dquidistanten Unterteilung in
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n Teilintervalle grofler ist als dasjenige zu n + 1 Teilintervallen (d.h. mehr
Teilungspunkte fithren zu einer schlechteren Approximation).

(Ignoriere zuerst die beiden Bedingungen stetig und streng.)

33. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 33.1. Berechne das bestimmte Integral

N
/ x sin 22 dx .
0

In den folgenden Aufgaben, bei denen es um die Bestimmung von Stamm-
funktionen geht, ist jeweils ein geeigneter Definitionsbereich zu wéhlen.

Aufgabe 33.2. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

tan x .

Aufgabe 33.3. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

2" In x.

Aufgabe 33.4. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
N
eve.

Aufgabe 33.5. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
3
x

et + 2

Aufgabe 33.6. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

sin? z

cos? x

Aufgabe 33.7. Es sei [ ein reelles Intervall und es sei
f:I—R

eine stetige Funktion mit der Stammfunktion F'. Es sei GG eine Stammfunktion
von F' und es seien b, ¢ € R. Bestimme eine Stammfunktion der Funktion

f@&) (bt +c)
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Aufgabe 33.8. Sei n € N,. Bestimme eine Stammfunktion der Funktion
R, — R, z — z'/",

unter Verwendung der Stammfunktion von z™ und Satz 33.5.

Aufgabe 33.9. Bestimme eine Stammfunktion des natiirlichen Logarithmus
unter Verwendung der Stammfunktion seiner Umkehrfunktion.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 33.10. (4 Punkte)
Berechne das bestimmte Integral fOS f(t)dt, wobei die Funktion f durch

t+1, falls 0 <t <2,

t2 —6t+ 11, falls2 <t <5,
6, falls 5 <t <6,

—2t+ 18, falls 6 <t <8,

ft) =

gegeben ist.

Aufgabe 33.11. (3 Punkte)
Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

22 cosx —a%-sinzx.

Aufgabe 33.12. (2 Punkte)
Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

arcsin z .

Aufgabe 33.13. (3 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
143z -2
Y —-22 -V -2

Aufgabe 33.14. (3 Punkte)
Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

sin (In ) .
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Aufgabe 33.15. (3 Punkte)
Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

(In(1+ sinx))- sin z .

Aufgabe 33.16. (4 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
22+ 1
(x+1)2°

T .

Aufgabe 33.17. (4 Punkte)
Es sei I ein reelles Intervall und es sei
f:I—R

eine stetige Funktion mit der Stammfunktion F'. Es sei GG eine Stammfunktion
von F und H eine Stammfunktion von GG. Es seien a, b, ¢ € R. Bestimme eine
Stammfunktion der Funktion

f(t)(at® + bt + ¢)

Aufgabe 33.18. (5 Punkte)

Es sei
¢ :le,d] — [a,b]
eine streng wachsende, bijektive Funktion und
fila,b] — R
eine Treppenfunktion.
a) Zeige, dass f o ¢ ebenfalls eine Treppenfunktion ist.

b) Sei nun ¢ zusétzlich differenzierbar. Bestétige die Gleichung

[ = [ s

direkt, ohne Bezug auf die Substitutionsregel.

Aufgabe 33.19. (5 Punkte)

Sei
g:R— R
eine stetige Funktion. Betrachte die Funktion

) = /0 sin(t)g(z — )dt, z € R.
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Zeige, dass f eine zweite Ableitung besitzt, und dass die folgende Beziehung
gilt:

"+f=y.
(Mit einer geeigneten Substitution kann man erreichen, dass die Variable x

nicht mehr als Argument der Funktion ¢ auftritt. Danach geht es darum,
geeignete trigonometrische Formeln anzuwenden.)

Aufgabe 33.20. (3 Punkte)
Es sei I C R ein Intervall. Zu einer stetig differenzierbaren Funktion
f . I — R+

heifit die Funktion ”
f
die logarithmische Ableitung von f. Zeige, dass die logarithmische Ableitung

einen Gruppenhomomorphismus
(01(17 R+)7 ) — (CO(Ia R)v +)
definiert.

Aufgaben zum Hochladen

Wie im letzten Semester wird es auch in diesem Semester vereinzelt Aufgaben
geben, bei denen graphisches Illustrationsmaterial angefertigt werden soll,
das das Skript bzw. die Kursseite verschonern soll. Die zu erzielenden Punkte
werden am Ende des Semesters gut geschrieben.

Aufgabe 33.21. (4 Punkte)

Man fertige eine Skizze an, die den Mittelwertsatz der Integralrechnung illu-
striert (mit flichengleichem Rechteck und Durchschnittshohe).

Aufgabe 33.22. (8 Punkte)

Man schreibe eine Computeranimation, die den Beweis des Hauptsatzes der
Infinitesimalrechnung illustriert (mit flichengleichen Rechtecken zu den be-
stimmten Integralen zur Intervalllinge h.).

Aufgabe 33.23. (4 Punkte)

Man fertige eine Skizze an, die den geometrischen Hintergrund zur Berech-
nung der Stammfunktion einer Umkehrfunktion illustriert.



170

34. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

3X544X4_9X245X—6
X3 :

Aufgabe 34.1. Bestimme die Partialbruchzerlegung von

Aufgabe 34.2. Es sei K ein Korper und seien S, Q) € K[X] zwei Polynome
mit grad (Q)) > 1. Zeige, dass es ein n € N und eine eindeutige Darstellung

mit Polynomen R; vom Grad < grad (@) gibt.

Aufgabe 34.3. Bestimme die Koeffizienten in der Partialbruchzerlegung in
Beispiel 34.6 durch Einsetzen von einigen Zahlen fiir X.

Aufgabe 34.4. Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung

1
VON S5y -

Aufgabe 34.5. Bestimme die komplexe Partialbruchzerlegung von ﬁ

Aufgabe 34.6. Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung

1
VON S35y

Aufgabe 34.7. Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung
X34+4X247

von X2_x_9

Aufgabe 34.8. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1
245"

Aufgabe 34.9. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1

x2—5"

Aufgabe 34.10. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1
202+ —1°
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Aufgabe 34.11. Es sei

f:la,b] — [e,d]
eine bijektive, stetig differenzierbare Funktion. Man beweise die Formel fiir
die Stammfunktion der Umkehrfunktion, indem man fiir das Integral

/a )y

die Substitution y = f(z) durchfithrt und danach partiell integriert.
Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 34.12. (4 Punkte)
Schreibe die rationale Funktion
203 —4x® +5xr — 1
4 + 3

in der neuen Variablen v = 42 + 3. Berechne die Stammfunktion iiber die
reelle Partialbruchzerlegung und iiber die Substitution u = 4x + 3.

Aufgabe 34.13. (4 Punkte)

Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung von ﬁ
Aufgabe 34.14. (4 Punkte)

Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung von

1
X(X-D(X-2)(X-3)"

Aufgabe 34.15. (4 Punkte)
Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung von

X7+ X*4-5X+43
X8+X6_X4_X2 .

Aufgabe 34.16. (4 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1

1+ a4

Aufgabe 34.17. (5 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
3r —5
(22422 +7)%
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Aufgabe 34.18. (1 Punkt)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
728 — 182° 4+ 8x3 — 922 + 2
7 — 30 + 224 — 33+ 20 —5

35. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 35.1. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
62t + 6t + 1
et —1

Aufgabe 35.2. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1
sinh ¢

Aufgabe 35.3. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
In 2z

xlndzx’

Aufgabe 35.4. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

1

sin® z

Aufgabe 35.5. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
2 —cosT
2+ cosx

Aufgabe 35.6. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

cos (2) sin? (z) .

Aufgabe 35.7. Zeige, dass die in Lemma 35.4 verwendeten Substitutionen

sin t = 1_2fs s und cost = L‘L—ji die Kreisgleichung z? + y? = 1 erfiillen.

Aufgabe 35.8. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

V3x2 +4r — 2.
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Aufgabe 35.9. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1

V2 —2r+2

Aufgabe 35.10. Erstelle ein Abbildungsdiagramm, das aufzeigt, wie sich
eine rationale Funktion in den trigonometrischen Funktionen als eine zusam-
mengesetze Funktion ergibt.

Aufgabe 35.11. Zeige, dass die Hintereinanderschaltung von zwei rationa-
len Funktionen wieder rational ist.

Aufgabe 35.12. Berechne die Hintereinanderschaltungen fog und go f der
beiden rationalen Funktionen

2% — 4 + 3 r+1
f(x):Tundg(m)=x2_4.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 35.13. (4 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
2t 4 3t
et —1 7

Aufgabe 35.14. (3 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1

cosh z + sinh? z

Aufgabe 35.15. (3 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1
9a® + 4a—*
mit a > 1.

Aufgabe 35.16. (4 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1

sin (3x) cos () |
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Aufgabe 35.17. (6 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1

zv/—a22+5x—6

Aufgabe 35.18. (6 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

(Va2 +z+ 1P +43Va? + 2+ 1 - 3avaz? + o+ 1
Vit +1 '

Aufgabe 35.19. (5 Punkte)
Es sei
f . [0, 1] — R+

eine differenzierbare Funktion mit f/(x) > 0 fiir x > 0. Fiir welche Punkte t €
0, 1] besitzt der Flicheninhalt der schraffierten Fléche ein lokales Extremum?
Handelt es sich dabei um ein Minimum oder um ein Maximum?

1]
y=f(x)

36. ARBEITSBLATT

Aufwarmaufgaben

Aufgabe 36.1. Bestimme, fiir welche a € R die Funktion
2
a —> / at? — a*tdt
-1

ein Maximum oder ein Minimum besitzt.
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Aufgabe 36.2. Nach neuesten Studien zur Aufnahmefidhigkeit von durch-
schnittlichen Studierenden wird die Aufmerksamkeitskurve am Tag durch
8,18] — R, z +— f(x) = —2? + 25z — 100,

beschrieben. Dabei ist = die Zeit in Stunden und y = f(x) ist die Aufnah-
mefiahigkeit in Mikrocreditpoints pro Sekunde. Wann muss man eine ein ein-
halb stiindige Vorlesung ansetzen, damit die Gesamtaufnahme optimal ist?
Wieviele Mikrocreditpoints werden dann in dieser Vorlesung aufgenommen?

Aufgabe 36.3. Betrachte die Funktionenfolge

fn:]0,1] — [0, 1], z —> ™.
Berechne die Grenzfunktion, deren Integral (wenn es existiert), die Integrale
fol fn(t) dt und deren Grenzwert fiir n — oc.

Aufgabe 36.4. Sei [ ein Intervall, r ein Randpunkt von I und
f:I—R

eine stetige Funktion. Zeige, dass die Existenz des uneigentlichen Integrals

/a ") dt

nicht vom gewéhlten Startpunkt a € I abhéngt.

Aufgabe 36.5. Sei I =|r, s| ein beschrénktes offenes Intervall und
f:I—R

eine stetige Funktion, die sich auf [r,s| stetig fortsetzen lasst. Zeige, dass
dann das uneigentliche Integral

| sty

T

existiert.

Aufgabe 36.6. Formuliere und beweise Rechenregeln fiir uneigentliche In-
tegrale.

Aufgabe 36.7. Diskutiere die Aufgaben 31.17 und 31.18 auf der Grundlage
des Vergleichskriteriums.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 36.8. (4 Punkte)
Untersuche die Funktionenfolge

fn 1 Rso — Ry
mit

ner + xe= %

fn(f) - n—+x

auf punktweise Konvergenz und gleichméflige Konvergenz und bestimme ge-
gebenenfalls die Grenzfunktion.
Bestimme ferner .

lim [ (24 1)fu(z)dz.

n—oo 0

Aufgabe 36.9. (4 Punkte)
Man gebe ein Beispiel fiir eine Folge von stetigen Funktionen
fn : [O, ]_] — ]RZO’

die punktweise gegen die Nullfunktion konvergiert, wo aber fol falt)dt =1
ist fiir alle n € N.

Aufgabe 36.10. (8 Punkte)
Man betrachte die Funktion

f:[0,1] — R,
die durch

—xIn(x) falls x # 0,
flay =4 ) ’
0 falls x = 0.

gegeben ist.
a) Zeige, dass f stetig ist und dass 0 < f(z) < 2 fiir alle z € [0, 1] gilt.

b) Man zeige, dass die Funktionenfolge
k

—zln(x))"
(o) = 3o =
n=0 :
auf [0, 1] gleichméfBig konvergiert.
c) Beweise
! m n (_1)n+mn[
/0 (—:L‘) (ln .73) dxz W

fir alle m > n.
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d) Summiere die Reihe in b) und folgere

o0

1
1
“Tdx = - .
/09“” ! Z(ml)nﬂ

n=0

Aufgabe 36.11. (5 Punkte)

Entscheide, ob das uneigentliche Integral

[ wrm

existiert und berechne es im Falle der Existenz.

Aufgabe 36.12. (5 Punkte)
Man gebe ein Beispiel fiir eine unbeschréankte, stetige Funktion
f :RZO — RZO

derart, dass das uneigentliche Integral [;° f(t)dt existiert.
Aufgabe zum Hochladen

Aufgabe 36.13. (4 Punkte)

Man fertige eine Skizze an, die die eulersche Konstante als einen Fléchenin-
halt erkennbar macht.

37. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 37.1. Entscheide, ob das uneigentliche Integral

/°° 2 —3r+5 p
x
1 4223+ 5+ 8

existiert.

Aufgabe 37.2. Bestimme das uneigentliche Integral

/ e tdt.
0
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Aufgabe 37.3. Sei x € R und betrachte die Funktion
iRy — R t— f(t) =te".

Bestimme die Extremwerte dieser Funktion.
Aufgabe 37.4. Begriinde, warum die Fakultatsfunktion stetig ist.

Aufgabe 37.5. Zeige, dass fiir die Fakultéatsfunktion fiir k& € N die Beziehung

2%k — 1 1‘[1‘“:1(22'—1).\/7_r

Fak ( 5 )= o

gilt.

Aufgabe 37.6. Wie sieht der Graph einer Abbildung
RxR—R

aus, die nur von einer Variablen abhéngt.

Aufgabe 37.7. Lose das Anfangswertproblem
y = sint mit y(r) = 7.

Aufgabe 37.8. Lose das Anfangswertproblem
y = 3t> — 2t + 5 mit y(3) = 4.

Aufgabe 37.9. Finde alle Losungen zur gewohnlichen Differentialgleichung
/
y=y.

Aufgabe 37.10. Man mache sich anschaulich und mathematisch klar, dass
bei einer ortsunabhéngigen Differentialgleichung der Abstand zwischen zwei
Losungen y; und y, zeitunabhéngig ist, d.h. dass y;(t) — y2(t) konstant ist.

Man gebe ein Beispiel, dass dies bei zeitunabhéngigen Differentialgleichungen
nicht der Fall sein muss.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 37.11. (2 Punkte)

Entscheide, ob das uneigentliche Integral

/— V
d

existiert und berechne es im Falle der Existenz.

Aufgabe 37.12. (4 Punkte)
Entscheide, ob das uneigentliche Integral

/°° 2> =32 +5 p
x
1 x4+ 223+ 5+ 8

existiert.

Aufgabe 37.13. (5 Punkte)

Entscheide, ob das uneigentliche Integral
/ sin x gt
0 x

(Versuche nicht, eine Stammfunktion fiir den Integranden zu finden.)

existiert.

Aufgabe 37.14. (2 Punkte)
Zeige, dass fiir die Fakultatsfunktion die Beziehung

Fak (z) = /01(— In ¢)” dt

gilt.

Aufgabe 37.15. (3 Punkte)

Finde eine Losung zur gewohnlichen Differentialgleichung

y=t+y.
Aufgabe 37.16. (4 Punkte)
Lose das Anfangswertproblem
t3
y = mit y(1) = 2.

2 +1
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Kollektivaufgabe

Auf vielfiltigen Wunsch hin darf in der Testklausur 1 eine in Wikiversity zu
erstellende gemeinsame Formelsammlung verwendet werden. Dadurch soll
das Gedéchtnis fiir Wichtigeres geschont werden. Sie ist aber nicht dafiir ge-
dacht, grundlegende theoretische Zusammenhénge, die jeder Mathematiker
wissen muss, extern abzuspeichern (also bspw. Substitutionsregel u. A) Die
Formelsammlung darf lediglich konkrete numerische Beziehungen enthalten,
aber keine Definitionen oder Sétze. Einzelheiten sind verhandelbar, Akkre-
ditierung durch den Dozenten.

38. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 38.1. Finde samtliche Losungen der gewohnlichen Differentialglei-
chung
/

y:_g
;e

Aufgabe 38.2. Finde sdmtliche Losungen der gewohnlichen Differentialglei-
chung

/

v
y_tQ'

Aufgabe 38.3. Finde sdmtliche Losungen der gewohnlichen Differentialglei-
chung

y =€y.

Aufgabe 38.4. Finde die Losungen der inhomogenen linearen Differential-
gleichung

y=y+T7.

Aufgabe 38.5. Finde die Losungen der inhomogenen linearen Differential-
gleichung

oyt sinh ¢

vy cosh® ¢
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Aufgabe 38.6. Es sei

Y =g(t)y
eine homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung mit einer unendlich
oft differenzierbaren Funktion g und es sei y eine differenzierbare Lsung.

a) Zeige, dass y ebenfalls unendlich oft differenzierbar ist.

b) Es sei y(ty) = 0 fiir einen Zeitpunkt . Zeige unter Verwendung von
Wiederholertutorium, Aufgabe 2.3, dass y™ (t,) = 0 fiir alle n € N gilt.

Die folgende Aussage nennt man das Superpositionsprinzip fiir inhomoge-
ne lineare Differentialgleichungen. Es besagt insbesondere, dass die Diffe-
renz zweier Losungen einer inhomogenen linearen Differentialgleichung eine
Losung der zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichung ist.

Aufgabe 38.7. Es sei I C R ein reelles Intervall und seien
g, hl, hg I — R

Funktionen. Es sei y; eine Losung der Differentialgleichung ' = g(t)y + hq(t)
und es sei y, eine Losung der Differentialgleichung v’ = g(t)y + ha(t). Zeige,
dass dann y; + y- eine Losung der Differentialgleichung

Y = g(t)y + ha(t) + ha(t)

ist.
Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 38.8. (2 Punkte)

Bestitige durch Nachrechnen, dass die in Beispiel 38.7 gefundenen Funktio-
nen

t—1
t)=c
y(?) t+1
die Differentialgleichung
v =y/(t*=1)
erfiillen.
Aufgabe 38.9. (2 Punkte)
Es sei
f:I—R

eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall I C R. Finde eine homo-
gene lineare gewohnliche Differentialgleichung, fiir die f eine Losung ist.
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Aufgabe 38.10. (3 Punkte)

Finde séamtliche Losungen der gewohnlichen Differentialgleichung

J =Y
2 -3
Aufgabe 38.11. (5 Punkte)
Lose das Anfangswertproblem
t :
y = gy mit y(3) = 7.

Aufgabe 38.12. (3 Punkte)
Finde die Losungen der inhomogenen linearen Differentialgleichung

Y =y+e —de 4+ 1.

Aufgabe 38.13. (5 Punkte)
Finde die Losungen der inhomogenen linearen Differentialgleichung
, Y n 3 —2t+5 '

y=1 23

39. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 39.1. Skizziere die zugrunde liegenden Vektorfelder der Differen-
tialgleichungen
1
v =~y =ty und y = —ty°
Y
sowie die in Beispiel 39.6, Beispiel 39.7 und Beispiel 39.8 angegebenen
Losungskurven.

Aufgabe 39.2. Bestétige die in Beispiel 39.6, Beispiel 39.7 und Beispiel 39.8
gefundenen Losungskurven der Differentialgleichungen

/

1
y ==,y =ty und y = —ty°
y

durch Ableiten.
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Aufgabe 39.3. Interpretiere eine ortsunabhéingige Differentialgleichung als
eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen anhand des Lésungsan-
satzes fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 39.4. Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
v =y,
mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 39.5. Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
I oY
y =e7,

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 39.6. Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
1

siny ’

/

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 39.7. Lose die Differentialgleichung
y =ty
mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 39.8. Betrachte die in Beispiel 39.9 gefundenen Lésungen

9
yt) = 1 + exp (—st)

der logistischen Differentialgleichung.

a) Skizziere diese Funktion (fiir geeignete s und g).

b) Bestimme die Grenzwerte fiir t — oo und ¢ — —o0.
c¢) Studiere das Monotonieverhalten dieser Funktionen.

d) Fiir welche ¢ besitzt die Ableitung von y(t) ein Maximum (Fiir die Funk-
tion selbst bedeutet dies einen Wendepunkt, man spricht auch von einem
Vitalititsknick)

e) Uber welche Symmetrien verfiigen diese Funktionen?
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 39.9. (3 Punkte)

Zeige, dass eine Differentialgleichung der Form
Yy =g(t) y*
mit einer stetigen Funktion
g:R— R, t—g(t),

auf einem Intervall I’ die Losungen

besitzt, wobei G eine Stammfunktion zu g mit G(I') C R sei.

Aufgabe 39.10. (3 Punkte)

Bestimme alle Lésungen der Differentialgleichung
y =ty’, y>0,

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 39.11. (4 Punkte)

Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
y =t y>0,

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 39.12. (5 Punkte)

Es sei I = [a, b] ein beschrinktes Intervall und es sei
f:]a,b|— R

eine stetige Funktion. Es sei (,,),en eine fallende Folge in I mit dem Grenz-
wert a und (y,)nen eine wachsende Folge in I mit dem Grenzwert b. Es sei

vorausgesetzt, dass das uneigentliche Integral fab f(t) dt existiert. Zeige, dass

die Folge
Yn
w, = / oL

gegen das uneigentliche Integral konvergiert.
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40. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 40.1. Bestimme die Ableitung der Funktion

fR—R tr—— f(t)=(#*—sint,e " +2t° ¢ sinh t + ),

241
in jedem Punkt ¢ € R.

Aufgabe 40.2. Skizziere die Bilder und die Graphen der folgenden Kurven
im R2.

Aufgabe 40.3. Sei V ein euklidischer Vektorraum und v,w € W. Zeige,
dass die Abbildung

fTR—V t+— tv+w,
differenzierbar ist mit der Ableitung f'(t) = v.

Aufgabe 40.4. Es sei [ ein reelles Intervall und V ein euklidischer Vektor-
raum. Es seien

frg: 1 —V

zwel in tg € I differenzierbare Kurven und es sei
h:I — R
eine in ¢y differenzierbare Funktion. Zeige, dass folgende Aussagen gelten.
(1) Die Summe
Frgil — Vb f(t) +g(t),
ist in ¢y differenzierbar mit

(f +9)(to) = f'(to) + ¢'(to) -
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(2) Das Produkt
hf: I — V, t— h(t)f(t),
ist differenzierbar in ¢y mit
(R f)'(to) = h(to) f'(to) + I (to) f (to) -

Insbesondere ist fiir ¢ € R auch cf differenzierbar in ¢, mit

(cf) (to) = cf'(to) .

(3) Wenn h nullstellenfrei ist, so ist auch die Quotientenfunktion

! f(@)
n A — V t— m,
in tq differenzierbar mit
f h{to) f'(to) — W(to) f(to)

(E),(to) = (h(to))2

Die folgenden Aufgaben wiederholen wichige Eigenschaften von euklidischen
Vektorraumen.

Aufgabe 40.5. Man beweise das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfah-
ren. Das besagt, dass man in einem euklidischen Vektorraum aus einer gege-
benen Basis vy, . .., v, eine Orthonormalbasis u1, ..., u, basteln kann derart,
dass die erzeugten Unterrdume

<U1,...,’Ui> = <U1,...,Ui>

iibereinstimmen fiir alle i = 1,...,n.

Aufgabe 40.6. Sei V' ein Vektorraum iiber R mit einem Skalarprodukt
(—,—) und der zugehorigen Norm || — ||. Zeige, dass die sogenannte Par-

9

allelogrammgleichung
lo+w|® +[lv—w|=2[v]|]* +2 || w]]*
gilt.

Aufgabe 40.7. Es seien (Vi, (—, —)1) und (V3, (—, —)2) zwei euklidische Vek-
torrdume. Zeige, dass durch

((v1,v2), (w1, we)) := (v, w1)1 + (V2, Wa)s

ein Skalarprodukt auf dem Produktraum V; x V5, definiert wird.
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Aufgabe 40.8. Sei (X, d) ein metrischer Raum, sei ' C X eine Teilmenge
und sei a € X ein Beriihrpunkt von 7. Es sei

f:r—YV

eine Abbildung in einen euklidischen Vektorraum V mit den Komponenten-
funktionen

fiooo s fu: X —R
bzgl. einer Basis von V. Zeige, dass der Limes
lim, ,, f(x)
genau dann existiert, wenn samtliche Limiten
lim, ., f;(z)

existieren.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 40.9. (3 Punkte)

Das Bild der durch
R — R?, t — (12,1%),

definierten Kurve heiit Neilsche Parabel. Zeige, dass ein Punkt (z,y) € R?
genau dann zu diesem Bild gehoért, wenn er die Gleichung 2 = 3? erfiillt.

Aufgabe 40.10. (4 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung

f:R— S CR?
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die einem Punkt ¢ € R den eindeutigen Schnittpunkt der durch die beiden
Punkte (¢,1) und (0, —1) gegebenen Geraden G; mit dem Einheitskreis

St ={(z,y) e R?|2” +y* =1}

zuordnet. Zeige, dass diese Abbildung wohldefiniert ist und bestimme die
funktionalen Ausdriicke, die diese Abbildung beschreiben. Zeige, dass f dif-
ferenzierbar ist. Ist f injektiv, ist f surjektiv?

Aufgabe 40.11. (3 Punkte)
Fiir welche Punkte ¢ € R ist der Abstand der Bildpunkte der Kurve

R — R? t+— (2sint,3 cos t),

zum Nullpunkt (0,0) maximal, fiir welche minimal?

Aufgabe 40.12. (4 Punkte)
Betrachte die Kurve

f:R— R* x+— (2% — x,2° 4 sinh x, sin (2?)).

a) Bestimme die Ableitung von f in jedem Punkt z.

b) Bestimme die Komponentenfunktionen von f bzgl. der neuen Basis
(1,0,3),(2,4,6),(1,—1,0)
von R3.

c¢) Berechne die Ableitung in der neuen Basis direkt und mit Hilfe von Lemma
40.8.

Aufgabe 40.13. (4 Punkte)
Sei P € R" ein Punkt und sei I =] — 1, 1[. Wir betrachten die Menge

M ={f:1— R"| f differenzierbar, f(0) = P}.

Wir nennen zwei Kurven f,g € M tangential dquivalent, wenn f'(0) = ¢’(0)
1st.

a) Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation ist.

b) Finde den einfachsten Vertreter fiir die Aquivalenzklassen.

¢) Man gebe fiir jede Klasse einen weiteren Vertreter an.

d) Beschreibe die Menge der Aquivalenzklassen (also die Quotientenmenge).
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41. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 41.1. Seien v,w € R". Bestimme die Lénge der affin-linearen
Kurve

[a,b] — R™, t — tv + w.

Aufgabe 41.2. Sei
f:la,b) — R"
eine Kurve und ¢ € [a,b]. Zeige, dass f genau dann rektifizierbar ist, wenn

die beiden Einschriankungen von f auf [a, ¢| und auf [c, b] rektifizierbar sind,
und dass in diesem Fall

Lo(f) = Ly(f) + Le(f)
gilt.

Aufgabe 41.3. Bestimme die Lénge der differenzierbaren Kurve
fR—R, o+ 2®—52%+3z -2,

von —5 nach 5.

Aufgabe 41.4. Bestimme die Lange der durch
R — R? t+—— (cost,sint,t),

gegebenen Schraubenlinie fiir t zwischen 0 und b, wobei b € R..
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Aufgabe 41.5. Wir betrachten die Kurve
R — R? ¢t (12 — 1,85 — ).

a) Zeige, dass die Bildpunkte (z,y) der Kurve die Gleichung
V2 = a? 4+ o
erfiillen.

b) Zeige, dass jeder Punkt (x,y) € R* mit y? = 2? + 2* zum Bild der Kurve
gehort.

c) Zeige, dass es genau zwei Punkte ¢; und ¢, gibt mit identischem Bildpunkt,
und dass ansonsten die Abbildung injektiv ist.

Aufgabe 41.6. Bestimme die Lénge der Neilschen Parabel
R — R? t — (£2,17),

von 0 bis b, wobei b € R..

Aufgabe 41.7. Bestimme die Lange des Graphen des cosinus hyperbolicus
cosh ¢t von a nach b.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 41.8. (3 Punkte)
Es sei [a, b] ein kompaktes Intervall und
f:la,b) — R"

eine Abbildung. Zeige, dass f genau dann rektifizierbar ist, wenn samtliche
Komponentenfunktionen rektifizierbar sind.

Aufgabe 41.9. (3 Punkte)
Bestimme die Lange der differenzierbaren Kurve
45 4

_)7

R— R t+— (=, —
f Y (37577

von a nach b.

Aufgabe 41.10. (4 Punkte)

Bestimme die Lénge der Schleife der differenzierbaren Kurve (siehe Aufgabe
41.5)
fR—R t— (2= 1,85 —1).
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Aufgabe 41.11. (5 Punkte)

Bestimme die Léange des Graphen der Exponentialfunktion exp ¢ von a
nach b.

42. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 42.1. Bestimme die Richtungsableitung der Funktion

K? — K, (z,y) — zy,
im Punkt in Richtung
im Punkt (0,0) in Richtung

) (0,0) (
) (0,0) (
) im Punkt (1,0) in Richtung (
) (1,0) (
) (2,3) (—1
) (3,7) (

Y Y

(@,

1,0),
2,5),
1,0),
0,1)

im Punkt in Richtung
im Punkt in Richtung
im Punkt in Richtung (5,

Y 9

| 1,0),
—4).

Y

Aufgabe 42.2. Sei
fK—K
eine Funktion. Zeige, dass f in einem Punkt P € K genau dann differen-

zierbar ist, wenn f in P in Richtung 1 differenzierbar ist, und dass dann die
Gleichheit

(D1f)p = f'(P)
gilt.

Aufgabe 42.3. Es seien V und W euklidische Vektorrdume, G C V offen,
PeGundveV. Es sei

po:G— W
eine Abbildung. Zeige, dass die Richtungsableitung (D,p)p im Punkt P ge-
nau dann existiert, wenn die Kurve

I — W, t— o(P +tv),

in t = 0 differenzierbar ist. Wie muss dabei das Intervall I gew&hlt werden?

Aufgabe 42.4. Bestimme, fiir welche Punkte P € R™ und welche Richtun-
gen v € R" die Richtungsableitung der euklidischen Norm

R" — R, (z1,...,2,) —> /23 + ...+ 22,

existiert.
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Aufgabe 42.5. Es seien V und W reelle endlichdimensionale Vektorrdume,
G C V offen und v € V ein Vektor. Es bezeichne C}(G, W) die Menge aller
in Richtung v differenzierbaren Abbildungen von G nach W. Zeige, dass die
Abbildung

Cy(G, W) — Abb(G, W), ¢ = (D).,

linear ist.

Aufgabe 42.6. Untersuche die Funktion
f :Rz —>R7 (I,y) |—>$2 _y27

im Nullpunkt (0, 0) auf Richtungsableitungen. Man entscheide fiir jede Gera-
de G durch den Nullpunkt, ob die Einschrinkung von f auf G' im Nullpunkt
ein Extremum besitzt.

Aufgabe 42.7. Zeige, dass eine polynomiale Funktion
K" —K, (z1,...,2,) — f(z1,..., %),

stetig ist.

Aufgabe 42.8. Es sei
f K" — K"
eine Abbildung, die in jeder Komponente polynomial sei und sei
g: K" —K
eine polynomiale Funktion. Zeige, dass dann auch die Hintereinanderschal-
tung g o f eine polynomiale Funktion ist.

Aufgabe 42.9. Sei n € N. Zeige, dass die Determinante
K™ 2 Matyxn(K) — K, M — det M,

eine polynomiale Funktion ist.
Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 42.10. (4 Punkte)
Bestimme die Richtungsableitung der Funktion
K* — K, (2,9) — 2% sin y — ey — 1z,
(1) im Punkt (0,0) in Richtung (1,0),

(0,0
(2) im Punkt (0,0) in Richtung (0, 1),
(3) im Punkt (0,0) in Richtung (2,0),
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(4) im Punkt (0,0) in Richtung (1, —3),
(5) im Punkt (1,1) in Richtung (1,1),
(6) im Punkt (1,0) in Richtung (-1, 3),
(7) im Punkt (5,7) in Richtung (1,0),
(8) im Punkt (1,0) in Richtung (5,7).

Aufgabe 42.11. (5 Punkte)

Bestimme die Richtungsableitungen der Funktion

T1 Tn

K" — K, (z1,...,2,) — "2,
in einem Punkt
a=(ay,...,a,)
in Richtung
v=(v1,...,0,).

Aufgabe 42.12. (3 Punkte)

Zeige, unter Verwendung von Aufgabe 42.11, dass zu einer polynomialen
Funktion

0 : K" — K, (21,...,2,) — @(x1,...,2,),
zu einer fixierten Richtung v € K" die Richtungsableitung D,y existiert und
selbst polynomial ist.

Aufgabe 42.13. (5 Punkte)

Es sei
¢:R— R"
eine differenzierbare Kurve und es sei
fR"—R

eine stetige Funktion, fiir die die Richtungsableitung in jede Richtung exi-
stiert. Sei t € R. Zeige, dass

(fow)(t) = (Dewf)ew
gilt.

Aufgabe 42.14. (5 Punkte)
Seien D, E, F metrische Rdume und sei
h:D—F

eine stetige Abbildung. Es sei P € D ein Beriithrpunkt von D \ {P} und
h(P) = @Q € E ein Beriihrpunkt von E \ {Q}. Es sei

9:D\{Q} — F
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eine Abbildung und es sei vorausgesetzt, dass

existiert. Zeige, dass dann auch

lim, ,p g(h(zx))

existiert und mit lim, ,g ¢g(y) tibereinstimmdt.

43. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 43.1. Bestimme die Jacobi-Matrix der Abbildung
K? — K2, (z,y) — (2%y — 2%, 2*y* — 3zy® + 5y).

Aufgabe 43.2. Bestimme die Jacobi-Matrix der Abbildung

K* — K2, (2,9, 2) — (2%y2® — sin 2, exp (z'y) — 22°2° cos (zy?2) ).

Aufgabe 43.3. Bestimme die Jacobi-Matrix der Abbildung
x
{(ﬂf,y) S K2| » Y 7& 0} — Ka (xvy) — 5

Aufgabe 43.4. Bestimme sédmtliche hohere Richtungsableitungen der Ab-
bildung

K2 — K; (.’L'7 y) — :E2y3 - $3y>
die sich mit den beiden Standardrichtungen (1,0) und (0, 1) ausdriicken las-
sen.

Aufgabe 43.5. Zeige, dass eine Polynomfunktion f:K" — K beliebig oft
stetig differenzierbar ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 43.6. (3 Punkte)

Bestimme die Jacobi-Matrix der Abbildung

K3 — K3, (2,4, 2) — (sin 2y, 2%y®2* — y sinh 2z, 2y*z + 5).
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Aufgabe 43.7. (3 Punkte)
Bestimme die Jacobi-Matrix der Abbildung
K? — K, (z,y) — zy® — 2%y* — 4°.

Berechne die Richtungsableitung dieser Abbildung in einem Punkt (z,y) in
Richtung (2,5). Bestétige, dass sich diese Richtungsableitung auch ergibt,
wenn man die Jacobi-Matrix auf den Vektor (2,5) anwendet.

Aufgabe 43.8. (4 Punkte)

Sei

f K" —K
eine Polynomfunktion. Zeige, dass es ein k € N gibt derart, dass séamtliche
k-ten Richtungsableitungen null sind.

Aufgabe 43.9. (4 Punkte)
Es seien V und W euklidische Vektorrdume, G C V offen und
o:G— W

eine n-mal stetig differenzierbare Abbildung. Es sei vy, ..., v, eine Auswahl
von n Vektoren aus V. Zeige, dass dann fiir jede Permutation o € 5,, die

Gleichheit
D, (...Dy,(Dy, ) = Dva(n>(-"Dvc,(g)(Dva(l)‘P))
gilt.

44. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 44.1. Sei ¢ : V — W konstant mit ¢(v) =w € W fiir alle v € V.
Zeige, dass ¢ differenzierbar ist mit totalem Differential 0.

Aufgabe 44.2. Es seien V und W endlichdimensionale K-Vektorrdume und
G C V eine offene Teilmenge. Es sei ¢ : G — W im Punkt P € G differen-
zierbar mit dem Differential (Dyp)p. Zeige, dass fiir alle a € K die Beziehung

(D(ap))p = a(Dg)p
gilt.

Aufgabe 44.3. Leite aus der allgemeinen Kettenregel die Kettenregel fiir
Funktionen in einer Variablen ab.
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Aufgabe 44.4. Sei I C R ein Intervall, W ein reeller Vektorraum und
o: I — W

eine differenzierbare Kurve. Zeige, dass zwischen dem totalen Differential und
der Kurven-Ableitung die Beziehung

(Dp)p(1) = ¢'(P)
besteht.

Aufgabe 44.5. Berechne fiir die Addition
+:K* — K, (z,y) — 2 + v,
und fiir die Multiplikation
K=K, (2,y) — -y,
das totale Differential.

Aufgabe 44.6. Bestimme das totale Differential fiir die Abbildung

K? — K, (z,y) — z%°.

Aufgabe 44.7. Seien V, Wi und W5 drei K-Vektorrdume.

(1) Seien Ly :V — Wi und Ly :V — W, zwei K-lineare Abbildungen.
Zeige, dass dann auch die Abbildung

Ly X Ly .V — Wy x Wy, v— (L1(v), Lay(v)),

K-linear ist.
(2) Seien f; :V — Wi und fy:V — W, zwei im Punkt P € V differen-
zierbare Abbildungen. Zeige, dass dann auch die Abbildung

f = (fl X f2> V— Wl X W27 Q — (fl(Q)7f2(Q))7

im Punkt P differenzierbar ist mit dem totalen Differential

(Df)p=(Dfi)p x (Df2)p.
Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 44.8. (4 Punkte)
Seien a,b € N. Bestimme das totale Differential fiir die Abbildung

K? — K, (z,y) — 2%
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Aufgabe 44.9. (5 Punkte)
Zeige, dass eine Polynomfunktion
K" —=K, (z1,...,2,) —> f(z1,...,25),

in jedem Punkt total differenzierbar ist.

Aufgabe 44.10. (6 Punkte)

Es seien V und W zwei komplexe Vektorrdume, G C V eine offene Teilmenge
und

po:G— W
eine in P € G (komplex-)differenzierbare Abbildung.

a) Zeige, dass ¢ auch reell-differenzierbar ist, wenn man V' und W als reelle
Vektorrdume auffasst.

b) Beschreibe das reelle Differential der Abbildung
C —C, z+— 22,
in einem beliebigen Punkt P € C bzgl. der reellen Basis 1,7 € C.
¢) Man gebe ein Beispiel fiir eine Abbildung
p:C—C,

die iiberall reell-differenzierbar ist, aber nirgendwo komplex-differenzierbar.

Aufgabe 44.11. (4 Punkte)

Seien f1, ..., f, stetig differenzierbare Funktionen in einer Variablen. Bestim-
me das totale Differential der Abbildung

K" — K", (21,...,2,) — (fi(z1), ..., fulzn)).

Aufgabe 44.12. (5 Punkte)

Seien V und W zwei endlichdimensionale K-Vektorraume. Betrachte die Eva-
luationsabbildung

Ev: Homg(V,W) x V. — W, (L,v) — L(v).

Es sei daran erinnert, dass der Homomorphismenraum Homg (V, W) ebenfalls
ein endlichdimensionaler K-Vektorraum ist.

(1) Ist die Evaluationsabbildung linear?

(2) Bestimme die Richtungsableitung dieser Abbildung in einem Punkt
(L,v) in Richtung (M, u) mittels der Definition von totaler Differen-
zierbarkeit.



198

Aufgabe 44.13. (4 Punkte)

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und G C V eine offene Teilmen-
ge. Weiter seien f,g:G — K zwei in P € G differenzierbare Funktionen.
Wende die Kettenregel und Aufgabe 44.5 auf das Diagram

G % K x K ™ K
an, um zu zeigen, dass die Gleichung
(D(f-9))p=9(P)-(Df)p+ f(P)-(Dg)p
gilt.

45. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 45.1. a) Berechne das totale Differential der Abbildung
0 K> — K2 (z,y) — (zy — 2y° + 5,2° — 29° + 1),
in jedem Punkt.
b) Was ist das totale Differential im Punkt (1,2)?
c¢) Berechne die Richtungsableitung in diesem Punkt in Richtung (4, —3).
d) Berechne den Wert von ¢ in diesem Punkt.

Aufgabe 45.2. a) Berechne das totale Differential der Abbildung
0 K> — K2, (z,y,2) — (zy — 2y + 227, sin (2%y2) ),
in jedem Punkt.
b) Was ist das totale Differential im Punkt (1, —1,7)7
c¢) Berechne die Richtungsableitung in diesem Punkt in Richtung (2,0, 5).
d) Berechne den Wert von ¢ in diesem Punkt.

Aufgabe 45.3. Bestimme das totale Differential der Determinante
det : Mat,,x,(K) — K, M — det M,

fiir n = 2,3 an der Einheitsmatrix.

Aufgabe 45.4. Zeige, dass ein Skalarprodukt eine nicht-ausgeartete Biline-
arform ist.
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Aufgabe 45.5. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum mit einem
Skalarprodukt (—, —), U C V offen und

f:V—R
eine differenzierbare Funktion. Es sei
vy: I —U

eine differenzierbare Kurve, die ganz in einer Niveaumenge von f verlauft.
Zeige, dass

(grad f(P),7'(t)) = 0
ist fir alle ¢t € 1.

Aufgabe 45.6. Es seien L und M metrische Rdume und es sei

po:L—M
eine stetige Abbildung. Es sei

p(P) = Q
und es sei

fM—R

eine Funktion, die im Punkt () € M ein lokales Extremum besitze. Zeige,
dass

fogp

in P ein lokales Extremum besitzt.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 45.7. (4 Punkte)
a) Berechne das totale Differential der Abbildung
0 :K* — K (z,y) — (z +y* 2y, exp 1),
in jedem Punkt.
b) Was ist das totale Differential im Punkt (3,2)?
c¢) Berechne die Richtungsableitung in diesem Punkt in Richtung (—1,—7).
d) Berechne den Wert von ¢ in diesem Punkt.
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Aufgabe 45.8. (5 Punkte)
Untersuche die Abbildung

\/;yTyz bei (z,y) # (0,0),
0 bei (z,y) = (0,0),

auf partielle Ableitungen und totale Differenzierbarkeit.

f:R*—R, (%y)Hf(w,y):{

Aufgabe 45.9. (3 Punkte)

Zeige, dass keine differenzierbare Funktion f : R? — R existiert, so dass

of B of o
e (z,y) = zy und o (z,y) =y

fiir alle (z,y) € R? gilt.

Aufgabe 45.10. (5 Punkte)
Wir wollen die Kettenregel anhand der beiden Abbildungen
0 K — K, (u,v) — (uv,u — v,v?),
und
Y K2 —— K2 (2,y, 2) — (2y2%, yexp(z2)),
und ihrer Komposition ¥ o ¢ veranschaulichen.
(1) Berechne fiir einen beliebigen Punkt P € K? das Differential (Dy)p
mit Hilfe von partiellen Ableitungen.
(2) Berechne fiir einen beliebigen Punkt @ € K?® das Differential (D)q
mit Hilfe von partiellen Ableitungen.
(3) Berechne explizit die Komposition 1) o ¢ : K* — K2
(4) Berechne direkt mit partiellen Ableitungen in einem Punkt P € K2
das Differential von v o ¢ : K2 — K2,

(5) Berechne das Differential von 9 o ¢ : K? — K? in einem Punkt P €
K? mit Hilfe der Kettenregel und den Teilen (1) und (2).

Aufgabe 45.11. (5 Punkte)

Sei
fR—R
eine Funktion. Zeige, dass die Funktion
2 :RQ — ]R7 (l’,y) — xf(y),

genau dann im Punkt (0,0) total differenzierbar ist, wenn f in 0 stetig ist.
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Aufgabe 45.12. (4 Punkte)
Sei f : R® — R” differenzierbar im Nullpunkt und (h,),,.y eine Folge in
R™\ {0} mit

lim h,, =0, lim —— =v € R", f(hy,) = f(h) fiir alle m, k € N.

m—»oo m—oo HhmH

Zeige, dass v ein Eigenvektor von (D f)g zum Eigenwert 0 ist.

Aufgabe 45.13. (10 Punkte)
Man gebe ein Beispiel fiir eine differenzierbare Kurve

p:R— R"
und eine stetige Funktion,

fR" — R,
fiir die die Richtungsableitung in jede Richtung existiert, derart, dass die
Verkniipfung

fopw:R— R

nicht differenzierbar ist.

46. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 46.1. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum von endlicher
Dimension. Zeige, dass der Dualraum V* die gleiche Dimension wie V' besitzt.

Aufgabe 46.2. Berechen den Gradienten der Funktion

3

f R —R, (2,9,2) — 2%y — 2Pze™*

in jedem Punkt P € R3.

Aufgabe 46.3. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Zeige,
dass eine von 0 verschiedene lineare Abbildung

f:V—R

keine lokalen Extrema besitzt. Gilt dies auch fiir unendlichdimensionale Vek-
torrdume? Braucht man dazu Differentialrechnung?
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Aufgabe 46.4. Es sei (V, (—, —)) ein euklidischer Vektorraum, G C V eine
offene Menge, P € G ein Punkt und

f:G—R

eine in P differenzierbare Funktion. Zeige, dass f und (Df)p im Punkt P
den gleichen Gradienten besitzen.

Aufgabe 46.5. Es sei (V, (—, —)) ein euklidischer Vektorraum, G C V' eine
offene Menge, P € GG ein Punkt und

f:G—R

eine in P differenzierbare Funktion. Zeige, dass ein Vektor v € V' genau dann
zum Kern von (D f)p gehort, wenn er orthogonal zum Gradienten grad f(P)
ist.

Aufgabe 46.6. Bestimme die kritischen Punkte der Funktion
fiR— R, (2,y) — 2 +y°,

Aufgabe 46.7. Bestimme die kritischen Punkte der Funktion

f:R* —R, (2,y) — zy* — 2.

Aufgabe 46.8. Bestimme die kritischen Punkte der Funktion
f R — R, (2,9) — 2y —y* + 2.

Aufgabe 46.9. Betrachte die Linearform
L:R*—R, (2,y,2) — z + 3y — 42.
(1) Bestimme den Vektor u € R? mit der Eigenschaft
{(u,v) = L(v) fiir alle v € R?,

wobei (—, —) das Standardskalarprodukt bezeichnet.
(2) Es sei
E={(z,y,2)|3z — 2y — 52 = 0} C R®
und es sei ¢ = L|g die Einschrdnkung von L auf E. Bestimme den
Vektor w € F mit der Eigenschaft

(w,v) = p(v) fir alle v € F,

wobei (—, —) die Einschrénkung des Standardskalarprodukts auf F
bezeichnet.
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Aufgabe 46.10. Es sei K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-

Vektorraum und (—, —) eine Bilinearform auf V. Zeige, dass (—, —) genau
dann symmetrisch ist, wenn es eine Basis vy, ..., v, von V gibt mit
(vi, v5) = (vj,v3)

fir alle 1 <4,7 <n.

Aufgabe 46.11. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum mit ei-
ner symmetrischen Bilinearform (—, —) auf V. Es sei u4, ..., u, eine Ortho-
gonalbasis auf V' mit der Eigenschaft (u;,u;) > 0 fiir alle t = 1,...,n. Zeige,
dass (—, —) positiv definit ist.

Aufgabe 46.12. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und
(—, —) eine symmetrische Bilinearform auf V. Zeige, dass die Gramsche Ma-
trix zu dieser Bilinearform bzgl. einer geeigneten Basis eine Diagonalmatrix
ist, deren Diagonaleintrige 1, —1 oder 0 sind.

Aufgabe 46.13. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, G C
V' eine offene Menge und

f:G—R

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Zeige, dass die Hesse-Form von
f in jedem Punkt P € G symmetrisch ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 46.14. (3 Punkte)

Sei V' ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt (—, —). Zeige, dass in
der Abschétzung

| {o, w) [<[[0]] - [Jw]]

von Cauchy-Schwarz genau dann die Gleichheit gilt, wenn v und w linear
abhéngig sind.

Aufgabe 46.15. (4 Punkte)

Bestimme die kritischen Punkte der Funktion

f:R* —R, (z,y) — zy® — 2y + sin y.
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Aufgabe 46.16. (4 Punkte)

Bestimme die globalen Extrema fiir die Funktion
f:D—R, (z,y) — 2* +y* + zy,

wobei D C R? das durch die Eckpunkte (0,0), (1,0) und (0,1) gegebene
abgeschlossene Dreieck ist.

Aufgabe 46.17. (4 Punkte)
Berechne den Anstieg der Funktion

f:R? — R, (x,y)l—>x2y—x+y3,

im Punkt P = (1,1) in Richtung des Winkels a € [0, 27]. Fiir welchen Winkel
ist der Anstieg maximal?

Aufgabe 46.18. (5 Punkte)
Betrachte die Funktion

f:R® —R, (z,y,2) — o+ siny — xz.

(1) Bestimme den Gradienten von f im Punkt P = (0,0,0) € R?® bzgl.
des Standardskalarprodukts (—, —).
(2) Es sei
E={(r,y,2)|2r—y+32=0} CR®

und es sei ¢ = f|g die Einschrankung von f auf E. Bestimme den
Gradienten von g bzgl. der Einschrankung des Standardskalarpro-
dukts auf F.

Aufgabe 46.19. (3 Punkte)

Man gebe ein Beispiel fiir einen endlichdimensionalen reellen Vektorraum V/
mit einer symmetrischen Bilinearform (—, —) auf V' und einer Basis u4, . . ., u,
von V derart, dass (u;,u;) > 0 fir alle ¢ = 1,...,n ist, aber (—, —) nicht
positiv definit ist.

Aufgabe 46.20. (3 Punkte)

Bestimme die Gramsche Matrix des Standardskalarproduktes im R? bzgl. der
1 2 0

Basis | 2|, (4] und |1
3 5 5
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47. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 47.1. Es sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und (—, —)
eine symmetrische Bilinearform auf V. Zeige, dass folgende Eigenschaften
dquivalent sind.

(1) Die Bilinearform ist nicht ausgeartet.

(2) Die Gramsche Matrix der Bilinearform bzgl. einer Basis ist invertier-
bar.

(3) Die Bilinearform ist vom Typ (p,n — p) (mit einem p € {1,...,n}.)

Aufgabe 47.2. Es sei (—, —) eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinear-
form vom Typ (n — ¢, q) auf einem n-dimensionalen reellen Vektorraum. Es
sei vy, ..., v, eine Basis von V und es sei G die Gramsche Matrix zu (—, —)
bzgl. dieser Basis. Zeige, dass das Vorzeichen von det G gleich (—1)9 ist.

Aufgabe 47.3. Man gebe ein Beispiel einer symmetrischen Bilinearform, das
zeigt, dass der Unterraum maximaler Dimension, auf dem die Einschréankung
der Form positiv definit ist, nicht eindeutig bestimmt ist.

Aufgabe 47.4. Bestimme den Typ der durch die Gramsche Matrix

(1 )

gegebenen symmetrischen Bilinearform.

Aufgabe 47.5. Bestimme den Typ der Hesse-Form zur Funktion
f R — R, (2,y) — 2 — 2y + ¢,

in jedem Punkt.

Aufgabe 47.6. Bestimme das Taylor-Polynom vom Grad < 3 fiir die Funk-
tion

R?* — R, (2,9) — 2> —y - sin z,
im Nullpunkt (0, 0).

Aufgabe 47.7. Notiere das Taylor-Polynom fiir eine Funktion in 2 oder 3
Variablen fiir den Grad k =1, 2, 3.
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In den folgenden Aufgaben werden einige Eigenschaften der Polynomialko-
effizienten besprochen, die eine Verallgemeinerung der Binomialkoeffizienten
sind.

Sein € Nund r = (rq,...,7,) ein n-Tupel natiirlicher Zahlen. Es sei k =
Zn r;. Dann nennt man die Zahl

j=1"7
E\ k!
r rilrglor,!

einen Polynomialkoeffizienten.

Aufgabe 47.8. In einem Studium werden 11 Leistungsnachweise verlangt,
und zwar 3 Seminarscheine, 5 Klausuren, 2 miindliche Priifungen und eine
Hausarbeit, die in beliebiger Reihenfolge erbracht werden kénnen. Wieviele
Reihenfolgen gibt es, um diese Leistungsnachweise zu erbringen?

Aufgabe 47.9. Es seien k,n € N und r = (rq,...,r,) mit 2?21 r; = k.
Zeige, dass die Anzahl der Abbildungen

(1,....k} — {1,...,n},

bei denen das Urbild zui € {1,...,n} aus genau r; Elementen besteht, gleich

E\ k!
r) ey

Aufgabe 47.10. Es seien k,n € Nund 7 = (r,...,7,) mit Y7 7 = k.
Zeige, dass die Anzahl der k-Tupel

(i1,...,0x) € {1,...,n}",

in denen die Zahl ¢ genau r;-mal vorkommt, gleich
k! k!

rl ol

ist.

ist.

Aufgabe 47.11. Zeige, dass die Anzahl der (geordneten) Partititonen zum

Anzahltupel r = (ry,...,r,) einer k-elementigen Menge gleich
k! k!
H N 7"1! T T'n!

ist.
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Aufgabe 47.12. Es seien ay, . .., a, reelle Zahlen. Beweise den Polynomial-
satz, das ist die Gleichung

k
k_ rioT2 . Tn
(a1 + ...+ ap) E <T)a1 a; am.
Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 47.13. (3 Punkte)
Bestimme den Typ der durch die Gramsche Matrix

2 4 1
4 =2 3
1 3 5

gegebenen symmetrischen Bilinearform.

Aufgabe 47.14. (4 Punkte)

Bestimme das Taylor-Polynom vom Grad < 3 fiir die Funktion
RS 3R, (2,9, 2) — 2 - exp (ay),
im Nullpunkt (0,0, 0).

Aufgabe 47.15. (5 Punkte)
Bestimme den Typ der Hesse-Form zur Funktion

f R —R, (2,9,2) — 2y® — 2° In 2,
im Punkt (0,2, 3).

Aufgabe 47.16. (5 Punkte)

Bestimme den Typ der Hesse-Form zur Funktion
fR— R, (,y) — 2%y —ay® + 2° — ¢,

in jedem Punkt.

Aufgabe 47.17. (5 Punkte)

Es sei f ein Polynom in n Variablen vom Grad < k. Zeige, dass f mit dem
Taylorpolynom vom Grad < k£ von f im Nullpunkt iibereinstimmt.
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48. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 48.1. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, G C V'
offen, P € (G und seien
f,9:G—R

zwei zweimal stetig differenzierbare Funktionen. Zeige durch ein Beispiel,
dass das Taylor-Polynom zum Produkt fg im Punkt P vom Grad < 2 nicht
das Produkt der beiden Taylor-Polynome von f und g in P vom Grad < 1
sein muss.

Wenn in den folgenden Aufgaben nach Extrema gefragt wird, so ist damit
gemeint, dass man die Funktionen auf (isolierte) lokale und globale Extrema
untersuchen soll. Zugleich soll man, im differenzierbaren Fall, die kritischen
Punkte bestimmen.

Aufgabe 48.2. Untersuche die Funktion
f :RQ —>R7 (xay) — x2 _y27

auf Extrema.

Aufgabe 48.3. Untersuche die Funktion
f :RQ —>R7 (flf,y) — x2 _y47

auf Extrema.

Aufgabe 48.4. Untersuche die Funktion
f:R? —R, (z,y) — 222 + 3y + by,

auf Extrema.

Aufgabe 48.5. Untersuche die Funktion
f:R* — R, (z,y) — 22% + 3y* + 4ay,

auf Extrema.

Aufgabe 48.6. Untersuche die Funktion
f :RQ — Ra (Iay) — ny - ‘T3y7

auf Extrema.
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Aufgabe 48.7. Es sei

f:G—R
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, wobei G C V eine offene Menge
in einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum sei. Zeige, dass fiir P € GG
und v € V die Beziehung
%DTf(P)mT _ %HeSSP Fv,v)
|r|=2

gilt.

Aufgabe 48.8. Sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, G C V/
offen, und P € G. Man gebe ein Beispiel von zwei zweimal stetig differen-
zierbaren Funktionen

frg:G—R
an derart, dass ihre quadratischen Approximationen in P iibereinstimmen,
und die eine Funktion ein Extremum in P besitzt, die andere nicht.

Aufgabe 48.9. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum,
dim(V) > 2, G C V offen, und P € G. Man gebe ein Beispiel von zwei
zweimal stetig differenzierbaren Funktionen

f,9:G—R

an derart, dass ihre quadratischen Approximationen in P iibereinstimmen,
und die eine Funktion ein Extremum in P besitzt, die andere nicht.

Aufgabe 48.10. Skizziere die Nullstellenmenge (die Niveaumenge zum Wert
0) einer Funktion

f:R*—R
mit f(0,0) = 0 und der Eigenschaft, dass f in (0,0) kein lokales Minimum
besitzt, dass aber die Einschrankung von f auf jede Gerade durch den Null-
punkt ein lokales Minimum besitzt.

Aufgabe 48.11. Sei

fR"—R
eine Polynomfunktion und vy, ..., v, eine Basis von V mit den zugehérigen
Koordinatenfunktionen z;, ¢ = 1,...,n. Zeige, dass f auch eine Polynom-

funktion in diesen Koordinaten ist.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 48.12. (5 Punkte)
Sei G C R" offen, P € GG ein Punkt und
f:G—R

eine Funktion. Sei k € N. Zeige, dass es maximal ein Polynom p(z1,...,x,)
vom Grad < k mit der Eigenschaft geben kann, dass

/(@) —p(@)]l _

|z ]*

hmx—)O

gilt.

Aufgabe 48.13. (5 Punkte)

Sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, G C V offen, P € GG und
seien

f,g:G—R

zwei k-mal stetig differenzierbare Funktionen mit den Taylor-Polynomen
Te(f) und Ty(g) in P vom Grad < k. Zeige, dass das Produkt fg eben-
falls k-mal stetig differenzierbar ist, und dass fiir das Taylor-Polynom T (fg)
von fgin P vom Grad < k die Beziehung

Ti(fg) = (Tu(f) - Te(9))<k

besteht, wobei der Subskript < k£ bedeutet, dass das Polynom bis zum Grad
k genommen wird.

Aufgabe 48.14. (4 Punkte)

Sei I =] — 7, Z[. Untersuche die Funktion

COS T

f:IxI—R (z,y)—> ,
cos ¥

auf Extrema.

Aufgabe 48.15. (4 Punkte)

Untersuche die Funktion
f:R? — R, (x,y) — z? 4 9y* + 62y,

auf Extrema.
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Aufgabe 48.16. (5 Punkte)

Sei
h:R—R

eine Funktion und betrachte
fR? — R, (2,y) — h(z? + 7).

Zeige, dass f allenfalls im Nullpunkt (0,0) ein isoliertes lokales Extremum
besitzen kann, und dass dies genau dann der Fall ist, wenn A in 0 ein isoliertes
lokales Extremum besitzt.

Aufgabe 48.17. (6 Punkte)

Zeige, dass die Funktion
f:R* —R

mit

flx,y) = {xyi;?;z fir (2,y) # (0,0),

0 fiir (x,y) = (0,0),
zweimal partiell differenzierbar ist, und dass
DD, f(0,0) # D2D1f(0,0)
gilt.

49. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 49.1. Zeige, dass der euklidische Raum R” vollstandig ist.

Aufgabe 49.2. Es sei
f:L— M, z+— f(x),

eine Abbildung zwischen den metrischen Rdumen L und M, die Lipschitz-
stetig sei. Zeige, dass f auch gleichméflig stetig ist.

Aufgabe 49.3. Zeige, dass die Betragsfunktion
R — R, z —| x|,

Lipschitz-stetig ist mit Lipschitz-Konstante 1.
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Aufgabe 49.4. Es sei M eine Menge und es sei
F:M—M

eine Abbildung. Zeige, dass F' genau dann einen Fixpunkt besitzt, wenn
der Durchschnitt des Graphen von F mit der Diagonalen A = {(z,z) €
M x M|z € M} nicht leer ist.

Aufgabe 49.5. Es sei
D = {(z,y) e R*|0 <||(z,y)[|< 1}.
Man gebe ein Beispiel fiir eine starke Kontraktion
f:D— D,
die keinen Fixpunkt besitzt.

Aufgabe 49.6. Sei
fTR—R

eine wachsende Funktion, die zugleich eine starke Kontraktion sei. Zeige, dass
dann die Funktion

R— R, z+— f(z) — =,
streng fallend ist.

Aufgabe 49.7. Man gebe ein Beispiel einer bijektiven differenzierbaren Ab-
bildung

QOZU1—>U2

mit einer stetigen Umkehrabbildung 1 derart, dass ¥ nicht differenzierbar
ist.

Aufgabe 49.8. Es sei
fR— R, z+— f(z),
eine Funktion. Zeige, dass die Abbildung
R* — R, (z,y) — (z,y + f(2)),
bijektiv ist. Bestimme explizit eine Umkehrabbildung.

Was besagt in der vorstehenden Aufgabe der Satz {iber die Umkehrabbildung,
wenn f differenzierbar ist?
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Aufgabe 49.9. Es seien
f17-'-7fn ‘R— R
stetig differenzierbare Funktionen. Betrachte die Abbildung

f R* — Rn, (l'l, R ,SCn) — (fl(xl)a .. ,fn(fﬂn)),
Zeige:

(1) Die Abbildung f ist differenzierbar.

(2) Das totale Differential von f in 0 ist genau dann bijektiv, wenn von
samtlichen Funktionen f;, ¢+ = 1,...,n, die Ableitungen in 0 nicht 0
sind.

(3) f ist genau dann auf einer offenen Umgebung von 0 bijektiv, wenn
die einzelnen f; in einer geeigneten Umgebung bijektiv sind.

In den folgenden Aufgaben seien die Homomorphismenridume Hom (V, W)
mit der Norm

lell:= sup ([[e(@) ] [[v]]=1)
versehen (vergleiche auch Arbeitsblatt 22).

Aufgabe 49.10. Sei n € N und sei G = Gl(n,R) die Menge der reellen
invertierbaren n x n-Matrizen. Zeige, dass die Abbildung

G— G, M+— M,
stetig ist.

Aufgabe 49.11. Seien V und W euklidische Vektorrdume, G C V offen und
sei

po:G— W
eine Abbildung. Zeige, dass ¢ genau dann stetig differenzierbar ist, wenn ¢
total differenzierbar ist und wenn die Abbildung

G — Hom (V,W), P —— (Dy)p,
stetig ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 49.12. (2 Punkte)

Sei M ein vollstdndiger metrischer Raum und 7' C M eine Teilmenge. Zeige,
dass T' genau dann vollsténdig ist, wenn 7T" abgeschlossen ist.
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Aufgabe 49.13. (2 Punkte)

Seien U; und U, offene Mengen in euklidischen Vektorrdumen V; und V,. Es
sei

p:U — U,

eine bijektive Abbildung, die in einem Punkt P € U; differenzierbar sei
derart, dass die Umkehrabbildung in @ = ¢(P) auch differenzierbar ist.
Zeige, dass das totale Differential (Dy)p bijektiv ist.

Aufgabe 49.14. (4 Punkte)

Man gebe ein Beispiel fiir eine starke Kontraktion
f :Q — Q7

die keinen Fixpunkt besitzt.

Aufgabe 49.15. (5 Punkte)
Zeige, dass die Funktion

fRyy — R 2+ f(z) =1+ In z,
folgende Eigenschaften besitzt: Es ist
[f(z) = fly)I<|lz —yl,
fiir alle x,y € Roq, © # y, aber f ist nicht stark kontrahierend.

Aufgabe 49.16. (2 Punkte)

Zeige, dass eine lineare Abbildung
p:V—W

zwischen zwei euklidischen Vektorrdumen V' und W genau dann stark kon-
trahierend ist, wenn || ¢||< 1 ist.

Aufgabe 49.17. (4 Punkte)
Bestimme die Umkehrabbildung zur Abbildung

R? — R?, (2,y) — (v + 9% —y* — 2292 — 2 + 92 + 2 +v).

(Tipp: Versuche, diese Funktion als Hintereinanderschaltung von einfacheren
Abbildungen zu schreiben.)
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50. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 50.1. Bestimme fiir die Funktion

f:D—R, (z,y) — zy\/3 — 22 — y?,

den maximalen Definitionsbereich D C R? und untersuche die Funktion auf
Extrema.

Aufgabe 50.2. Zeige, dass die Abbildung
RQ — R % RJr? (x,y) — <x7€x+y)’

bijektiv ist. Man gebe explizit eine Umkehrabbildung an.

Aufgabe 50.3. Definiere explizit einen Diffeomorphismus zwischen R™ und
einer offenen Kugel U(0,7) C R".

Aufgabe 50.4. Bestimme die reguliren Punkte der Abbildung
0 :R? — R? (z,y) — (2%y,z — siny).

Zeige, dass ¢ in P = (1,0) regulér ist und bestimme das totale Differential
der Umkehrabbildung von ¢|y in ¢(P), wobei U eine offene Umgebung von
P sei (die nicht explizit angegeben werden muss).

Aufgabe 50.5. Seien U, V, W euklidische Vektorraume und seien ¢ : U —
V und ¢ : V — W differenzierbare Abbildungen. Es sei ¢ regulér in P € U
und ¥ reguldr in @ = ¢(P) € V. Ist dann v o ¢ reguldr in P? Unter welchen
Voraussetzungen stimmt dies?

Aufgabe 50.6. Das komplexe Quadrieren
C —C, z+— 22,
kann man reell schreiben als
0 R — R? x4iy = (1,y) — (v +iy)* = 2* —y* + 2izy = (2° —y?, 229).

Untersuche ¢ auf reguldre Punkte. Auf welchen (mdoglichst groBen) offenen
Teilmengen ist ¢ umkehrbar? Wieviele Urbilder besitzt ein Punkt?
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 50.7. (4 Punkte)

Man konstruiere ein Beispiel, das zeigt, dass Lemma 49.3 ohne die Voraus-
setzung, dass mit je zwei Punkten auch die Verbindungsgerade zur Definiti-
onsmenge gehort, nicht gilt.

(Tipp: Man denke daran, wie man flach auf einen steilen Berg kommt.)

Aufgabe 50.8. (3 Punkte)
Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und sei
p:V—=V

eine differenzierbare Abbildung. Zeige, dass ¢ genau dann eine Verschiebung
ist, also von der Art P — P + v mit einem festen Vektor v € V', wenn

(Dp)p = Idy
ist fir alle P € V.

Aufgabe 50.9. (3 Punkte)

Seien V7 und V5 endlichdimensionale reelle Vektorrdume, G C V; offen und
sel

0 :G— Vs
eine stetig differenzierbare Abbildung. Es sei U C G eine offene Teilmenge
derart, dass fiir jeden Punkt P € U das totale Differential (D¢g)p bijektiv
ist. Zeige, dass dann das Bild ¢(U) offen in V; ist.

Aufgabe 50.10. (7 Punkte)
Betrachte die Abbildung
p R — R?, (2,y) — (2 +y, 2y).

(1) Bestimme die reguldren Punkte von ¢.

(2) Zeige, dass in den kritischen Punkten die Abbildung ¢ nicht lokal
invertierbar ist, dass also die Einschréinkung von ¢ in keiner offenen
Umgebung eines kritischen Punktes bijektiv wird.

(3) Lasst sich jedes reelle Zahlenpaar (s,p) schreiben als (s,p) = (x +
Y, zy)?

(4) Ist ein reelles Zahlenpaar (z,y) bis auf Vertauschen der Komponenten
eindeutig durch die Summe x + y und das Produkt zy festgelegt?
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Aufgabe 50.11. (5 Punkte)
Betrachte die Abbildung
0 :R*— R (z,y,2) — (x+y+ 2,0y + 22 +yz,292).

Zeige, dass ein Punkt (z,y,z) genau dann ein kritischer Punkt von ¢ ist,
wenn in (z,y, z) zwei Zahlen doppelt vorkommen.

Aufgabe 50.12. (5 Punkte)
Betrachte die Abbildung

0 :R* — R? (z,y,2) — (2% — y?2,y + sin 22).

Zeige, dass die Menge der kritischen Punkte von ¢ eine Gerade umfasst, aber
auch noch weitere (mindestens einen) Punkte enthélt.

51. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 51.1. Es seien L und M Mengen und L x M ihre Produktmenge.
Beschreibe die Faser der Projektion

LxM— M, (z,y) —> vy,

iiber einem Punkt y € M. Kann die Faser leer sein?

Aufgabe 51.2. Betrachte die Abbildung
0 R—R, z+— 2> — 2% — 22 +2.

Fiir welche Punkte P € R ist ¢ reguldr? Was besagt der Satz {iber implizite
Abbildungen in dieser Situation? Wie sieht lokal die Faser in einem regulédren
Punkt aus? Kann es leere Fasern geben? Bestimme die Faser iiber 0.

Aufgabe 51.3. Seien Ly,..., L, und My, ..., M, Mengen und seien
@i+ Ly — M,

Abbildungen. Zu einem Punkt P, € M; sei F; C L; die Faser von ; iiber
P;. Zeige, dass die Faser der Produktabbildung ¢ = ¢; X -+ X ¢, iiber
P=(P,...,P,) gleich F} x --- x F, ist.
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Aufgabe 51.4. Es seien
f,g: R— R

zwei stetig differenzierbare Funktionen, deren Ableitungen f’ und ¢ stets
positiv seien. Zeige, dass die Funktion

¢:R* — R, (z,y) — f(z) +9(y),

stetig differenzierbar und in jedem Punkt regulér ist. Man gebe explizit eine
Beschreibung der Fasern von ¢ als Graph an.

Aufgabe 51.5. Beschreibe die Fasern der Abbildung
¢ :R* — R, (z,y) — 1.

Man gebe, falls dies moglich ist, Diffeomorphismen zwischen R und den Fa-
sern von ¢ an.

Aufgabe 51.6. Beschreibe die Fasern der Abbildung
¢ :R* — R, (z,y) — 2> + ¢~

Man gebe, falls dies moglich ist, Diffeomorphismen zwischen offenen Inter-
vallen / C R und (moglichst grofien) offenen Teilmengen der Fasern von ¢
an.

Aufgabe 51.7. Beschreibe den Tangentialraum an die Faser in jedem re-
guldren Punkt der Abbildung

¢ :R* — R, (z,y) — xy.

Aufgabe 51.8. Beschreibe den Tangentialraum an die Faser in jedem re-
guldren Punkt der Abbildung

¢ :R* — R, (z,y) — 2> + ¢~
Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 51.9. (5 Punkte)

Es sei
p:R? — R, (2,y) — o(z,y),
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, fiir die in jedem Punkt P € R?
2
ajaxso(P) =0
gelte. Zeige, dass es dann Funktionen
f,g  R—R
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gibt derart, dass
ez, y) = flz)+9(y)
gilt.

Aufgabe 51.10. (5 Punkte)
Zeige, dass die Fasern der Abbildung
¥ :RZ —>R7 ($7y> '—>$2 _y37

in jedem Punkt P = (x,y) lokal homdomorph zu einem offenen reellen In-
tervall sind. D.h. dass es zu jedem Punkt P = (z,y) eine offene Umgebung
(z,y) € U, ein offenes Intervall I C R und eine stetige Bijektion

I — UnN Fp,

gibt (wobei Fp die Faser von ¢ durch P bezeichnet), deren Umkehrabbildung
ebenfalls stetig ist.

Aufgabe 51.11. (5 Punkte)

Es sei

0 :R* —R
eine stetige Funktion und es sei P € R? ein isolierter Punkt, d.h. es gebe
eine offene Umgebung P € U derart, dass p(Q) # ¢(P) ist fir alle Q € U,
Q) # P. Zeige, dass dann ¢ in P ein isoliertes lokales Extremum besitzt.

Aufgabe 51.12. (3 Punkte)

Beschreibe den Tangentialraum an die Faser in jedem reguldren Punkt der
Abbildung
0 : R} — R, (z,y,2) — 22 +3° + 22

Aufgabe 51.13. (4 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
0 : R — R, (z,y,2) — 22 +3° + 22,
im Punkt P = (1,—1,2). Man gebe eine differenzierbare Abbildung
YU —R?

an, wobei U eine moglichst grofle offene Teilmenge des Tangentialraumes
TpF' an die Faser Fp von ¢ durch P ist, die eine Bijektion zwischen U und
V' N Fp stiftet ( P € V C R? offen).
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Aufgaben zum Hochladen

Aufgabe 51.14. (3 Punkte)

Sei

0 : R} — R, (z,y,2) — 22 +3° + 22
Man fertige eine Skizze an, die die Fasern, die Tangentialrdume und lokale
Diffeomorphismen zwischen Tangentialraum und Faser sichtbar macht.

Aufgabe 51.15. (4 Punkte)

Sei

0: Ry xR — R, (z,y) — a¥.
Man fertige Skizzen fiir den (1) Graph und (2) die Fasern und die Tangenti-
alrdume dieser Abbildung an.

Aufgabe 51.16. (8 Punkte)

Man fertige eine Animation an, die den Banachschen Fixpunktsatz anhand
eines ,Karte in der Karte“-Modells illustriert.

52. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 52.1. Finde fiir die folgenden Kurven
7v:R — R?
Abbildungen
0:R* —R
derart, dass das Bild von v genau die Faser von ¢ iiber 0 ist.
(1) () = (t,1%).
(2) y(t) = (£, 3 +1).
(3) v(t) = (cos t, sin t).

Aufgabe 52.2. Es sei
¢ :R" — R™
eine stetige Abbildung und F' C R" die Faser iiber P € R™. Zeige, dass es
auch eine stetige Abbildung
Y :R" — R
gibt derart, dass F' die Faser von 1 iiber einem Punkt a € R ist.
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Aufgabe 52.3. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und
U C V ein Untervektorraum. Zeige, dass es eine lineare Abbildung
p:V—W

in einen weiteren reellen endlichdimensionalen Vektorraum W gibt derart,
dass U die Faser iiber 0 € W ist und dass ¢ in jedem Punkt v € V regular
ist.

Aufgabe 52.4. Es sei G C R" offen und

p:G— R™
eine stetig differenzierbare Abbildung, die im Punkt P € G ein surjektives
totales Differential besitze. Es sei

Yv:U— R"

(mit U C R"™ offen) ein lokaler Diffeomorphismus auf die Faser durch P,
bei dem () € U auf P abgebildet wird. Zeige, dass man den Tangentialraum
an die Faser durch P auch als

{P+ (DyY)o(u)|u e R}

beschreiben kann.

Aufgabe 52.5. Ein Fufiballfeld soll in einen Park mit Erhebungen und mit
Senken umgewandelt werden. Dabei sollen die Linien unverdndert bleiben
und alle anderen Punkte sollen ihre Hohe dndern. Ist dabei jede Vorgabe,
welche umrandeten Gebiete erhoht oder gesenkt werden sollen, moglich? Ist
jedes solche Vorhaben durch eine stetige oder eine differenzierbare Hohen-
funktion durchfithrbar? Kénnen im differenzierbaren Fall alle Punkte regulér
sein?
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 52.6. (4 Punkte)

Bestimme den Tangentialraum an die Faser im Punkt (2, —1,3) der Abbil-

dung
x

2 z 3
€ -y,
e

),

und zwar sowohl durch lineare Gleichungen als auch durch eine parametri-
sierte Gerade.

0 :R* —R? (z,y,2) — (z e

Aufgabe 52.7. (4 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
p R — R, (2,y) — (z,2y).

Bestimme die reguldren Punkte, die Fasern, das Bild und das Bild aller re-
guldren Punkte dieser Abbildung. Man gebe moglichst grofie offene Mengen
U, Uy C R? derart an, dass

QO|U1 2U1 — U2

ein Diffeomorphismus ist.

Aufgabe 52.8. (4 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
'Z :RB — R27 (1'7:% Z) — (ny, yZ)

Bestimme die reguldren Punkte, die Fasern, das Bild und das Bild aller re-
guldren Punkte dieser Abbildung.

Aufgabe 52.9. (4 Punkte)
Wir betrachten die Funktion
R? — R, (z,y) — 2? - siny —y - cos (xy).

Zeige, dass die Faser durch den Punkt P = (2, 3) sich lokal durch eine diffe-
renzierbare Kurve

vl — R? ¢ (1),
mit y(0) = P parametrisieren lasst, und bestimme die moglichen Werte der
Ableitung +/(0).
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Aufgabe 52.10. (4 Punkte)

Es seien
01,2 1 R" — R

zwei stetige Abbildungen und seien F; und F, Fasern dieser Abbildungen,
d.h. es sei Fi = ¢7(b1) und Fy = @5 '(by) (fiir gewisse by, by € R). Zeige,
dass es eine stetige Abbildung

p:R"—R
und ein a € R derart gibt, dass F; U Fy = ¢~ '(a) ist.

Aufgabe 52.11. (4 Punkte)
Man gebe explizit eine stetige Abbildung
¢ :R* — Ry
derart, dass die Faser von ¢ iiber 0 gleich I = {(x,0)|z € [0, 1]} ist.

53. ARBEITSBLATT

Aufwarmaufgaben

Aufgabe 53.1. Sei T" eine Menge und F ein euklidischer Vektorraum. Es sei
M = Abb (T, E) versehen mit der Supremumsnorm. Beweise die folgenden
Eigenschaften fiir diese ,Norm* (dabei ist der Wert oo erlaubt und sinnvoll
zu interpretieren).

(1) || f]|= 0 fiir alle f € M.

(2) || f]|= 0 genau dann, wenn f = 0 ist.

(3) Fiir A € Rund f € M gilt
IRVAISRARNIFAI

(4) Fiir g, f € M gilt

g+ flI<Ilgll + 11 -

Aufgabe 53.2. Es sei
¢ =C°([0,1],R)
die Menge der stetigen Funktionen, die mit der Supremumsnorm versehen

sei. Skizziere zu € > 0 die offene und die abgeschlossene e-Umgebung von
einem f € C.
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Aufgabe 53.3. Formuliere und beweise den Hauptsatz der Infinitesimalrech-
nung fiir stetige Kurven

g: I —V,

wobei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum sei.

Aufgabe 53.4. Wie 16st man eine gewohnliche Differentialgleichung zu ei-
nem stetigen ortsunabhéngigen Vektorfeld

fIxU—YV, (t,v) — f(t,v) = g(t)?

Aufgabe 53.5. Sei

fiIxU—YV
ein Vektorfeld, das auf einer offenen Menge U C V eines endlichdimensio-
nalen reellen Vektorraums definiert sei und lokal einer Lipschitz-Bedingung
geniigt. Es sei W C V ein Untervektorraum mit der Eigenschaft, dass fiir
allet € I und P € UNW die Beziehung f(t, P) € W gilt. Zeige, dass eine
Losung des Anfangswertproblems

v = f(t,v) mit v(tg) =w e UNW

ganz in W verlauft.

Die néchste Aufgabe kniipft an Aufgabe 22.21 an.

Aufgabe 53.6. Im Nullpunkt 0 € R3 befinde sich die Pupille eines Auges
(oder eine Linse) und die durch z = —1 bestimmte Ebene sei die Netzhaut
N = R? (oder eine Fotoplatte). Bestimme die Abbildung

R,y xR x R — R?,

die das Sehen (oder Fotografieren) beschreibt (d.h. einem Punkt des Halb-
raumes wird durch den Lichtstrahl ein Punkt der Netzhaut zugeordnet). Ist
diese Abbildung differenzierbar? Fiir welche Punkte ist diese Abbildung re-
gulédr, wie sehen die Fasern aus?

In der speziellen Relativitédtstheorie ist auf dem V' = RxR"™ die Lorentz-Form

(vyw) = ((t,x1, ..o, T0), (S, Y15+ -+, Yn)) = —Pts+ a1y + ..+ Ty

wichtig, wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit représentiert. Diese Form ist eine
nicht-ausgeartete Bilinearform vom Typ (n,1). Sie erlaubt es, die ,, Welt“ in
lichtartige, zeitartige und raumartige Vektoren aufzuteilen, und den Zusam-
menhang dieser fundamentalen Gréflen zu verstehen. Die zugehorige quadra-
tische Form ist die Abbildung

p:V=RxR" —R, (t,a:l,...,xn)r—>—02t2—|—x%—|—...+x2

n:
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Ein Vektor v € V heifit zeitartig, wenn p(v) < 0 ist, lichtartig, wenn @(v) =0
ist und raumartig, wenn ¢(v) > 0 ist. Mathematisch setzt man im Allgemei-
nen ¢ = 1.

Aufgabe 53.7. Wir betrachten die Abbildung
0:R* — R, (t,2) — —t* + 2%

Bestimme die reguldren Punkte und die Fasern dieser Abbildung.

Aufgabe 53.8. Wir betrachten die Abbildung
0 :R* — R, (t,2) — —t* + 2> + 1>

Bestimme die reguldren Punkte und die Fasern dieser Abbildung.
Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 53.9. (4 Punkte)
Wir betrachten das Vektorfeld
f R xR* — R? (t,u,v) — (FPuv, u® — tv?).
Bestimme fiir jedes t € R die nicht-reguldren Punkte des Vektorfeldes
fo :R? — R% (u,v) — (FPuv,u’® — tv?).

Welche Ortspunkte sind zu keinem Zeitpunkt regular?

Aufgabe 53.10. (3 Punkte)

Finde fiir das zeitunabhéngige Differentialgleichungssystem
u /_ —v\ (0 =1\ [u
v)  \wu/) \1 0 v

Losungen mit u(0) = a und v(0) = b, wobei a,b € R sind.

Aufgabe 53.11. (4 Punkte)

Sei T' C R" eine kompakte Teilmenge und F ein euklidischer Vektorraum. Es
sei C = C%T, E) der Raum der stetigen Abbildungen von T nach E, versehen
mit der Supremumsnorm. Es seien x4, ...,z, € Tund yy,...,y, € E Punkte.
Zeige, dass die Teilmenge

{feClfl@)=uy,....f(&n) = ya}

abgeschlossen in C' ist.
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Aufgabe 53.12. (4 Punkte)

Sei T" C R™ abgeschlossen und beschréinkt, und sei M ein vollstandiger me-
trischer Raum. Sei C' die Menge der stetigen Abbildungen von T nach M.
Definiere eine Metrik auf C' derart, dass C' selbst zu einem vollstédndigen
metrischen Raum wird.

Aufgabe 53.13. (4 Punkte)
Zeige, dass das Integral zu einer stetigen Kurve
la,b] — V

in einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum V' unabhéngig von der
gewahlten Basis ist.

Aufgabe 53.14. (4 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung

@ :R— R t+— (t*t° —1,t + sin t).
Bestimme die Komponenten dieser Abbildung bzgl. der Basis

1 0 1
o], 1], [-1
1 2 1

Bestimme mit beiden Basen das Integral dieser Kurve tiber [a, b], und bestéiti-
ge, dass die Ergebnisse iibereinstimmen.

Aufgabe 53.15. (4 Punkte)
Lose das Anfangswertproblem
v = f(t,v) und v(1) = (3,2,6)
zum ortsunabhéngigen Vektorfeld
fRxR —R3 (tz,y,2) — t7(3,1,4) — e (2, —1,7)
+(t — t2")(0,4,5) + (2,2,2).
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54. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 54.1. Es seien L und M metrische Rdume und es seien
f,9g: L — M
zwei stetige Abbildungen. Zeige, dass die Menge
N =A{zeL|f(z) = g(x)}

abgeschlossen in L ist.

Aufgabe 54.2. Seien M, N, . Mengen. Stifte eine Bijektion zwischen
Abb (M x N, L) und Abb (M, Abb (N, L)).

Was bedeutet die vorstehende Aufgabe fiir Vektorfelder?

Aufgabe 54.3. Sei
IxU—V, (tv)— f(t,v),
ein Vektorfeld. Zeige, dass eine konstante Abbildung
po: I — U t— p(t) =c,

genau dann eine Losung der zugehorigen Differentialgleichung v = f(t,v)
ist, wenn f(¢,¢) = 0 ist fiir alle t € [.

Aufgabe 54.4. Es sei

h:R" — R
eine Linearform. Bestimme das zugehdrige Gradientenfeld und die Lésungen
der zugehorigen Differentialgleichung.

Aufgabe 54.5. Der Body-Mass-Index wird bekanntlich iiber die Abbildung

o Ry xRy — R, (m, ) —> %
berechnet, wobei m fiir die Masse und [ fiir die Lénge eines Menschen (oder
eines Tieres, einer Pflanze, eines Gebédudes) steht (in den Einheiten Kilo-

gramm und Meter).

(1) Fiir welche Punkte ist diese Abbildung regulér?
(2) Skizziere das zugehorige Gradientenfeld.
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(3) Wenn man seinen Body-Mass-Index verringern mochte, und dabei
dem Gradienten dieser Abbildung vertraut, sollte man dann besser
abnehmen oder grofler werden? Inwiefern héngt dies vom Punkt, in-
wiefern von den gewéhlten Einheiten ab?

(4) Wie lassen sich die Fasern dieser Abbildung als Graphen von Funk-
tionen beschreiben?

(5) Berechne die Hesse-Matrix von ¢ und bestimme ihren Typ in jedem
Punkt.

(6) Zu welchen Daten wird das Maximum bzw. das Minimum des Body-
Mass-Index angenommen, wenn man ihn auf [30,300] x [1,2] ein-
schrankt, und welche Werte besitzt er dann?

(7) Modelliere die Abbildung, die den Menschen aus einer Menge T ih-
ren Body-Mass-Index zuordnet, mittels Messungen, Produktabbil-
dung und Hintereinanderschaltung.

Body Mass index

W B S0 #0 tI0 1M

e’

Aufgabe 54.6. Es sei U C V eine offene Teilmenge in einem endlichdimen-
sionalen reellen Vektorraum V. Es sei

I xU—V, (tv) — f(t,v),
ein Zentralfeld, d.h. ein Vektorfeld f vom Typ
[t v) =g(t,v) v
mit einer stetigen Funktion
g:1IxU— R, (t,v) — g(t,v).
Zeige, dass zu einem fixierten w € U die Losungen
a:J —R

der eindimensionalen Differentialgleichung

y = h(t,y) = g(t,yw)y mit a(ty) = 1
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zu Losungen der Differentialgleichung
v = f(t,v) mit v(ty) = w

fithren.
Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 54.7. (4 Punkte)
Wir betrachten das zeitunabhéingige Vektorfeld
fiR — R, v — 3023 = 3V02.

Zeige direkt, dass dieses Vektorfeld stetig ist, aber nicht lokal einer Lipschitz-
Bedingung geniigt.

Aufgabe 54.8. (4 Punkte)

Sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, U C V offen und
fU—V

ein zeitunabhéngiges Vektorfeld. Es sei
v:J —U

eine Losung der zugehorigen Differentialgleichung v = f(v). Es gebe zwei
Zeitpunkte ¢y # t1 in J mit v(ty) = v(t1). Zeige, dass es dann eine auf ganz
R definierte Losung dieser Differentialgleichung gibt.

Aufgabe 54.9. (4 Punkte)

Bestimme die Losungen der Differentialgleichung, die zum Gradientenfeld
der Funktion

h:R? — R, (x,y) — T+ v,
gehort.

Aufgabe 54.10. (4 Punkte)
Finde die Losung ¢ des Anfangswertproblem fiir das Zentralfeld

fRxR? — R? (t,v,w) — (t* = t)(v,w) = ((* — t)v, (* — w),
mit ¢(0) = (2, 3).
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Aufgabe 54.11. (4 Punkte)

Finde die Losung ¢ des Anfangswertproblem fiir das Zentralfeld
fRxR* — R? (t,v,w) — (t*0)(v,w) = (02, Pvw),

mit ¢(0) = (5, —1).

Aufgabe 54.12. (4 Punkte)
Lése die Differentialgleichung drittter Ordnung
y/// — 9y _ Btyl + y// )

mit einem polynomialen Ansatz fiir y(t).

55. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 55.1. Welche linearen Vektorfelder
fR" — R" v+— Mv,

sind Gradientenfelder? Wie sehen die Potentialfunktionen dazu aus?

Aufgabe 55.2. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und
p:V—=V
eine lineare Abbildung. Zeige folgende Eigenschaften.
(1) Der Nullraum 0 C V ist g-invariant.
(2) V ist p-invariant.
(3) Eigenrdume sind p-invariant.
(4) Seien Uy, Uy C V p-invariante Unterrdume. Dann sind auch U; N Us
und U; + Uy @p-invariant.

(5) Sei U C V ein p-invarianter Unterraum. Dann sind auch der Bildraum
©(U) und der Urbildraum ¢! (U) ¢-invariant.

Aufgabe 55.3. Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum iiber einem
Korper K. Es sei

o=VCcWc...cV,,CV,=V
eine Fahne in V. Zeige, dass es eine bijektive lineare Abbildung
p:V—V

gibt derart, dass diese Fahne eine ¢-invariante Fahne wird.
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Aufgabe 55.4. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p:V—V
eine lineare Abbildung und v € V. Zeige, dass der kleinste p-invariante
Unterraum von V', der v enthélt, gleich

(¢"(v), neN)

ist.

Aufgabe 55.5. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p:V—V
eine lineare Abbildung. Zeige, dass die durch
U= {veV| esgibt ein n € N mit ¢o"(v) = 0}

definierte Teilmenge von V ein g-invarianter Unterraum ist.

Aufgabe 55.6. Definiere: eine lineare Differentialgleichung hoherer Ordnung
(homogen /inhomogen; mit konstanten Koeffizienten). Zeige, dass eine solche
lineare Differentialgleichung héherer Ordnung zu einem entsprechenden li-
nearen Differentialgleichungssystem wie in Lemma 54.8 dquivalent ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 55.7. (4 Punkte)
Entscheide, ob die Matrix

5 -1 3
79 8
6 2 =7
iiber R trigonalisierbar ist.
Aufgabe 55.8. (4 Punkte)
Es sei
f:R" — R"

eine eigentliche Isometrie. Es sei vorausgesetzt, dass f trigonalisierbar ist.
Zeige, dass dann f sogar diagonalisierbar ist.
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Aufgabe 55.9. (4 Punkte)

Es sei M eine reelle 2 x 2-Matrix, die iiber R nicht trigonalisierbar ist. Zeige,
dass M iiber C diagonalisierbar ist.

Aufgabe 55.10. (4 Punkte)
Eine lineare Abbildung

0:R* —R?
werde bzgl. der Standardbasis durch die Matrix

2 3 4
0 25
0 0 2

beschrieben. Finde eine Basis, bzgl. der ¢ durch die Matrix

210
0 2 1
00 2
beschrieben wird.
Aufgabe 55.11. (4 Punkte)
Lose die Differentialgleichung
y' = —ay

(mit @ > 0) und der Anfangsbedingung y(0) = = und y'(0) = v.

Die fiir t € R, —1 <t < 1, und ein n € N definierte lineare Differentialglei-
chung

2t , nn+1)
PSR -
heifit Legendresche Differentialgleichung zum Parameter n.

y' — y=0

Aufgabe 55.12. (4 Punkte)

Zeige, dass das n-te Legendre-Polynom

1 2 n\(n

eine Losung der Legendreschen Differentialgleichung zum Parameter n ist.
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56. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 56.1. Sei M eine quadratische n x n-Matrix iiber K. Es sei ¢ eine
Losung der linearen Differentialgleichung

v = Muv + 2(t)
und ¢y eine Losung der linearen Differentialgleichung
vl = Muv + 2(t).

Zeige, dass @1 + @9 eine Losung der linearen Differentialgleichung
v = Muv + 2(t) + 2(t)

ist.

Aufgabe 56.2. Sei

v = Mv
ein lineares Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten, sei L
der Losungsraum dieses Systems und sei ¢, € R. Zeige, dass die Abbildung

L — K", ¢ +— p(to),

ein Vektorraum-Isomorphismus ist.

Aufgabe 56.3. Wie transformieren sich in Lemma 56.2 die Anfangsbedin-
gungen?

Aufgabe 56.4. Lose das lineare Anfangswertproblem
/
U1 . 3 0 (%1 . (%1 (O) . 2
<vz) - (0 —5) (U2) it (UQ(O) “\-11) -
Aufgabe 56.5. Bestimme den Losungsraum zum linearen Differentialglei-

chungssystem
U1 ' o 1 -3 U1
Vo o 4 1 V2 '
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 56.6. (6 Punkte)

Lose das lineare Anfangswertproblem
/

U1 2 3 2 (%1 (%1 (0) 1
V2 =10 2 5 V2 mit V2 (0) = 0
(%] 00 3 (%R (%] (0) —1

Aufgabe 56.7. (4 Punkte)

Lose das lineare Anfangswertproblem
!/
U1 _ 2 3 U1 . U1 (O) . 5)
(w) N (0 7) (Ug) mit (UQ(O) T \—4)

Aufgabe 56.8. (5 Punkte)

Bestimme den Losungsraum zum linearen Differentialgleichungssystem
!/

(%1 31 00 (%1
(%) . 0 3 00 (%)
(% N 0 0 3 1 U3
V4 0 0 0 3 (W

Aufgabe 56.9. (6 Punkte)

Sei A € C. Bestimme den Losungsraum zum linearen Differentialgleichungs-
system

/A1 0 - 0
(1 . U1
() 0 A (%)
E = . . .. O E
v, 0 0 X 1 v,
0 0 A

Aufgabe 56.10. (5 Punkte)

Bestimme die allgemeine Losung des linearen Differentialgleichungssystems

() -6 )6
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Aufgabe 1.1. (3 Punkte)
Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

1) Eine Treppenfunktion auf einem Intervall [a, b].

2) Eine Stammfunktion zu einer Funktion f :]a,b[— R.

3) Der Limes einer Funktion f:R — R fiir x — oo.

4) Die Fakultitsfunktion (einschlieSlich Definitionsbereich).
5) Eine Lésung zu einem Anfangswertproblem.

6) Eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

(
(
(
(
(
(

Losung

(1) Eine Funktion
t:la, b)) — R
heifit eine Treppenfunktion, wenn es eine Unterteilung
a=aqy< a1 <A< < Qp1<a,=2>b

von [a,b] gibt derart, dass t auf jedem offenen Teilintervall Ja;_1, a;]
konstant ist.

(2) Eine Funktion F :]a,b[— R heiBt Stammfunktion zu f, wenn F auf
la, b differenzierbar ist und F'(x) = f(x) gilt fiir alle z €]a, b[.

(3) Eine reelle Zahl w heifit Limes von f fiir x — oo, wenn es fiir jedes
e > 0 ein s € R gibt mit der folgenden Eigenschaft: Fiir jedes x € R,
x>s, ist | f(x) —w|< e

(4) Fir x € R, x > —1, heiit die Funktion

x +— Fak (z) = / te "t dt
0

die Fakultditsfunktion.
(5) Eine differenzierbare Funktion

y: I — R, t— y(t),
auf einem Intervall I C R heifit eine Ldosung des Anfangswertproblems

y' = f(t,y) und y(to) = yo,

wenn die Eigenschaften
(a) Die Punkte (¢, y(t)) liegen in der Definitionsmenge von f fiir alle
tel.
(b) Esist y/(t) = f(t,y(t)) fiir alle ¢t € I.
(c) y(to) = yo,
gelten.
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ine Differentialgleichung der Form
(6) Eine Diff ialgleichung der Fi
y' = 9g(t) - h(y)
mit zwei Funktionen (dabei sind I und J reelle Intervalle)
g:1 — R, t— g(t),

und
h:J—R, y— h(y),

heifit gewohnliche Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Aufgabe 1.2. (2 (1+1) Punkte)
a) Unterteile das Intervall [—4, 5] in sechs gleichgrofle Teilintervalle.

b) Bestimme das Treppenintegral derjenigen Treppenfunktion auf [—4,5],
die auf der in a) konstruierten Unterteilung abwechselnd die Werte 2 und —1
besitzt.

Losung

a) Die Lange des Intervalls ist 9, daher muss die Lénge der Teilintervalle
gleich % = % = 1,5 sein. Dies ergibt die Teilintervalle

4, -5} (=51 1.3 (52 25 (5.9

b) Die Treppenfunktion, die abwechselnd die Werte 2 und —1 besitzt, hat
das Treppenintegral

1,5-(2—142—-142—-1) = 1,5-3 = 4,5.

Aufgabe 1.3. (5 Punkte)

Berechne durch geeignete Substitutionen eine Stammfunktion zu

V3z2 +5r —4.

Losung

Wir schreiben

5 25

2 —4 = — Y2 _-=_4
32° + 5 (\/§x+2\/§) T
5 5, 73
= (ﬁx#-ﬁ) _E
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_ B2V, V12 g,
2\ V3 2v/3V73
3/ 6 5

- B m )

Daher ist mit der Substitution

bzw.

[vaETsia - [ Bl -1 Y g - 12\/_/\/7du.

Eine Stammfunktion hiervon ist
73 1
———(uvu? — 1 — arcosh u)

und damit ist

3\

[ ( 6 x + > )4/ ( 0 x + > 2 —1- arcosh(— > )
24v3 \ V73 VT3\ VT3 VT3 Vel
eine Stammfunktion von

V3z2+5r —4.

Aufgabe 1.4. (6 (2+4) Punkte)
a) Es sel k € N; und es sei

f(x) = R(z, Y/x)

eine rationale Funktion in z und in 2. Man gebe direkt (ohne Bezug auf
Standardsubstitutionen der Vorlesung) eine geeignete Substitution an, mit
der die Berechnung der Stammfunktion zu f(z) auf die Berechnung einer
Stammfunktion einer rationalen Funktion in einer Variablen zuriickgefiihrt
werden kann.

b) Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion (mit > 1)

Vet
(VP =i
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Losung

a) Wir betrachten die Substitution z = u* bzw. u = ¥/x. Damit ist

/f(:lr) dr = /R(:Ir, Va)de = /R(uk,u)-kukl du.

Dabei ist jetzt R(u”,u) eine rationale Funktion in u, und bei der Multiplika-
tion mit ku*~! bleibt dies eine rationale Funktion.

b) Mit der Substitution z = u?® bzw. u = /x ist
3 3 3 3 2 3 4
/ﬂ(m _ /m.guzdu_ /HU Bu?du — /udu_
(Jx)? — Jx u?—u u? —u u—1

Polynomdivision ergibt

ut +u? = (u—1)(u® +u +2u+2) +2
und daher ist dieses Integral gleich

3u? + 3ut
/Lludu = /3u3+3u2+6u—|—6—|—
u_

6
du.
1

u —

Eine Stammfunktion ist daher

3
“ut 4wt + 3u® +6u+6-In(u—1).

4
Somit ist 5
er/z+x+3(€/5)2+6\3/§+6- In (Vx — 1)
. . %+x
eine Stammfunktion von T

Aufgabe 1.5. (3 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion (-5 <t < %)

1
cos t
Losung
Die Stammfunktion von .
cos t

berechnet sich unter Verwendung von Lemma 35.4 folgendermafen.

1 1+ s? 2 2
dt = . ds = ——ds .
/cost /1—52 14 s2 s /1—52 s
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Eine Stammfunktion von 21—132 ist In 1. Daher ist

1 — tan
1+ tan

In (

[N
~—

1
os t”

Aufgabe 1.6. (10 Punkte)
Sei I ein reelles Intervall und sei
f:I—R

eine stetige Funktion. Es sei a € I und es sei

:/;f(t)dt

die zugehorige Integralfunktion. Zeige, dass dann F' differenzierbar ist und
dass

fiir alle x € I gilt.

Losung

Es sei x fixiert. Der Differenzenquotient ist

Pes =P ™ par [y = 2 [ )

Wir miissen zeigen, dass fiir h — 0 der Limes existiert und gleich f(z) ist.
Dies ist dquivalent dazu, dass der Limes von

w[ @ ns)

fir h — 0 gleich 0 ist. Mit der durch f(z) gegebenen konstanten Funktion
konnen wir hf(x f v f(z) dt schreiben und damit den Ausdruck

RO

betrachten. Indem wir die Funktion ¢(t) = f(t) — f(x) betrachten kénnen
wir annehmen, dass f(x) = 0 ist. Wegen der Stetigkeit von f gibt es zu
jedem € > 0 ein § > 0 derart, dass fiir alle ¢t € [x — 0,z + 0] die Abschétzung
| f(t)|< e gilt. Damit gilt fiir h € [—5 +4] die Abschéitzung

|/ dtr<|/ 1t \dt|<|/ edt|=|h| e
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und daher
1 x+h
G [ <

Aufgabe 1.7. (8 (4+1+3) Punkte)

a) Bestimme die reelle Partialbruchzerlegung von
4s
st —2s2+ 1

b) Bestimme eine Stammfunktion von

4s
st—2s2+1

c¢) Bestimme eine Stammfunktion von

1

sinh? ¢
Losung
Es ist
4s 4s 4s

st —2s24+1 (212 (s—1)%(s+ 1)
Damit liegt die Faktorzerlegung des Nenners vor, so dass die Partialbruch-
zerlegung die Gestalt
4s . a n b n c n d
(s—12(s+1)2 (s—1) (s=12 (s+1) (s+1)2
mit reellen Zahlen a, b, ¢, d € R besitzt. Multiplikation mit dem Hauptnenner
ergibt
4s = a(s —D)(s+ 1) +b(s+1)> +c(s+1)(s — 1)* +d(s — 1)

Einsetzen von s = 1 ergibt 4 = 4b, also b = 1.

Einsetzen von s = —1 ergibt —4 = 4d, also d = —1.
Einsetzen von s = 0 ergibt 0 = —a+b+c+d, also ist —a+c¢ =0, also a = c.
Einsetzen von s = 2 ergibt

8 =9a+9+3c+d=9+9+3c—1.

Also ist 9a + 3¢ = 0 und daher a = ¢ = 0. Die Partialbruchzerlegung ist also
4s 1 1

(s—12(s+1)2 (s—12 (s+1)2
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b) Eine Stammfunktion von
4s 1 1

(s=12(s+1)2  (s—1)? (s+1)

ist
—(s—=D '+ (s+1)7 .

c) Es ist
1 4 4

sinhZ ¢ - (ef — e 1)2 - (e)2 — 2+ (ef) 2
Wir wenden die Standardsubstitution ¢ = In s an und erhalten

1 4
dt = dt
/ sinh? ¢ / (et)2 — 2+ (et)2

Nach Teil b) ist

eine Stammfunktion von ﬁ

Aufgabe 1.8. (10 (4+6) Punkte)

a) Sei
f :RZO — RZO

eine monoton fallende stetige Funktion. Es sei vorausgesetzt, dass das unei-

gentliche Integral
/ ft)dt
0

existiert. Zeige, dass

ist.

b) Man zeige durch ein Beispiel, dass die Aussage in a) fiir eine stetige, nicht
monoton fallende Funktion nicht gelten muss.

Losung

a) Da das uneigentliche Integral existiert sind insbesondere die eigentlichen
Integrale foc f(t)dt fir ¢ € Ry nach oben beschriankt, sagen wir durch die
Schranke . Nehmen wir an, dass die Funktion f fiir # — oo nicht gegen 0
konvergiert. Dann gibt es ein € > 0 derart, dass es zu jedem s € R, einx > s
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mit f(z) > € gibt. Wegen der Monotonie gilt auch f(¢) > e fir alle ¢t < s.
Daher ist

/Sf(t) dt > se.
0

Wir wahlen s so, dass se > b ist und erhalten einen Widerspruch.
b) Wir betrachten die Funktion

[ Rsg — Ry,
die folgendermaflen definiert ist. Wenn z zu einem Intervall der Form
1 1
[n — ot E]
(mit einer natiirlichen Zahl n > 2) gehort, so setzen wir

1 1
f(z) = n*z—n’+1 fiir x € [n—ﬁ,n] und f(x) = —n’z+n’+1 fiir x G]n,n—i-ﬁ]

und 0 sonst. Dabei ist f(n) = 1 fiir natiirliche Zahlen n > 2, wie sich di-
rekt durch Einsetzen ergibt. Da andererseits f(n + %) = 1 ist, existiert kein
Grenzwert fiir ¥ — oo. Die Abbildung ist stetig, wie sich ebenfalls durch Ein-
setzen an den Ubergangsstellen ergibt. Um zu zeigen, dass das uneigentliche
Integral existiert, betrachten wir zu natiirlichen Zahlen n die Integrale

n—&-% n—&-%
/ f(t)dt:/ f)dt.
nl ey

Da es sich um ein Dreieck mit Grundseite 2# und Hohe 1 handelt, ist dieses
Integral gleich # (man kann auch durch % abschétzen). Daher ist

k

/Ok+%f(t)dtzz/nt;f(t)dtSZ%.

n=2 -2 n=2

Da die Reihe rechts konvergiert, ist die linke Seite nach oben beschrinkt,
daher existiert das uneigentliche Integral.

Aufgabe 1.9. (7 (3+2+2) Punkte)
a) Zeige, dass die Fakultétsfunktion fiir > 1 monoton wachsend ist.
b) Zeige, dass 10! > el gilt.
c) Zeige, dass fir « > 10 die Abschitzung
Fak (z) > e”

gilt.
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Losung

a) Sei ' > x > 1. Dann ist t* > t* fiir alle t € R,.. Daher ist
et > t¥et

fiir alle t € R, und daher iibertrigt sich dies auf die uneigentlichen Integrale,
also

Fak (z') :/ et dt Z/ t*e " dt = Fak (z).
0 0

b) Es ist e < 3. Daher ist
10! = 10-9:(8-1)-(7-2)(6-3)-(5-4) = 10-9-8-14-18-20 > e*-e*-e-e*-e*e* = e'l.

c) Sei x > 10. Es sei n = [#] < z. Dann ist wegen a) und b)
Fak(z) > n! = n(n—1)---11-(10!) > " 1. et = et > "

Aufgabe 1.10. (6 (2+2+2) Punkte)
a) Finde alle Losungen der gewohnlichen Differentialgleichung (¢ € Ry)

y:?

b) Finde alle Losungen der gewohnlichen Differentialgleichung (¢ € Ry)

Y

/:_ t7
y=5t

c¢) Lose das Anfangswertproblem

y':%—i—t7 und y(1) =5.

Losung

a) Nach dem Losungsansatz fiir homogene lineare Differentialgleichungen

miissen wir zuerst eine Stammfunktion von % bestimmen, eine solche ist
In ¢. Die Exponentialfunktion davon ist ¢, so dass y = ¢t (mit ¢ € R) die

Losungen von y' = y/t sind.

b) Eine Stammfunktion zu % = 15 ist

Damit ist
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eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung und somit sind

1
?tS +ct, c € R,

alle Losungen.

¢) Wenn zusétzlich die Anfangsbedingung y(1) = 5 erfiillt sein soll, so muss

1
- -5
- +c
gelten, also
5 1 34
c=5—- = —.
7 7
Die Losungs des Anfangsproblems ist also
1 34
t) = =t° :
y(t) = -t + —t

Aufgabe 1.11. (4 Punkte)

Bestimme die Losungen der Differentialgleichung 3’ = t>y3, y > 0, mit dem
Losungsansatz fiir getrennte Variablen. Was ist der Definitionsbereich der
Losungen?

Losung
Wir schrelben t) = t? und h(y) = y*. Eine Stammfunktion zu @ = 5 ist
H(y) = — =z (z ist also negativ) mit der Umkehrfunktion
1
y=H'z) = —§Z—1 )

Die Stammfunktionen zu g(t) = ¢* sind 3¢* + ¢ mit ¢ € R. Daher sind die
Losungen der Differentialgleichung von der Form

11 1 1
£ = /== (5t3 o) = = .
u(®) \/ 25" ) \/2(§t3+c) \/§t3+2c

Bei gegebenem c ist diese Wurzel genau dann definiert, wenn

2
B 4+2c<0
3 c

ist. Dies bedeutet

t < v—3c.

Die Definitionsbereiche sind also

[—oc0, ¢/73d).
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Es gibt insgesamt 64 Punkte. Es gilt die Sockelregelung, d.h. die Bewertung
pro Aufgabe(nteil) beginnt bei der halben Punktzahl. Die erreichte Punktzahl
geht zweifach in Thre Ubungspunktzahl ein.

Tragen Sie auf dem Deckblatt Ihren Namen und Thre Matrikelnummer leser-
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erhalt. Pkt.:

Note:
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Aufgabe 2.1. (4 Punkte)
Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

1) Eine rektifizierbare Kurve im R™.

2) Eine in einem Punkt total differenzierbare Abbildunyg.

3) Ein reguldrer Punkt einer total differenzierbaren Abbildung.

4) Der Tangentialraum an die Faser durch einen reguldren Punkt einer
total differenzierbaren Abbildung.

(5) Eine symmetrische Bilinearform.

(6) Ein vollstindiger metrischer Raum.

(7) Eine stark kontrahierende Abbildung zwischen metrischen Raumen.

(8) Eine Fahne in einem endlichdimensionalen Vektorraum.

(
(
(
(

Losung

Aufgabe 2.2. (4 Punkte)
Bestimme die kritischen Punkte der Funktion
0 :R? — R, (z,y) — (32% — 22y — y* + 5z),

und entscheide, ob in diesen kritischen Punkten ein lokales Extremum vor-
liegt.

Losung

Die Jacobi-Matrix dieser Funktion ist
(6x — 2y + 5, =2z — 2y).

Wir setzen beide Komponenten gleich 0 und erhalten durch Subtraktion der
beiden Gleichungen voneinander die Bedingung

8r+5=0,
also ist . .
xr = —— und daher y = —.
8 8

Der einzige kritische Punkt der Funktion ist also

55
P=(—=. -).
( 8’ 8)
Wir bestimmen die Hesse-Matrix in diesem Punkt. Sie ist
6 -2

-2 =2
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Wir wenden das Minorenkriterium an. Der Eintrag links oben ist positiv, die
Determinante ist —12 —4 = —16, also negativ. Daher besitzt die Hesse-Form
den Typ (1, 1), und somit liegt kein lokales Extremum vor.

Aufgabe 2.3. (4 Punkte)
Berechne die Linge des Graphen der Funktion

1
f:R—)R,xr—>§x2—m+13,

zwischen 4 und 8.

Losung

Es ist f'(z) = x — 1. Daher ist die Lénge des Graphen gleich dem Integral
(mit der Substitution u = x — 1)

8 7
/ V14 (x—1)%dz = / vu? + ldu
4 3
1
= §(U\/U2 + 1+ arsinh u )5
1
= 5(7\/@—1— arsinh 7 — 3v/10 — arsinh 3).

Aufgabe 2.4. (4 Punkte)
Man gebe fiir jedes n € N eine bijektive, total differenzierbare Abbildung
©n R" — R"

an, fiir die das totale Differential in mindestens einem Punkt nicht regular
ist.

Losung

Fiir n = 1 ist die Abbildung
R — R, 2z —> 2,

bijektiv (mit der Umkehrfunktion z — /). Fiir ein n € N betrachten wir
die Abbildung
3

on R" — R", (1, 29,...,2,) — (2], T2, ..., Tp).
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Dies ist eine polynomiale Abbildung, so dass das totale Differential durch die
Jacobi-Matrix, also durch

322 0 -+ 0
0 1 :
0

gegeben ist. Fiir 1 = 0 ist diese Matrix nicht invertierbar, da ihre Determi-
nante 0 ist, und die Abbildung ist fiir diese Punkte nicht regulédr. Dennoch
ist die Abbildung bijektiv, die Umkehrabbildung wird durch

R" — R", (x1, 29, ..., 2,) —> (Y21, 29,...,2,)

gegeben.

Aufgabe 2.5. (10 Punkte)

Bestimme die lokalen und globalen Extrema der auf der abgeschlossenen
Kreisscheibe B(0,1) = {(z,y) € R?*| z* + y* < 1} definierten Funktion

f:B(0,1) — R, (z,y) — 2* +y° —y* — y.

Losung

Aufgabe 2.6. (10 (1+9) Punkte)
a) Formuliere den Banachschen Fixpunktsatz.

b) Beweise die Existenzaussage im Banachschen Fixpunktsatz.

Losung

a) Der Banachsche Fixpunktsatz besagt:
Es sei M ein nicht-leerer vollstandiger metrischer Raum und
fM—M
eine stark kontrahierende Abbildung. Dann besitzt f genau einen Fixpunkt.

Sei x € M ein beliebiger Punkt. Wir betrachten die durch

xo =z und z, := f"(x) = f(z,_1)
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rekursiv definierte Folge in M. Wir setzen a = d(f(z), ). Dann gilt fiir jedes
n € N die Beziehung

d(f* (@), f(x) < c-d(f*(x), [P ) < " -d(f(2),2) = a.
Daher gilt aufgrund der Dreiecksungleichung und der geometrischen Reihe
fiir n > m die Beziehung

d(f"(x), f™(x))

d(f™(x), "7 @) + d(f* ), 1) + A A (), f7 ()
a(c PR T )

ac™(cm T )

[ IAIA

c"a :

1—c¢
Zu einem gegebenen € > 0 wahlt man ny mit c”oal%c < e. Dies zeigt, dass eine
Cauchy-Folge vorliegt, die aufgrund der Vollstandigkeit gegen ein y € M kon-
vergiert. Wir zeigen, dass dieses y ein Fixpunkt ist.Die Bildfolge (f(z,))nen
konvergiert gegen f(y), da eine kontrahierende Abbildung stetig ist. Ande-
rerseits stimmt diese Bildfolge mit der Ausgangsfolge bis auf die Indizierung
iiberein, so dass der Grenzwert y sein muss.

IN

Aufgabe 2.7. (6 (24+2+2) Punkte)
Wir betrachten die Abbildung

0 :R\{0} xR — R? (z,y) — (=, %).

a) Bestimme die reguléren Punkte der Abbildung .

b) Zeige, dass ¢ in P = (1,2) lokal eine differenzierbare Umkehrabbildung
1 = ! besitzt, und bestimme das totale Differential von v im Punkt o(P).

c) Man gebe alle Punkte () € R\{0} xR an, in denen ¢ nicht lokal invertierbar
ist.

Losung

a) Wir bestimmen die Jacobi-Matrix von ¢, diese ist

¥ 9u

o T T

J = 3 2
—92¥ 34

3 2

Die Determinante davon ist

YA
x4 xt ot
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Dies ist 0 genau dann, wenn y = 0 ist, so dass die reguldren Punkte genau
die Punkte sind, deren y-Koordinate nicht 0 ist.

b) Die Abbildung ist nach Teil a) im Punkt P = (1, 2) regulér, daher gibt es
nach dem Satz iiber die Umkehrabbildung eine differenzierbare Umkehrab-
bildung v, die in einer offenen Umgebung von ¢(P) = (4, 8) definiert ist. Das
totale Differential von ¢ im Punkt ¢(P) ist die inverse Matrix zum totalen
Differential von ¢ in P, also invers zu

—4 4
—-16 12
Die inverse Matrix dazu ist
1 (12 -4\ (5 —3
1616 4 \1 -2

c¢) Fiir die Punkte (z,y) mit y # 0 gibt es aufgrund des Satzes iiber die
Umkehrabbildung lokal eine Umkehrabildung. Fiir einen Punkt () mit y =0
gibt es dagegen keine lokale Umkehrabbildung, da ein solcher Punkt auf der
Geraden liegt, die die Faser iiber (0,0) ist. Daher ist diese Abbildung in
keiner offenen Umgebung von () injektiv.

Aufgabe 2.8. (9 (24+2+5) Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
0 :R* — R? (z,y,2) — (22 + y* + 22, 20 + 3y + 42).
a) Bestimme die reguliren Punkte der Abbildung ¢. Zeige, dass P =
(1,—2,1) regulér ist.

b) Beschreibe fiir den Punkt P = (1, —2,1) den Tangentialraum an die Faser
F von ¢ durch P.

¢) Man gebe fiir P = (1,—2,1) einen lokalen Diffeomorphismus zwischen
einem offenen Intervall und einer offenen Umgebung von P in der Faser F
durch P an.

Losung

a) Die Jacobi-Matrix der Abbildung ist

2v 2y 2z
2 3 4
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Diese Matrix besitzt maximalen Rang, wenn die erste Zeile kein Vielfaches
der zweiten Zeile ist. Die Bedingung lautet also

(x,y,2) = s(2,3,4), s € R.

D.h. die singuldren Punkte der Abbildung sind die Punkte der von (2,3,4)
erzeugten Geraden. Der Punkt P = (1, —2, 1) gehort nicht zu dieser Geraden,
da s(2,3,4) = (1,2, 1) keine Losung besitzt.

b) Der Tangentialraum an F' in P ist der Kern des totalen Differentials, also
der Kern von

2 —4 2
2 3 4

Zur Bestimmung des Kerns muss man also das lineare Gleichungssystem

2 -4 2

2 3 4
c

16sen. Durch Subtraktion der beiden Zeilen folgt 70 + 2¢ = 0 und daher ist
der Tangentialraum gleich der Geraden

{t(-11,-2,7), t € R}.

¢) Der Punkt P = (1, —2, 1) wird unter der Abbildung ¢ auf (6,0) abgebildet.
Die Faser dariiber wird durch die beiden Gleichungen

P4y +22=6und 22 +3y+42=0

beschrieben. Wir 16sen die lineare Gleichung nach x auf und setzen das Er-
gebnis
—3y — 4z
T
in die quadratische Gleichung ein. Das ergibt
9y? + 1622 + 24yz

2 2
=6
4 Ty

bzw.
13y% 4+ 202 +24yz — 24 = 0.
Wir 16sen dies nach z auf und erhalten zunéchst

6 13 6
2 2

- - =0
= TEE T Y T

und durch quadratisches Ergdnzen

3, 9., 13, 6 29 , 6
(FHsy) =55y — 5V T3 =Y T
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Daraus ergibt sich

29 6 3
=4/ ——y2+ - — —y.
© 00?575
Dabei ist die Wurzel fiir —,/ % <y <4/ % und damit insbesondere fiir
y = —2 definiert. Da fiir y = —2 ja 2z = 1 sein soll, muss man das negative

Vorzeichen nehmen. Somit liefert die Abbildung

120 [120
Y int i R3
=\ 55\ 39~ B
(—3y—4(—\/—f—&y2+§—%y) 29 6 3

_ T a2 —_ _
5 Y, oo T E 5y)

eine Bijektion dieses offenen Intervalls mit der offenen Teilmenge der Faser F

durch P, die durch FN{(z,y,2)| —/ 22 <y < 1/ 55} gegeben ist. Es ist ein
Diffeomorphismus, da diese Abbildung differenzierbar ist und ihre Ableitung

wegen der zweiten Komponenten nirgendwo verschwindet.

Y —

Aufgabe 2.9. (6 Punkte)
Sei

f:R* —R"
ein Gradientenfeld und sei

p:J —R"

(J € R ein offenes Intervall) eine Losung der zugehorigen Differentialglei-
chung v = f(v). Es gelte ¢/(t) # 0 fur alle t € J. Zeige, dass ¢ injektiv
ist.

Losung

Es sei

h:R" — R
ein Potential zu f, also eine differenzierbare Funktion, deren Gradientenfeld
gleich f ist. Wir zeigen, dass sogar die zusammengesetzte Abbildung

g=hop:J— R t— h(p(t)),

injektiv ist. Aufgrund der Kettenregel ist die Ableitung dieser Abbildung
gleich

g'(t) = (Dh)yw o (Dp)e = (Dh)yn (#(1)) -
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Nach Fakt steht ¢'(¢) # 0 senkrecht auf dem Tangentialraum zu h im Punkt
©(t). Insbesondere gehort ¢'(t) nicht zum Tangentialraum (da das Skalar-
produkt positiv definit ist), also nicht zum Kern von (Dh), (). Daher ist

g'(t) = (Dh)ew(¢'(t) # 0.

D.h. dass ¢'(t) keine Nullstelle besitzt und daher ist g nach Fakt streng
wachsend oder streng fallend, also injektiv.

Aufgabe 2.10. (7 (5+2) Punkte)

a) Bestimme den Losungsraum des linearen Differentialgleichungssystems

/

x 2 1 x

y 34) \y)

b) Lose das Anfangswertproblem
/

x 2 1 x

y 3 4/ \y

x(0) 2

mit der Anfangsbedingung =
y(0) 7

Losung

a) Wir berechnen die Eigenwerte der Matrix. Das charakteristische Polynom
davon ist

A—2 -1
det =A=2)A=4) =3 =X =67A+5=(A-1)(A-5).
-3 -4
Daher sind 1 und 5 die Eigenwerte, und daher ist die Matrix diagonalisierbar.

Zur Bestimmung eines Eigenvektors zum Eigenwert 1 berechnen wir den Kern
von

-1 -1
-3 -3
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Dies ergibt den Eigenvektor zum Eigenwert 1 und damit die erste

Fundamentallosung

Zur Bestimmung eines Eigenvektors zum Eigenwert 5 berechnen wir den Kern
von

3 -1
-3 1
Dies ergibt den Eigenvektor zum Eigenwert 5 und damit die zweite
Fundamentallosung
s 1
3

Die allgemeine Losung hat demnach die Form

. 1 & (1 aet + be®
ae’ - + be”" - = ,a,beR.
—1 3 —ael + 3bedt

b) Um das Anfangsproblem zu 16sen miissen wir a und b so bestimmen, dass

a+b 2
—a + 3b 7

ist. Dies ist ein lineares Gleichungssystem, Addition fithrt auf

4 =9,
also b = % und daher a = —}l. Die Losung des Anfangswertproblems ist also
ETEREE Y
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