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Mathematik II1

Arbeitsblatt 83

Aufwiarmaufgaben

AUFGABE 83.1. Berechne die Tangentialabbildung Ty zu
0 :R* — R? (z,y,2) — (2%y — 322° + %,z sin y — e¥?)
unter Verwendung der Identifizierungen TR? = R? x R? und TR? = R? x R2.

AUFGABE 83.2. Es seien M; und M orientierte Mannigfaltigkeiten. Zeige,
dass dann auch das Produkt M; x M, eine orientierte Mannigfaltigkeit ist
(wobei die Orientierung von der Ordnung auf {1,2} abhéngt).

Es seien M und N orientierte Mannigfaltigkeiten und
o: M — N

eine differenzierbare Abbildung. Diese heifit ¢ orientierungstreu, wenn fiir
jeden Punkt P € M die Tangentialabbildung

T(p ITPM — T@(p)N

bijektiv und orientierungstreu ist.

AUFGABE 83.3. Zeige, dass die antipodale Abbildung
0:8" — S P —P,

orientierungstreu ist.

AUFGABE 83.4. Es seien M; und M, orientierte Mannigfaltigkeiten. Zeige,
dass die Vertauschungsabbildung

QD:MIXMQ—>M2XM17 (P7Q)'—><Q7P)7

bzgl. den jeweiligen Produktorientierungen nicht orientierungstreu sein muss.
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AUFGABE 83.5. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit dem
Kotangentialbiindel T*M. Zeige, dass man auf /\k T*M fiir jedes k eine To-
pologie erklédren kann, bei der fiir jede Karte o : U — V' die Abbildung

k

k k
/\T*U — /\T*v >V x /\]R”*

eine HomGomorphie ist.

Damit kann man von stetigen und auch von messbaren Differentialformen
sprechen.

AUFGABE 83.6. Es sei M eine C?-differenzierbare Mannigfaltigkeit mit dem
Kotangentialbiindel T*M. Zeige, dass /\k T*M fiir jedes k eine differenzier-
bare Mannigfaltigkeit ist.

AUFGABE 83.7. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und £%(M)
die Menge der k-Formen auf M. Zeige, dass £¥(M) ein R-Modul zu R =
C'(M,R) ist.

AUFGABE 83.8. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, P € M
ein Punkt und f € C'(M,R) eine stetig differenzierbare Funktion. Es sei
v € TpM ein Tangentialvektor, der durch einen differenzierbaren Weg

vi]—=0,0[— M
mit (0) = P représentiert werde. Zeige die Gleichheit
(df)(P,v) = (fo7)'(0),

AUFGABE 83.9. Es sei ¢ : M C R” eine abgeschlossene Untermannigfaltig-
keit. Zeige, dass fiir eine differenzierbare Funktion

fR" — R
die Beziehung
i*(df) = d(f o)
gilt.

AUFGABE 83.10. Wir betrachten die stetig differenzierbare Abbildung
p RPN\ {(0,0)} — R*\ {(0,0)}, (u,v) — (u*,v* —u),

und die 2-Differentialform
w=——-=drANdy.

Bestimme die zuriickgezogene Differentialform ¢*w.



Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 83.11. (4 Punkte)

Es sei V' ein euklidischer Vektorraum der Dimension n und sei das Produkt
VP =V x--- x V mit der Produkttopologie versehen. Es sei I ein reelles
Intervall und

p: I —V"
eine stetige Abbildung mit der Eigenschaft, dass

p(t) = (1), 2(t), . enl(t))

fiir jedes t € I eine Basis von V ist. Zeige, dass sdamtliche Basen ¢(t), t € I,
die gleiche Orientierung auf V' représentieren.

AUFGABE 83.12. (6 Punkte)

Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit dem Kotangentialbiindel
T*M. Es sei w eine k-Differentialform, also eine Abbildung

k
w:M—>/\T*M

mit w(P) € A*TpM fiir alle P € M, wobei dieses Dachprodukt mit der
natiirlichen Topologie (siche Aufgabe 83.5) versehen sei. Zeige, dass die fol-
genden Aussagen dquivalent sind.

(1) wist stetig.
(2) Fiir jede Karte o : U — V mit V' C R” und mit der lokalen Darstel-
lung a,w = Zl#(ﬂzk frdx; sind die Funktionen f; stetig.

(3) Es gibt eine offene Uberdeckung M = J;; U; mit Kartengebieten U;
derart, dass in den lokalen Darstellungen aj,w = Y 4=k fisdx;
die Funktionen f;; stetig sind.

AUFGABE 83.13. (4 Punkte)
Es sei
po:L—M

eine differenzierbare Abbildung zwischen zwei differenzierbaren Mannigfal-
tigkeiten L und M. Es seien w € E¥(M) und 7 € £(M) Differentialformen
auf M. Zeige die Gleichung

P (WAT) = p'w AT
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AUFGABE 83.14. (4 Punkte)
Wir betrachten die stetig differenzierbare Abbildung
p R\ {(0,0,0)} — N = {(2,y,2) € R’z # 0},
(u, v, w) — (wvw, u? —vw®, u® + v* + w?),
und die 2-Differentialform

w = 22z A dy + e ndz + (xe? — z)dy N dz
z

auf N. Bestimme die zuriickgezogene Differentialform ¢*w.

AUFGABE 83.15. (4 Punkte)

Begriinde die einzelnen Gleichungen in der Gleichungskette im Beweis zu
Lemma 83.8.

Gehe dabei folgendermaflen vor.

(1) Legen Sie auf Ihrer Benutzerseite (oder Gruppenseite) eine Unter-
seite an, indem Sie dort die Zeile
[/ Differentialform /Zuriickziehen / Vergleichskette /Einzelbegriin-
dungen]]
schreiben (d.h. Bearbeiten, Schreiben, Abspeichern; das / vorne
ist wichtig).
(2) Es erscheint ein roter Link. Gehen Sie auf den roten Link und geben
Sie dort
{{:Differentialform/Zuriickziehen/Vergleichskette /Begriindungs-

fenster}}
ein.

(3) Es erscheint die Gleichungskette. Wenn Sie auf eines der Gleich-
Zeichen gehen, erscheint ein roter Link. Gehen Sie auf diesen roten
Link und geben Sie dort die Begriindung fiir diese Abschétzung ein.

(4) Die Abgabe erfolgt online, indem Sie auf der Abgabeseite(die Sie
von der Kursseite auf Wikiversity aus erreichen kénnen) einen Link
zu Threr Losung hinterlassen, also dort

[Thr Benutzername/Differentialform/Zuriickziehen/Vergleichs-
kette/Einzelbegriindungen]||
hinschreiben.



