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Aufwiarmaufgaben

AUFGABE 63.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeige, dass in X die soge-
nannte Hausdorff-Eigenschaft gilt, d.h. zu je zwei verschiedenen Punkten x
und y gibt es offene Mengen U und V' mit

reUundyeVundUNV =0.

AUFGABE 63.2. Zeige, dass in einem Hausdorff-Raum X jeder Punkt x € X
abgeschlossen ist.

AUFGABE 63.3. Es sei X ein topologischer Raum mit einer abzdhlbaren
Basis. Zeige, dass dann auch jeder Unterraum Y C X mit der induzierten
Topologie eine abzahlbare Basis besitzt.

AUFGABE 63.4. Es sei X ein topologischer Raum mit einer abzéhlbaren
Basis. Zeige, dass es zu jeder Uberdeckung U = | J,_; U; mit offenen Mengen
U; eine abzéhlbare Teiliiberdeckung gibt.

el

AUFGABE 63.5. Es sei (M, A, 1) ein Mafiraum. Zeige, dass die Mengen
{T' e Al u(T) < o0},

einen Mengen-Préring, aber im Allgemeinen keine Mengen-Algebra bilden.

AUFGABE 63.6. Es sei (M, A, u) ein Mafiraum und ¢ € Rsq. Zeige, dass
durch

A(T) = cu(T)
ein Mafl auf M definiert ist.! Diskutiere insbesondere die Teilmengen mit
u(T) = oo.

AUFGABE 63.7. Es sei (M, A) ein Messraum. Wir nennen ein Mafl auf M
explosiv, wenn es lediglich die Werte 0 und co annimmt.

a) Zeige, dass (fir T € A) durch

0, falls T =0,
1(T) =
oo, falls T # 0,

Dieses MaB nennt man das mit ¢ umskalierte Map.
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ein Maf definiert ist.
b) Es sei u ein Maf auf (M, A). Zeige, dass durch
fall T) =
oo, falls u(7) >0,
ebenfalls ein Maf3 definiert ist.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 63.8. (4 Punkte)
Es sei (M, A) ein Messraum und sei
fo: M — R
eine Folge von messbaren Funktionen. Zeige, dass
{z € M| f,(x) konvergiert}

messbar ist.

AUFGABE 63.9. (4 Punkte)

Zeige, dass es eine abzahlbare Familie von offenen Béllen im R"™ gibt, die eine
Basis der Topologie bilden.

AUFGABE 63.10. (4 Punkte)

Es sei X ein Hausdorff-Raum und es seien 77, T, C X zwei disjunkte endliche
Teilmengen. Zeige, dass es offene Mengen U;,U; C X gibt mit T} C Uy,
TQQUQ und UlﬂUQZQ)

AUFGABE 63.11. (4 Punkte)

Zeige, dass es auf jedem endlichdimensionalen reellen Vektorraum ein wohl-
definiertes Konzept von Borel-Mengen gibt.

AUFGABE 63.12. (7 Punkte)

Zeige, dass die Menge der stetigen wachsenden Funktionen
fTR—R

mit f(Q) C Q, mit f(R<p) =0 und f(R>;) = 1 iiberabzéhlbar ist.



