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AUFGABE 1. (4 Punkte)
Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

(1) Eine obere Treppenfunktion zu einer Funktion
f:la,b) — R.

(2) Das totale Differential in einem Punkt P € V einer in diesem Punkt
total differenzierbaren Abbildung

p:V—W

(dabei seien V' und W endlichdimensionale reelle Vektorraume).
(3) Der Tangentialraum an die Faser durch einen Punkt P € V einer
total differenzierbaren Abbildung

o:V—W

mit einem surjektiven totalen Differential (dabei seien V' und W
endlichdimensionale reelle Vektorraume).

(4) Ein Vektorfeld auf einer offenen Menge U C V in einem reellen
Vektorraum V.

(5) Eine Bilinearform (—,—) auf einem K-Vektorraum V.

(6) Die Gramsche Matriz zu einer Bilinearform (—, —) auf einem K-
Vektorraum V' bzgl. einer Basis vy, ..., v,.

(7) Der Dualraum eines K-Vektorraumes V.

(8) Eine trigonalisierbare lineare Abbildung ¢ : V' — V' (V ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum).

Losung

(1) Eine Treppenfunktion
t:la,b) — R

heifit eine obere Treppenfunktion zu f, wenn t(z) > f(x) ist fir alle
xel.
(2) Die lineare Abbildung L mit der Eigenschaft

p(P+v) =¢(P)+ L(v)+ [[v]] r(v)

(wobei r: U(0,9) — W eine in 0 stetige Abbildung mit r(0) = 0 ist)
heifit das totale Differential von ¢ an der Stelle P.
(3) Es sei Y die Faser von ¢ durch P. Dann nennt man

TpY :=kern (Dy)p = {v| (Dy)p(v) = 0}

den Tangentialraum an die Faser Y in P.



(4) Sei I C R ein reelles Intervall. Dann nennt man eine Abbildung
fIxU—YV, (t,v) — f(t,v),

ein Vektorfeld auf U.
(5) Eine Abbildung

VxV—K, (v,w) — (v,w),
hei3t Bilinearform, wenn fiir alle v € V' die induzierten Abbildungen
V— K, w+— (v,w),
und fiir alle w € V die induzierten Abbildungen
V— K, v— (v,w),

K-linear sind.
(6) Die n x n-Matrix
(vi, vj)1<ij<n
heifit die Gramsche Matriz von (—, —) bzgl. der Basis vy, ..., v,.
(7) Der Homomorphismenraum

V* = Homg (V, K)
heifit der Dualraum zu V.

(8) Die Abbildung ¢ heifit trigonalisierbar, wenn V' eine p-invariante
Fahne besitzt.
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AUFGABE 2. (4 Punkte)

Formuliere die folgenden Sétze.

(1)
(2)
(3)
(4)

Losung

(1)

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung.

Der Satz von Schwarz.

Die Charakterisierung der Trigonalisierbarkeit einer linearen Abbil-
dung mit Hilfe des charakteristischen Polynoms.

Sei [a, b] ein reelles Intervall und sei
f:la, b)) — R

eine stetige Funktion. Dann gibt es ein ¢ € [a, b] mit

/ F(H) dt = f(c)(b—a).

Sei [ ein reelles Intervall und sei
f:I—R

eine stetige Funktion. Es sei a € I und es sei

Fla) = /xf(t) dt

die zugehorige Integralfunktion. Dann ist F differenzierbar und es
gilt

fiir alle x € I.

Seien V und W endlichdimensionale reelle Vektorrdume. Sei G C V
offen und ¢ :G — W eine Abbildung, so dass fiir u,v € V die
zweiten Richtungsableitungen D,D,¢ und D,D,p existieren und
stetig sind. Dann gilt

DyDyp = D,D,p.

Eine lineare Abbildung ¢ ist trigonalisierbar genau dann, wenn das
charakteristische Polynom x,, in Linearfaktoren zerfillt.



AUFGABE 3. (3 Punkte)

Berechne das bestimmte Integral zur Funktion
1 1
Ry — R z+— = - — —e "
f + , T f<x> \/E \/5 + 2 + 3 e,

tiber [1,4].

Losung

Eine Stammfunktion zu f ist

3 1

1
F(:):):—x5—2x5+§1n(2x+3)—|—e_$.

3
Dabher ist
4
| t@as = Fay-Fa)
1
16 1 2 1
= g—l4+%lln 11+€_4—§+2—§ In5—e?
= g 511’13"‘6_4—6_1
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AUFGABE 4. (9 (6+3) Punkte)

Wir betrachten die Funktion

2+ 322 — 222+ —1
(x —1)*(2*+1)

FiR\{1) — R, 2

a) Bestimme die reelle Partialbruchzerlegung von f.

b) Bestimme eine Stammfunktion von f fir z > 1.

Losung

a) Zunéchst ist
(-1 2*+1) = (2> =2z + D) (2* +1) = 2* — 2% + 22* — 22 + 1.
Polynomdivision des Z&hlers durch den Nenner ergibt
2’ +32° - 202+ —1 = (v +2) (2" — 22 + 202 — 204+ 1) + 52 — 42 + 42 — 3.
Daher ist
254323 — 222 4+ 2 — 1 5r® — 4x? + 4 — 3
o203 1222 — 20+ 1 x+2+x4—2x3+2x2—2x+1'
Fiir den rechten Bruch bestimmen wir die Partialbruchzerlegung iiber den
Ansatz

53 — 4a? + 4x — 3 a b cr+d
Pt —wtl r—1 @=1P @+
der wiederum auf
5% —4r* +4r —3 = a(z — D)(2* + 1) +b(2* + 1) + (cxv + d)(x — 1)?

fithrt.

Fiir x = 1 ergibt sich

also b = 1.
Fiir x = 0 ergibt sich

also 4 =a —d.
Fiir x = —1 ergibt sich
5 4-4-3 =16 = —da+2+4(—c+d),
also £ =a+c—d.
Der Koeffizient zu 23 fiihrt schlieflich auf

= a+ c.



Die Addition der zweiten und dritten Gleichung fithrt auf

3—-1+ 18 L
C = —9 — —_— = —.
4 2
Aus der vierten Gleichung folgt daraus a = % und aus der zweiten Gleichung
ergibt sich
1
d = —.
2
Somit ergibt sich insgesamt die Partialbruchzerlegung
9 1 1
5 1 5L + 5

254+ 323 — 222+ — 1 Lo 2 n
= .
xt — 223 + 222 — 20 + 1 r—1 (x—1)2 (2241)

b) Eine Stammfunktion von f ist
1 9 1
—? 42+ - In(z—1)— (v — 1>_1+Z ln(x2+1)+§ arctan .
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AUFGABE 5. (4 Punkte)

Es sei
v :la, b — R"
eine stetig differenzierbare Kurve und sei
¢ :R" — R"
eine lineare Isometrie. Beweise die Langengleichheit
L(y) = L{p o).

Losung

Fiir eine stetig differenzierbare Kurve
v :la,b) — R
gilt
b
Lo = [ Il .

Die Kurve ¢ o+ ist ebenfalls stetig differenzierbar, und nach der Kettenregel
gilt

(0 07)' () = (De)yy(Y (1)) = (+'(1),
da ¢ linear ist. Da ¢ eine Isometrie ist, stimmt die Norm von +/(t) mit der
Norm von ¢(v/(t)) tiberein. Daher ist

b b
L@vﬂ=/H@vﬂ®Hﬁ=/HV®Hﬁ=Mw



AUFGABE 6. (6 (2+242) Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
0 : R — R (a,b,¢,d,u,v) — (au+bv + c +d,ad — be, ac — b*,bd — ¢?).

a) Bestimme die Jacobi-Matrix zu dieser Abbildung.
b) Zeige, dass ¢ im Nullpunkt nicht regulér ist.
c) Zeige, dass ¢ in (1,1,0,0,1, 1) regular ist.

Losung

a) Die Jacobi-Matrix ist

<
4
—
—_

S
|
o
|
S¥
IS

b) Die Jacobi-Matrix im Nullpunkt ist

001100
000O0O0O0
00 0O0O0O
00 0O0O0O

Diese Matrix hat den Rang 1, so dass der Nullpunkt nicht regulér ist.
c¢) Die Jacobi-Matrix in (1,1,0,0,1, 1) ist

11 1 111
0 0 -1 100
0 -2 1 000
0 0 0 100

Die Determinate der vorderen 4 x 4-Untermatrix ist 1 - (—1)(=2)(—1)1 =
—2 # 0, so dass die ersten vier Spaltenvektoren linear unabhéngig sind und
daher der Rang der Matrix gleich 4 ist. Daher handelt es sich um einen
reguldren Punkt.
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AUFGABE 7. (4 Punkte)
Untersuche die Funktion
f:R* — R, (z,y) — 2> + 2y — 69° — v,

auf kritische Punkte und Extrema.

Losung

Die partiellen Ableitungen der Funktion f sind

of

- =2

I Tr+vy
und of

— =z — 6y — 1.

3y x — 6y

Eine notwendige Voraussetzung fiir die Existenz eines lokalen Extremums ist,
dass der Gradient 0 ist. Aus
2c4+y=0undx—6y—1=0

folgt sofort

—13y —2=0,
also y = —% und daraus

1

=5
Es kann also allenfalls im kritischen Punkt P = (55, T2) ein lokales Extremum
vorliegen. Die Hesse-Matrix der Funktion ist

X

2 1
1 —6

Der Eintrag links oben ist also positiv und die Determinante ist negativ.
Daher ist die Hesse-Matrix indefinit und somit liegt kein Extremum vor.
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AUFGABE 8. (6 Punkte)

Beweise den Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Losung

Es sei

fila, b)) — R
die stetige Funktion. Uber dem kompakten Intervall [a, b] ist die Funktion f
nach oben und nach unten beschréankt, es seien m und M das Minimum bzw.
das Maximum der Funktion. Dann ist insbesondere m < f(z) < M fiir alle
x € [a,b] und

m(b—a)g/bf(t)dtSM(b—a).

Daher ist fabf(t) dt = d(b — a) mit einem d € [m,M] und aufgrund des
Zwischenwertsatzes gibt es ein ¢ € [a, b] mit f(c) = d.
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AUFGABE 9. (8 Punkte)

Beweise den Satz iiber implizite Abbildungen fiir den Fall einer linearen
surjektiven Abbildung

¢ :R" — R™.
Fiir welche Punkte P € R™ sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt?

Losung

Es ist G = R" und P € R" sei ein beliebiger Punkt. Bei einer linearen Ab-
bildung stimmt das totale Differential mit der linearen Abbildung iiberein.
Da diese nach Voraussetzung surjektiv ist, sind die Voraussetzungen des Sat-
zes fiir jeden Punkt erfiillt. Ferner folgt n > m aus der Surjektivitiat. Es sei
L = kern ¢ der Kern der linearen Abbildung, der nach dem Dimensionssatz
die Dimension n—m besitzt. Daher gibt es eine lineare Isomorphie R"™" = [,
die eine lineare injektive Abbildung 6 : R"~™ — R"™ definiert.

Die Faser Z durch P, also das Urbild von ¢(P), ist die Teilmenge
P+ L={P+vlvel}

und ergibt sich daher aus dem Kern durch verschieben um P. Insgesamt
erhalten wir

W V=R LR AR
wobei vorne eine lineare injektive Abbildung (deren Bild gleich L ist) und
hinten eine Verschiebung steht. Daher ist die Abbildung v stetig differen-
zierbar und injektiv. Das Bild von ¢ ist nach der Voriiberlegung genau Z, so
dass eine Bijektion R"™™ =2 7 vorliegt.

Als Verkniipfung einer linearen Einbettung und einer Verschiebung ist
in jedem Punkt regulédr. Das totale Differential von v ist 6, da das totale
Differential einer Verschiebung die Identitét ist. Wegen ¢ o 6 = 0 gilt auch
der Zusatz.
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AUFGABE 10. (8 Punkte)
Wir betrachten die Funktion
f:00,1] — R, t— 12

Fiir welche z,y € [0, 1], © < y, besitzt die zugehorige dreistufige (maximale)
untere Treppenfunktion zu f den maximalen Fldcheninhalt. Welchen Wert
besitzt er?

Losung

Es seien 0 < x < y < 1 die Markierungen der moglichen Intervallunterteilun-
gen. Der Flacheninhalt der zugehorigen maximalen unteren Treppenfunktion
von f ist
g(z.y) = 2(1—2")+(y-2)(1 -y
= -2’ +y—y’—z+ay’
= 22—y’ +ay+y.
Die partiellen Ableitungen davon sind

0 0
g9 = —32° + ¢ und 99 _ —3y% + 22y + 1.
ox dy

Wir bestimmen die kritischen Punkte. Aus der ersten Gleichung folgt
y = V3

(den negativen Fall kann man ausschlieBen). Wir setzen x = \/igy in die
zweite Gleichung ein und erhalten die Bedingung

2 —
_1:_3y2+_2:M2

\/gy \/g v,
31/4 31/4 X 31/4 \/g
y —= = =
3vV3—-2  3Y4.3V3-2 V9-2V3

folgt. Daher ist
1 V3

1
T BV 23 Vo 23

und der einzige kritische Punkt ist

woraus

1 V3
(\/9 —2v3 V9 - 2\/§> '
Die Hesse-Matrix von g ist
—6x 2y
2y —6y+ 2z
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Im kritischen Punkt ist der Eintrag links oben negativ. Die Determinante ist
362y — 1202 — 4y® = 2 (36\/3 12— 4\/52) - (36\/§ — 24) >0

positiv, so dass die Hesse-Matrix negativ definit ist und daher im kritischen
Punkt ein Maximum vorliegt. Da es auch in einer geeigneten (kleinen) of-
fenen Umgebung des abgeschlossenen Definitionsbereiches keinen weiteren
kritischen Punkt gibt, liegt ein absolutes Maximum vor. Der Wert ist

= 2 —y+ay’+y

= x (—a:2 —3V32% + 32 + \/§>

- x<x2(2—3\/§>+x/§>

1 1
oo (g (- V3) =)
1 (2-3V3) (9+2V3) +69v3

9—2V3 69
B 1 —23vV/3+69V3
9_2\/§ 69
12
= ———-V3
9 2/33

9v3 -6
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AUFGABE 11. (8 (543) Punkte)

a) Bestimme den Losungsraum des linearen Differentialgleichungssystems

/
€T 1 2 €T
y 3 5 y'

b) Lose das Anfangswertproblem

/

mit der Anfangsbedingung #(0) =
y(0) 3

Losung

a) Wir berechnen die Eigenwerte der Matrix. Das charakteristische Polynom
davon ist

A—1 -2 ,
det = A=1A=5—6=A—6)A—1.
3 A-=5

Daher sind 3 + v/10 und 3 — v/10 die Eigenwerte, und daher ist die Matrix

diagonalisierbar.

Zur Bestimmung eines Eigenvektors zum Eigenwert 3 + /10 berechnen wir
den Kern von

2++v10 -2
-3 -2+ 10

2 — /10

Dies ergibt den Eigenvektor zum Eigenwert 3 +1/10 und damit
-3

die erste Fundamentallosung

eB+HV10)t 2-v10
-3
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Zur Bestimmung eines Eigenvektors zum Eigenwert 3 — 1/10 berechnen wir
den Kern von

2—+10 -2
-3 -2 —-+10
2+V10
Dies ergibt den Eigenvektor V1o zum Eigenwert 3 —+/10 und damit
-3

die zweite Fundamentallosung

sy [ 2+ V10

6(

-3
Die allgemeine Losung hat demnach die Form
pestvioe, [ 27 VIO vy (2 VIO) ez V10)eBHVIOF 4 p(2 4 V/10) B VIO
-3 -3 —3qeB3+VI0t _ 3p(3-V10)t
mit a,b € R.

b) Um das Anfangsproblem zu lésen miissen wir a und b so bestimmen, dass

(2 —V10)a + (2 +V10)b —4

—3a — 3b 3
ist. Die zweite Gleichung bedeutet a+b = —1. Wir addieren das —ﬁﬁ—fache
der ersten Zeile zu a + b = —1 dazu und erhalten
b(1—2+\/10)——1—|— 4 2+ V10
2 — /10 2-v10 2-—+10’
woraus sich
b —2v10  2++10
2 —+/10 2 —+/10
und somit
L 2++10
24/10
ergibt. Daher ist
2410  2-410

a=-1-b=—1+

210 2v/10 °

Die Losung des Anfangswertproblems ist also

2= VIO ooy, (2= VI0) 24 VIO gy (24 VIO

2¢/10 _3 2v/10 _3
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Anhang

Wir geben hier den Satz {iber implizite Abbildungen und die Definition einer
Isometrie explizit an.

SATZ 1. Ser G C R"™ offen und sei
p:G— R™

eine stetig differenzierbare Abbildung. Es sei P € G und es sei Z = o~ (¢(P))

die Faser durch P. Das totale Differential (Dyp)p sei surjektiv. Dann gibt es
eine offene Menge P € W, W C G, eine offene Menge V- C R™™™ und eine
stetig differenzierbare Abbildung

vV —W
derart, dass (V) C ZNW ist und i) eine Bijektion
bV — ZAW

induziert. Die Abbildung 1 ist in jedem Punkt (Q € V requlir und fir das
totale Differential von v gilt

(De)u@) © (D) = 0.
DEFINITION 2. Eine lineare Abbildung
p:V—V

auf einem euklidischen Vektorraum V' heif3t Isometrie, wenn fiir alle v,w € V'
gilt:
(p(v), p(w)) = (v,w).



