Fachbereich Mathematik/Informatik 9. Juli 2010
Prof. Dr. H. Brenner

Mathematik I1
Zweite Testklausur

Dauer: Zwei volle Stunden + 10 Minuten Orientierung, in denen noch nicht
geschrieben werden darf.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt, aufler der folgenden Formel.

1
/\/x2 +1= §(x\/x2 + 1+ arsinhz).

Alle Antworten sind zu begriinden.

Es gibt insgesamt 64 Punkte. Es gilt die Sockelregelung, d.h. die Bewertung
pro Aufgabe(nteil) beginnt bei der halben Punktzahl. Die erreichte Punktzahl
geht zweifach in Thre Ubungspunktzahl ein.

Tragen Sie auf dem Deckblatt Ihren Namen und Thre Matrikelnummer leser-
lich ein.

Viel Erfolg!
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AUFGABE 1. (4 Punkte)
Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

(1) Eine rektifizierbare Kurve im R™.

(2) Eine in einem Punkt total differenzierbare Abbildung.

(3) Ein reguldrer Punkt einer total differenzierbaren Abbildung.

(4) Der Tangentialraum an die Faser durch einen Punkt einer total dif-
ferenzierbaren Abbildung mit einem surjektiven totalen Differential.

) Eine symmetrische Bilinearform.

) Ein wvollstindiger metrischer Raum.

) Eine stark kontrahierende Abbildung zwischen metrischen Raumen.

) Eine Fahne in einem endlichdimensionalen Vektorraum.

Losung

(1) Man nennt eine Kurve
f:la,b] — R"
rektifizierbar, wenn die Kurvenlénge
L(f) =sup (L(f(to),.-., f(tr)),a =ty <t1 < ... <tr_1 <t = b Unterteilung, k € N)

endlich ist.

(2) Eine Abbildung ¢ :G — W, wobei V' und W endlichdimensionale
K-Vektorrdaume und G C V offen ist, heiflt total differenzierbar im
Punkt P € G, wenn es eine K-lineare Abbildung L :V — W mit
der Eigenschaft

p(P+v) =¢(P) + L(v)+ [[v]] r(v)

gibt, wobei r : U(0,d) — W eine in 0 stetige Abbildung mit (0) = 0
ist und die Gleichung fiir alle v € V mit P +v € U(P,0) C G gilt.

(3) Seien V und W endlichdimensionale reelle Vektorrdume, sei G C V
offen, sei P € G und sei

0:G— W

eine in P differenzierbare Abbildung. Dann heifit P ein reguldrer
Punkt von ¢, wenn

rang (Dy)p = min (dim (V'), dim (W))

ist.
(4) Seien V und W endlichdimensionale reelle Vektorrdume, sei G C V
offen und sei

po:G— W
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eine stetig differenzierbare Abbildung. Es sei P € G ein Punkt, in
dem das totale Differential (D¢p)p surjektiv sei, und sei Y die Faser
von ¢ durch P. Dann nennt man

TpY :=kern (Dy)p = {v| (Dy)p(v) = 0}

den Tangentialraum an die Faser Y in P.
(5) Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und (—, —) eine Biline-
arform. Die Bilinearform heifit symmetrisch, wenn

(v,w) = (w,v)
fiir alle v,w € V gilt.
(6) Ein metrischer Raum M heiit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge
in M konvergiert.
(7) Es sei
fiL— M, x— f(2),
eine Abbildung zwischen den metrischen Rdumen L und M. Dann
heifit f stark kontrahierend, wenn es eine nichtnegative reelle Zahl
c < 1 gibt mit

fiir alle z,y € L.

(8) Es sei K ein Korper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum
der Dimension n = dim(V’). Dann heifit eine Kette von Untervek-
torraumen

O=WwcVic...cV,.,cV,=V

eine Fahne in V.
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AUFGABE 2. (4 Punkte)
Bestimme die kritischen Punkte der Funktion
p:R? — R, (2,y) — (32 — 2zy — y° + 52),

und entscheide, ob in diesen kritischen Punkten ein lokales Extremum vor-
liegt.

Losung

Die Jacobi-Matrix dieser Funktion ist
(6x — 2y + 5, -2z — 2y).

Wir setzen beide Komponenten gleich 0 und erhalten durch Subtraktion der
beiden Gleichungen voneinander die Bedingung

8r+5=0,
also ist 5 .
xr = —— und daher y = —.
8 8
Der einzige kritische Punkt der Funktion ist also
55
—Z,9).
8" 8
Wir bestimmen die Hesse-Matrix in diesem Punkt. Sie ist
6 -2
-2 =2

P=

Wir wenden das Minorenkriterium an. Der Eintrag links oben ist positiv, die
Determinante ist —12 —4 = —16, also negativ. Daher besitzt die Hesse-Form
den Typ (1, 1), und somit liegt kein lokales Extremum vor.



AUFGABE 3. (4 Punkte)
Berechne die Lénge des Graphen der Funktion

1
f:]R—MR,:cHixQ—m%—lB,

zwischen 4 und 8.

Losung

Es ist f/(x) = z — 1. Daher ist die Linge des Graphen gleich dem Integral
(mit der Substitution u = x — 1)

8 7
/ V14 (z—1)2dx = / vu? + ldu
4 3
1
= §(uv u? + 1+ arsinh u |3
1
= 5(7\/ 50 + arsinh 7 — 3v/10 — arsinh 3).
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AUFGABE 4. (4 Punkte)

Man gebe fiir jedes n € N eine bijektive, total differenzierbare Abbildung
on R" — R"

an, fiir die das totale Differential in mindestens einem Punkt nicht regulér

ist.

Losung

Fiir n = 1 ist die Abbildung
R — R, 2 — 2,

bijektiv (mit der Umkehrfunktion = — /z). Fiir ein n € N betrachten wir
die Abbildung

“n R" — Rna (x17x27"'7xn) — (x:i‘?m%"'axn)'

Dies ist eine polynomiale Abbildung, so dass das totale Differential durch die
Jacobi-Matrix, also durch

322 0 - 0
0 1
0

gegeben ist. Fiir z; = 0 ist diese Matrix nicht invertierbar, da ihre Determi-
nante 0 ist, und die Abbildung ist fiir diese Punkte nicht regulédr. Dennoch
ist die Abbildung bijektiv, die Umkehrabbildung wird durch

R" — R", (x1, 22, ..., 2,) — (21,22, ..., Zy)

gegeben.



AUFGABE 5. (10 Punkte)

Bestimme die lokalen und globalen Extrema der auf der abgeschlossenen
Kreisscheibe B(0,1) = {(z,y) € R*|2? + y* < 1} definierten Funktion

f:B(0,1) — R, (z,y) — 2* +y° —y* —y.

Losung

Wir bestimmen zunéchst lokale Extrema auf dem offenen Innern der Kreis-
scheibe, indem wir die Funktion auf kritische Punkte untersuchen. Die Jacobi-
Matrix von f ist
J= (22,3 — 2y —1).

Die kritischen Punkte liegen also bei = 0 und 3y? — 2y — 1 = 0 vor. Fiir
die Gleichung 3y?> — 2y —1=0sindy =1 und y = —% die Losungen, wobei
der Punkt P = (0,1) nicht zum Innern (aber zum Rand) gehort, der Punkt
Q = (0,—1) aber schon. Fiir ) bestimmen wir die Hesse-Matrix, diese ist

3
allgemein

2 0
0 6y—2
so dass sich fiir ) die Hesse-Matrix
2 0
0 —4

ergibt. Diese hat den Typ (1,1), so dass diese Matrix indefinit ist und kein
lokales Extremum vorliegt. Daher liegen sémtliche lokalen und globalen Ex-
trema auf dem Rand.

Die Funktion f ldsst sich auf ganz R? in natiirlicher Weise ausdehnen (durch
dieselben polynomialen Ausdriicke). Fiir den kritischen Punkt P = (0, 1) ist
die Hesse-Matrix gleich

20

0 4]
welche positiv definit ist. Daher liegt in P ein lokales Minimum der aus-
gedehnten Funktion und damit erst recht ein lokales Minimum der auf der
abgeschlossenen Kreisscheibe definierten Funktion vor.

Wir untersuchen nun den Rand auf weitere Extrema. Da die Funktion auf
einer abgeschlossenen und beschrénkten Menge definiert und stetig ist, muss
es sowohl ein globales Minimum als auch ein globales Maximum geben. Der
Rand ist durch

2 4+yi=1
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gegeben. Daher gilt dort 22 = 1 — 3? und somit héngt die Funktion auf dem
Rand nur von y ab, man kann daher

hy)=fla,y) =1-y+y*—y’ —y=¢"— 2y —y +1
ansetzen, wobei y zwischen —1 und 1 lauft. Da ein lokales Extremum auf der
abgeschlossenen Kreisscheibe insbesondere ein globales Extremum auf dem
Rand sein muss, miissen wir zunéchst die Nullstellen der Ableitung von h
bestimmen. Diese ist h'(y) = 3y? — 4y — 1, und die Nullstellen davon sind
VT 2

_aviL e
4 3 73

VT2
4+ 2>
3+3

auflerhalb des Intervalls, also nicht relevant fiir die Aufgabenstellung. Dage-

gen ist
—V7+2
3
zwischen —1 und 1. Da die zweite Ableitung in diesem Punkt negativ ist,
liegt dort ein lokales Maximum auf dem Rand vor. Weiterhin sind noch die
Randpunkte y = 1 und y = —1 des Intervalls zu beriicksichtigen, dort miissen
jeweils lokale Minima fiir h(y) vorliegen.

Dabei ist

Wir miissen dies jetzt auf die urspriingliche Funktion auf der Kreisscheibe
zuriickiibersetzen. Wir wissen schon, dass in P = (0, 1) ein lokales Minimum
vorliegt, und zwar mit dem Wert

f(0,1) = —1.
Sei S = (0,—1). Der Wert an dieser Stelle ist ebenfalls f(0,—1) = —1. Da
diese beiden Punkte die einzigen Kandidaten fiir lokale Minima sind, miissen
beide Punkte globale Minima sein.

Wir berechnen die z-Koordinaten zu y = # Es ist
7 = (\/?Jrz)2 _ 1 -4V7
3 9 ’
also
, —24+4V7
l—y" = ———
9
und somit
47— 2
o g YWT2

3
Die beiden Punkte Ry = (¥ 4\3ﬁ_ : _\/3?*2) und Ry = (—Y 43ﬁ_ : _‘/3?”) sind
die einzigen Kandidaten fiir lokale Maxima. Da es ein globales Maximum

geben muss, und die Situation fiir diese beiden Punkte symmetrisch ist, muss
in beiden Punkten ein globales Maximum vorliegen.




AUFGABE 6. (10 (149) Punkte)
a) Formuliere den Banachschen Fixpunktsatz.

b) Beweise die Existenzaussage im Banachschen Fixpunktsatz.

Losung

a) Der Banachsche Fixpunktsatz besagt:
Es sei M ein nicht-leerer vollstindiger metrischer Raum und
f-M— M
eine stark kontrahierende Abbildung. Dann besitzt f genau einen Fixpunkt.

b) Sei x € M ein beliebiger Punkt. Wir betrachten die durch

xo =z und z, ;= f"(z) = f(xn_1)
rekursiv definierte Folge in M. Wir setzen a = d(f(z), ). Dann gilt fir jedes
n € N die Beziehung

d(f" (@), M (2) < c-d(f(x), f7H @) < " -d(f(z),7) = a
Daher gilt aufgrund der Dreiecksungleichung und der geometrischen Reihe
fiir n > m die Beziehung
d(f"(z), f"(2)) d(f"(x), f7 (@) +d(f" @), 172 (@) + o d(f (), f ()
a(cnfl + Can o+ Cm+1 4 Cm)
ac™(c" T 2 A+
1

Cm

IRVARIVAN

IN

a .
1—c

Zu einem gegebenen € > 0 wahlt man ny mit c"oal%C < €. Dies zeigt, dass

eine Cauchy-Folge vorliegt, die aufgrund der Vollstéandigkeit gegen ein y € M

konvergiert.

Wir zeigen, dass dieses y ein Fixpunkt ist. Die Bildfolge (f(z,))nen konver-
giert gegen f(y), da eine kontrahierende Abbildung stetig ist. Andererseits
stimmt diese Bildfolge mit der Ausgangsfolge bis auf die Indizierung iiberein,
so dass der Grenzwert y sein muss.
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AUFGABE 7. (6 (242+2) Punkte)
Wir betrachten die Abbildung

2 vy
o R\ {0} xR — B, (z,9) — (L, ),
a) Bestimme die regulédren Punkte der Abbildung .

b) Zeige, dass ¢ in P = (1,2) lokal eine differenzierbare Umkehrabbildung
1 = ¢! besitzt, und bestimme das totale Differential von v im Punkt o(P).

¢) Man gebe alle Punkte @) € R\{0} xR an, in denen ¢ nicht lokal invertierbar
1st.

Losung

a) Wir bestimmen die Jacobi-Matrix von ¢, diese ist

(5
T o e
s 22
Die Determinante davon ist
4 4 4
3L L
x x x

Dies ist 0 genau dann, wenn y = 0 ist, so dass die reguldren Punkte genau
die Punkte sind, deren y-Koordinate nicht 0 ist.

b) Die Abbildung ist nach Teil a) im Punkt P = (1,2) reguldr, daher gibt es
nach dem Satz iiber die Umkehrabbildung eine differenzierbare Umkehrab-
bildung 1, die in einer offenen Umgebung von ¢(P) = (4, 8) definiert ist. Das
totale Differential von ¢ im Punkt ¢(P) ist die inverse Matrix zum totalen
Differential von ¢ in P, also invers zu

—4 4
—16 12
Die inverse Matrix dazu ist
1 (12 —4) (] —
16116 —4f (1 -2

c) Fir die Punkte (z,y) mit y # 0 gibt es aufgrund des Satzes iiber die
Umkehrabbildung lokal eine Umkehrabildung. Fiir einen Punkt () mit y =0
gibt es dagegen keine lokale Umkehrabbildung, da ein solcher Punkt auf der
Geraden liegt, die die Faser iiber (0,0) ist. Daher ist diese Abbildung in
keiner offenen Umgebung von @ injektiv.
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AUFGABE 8. (9 (242+5) Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
0 :R* — R? (z,y,2) — (22 + y* + 2%, 20 + 3y + 42).

a) Bestimme die regulidren Punkte der Abbildung ¢. Zeige, dass P = (1, —2,1)
regulér ist.

b) Beschreibe fiir den Punkt P = (1, —2,1) den Tangentialraum an die Faser
F von ¢ durch P.

¢) Man gebe fiir P = (1,—2,1) einen lokalen Diffeomorphismus zwischen
einem offenen Intervall und einer offenen Umgebung von P in der Faser F
durch P an.

Losung

a) Die Jacobi-Matrix der Abbildung ist

2v 2y 2z
2 3 4

Diese Matrix besitzt maximalen Rang, wenn die erste Zeile kein Vielfaches
der zweiten Zeile ist. Die Bedingung lautet also

(x,y,2) = s(2,3,4), s € R.

D.h. die singuldren Punkte der Abbildung sind die Punkte der von (2,3,4)
erzeugten Geraden. Der Punkt P = (1, —2, 1) gehort nicht zu dieser Geraden,
da s(2,3,4) = (1, —2,1) keine Losung besitzt.

b) Der Tangentialraum an F in P ist der Kern des totalen Differentials, also
der Kern von

2 —4 2
2 3 4

Zur Bestimmung des Kerns muss man also das lineare Gleichungssystem

a
2 —4 2

2 3 4
&

16sen. Durch Subtraktion der beiden Zeilen folgt 7b + 2¢c = 0 und daher ist
der Tangentialraum gleich der Geraden

(H(~11,-2,7), t € R}.
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c¢) Der Punkt P = (1, —2, 1) wird unter der Abbildung ¢ auf (6, 0) abgebildet.
Die Faser dariiber wird durch die beiden Gleichungen
2+t +22=6und 22 +3y+42=0

beschrieben. Wir 16sen die lineare Gleichung nach = auf und setzen das Er-
gebnis
—3y — 4z
r=—"—
2
in die quadratische Gleichung ein. Das ergibt
9y + 1622 + 24yz

2, .2
=6
+y +z

bzw.
13y + 2022 4+ 24yz — 24 = 0.
Wir 16sen dies nach z auf und erhalten zunéchst
22+§yz+1—3y2—§:0
5 20 5
und durch quadratisches Ergdnzen

3 9 13, 6 29, 6
(24 oy =y’ — ooy’ H o=~y o

5 25 20 5 100 5
Daraus ergibt sich
29 6 3
=y 22y 2 2y,
T 100”55
Dabei ist die Wurzel fir — % <y < % und damit insbesondere fiir
y = —2 definiert. Da fiir y = —2 ja z = 1 sein soll, muss man das negative

Vorzeichen nehmen. Somit liefert die Abbildung

120 /120 3y —4(—y /224 83 29 6 3
(_ o0 7) - R37 Yy ( ! ( 1og - 5y)7ya - _7y2 + 7_7y)
\ 29\ 29 2 100 5 5

eine Bijektion dieses offenen Intervalls mit der offenen Teilmenge der Faser F
durch P, die durch FN{(z,y, z)| — \/% <y< \/%} gegeben ist. Es ist ein
Diffeomorphismus, da diese Abbildung differenzierbar ist und ihre Ableitung
wegen der zweiten Komponenten nirgendwo verschwindet.
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AUFGABE 9. (6 Punkte)
Sei

f:R*" — R"
ein Gradientenfeld und sei

p:J —R"
(J € R ein offenes Intervall) eine Losung der zugehorigen Differentialglei-
chung v = f(v). Es gelte ¢/(t) # 0 fur alle t € J. Zeige, dass ¢ injektiv
ist.

Losung

Es sei
h:R" — R
ein Potential zu f, also eine differenzierbare Funktion, deren Gradientenfeld
gleich f ist. Wir zeigen, dass sogar die zusammengesetzte Abbildung
g=hoyp:J — R, t+— h(p(t)),

injektiv ist. Aufgrund der Kettenregel ist die Ableitung dieser Abbildung
gleich

g'(t) = (Dh)yw o (Dp)e = (D)) (#(1)) -
Nach Fakt steht ¢'(¢) # 0 senkrecht auf dem Tangentialraum zu h im Punkt
©(t). Insbesondere gehort ¢'(¢) nicht zum Tangentialraum (da das Skalar-
produkt positiv definit ist), also nicht zum Kern von (Dh), (). Daher ist

g (t) = (Dh)pw (¢ (t)) # 0.
D.h. dass ¢'(t) keine Nullstelle besitzt und daher ist g nach Fakt streng
wachsend oder streng fallend, also injektiv.
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AUFGABE 10. (7 (542) Punkte)

a) Bestimme den Losungsraum des linearen Differentialgleichungssystems

!/

x 2 1 x
y 3 4] \y

b) Lose das Anfangswertproblem

!/

z) (2 1) [«
y 3 4)\y
. . (0) 2
mit der Anfangsbedingung =
y(0) 7

Losung

a) Wir berechnen die Eigenwerte der Matrix. Das charakteristische Polynom
davon ist

A |
det = A=2)A=4)=3=XN-6)1+5=(A=-1)(A-5).
-3 A—4

Daher sind 1 und 5 die Eigenwerte, und daher ist die Matrix diagonalisierbar.

Zur Bestimmung eines Figenvektors zum Eigenwert 1 berechnen wir den Kern
von

-1 -1
-3 -3
Dies ergibt den Eigenvektor zum Eigenwert 1 und damit die erste
—1
Fundamentallosung
1
el
-1

Zur Bestimmung eines Eigenvektors zum Eigenwert 5 berechnen wir den Kern
von
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Dies ergibt den Eigenvektor zum Eigenwert 5 und damit die zweite
3

Fundamentall6sung

1
oot

3

Die allgemeine Losung hat demnach die Form

1 1 aet + bedt
ae - + be’t - = ,a,beR.
—-1 3 —ae' + 3be®

b) Um das Anfangsproblem zu lésen miissen wir a und b so bestimmen, dass

a+b |} (2
—a+3b) \7
ist. Dies ist ein lineares Gleichungssystem, Addition fiihrt auf
4 =9,
also b = % und daher a = —i. Die Losung des Anfangswertproblems ist also

1 1 9 1
et 4 Zeht
4 1 4 3



