Fachbereich Mathematik/Informatik 25. Juni 2011
Prof. Dr. H. Brenner

Reelle und angewandte Analysis (Mathematik IIT)
Nachklausur mit Lésungen

Dauer: Zwei volle Stunden + 10 Minuten Orientierung, in denen noch nicht
geschrieben werden darf.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.
Alle Antworten sind zu begriinden.

Es gibt insgesamt 64 Punkte. Es gilt die Sockelregelung, d.h. die Bewertung
pro Aufgabe(nteil) beginnt bei der halben Punktzahl.

Zum Bestehen braucht man 16 Punkte, ab 32 Punkten gibt es eine Eins.

Tragen Sie auf dem Deckblatt und jedem weiteren Blatt Thren Namen und
Ihre Matrikelnummer leserlich ein.

Viel Erfolg!

Name, VOTNAINE: ..o

M atr eI UL : oo

Ich erkére mich durch meine Unterschrift einverstanden, dass mein Klausur-
ergebnis mit meiner Matrikelnummer per Aushang oder im Internet bekannt-
gegeben wird.

Ut erSC Tl oo

Aufgabe: 11231456789 |10/11(12/13/14|>]
mogliche Pkt.: | 4 |44 (34|46 2[4 |5|7|5|3|9 |64

erhaltene Pkt.:

Note:



2

AUFGABE 1. (4 Punkte)
Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

(1) Eine abzihlbare Menge.

(2) Eine o-Algebra auf einer Menge M.

(3) Der Kegel zu einer Grundmenge (Basis) B C R? und einer Spitze
P e R®.

(4) Ein zusammenhdingender topologischer Raum X.

(5) Die Tangentialabbildung in einem Punkt P € M zu einer differen-
zierbaren Abbildung

p: M — N,

wobei M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten sind.

(6) Das Wegintegral zu einer 1-Differentialform w € £'(M) auf einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit M beziiglich einer stetig differen-
zierbaren Kurve v :[a, b] — M.

(7) Eine geschlossene Differentialform w auf einer differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit M.

(8) Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand.

Losung

(1) Eine Menge M heifit abzdhlbar, wenn sie leer ist oder wenn es eine
surjektive Abbildung

o:N— M
gibt.
(2) Ein Teilmengensystem A auf einer Menge M heifit o-Algebra, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind.
(a) Esist M € A.
(b) Mit T' € A gehort auch das Komplement M \ T zu A.
(c) Fiir jede abzdhlbare Familie T; € A, i € I, ist auch

UTie A
i€l
(3) Unter dem Kegel versteht man die Menge
Kg={P+t(Q—-P)|Qe B, tel0,1]}.

(4) Ein topologischer Raum X heifit zusammenhingend, wenn es in X
genau zwei Teilmengen gibt (ndmlich () und den Gesamtraum X),
die sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

(5) Unter der Tangentialabbildung im Punkt P versteht man die Abbil-
dung

TpM — TypyN, [v] — [p o).



(6) Das Wegintegral ist durch

b
fo= [
¥ a
definiert.

(7) Eine differenzierbare Differentialform w auf M heifit geschlossen,
wenn ihre duflere Ableitung dw = 0 ist.

(8) Ein topologischer Hausdorff-Raum M heifit eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit mit Rand, wenn es eine offene Uberdeckung M = | J er Ui
und Karten

o; U — VY,
gibt, wobei die V; C H C R" offene Mengen im euklidischen Halb-
raum und die Ubergangsabbildungen

ajoa;t :ViNnoy(U;NU;) — VN (U;NU;)

Diffeomorphismen sind.
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AUFGABE 2. (4 Punkte)

Formuliere die folgenden Séitze bzw. Formeln.

(1) Der Eindeutigkeitssatz fiir Mafse.
(2) Die Tschebyschow-Abschdtzung (Tschebyschow-Ungleichung) fiir ei-
ne messbare nichtnegative Funktion
f M — RZO

auf einem o-endlichen Mafiraum (M, A, u).

(3) Die Formel fiir das Volumen des Rotationskorpers (zum Subgra-
phen) zu einer stetigen Funktion f :[a,b] — Rxo.

(4) Der Satz von Stokes fir Mannigfaltigkeiten mit Rand.

Losung

(1) Es sei (M, A) ein Messraum und es sei £ ein durchschnittsstabiles
Erzeugendensystem fiir A. Es seien p; und s zwei Mafie auf (M, A),
die auf £ iibereinstimmen. Es gebe eine Ausschopfung M,, T M mit
M, € € und mit p;(M,) = pa(M,,) < co. Dann ist

M1 = H2.
(2) Fiir jedes a € Ry gilt die Abschétzung
[ Fauz apfee Ml f@) 2 )
M

(3) Der durch (den Subgraphen von) f definierte Rotationskorper K
besitzt das Volumen

b
N(K) = 7 /[ KORCURES / (1)) dt.

(4) Es sei M eine n-dimensionale orientierte differenzierbare Mannigfal-
tigkeit mit Rand M und mit abzahlbarer Topologie, und es sei w
eine stetig differenzierbare (n — 1)-Differentialform mit kompaktem
Trager auf M. Dann ist

/dw:/ w.
M oM



AUFGABE 3. (4 (2+2) Punkte)

Eine Bratpfanne hat einen Durchmesser von 30 cm und wird mit Ol und
mit 25 kreisrunden Bratkartoffeln iiberschneidungsfrei bedeckt, die alle einen
Durchmesser von 4 ¢cm und eine Hohe von 0,5 cm haben. Das Ol bildet
unterhalb der Bratkartoffeln einen diinnen Olfilm von 0,1 mm Héhe und
erreicht in den Zwischenrdumen eine Hohe von 1 mm.

a) Wie viel Ol befindet sich in der Pfanne (rechne mit = = 3, 14; Einheit
nicht vergessen)?

b) Welche mafitheoretischen GesetzméBigkeiten wurden bei der Berechnung
von a) verwendet?

Losung

a) Die Grundfliche der Pfanne ist 157 = 2257 und die Grundfliche einer
Bratkartoffel ist 2’7 = 47 (in Quadratzentimetern). Daher werden 25 - 4 =
1007 Quadratzentimeter von den Kartoffeln bedeckt und 1257 Quadratzen-
timeter nicht. Daher ist die Olmenge in Kubikzentimetern

1007 - 0,01 + 1257 - 0,1 = 7+ 12,57 = 13,5m = 13,5 3,14 = 42, 39.
In der Pfanne befindet sich also 42,39 Kubikzentimeter Ol.
b) Es wurde dabei die Formel fiir die Kreisfliche (fiir die Grundfldche der
Pfanne und der Kartoffeln), die Produktformel fiir das Maf (bei der Be-
rechnung der Olmenge aus Grundfliche und Hohe) einer Produktmenge und

das Additivitatsprinzip fiir disjunkte Teilmengen (bei der Zerlegung in den
bedeckten und den unbedeckten Teil) angewendet.
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AUFGABE 4. (3 Punkte)

Berechne das Volumen des von den drei Vektoren

2 4 7
O, 5 | und |7
-3 —1 1

im R? erzeugten Parallelotops.

Losung

Das Parallelotop ist das Bild des Einheitswiirfels unter der durch die Matrix

2 47
M=|0 5 7
-3 -1 1

gegebenen linearen Abbildung. Nach einem Satz der Vorlesung ist sein Volu-
men gleich dem Betrag der Determinante dieser Matrix. Wir berechnen die
Determinante mittels der Regel von Sarrus, d.h. wir betrachten

2 4 7 2 4
0O 5 7 0 5
-3 -1 1 -3 -1
Daher ist
det M = 10 — 84+ 105+ 14 = 129 — 84 = 45.

Das Volumen ist also 45.



AUFGABE 5. (4 Punkte)

Es sei M eine Menge und es sei T, T M eine Ausschopfung von M mit
Teilmengen T,, C M, n € N. Zu jedem n € N sei A, C M x R der Subgraph
zur Indikatorfunktion er, . Zeige, dass die A,,, n € N, eine Ausschépfung von
M x [0, 1] bilden.

Losung

Der Subgraph zur Indikatorfunktion ez, ist

A, = {(z,t)|]zre M,0<t<er(x)}
= {(z,t)|zeT,, 0<t<ep(z)}U{(z,t)|]x e M\T,, 0<t<er(x)}
= {( OreT, 0<t<1}U{(a,t)|lz € M\T,, 0 <t <0}
x [0, 1] U (X \T,) x {0}
T x [0,1] U X x {0}.
Wegen T,, C T, ist somit auch A,, C A, ;. Offenbar ist A4, C M x [0, 1].
Fiir ein beliebiges (z,t) € M x [0,1] gibt es aufgrund der Ausschépfungsei-
genschaft ein n € N mit € T,,. Fiir dieses n ist auch (z,t) € A,, so dass
Unen An = M x [0, 1] gilt. Also liegt eine Ausschépfung vor.
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AUFGABE 6. (4 Punkte)

Beweise die Tschebyschow-Abschétzung (Tschebyschow-Ungleichung) fiir ei-
ne messbare nichtnegative Funktion

f M — RZO
auf einem o-endlichen MaBraum (M, A, u1).

Losung
Es sei
fM—R
eine messbare nichtnegative Funktion und a € Rsg. Es sei T = {z €

M| f(z) > a}. Dann ist
T x[0,a] € S5(f)
(im Subgraphen), also

o u(T) = (L& N)T x [0,a]) < (u®A)(S(f)) = /M fdu.



AUFGABE 7. (6 (3+3) Punkte)

Es sei G der Subgraph der Sinusfunktion auf dem Intervall [0, 7], wobei GG
mit dem zweidimensionalen Borel-Lebesgue-Mafl A? versehen sei. Berechne
die beiden folgenden Integrale.

a) [,z d\?
b) fG y d\?

Losung

a) Aufgrund des Cavalieri-Prinzips ist

/xd)\2 = /(/ x dy) dx
G o Jo

s
= / x sin z dx
0
= (sin z — zcos z)|]

= .

</ ydy) do
0

" 1 sin
()" de

i
/ sin? = dx
0

(x — sin x cos z)|g

S
@
=
| I
S—

S s =N =

A
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AUFGABE 8. (2 Punkte)

Bestimme, ob die beiden Basen des R?,

2 -5 -3 2
) und Y Y
4 7 6 -5

die gleiche Orientierung représentieren oder nicht.

Losung

Die Determinante links ist

2.7—4-(=5) = 14420 = 34
und die Determinante rechts ist

(=3)(—=5)—6-2 =15—-12 = 3.

Da beide Determinanten positiv sind, reprisentieren sie die gleiche Orientie-
rung des R2,
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AUFGABE 9. (4 Punkte)

Zeige, dass die drei eindimensionalen Mannigfaltigkeiten S' = {(x,y) €
R?| |(z,y)| = 1}, R und R\ {0} paarweise nicht homdomorph sind.

Losung

Als abgeschlossene beschrinkte Teilmenge des R? ist der Einheitskreis kom-
pakt (Satz von Heine-Borel). Die reelle Gerade R und R \ {0} sind hinge-
gen nicht kompakt, da sie unbeschriankte Teilmengen von R sind. Also ist

ST R R\ {0}
Die reelle Gerade ist zusammenhéngend, wie aus dem Zwischenwertsatz folgt.
Dagegen ist R\ {0} nicht zusammenhéngend, da man

Ry = (R\{0})N[0,00] = (R {0})N]0, o0]
schreiben kann, so dass man eine sowohl offene als auch abgeschlossene nicht-
leere Teilmenge erhélt. Also ist R 22 R\ {0}.
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AUFGABE 10. (5 Punkte)
Sei X ein Torus. Man gebe eine surjektive differenzierbare Abbildung
0:R? — X
an derart, dass auch die Tangentialabbildung
Tp(p) : TpR* — Ty ;X
in jedem Punkt P € R? surjektiv ist.

Losung

Wir schreiben den Torus als X = S' x S' mit dem Einheitskreis S' =
{(x,y) € R?||(x,y)| = 1}. Die Abbildung

¢ :R* — St x S (u,v) — (cos u, sin u, cos v, sin v ),

ist surjektiv, da es sich in den beiden Komponenten um die Standardparame-
trisierung des Einheitskreises handelt. Auch die Surjektivitdt der Tangenti-
alabbildung lasst sich komponentenweise iiberpriifen, da der Tangentialraum
einer Produktmannigfaltigkeit das Produkt der Tangentialrdume ist. Die Ab-
leitung von
R — R? ¢+ (cos t, sin t),

ist (— sin ¢, cos t) # (0,0), so dass dieser Bildvektor stets den eindimensio-
nalen Tangentialraum des Einheitskreises im Bildpunkt aufspannt.
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AUFGABE 11. (7 (3+4) Punkte)
Wir betrachten die differenzierbaren Abbildungen

vl — Rt —> (t,1%),
(mit ¢ > 1) und

o :R2 — R? (u,0) — (u®,u® +0v*, 0 o),

und die Differentialform

w = (v —y)dx — 2*dy + d=z
auf dem R3.
a) Berechne die zuriickgezogene Differentialform ¢*w auf dem R2.

b) Berechne das Wegintegral zur Differentialform ¢*w zum Weg ~ in Abhéngig-
keit von c.

Losung

a) Die zuriickgezogene Differentialform ist
©*((x — y)dx — 22dy + d=)
= (v —v? —0?)d(u?®) —u v 2 d(u® +0?) +d(u o)
= 3 —u* — v du — 2u v du — 2u" 20 dy — u T du — w o A dw
= (3’ —3u* —3u*? — 2u v —u P du + (—2u" P —u o) dw.
b) Das Wegintegral ist
/ (3t° — 3t — 3t%t0 — 27170 — 2 ) dt + (=2t 2 — O
1
= / (3t° — 3t — 3t° — 27T — 7Y dt + (—2t7° — 7 )3t%dt
1
= / (3t° =3t —3t° — 27T — 75 — 6t — 3t°)dt
1

= / (—3t% 4+ 3t° — 3t* — 6t7° — 4t7° — 2t~ ") dt
1

1 1 3 1
= (—gt9 +5t° - 5155 F32 §15—6)|§
o, 1, 3. .., ., 1., 1 1 3 1
= LS8 13 St (r s C 43414
:fc—l—2c pC 3t +:1)’C 293+2 P 3+ +3)

1 3
9 6 5 -2, -4 -6
= = S 3 o 2
3¢ + 5¢ T ¢ +3c " +c "+ 3¢ 0
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AUFGABE 12. (5 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung

0 :R* — R?, (z,y,2) — (zy2?, 2y — 2°).
Berechne die Matrix der Abbildung

2 2 2
NTr(e): \TpR® — N\ Ty R?
im Punkt P = (1, 3,5) bzgl. einer geeigneten Basis.

Losung

Die Jacobimatrix von ¢ ist allgemein

yz? x2* 2axyz

Y r =322
Fiir den Punkt P = (1,3,5) liegt daher die Jacobimatrix

75 25 30
3 1 =75
vor. Diese Matrix beschreibt die lineare Abbildung
L:TpR®* 2 R® — T, (p)R* = R?
bzgl. den Standardbasen. Wir bestimmen die Matrixdarstellung fiir die Ab-

bildung

2 2 2

AL: AR*— AR
bzgl. den Basen e; A ey, €1 A e3, ea A ez (links) und e; A eg (rechts). Dazu
miissen wir die Bilder dieser Dachprodukte ausrechnen. Es ist

2
(AL)erAex) = Ller) A Ler)

(7561 + 362) VAN (2561 + 162)
= 75e; ANey+ THey A eq

75e1 A\ ey — They A e

= 0,

(A L)(ex Aes) = Lier) A Lles)

(7561 + 362) A (3061 — 7562)
—75261 N e + 9062 N eq
(—5625 — 90)e; A eq

= —571561 A €9,
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und
2

(A L)(e2Aes) = Lie) A Lles)
= (2561 + 162) A (3061 — 7562)
= —1875e; A ey + 30e5 A €1
= —190561 N €s.

Die beschreibende Matrix ist also
(0, —5715,—-1905) .
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AUFGABE 13. (3 (2+1) Punkte)

Es sei
[ R— R, t— f(t),
die durch 3( 4)
sin” (¢
f0==rs

a) Berechne die dufiere Ableitung von f.

b) Berechne die duflere Ableitung von fdt.

Losung

a) Es ist df = f'dt, und zwar ist nach der Quotientenregel

po— (14 12)3 sin? (t*) cos (t*) 4t — 2t sin® (t4)
(1+1¢2)2
12(#3 + t°) sin? (t*) cos (t*) — 2t sin® ()
14 262+t '
b) Die duflere Ableitung von fdt ist f'dt A dt = 0.
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AUFGABE 14. (9 Punkte)

Es sei M # () eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n. Zeige,
dass es eine Kette von abgeschlossenen Untermannigfaltigkeiten

MOnggMQQQMnflgMn:M

gibt derart, dass die abgeschlossene Untermannigfaltigkeit M; die Dimension
i besitzt.

Losung

Es sei P € M ein Punkt und P € U eine offene Kartenumgebung zusammen
mit einer Karte

a:U—V CR",
wobei V' = B(0, 3) die offene Kugel mit Mittelpunkt 0 und Radius 3 sei und
wobei a(P) = 0 gelte. Fiir i = 1,...,n — 1 betrachten wir
Bi={zeV|(xi—1)?+a3+... 422 =1,2,=0, 2,3 =0,...,3, = 0}.

Esist also B,,_; die Kugeloberfliche mit Mittelpunkt (1,0, ...,0) und Radius
1, B,_» ist darin der durch z,, = 0 definierte , Aquator® u.s.w. Man erhélt
B; aus B;,1, indem man zusétzlich noch x;;5 = 0 setzt. Daher liegt eine
absteigende Kette von abgeschlossenen Teilmengen

B,.12B,22...2B, 2B,

vor (Bp besteht aus den beiden Punkten (£1,0,...,0)). Wir fassen B; als
die Faser iiber dem Nullpunkt der Abbildung

iV —=R" (21,...,2,) — (21— 1)+ a5 +... +22 —1,2i40,...,2,),

auf. Die Jacobimatrix dieser Abbildung ist

2%1 -2 2232 R 2$i+1 2$i+2 Ce 2$n,1 2$n
0 0o ... 0 1 0 . 0
0 0o ... ... . 0 1 0
0 0o ... ... cee 0 1
Der Rang dieser Matrix ist nur bei z; = 1, 29 = --- = x;.1 = 0 kleiner

als n — 4, ein solcher Punkt liegt also nicht auf B;. Das bedeutet, dass die
Abbildung ¢; in der Faser B; regulér ist, so dass B; aufgrund des Satzes iiber
implizite Abbildungen eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von V' der
Dimension 7 ist.

Wir setzen nun M; = o~ Y(B;) fiir i = 1,...,n — 1 und M, = M. Da die
B; kompakt sind, sind die M; auch abgeschlossene Teilmengen in M. Da die
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Bedingung fiir eine abgeschlossene Mannigfaltigkeit eine lokale Eigenschaft
ist, handelt es sich um abgeschlossene Untermannigfaltigkeiten von M.



