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AUFGABE 1. (4 Punkte)
Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

(1) Der positive Teil einer Funktion
f:M — R,

wobei M eine Menge bezeichnet.
(2) Das Bildmaf unter einer messbaren Abbildung

o: M — N

von einem Mafiraum (M, A, 1) in einen Messraum (N, B).

(3) Ein translationsinvariantes Mafl auf (R", B(R"™)).

(4) Der Limes superior zu einer reellen Folge (2, )nen.

(5) Ein (tdberdeckungs)kompakter topologischer Raum.

(6) Zwei in einem Punkt P € M einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit
M tangential dquivalente differenzierbare Kurven

1,72 A — M

(dabei sei 0 € I ein offenes reelles Intervall und ~;(0) = 72(0) = P).
(7) Die zuriickgezogene Differentialform ¢*w zu einer Differentialform
w € E¥(M) beziiglich einer stetig differenzierbaren Abbildung ¢ : L —
M zwischen zwei differenzierbaren Mannigfaltigkeiten L und M.
(8) Die kanonische Volumenform auf einer orientierten riemannschen
Mannigfaltigkeit M.

Losung

(1) Die Funktion
f+ =sup(f,0)
heifit der positive Teil von f.

(2) Unter dem Bildma$ versteht man das fiir messbare Teilmengen 7" C
N durch
v(T) = p(e™ (1))
definierte Mafl auf N.
(3) Ein Maf auf (R™, B(R™)) heifit translationsinvariant, wenn fiir al-

le messbaren Teilmengen 7" C R™ und alle Vektoren v € R" die
Gleichheit

W(T) = W(T +1)
gilt.
(4) Es sei (x,)nen eine Folge reeller Zahlen und es sei H die Menge der
Haufungspunkte dieser Folge. Dann setzt man
lim sup ((2,)nen) = sup (H)

und nennt diese Zahl den Limes superior der Folge.
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(5) Ein topologischer Raum X heiit kompakt (oder iiberdeckungskom-
pakt), wenn es zu jeder offenen Uberdeckung

X = U U; mit U; offen und einer beliebigen Indexmenge
iel
eine endliche Teilmenge J C I gibt derart, dass
X =Ju
ieJ
ist.
(6) Die beiden Kurven 7, und 9 heien tangential dquivalent in P, wenn

es eine offene Umgebung P € U und eine Karte

a:U—V
mit V' C R" gibt derart, dass
(o (ly=11))(0) = (o (v2|,711))'(0)

gilt.
(7) Die zuriickgezogene Differentialform ¢*w ist fiir P € Lund vy, ..., v €
TpL durch

(9'@)(Pov, - v) = wl(@(P), Togp(wn), .., Trp(ue))
definiert.

(8) Zu P € M sei wp diejenige alternierende Form auf Tp M (bzw. das
entsprechende Element aus A" T5M), die jeder die Orientierung re-
prasentierenden Orthonormalbasis den Wert 1 zuordnet. Dann heif3t
die n-Differentialform

M — /n\T*M, P wp,

die kanonische Volumenform auf M.
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AUFGABE 2. (4 Punkte)
Formuliere die folgenden Séitze bzw. Formeln.
(1) Das Lemma von Fatou.
(2) Die Transformationsformel fiir Integrale zu einem C*-Diffeomorphismus
v:G— H,
wobei G und H offene Teilmengen des R™ sind.

(3) Die Formel fiir die zuriickgezogene Volumenform p*w zu w = fdy; A
... N dy, unter einer stetig differenzierbaren Abbildung

v :R" — R".
(4) Der Satz von Stokes fir Mannigfaltigkeiten mit Rand.

Losung

(1) Es sei (M, A, u) ein o-endlicher Mafiraum und es sei
fn M — @20

eine Folge von nichtnegativen messbaren numerischen Funktionen.
Dann gilt

/Mliminf(fn) dp < liminf (/M fndp)

(2) Fiir eine messbare Funktion
f:H—R

ist f genau dann integrierbar auf H, wenn die Hintereinanderschal-
tung f o ¢ auf G integrierbar ist. In diesem Fall gilt

| rax - /G<foso>|J<so>|dA",

wobei J(p) die Determinante des totalen Differentials Dy bezeich-
net.
(3) Die zuriickgezogene Volumenform besitzt die Darstellung

Do
p'w = (foyp)-det ((a_f)lgi’jgn)dxl A...Ndx,.

j

(4) Es sei M eine n-dimensionale orientierte differenzierbare Mannigfal-
tigkeit mit Rand OM und mit abzdhlbarer Topologie, und es sei w
eine stetig differenzierbare (n — 1)-Differentialform mit kompaktem
Tréger auf M. Dann ist

/dw:/ w.
M oM



AUFGABE 3. (5 (24+2+1) Punkte)

Die Grundflache eines Kochtopfes sei eine Kreisscheibe mit Radius 13 cm,
der Topf sei 10 cm hoch und auf die Hohe von 7,7 cm mit Wasser gefiillt.
Eine Kartoffel wird in den Topf geworfen und taucht voll unter, wobei das
Wasser auf eine Hohe von 8,8 cm ansteigt.

a) Berechne das Volumen der Kartoffel (rechne mit 7 = 3, 14; Einheit nicht
vergessen).

b) Welche mafitheoretischen GesetzméBigkeiten wurden bei der Berechnung
von a) verwendet?

¢) Handelt es sich um eine grofle oder um eine kleine Kartoffel?

Losung

a) Das Wasser steigt um 1,1 cm, daher ist das Volumen der Kartoffel gleich
13-13-3,14-1,1 = 169-3,14-1,1 = 169 - 3,454 = 583,726
(in Kubikzentimetern).

b) Es wurde dabei die Formel fiir die Kreisfliche (fiir die Grundflache des
Topfes), die Produktformel fiir das Maf} einer Produktmenge und das Addi-
tivitdtsprinzip fiir disjunkte Teilmengen angewendet.

c) Wegen 8% = 512 ist die Kartoffel volumengleich zu einem Wiirfel, dessen
Seitenldnge grofler als 8 cm ist. Die Kartoffel ist also ziemlich grof.
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AUFGABE 4. (3 Punkte)

Berechne das Volumen des von den Vektoren

2 1 -1

0 -1 0
, und

0 2 2

1 0 1

im R* erzeugten Parallelotops (in dem von diesen Vektoren erzeugten Unter-
raum).

Losung
Sei
2 1 -1
0 -1
vy = , Vg = und v =
0 2 2
1 0 1

Die Skalarprodukte haben die Werte

(v1,v1) =5, (v2,v2) = 6, (v3,v3) =6, ,

<U17U2> = 27 <U1,Ug> = _17 <U27/U3> == 3
Die Determinante der Matrix

5o 2 -1
2 6 3
-1 3 6

ist
180—-6—-6—6—45—24 = 93.
Das Volumen des Parallelotops ist also v/93.



AUFGABE 5. (7 Punkte)
Es sei X ein Messraum und es sei
fn: X —R

(n € N) eine Folge von messbaren Funktionen, wobei R die o-Algebra der
Borelmengen tragt. Sei a € R. Zeige, dass die Menge

M = {x € X|a ist ein Haufungspunkt der Folge (f,(x))nen}

eine messbare Teilmenge von X ist.

Losung

Die Folge (fn(z))nen besitzt genau dann a als einen Haufungspunkt, wenn
es zu jedem € > 0 unendlich viele Folgenglieder in [a — €, a + €] gibt. Dies ist
dquivalent dazu, dass es zu jedem k € N, und jedem m € N, einn > m
gibt mit

Wir definieren )
My = {2 € X |fulw) — al < .

Mit dieser Bezeichnung ist

m n>m

Die Menge Mj, ,, ist das Urbild des abgeschlossenen Intervalls [a— %, a+ %] un-
ter der messbaren Abbildung f,,, also messbar. Daher ist fiir jedes m € N die
abzéhlbare Vereinigung | J, -, My, messbar. Somit sind auch die abzihlba-
ren Durchschnitte (,, (U, s,, Min) utnd M = (.(N,,(U,,>,, Mi.n)) messbare
Teilmengen. - N
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AUFGABE 6. (3 Punkte)
Berechne das Integral zur Funktion

f(r,s,t) =s* +1rcos t
iiber dem Einheitswiirfel W = [0, 1]3.

Losung

Aufgrund des Satzes von Fubini ist
1

1
/ s*t+rcostd\ = / (s*t 47 cos t )drdsdt
W 0

1
1
(rs’t + 57“2 cos t)|5dsdt
1
1
(s*t + 5 cos t)dsdt

S

1
1
s°t + 55 €08 t)|dt

(

! 1
(=t + 5 cos t)dt

Wl Wl

I
Y e =t

1
t + 5 sin t)|odt

®|H®

+1 in 1
—sin 1.
2



AUFGABE 7. (3 (2+1) Punkte)
Wir betrachten im R? die drei Vektoren

1 0 T
21, 2 1,15
3 -2 7

a) Wie muss man x wéhlen, damit diese drei Vektoren die Standardorientie-
rung des R?® reprisentieren.

b) Wie muss man x wéhlen, damit diese drei Vektoren die der Standardori-
entierung entgegengesetzte Orientierung reprasentieren.
Losung

a) Die Vektoren représentieren die Standardorientierung genau dann, wenn
ihre Determinante positiv ist. Diese ist

1 0 =z
det |2 2 5| =14—42—62+10 = —10x + 24,
3 -2 7

und dies ist positiv genau dann, wenn x < 2,4 ist.

b) Die entgegengesetzte Orientierung liegt genau dann vor, wenn die Deter-
minante negativ ist, und dies ist genau bei x > 2,4 der Fall.
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AUFGABE 8. (10 (2+8) Punkte)

Sei
S={PeR’ ||P|=1}
die Einheitssphére. Zu v = (a, b, c) # 0 ist
E, ={(z,y,2) € R*|ax + by + cz = 0}
eine Ebene durch den Nullpunkt, die einen Grofkreis (einen , Aquator®) und
zwei offene Halbsphéren auf S definiert.

a) Beschreibe zu v = (a, b, ¢) # 0 den zugehorigen Grofikreis und die beiden
Halbsphéren mit Gleichungen bzw. mit Ungleichungen.

b) Zeige, dass man S nicht mit drei offenen Halbsphéren iiberdecken kann.

Losung

a) Der GroBkreis ist

G ={(z,y,2) € S|ax + by + cz = 0}
und die beiden offenen Halbsphéren sind

Ui ={(z,y,2) € S|lax + by + cz > 0}
bzw.

U_={(z,y,2) € S|ax + by + cz < 0} .

b) Fiir jede offene Halbkugel U und den zugehorigen Grofikreis G ist UNG =
(). Der maximale Abstand von zwei Punkten P, Q € S ist 2, und dies ist genau
dann der Fall, wenn die beiden Punkte gegeniiber (antipodal) liegen, wenn
also ihre Verbindungsgerade durch den Kugelmittelpunkt geht (also bei @ =
—P). Ein solches antipodale Paar liegt nicht auf einer offenen Halbsphére,
da bei P = (z,y,2) und P € U, ja ax + by + ¢z > 0 und daher a(—x) +
b(—y) + c(—2) <0 gilt, also —P € U_.

Wir nehmen nun an, dass es eine offene Uberdeckung
SCUUU,UUs

mit drei offenen Halbsphéren Uy, Us, Us gibt (die entsprechenden Ebenen und
GroBkreise seien mit E; bzw. G; bezeichnet). Wegen U; N G = () folgt

GlgUQUUg.

Der Durchschnitt G; N Ey enthélt mindestens zwei antipodale Punkte P und
—P. Dabei ist P,—P ¢ U,. Da Uz nach der Voriiberlegung kein antipodales
Punktepaar enthélt, gehort einer dieser Punkte auch nicht zu Us und wir
haben einen Widerspruch.
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AUFGABE 9. (7 Punkte)

Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und P € M ein Punkt. Es
sei 0 € I ein offenes reelles Intervall und es seien

Y,ve L — M

zwei differenzierbare Kurven mit v1(0) = P = ~,(0). Zeige, dass v; und o
genau dann tangential dquivalent in P sind, wenn fiir jede Karte

a:U—V
mit P € U und V C R" die Gleichheit

(@ (1, 10) (0) = (@o (al,10)))(0)
gilt.

Losung

Die beiden Kurven sind nach Definition tangential dquivalent, wenn es eine
Karte
a:U—V

mit P € U und V C R" offen gibt derart, dass die Gleichheit

(ao 71|7;1(U))/(0) = (ao ’72|7;1(U)>,(0>

gilt. Wir miissen zeigen, dass die entsprechende Gleichheit fiir jede Karte

g:U — V'
mit P € U’ gilt. Dabei dndern sich diese Werte nicht, wenn man zu einer
kleineren offenen Umgebung von P und einem kleineren offenen Intervall von
0 iibergeht. Wir konnen also davon ausgehen, dass U = U’ ist, dass die Bilder
von 7, und 7, in U liegen und dass es auf U zwei Karten

a U —V;
und

(oD U — ‘/2
gibt. Dann folgt aus

(1 07)'(0) = (a1 072)(0)
nach der Kettenregel unter Verwendung der Differenzierbarkeit der Uber-
gangsabbildung as o o' sofort

(az0m)'(0) =

E (1 071))'(0)
=
(

D(az 0 a7))ay(py((a1071)'(0))
D 1 ))an(py (01 072)'(0))



12

AUFGABE 10. (7 (24+3+2) Punkte)
Wir betrachten die differenzierbaren Abbildungen
vi[1,2] — R? t s (t,t71),
und
0 :R? — R? (u,v) — (u?,uv, —u + v?),
und die Differentialform
w = xdr — zdy + dz
auf dem R3.
a) Berechne die zuriickgezogene Differentialform ¢*w auf dem R2.
b) Berechne das Wegintegral zur Differentialform p*w zum Weg .

c) Berechne (ohne Bezug auf b)) das Wegintegral zur Differentialform w zum
Weg po.

Losung

a) Die zuriickgezogene Differentialform ist
o (xdr — zdy + dz) wdu® — (—u + v*)duv + d(—u + v?)
= 2udu + (u — v?)(vdu + udv) — du + 2vdv
= (2u® +uv — v — 1)du + (u* — uv® + 2v)dv.

b) Das Wegintegral ist

/2(2t3 +1—t3—Ddt+ -t +20Hdt! = 2(2753 —t7)dt + (£ +t)dt !
1

2(21&3 —tdt — (1 +t7?)dt

2(21&"’ —2t7% — 1)dt

I
M| e, T — T

= Gt ool
= 8+1 2 L 1+1
SR
= 542,
+4

c¢) Der verkniipfte Weg ist
Yt) = (B, 1, —t+t72).

Somit ist

2 2
/ v (xvdr — zdy +dz) = / t2dt* + d(—t +t72)
1 1



2
/ (2t> — 1 —2t72)dt
1

5=

13
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AUFGABE 11. (3 Punkte)
Berechne die duflere Ableitung dw der Differentialform
w = e"dr A dy — xyzdr A dz + (sin (cos (zy) ) + y'°2'"")dy A dz

auf dem R3.

Losung

Es ist

dv = ze*dz Ndx Ndy — xzdy Ndx N dz
—y sin (xy) cos (cos(zy))dx Ady A dz
= (xe"™ + xz — y sin(xy) cos(cos(zy)))dz Ady A dz.
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AUFGABE 12. (8 Punkte)

Beweise den Satz von Green fiir ein Dreieck D mit den Eckpunkten P, Py, P; €
R? und fiir die Differentialform xdy.

Losung

Es seien

a a a
P=|"].Pn="7| mdr=|"
b1 b2 b3

die drei Eckpunkte. Wegen d(zdy) = dx A dy ist das Integral zu dieser
Fliachenform iiber D gleich dem Flédcheninhalt des Dreiecks. Dieses Drei-
g — ay asz — ax
eck wird von P; aus von den beiden Vektoren und
by — by by — by
aufgespannt. Der Fldacheninhalt ist nach der Determinantenformel fiir ein
Parallelotop somit gleich
1
5
Wenn die beiden Vektoren die Standardorientierung représentieren, was wir
von nun an annehmen, so kann man den Betrag weglassen.

1
(as—a1)(bs—b1)—(ba—b1)(as—a1)| = B |agbs—asby —a1bs—asba+aiba+asby|.

Wir berechnen nun das Wegintegral zu xdy entlang des gegen den Uhrzei-
gersinn durchlaufenen Dreiecksrandes. Dabei geht der Weg von P, nach P,
dann nach P; und zuriick zu P; (dies entspricht dem entgegengesetzten Uhr-
zeigersinn bei der fixierten Orientierung). Diese linearen Wege sind (jeweils
auf dem Einheitsintervall definiert)

a as —a
) =P +tP—P)=| |+t >
b1 by — by
(05} a3 — as
’72(t):P2+t(P3—P2): —|—t
by b3 — by
und
as a] — as
’Yg(t):P3+t(P1—P3>: +t
bs by — b3
Es ist

/71 Ty = /01(“1 +t(az — a1))(by — by)dt
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= (ay(by — b))t + %(ag —ay)(by = b1)t?)]g
= ay(bs —by) + %(az —ay)(ba — by)

1
= 5(@2 + a1)<b2 — bl)

Entsprechend ist
1
/ l'dy = —((13 + ag)(bg — bg)
Y2 2
und )
/ l’dy = —(CLl + a3)<b1 — bg)
73 2
Die Summe dieser drei Wegintegrale ist die Hélfte von

(CLQ —+ (11>(b2 — bl) —+ (CL3 -+ CLQ)(bg — bg) -+ (a1 + ag)(bl — b3)
= a2b2 — agbl + albg — a1b1 + a3b3 — agbg + CLng — (lng + a1b1 — CL1b3 + CL3b1 - (lgbg
= —CLgbl + a1b2 — ang + (lzbg — a1b3 + a3b1,

so dass die beiden Integrale iibereinstimmen.



