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1. VORLESUNG - VEKTORRAUME MIT SKALARPRODUKT

31.1. Vektorrdume mit Skalarprodukt.

Im R™ kann man nicht nur Vektoren addieren und skalieren, sondern ein Vek-
tor hat auch eine Lange, und die Lagebeziehung von zwei Vektoren zueinan-
der wird durch den Winkel zwischen ihnen ausgedriickt. Lange und Winkel
werden beide durch den Begriff des Skalarprodukts préazisiert. Dafiir muss ein
reeller Vektorraum oder ein komplexer Vektorraum vorliegen. Wir diskutie-
ren die beiden Fille parallel und verwenden als gemeinsame Bezeichnung fiir
R bzw. C das Symbol K. Zu z € C bezeichnet Z die konjungiert-komplexe
Zahl, bei z € R einfach die Zahl selbst.

Definition 31.1. Sei V ein K-Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf V ist eine
Abbildung

VxV—K, (v,w) — (v,w),
mit folgenden Eigenschaften:
(1) Es ist
(Mx1 + Ao, y) = M (71, ) + Mg (T2,9)
fiir alle A\, Ao € K, 21,29,y € V und
(m, M1 + Aayz) = A1 (@, y1) + Ao (2, 92)

fiir alle Ay, Ao € K, z,y1,y2 € V.
(2) Es ist

fiir alle v,w € V.
(3) Es ist (v,v) > 0 fur alle v € V und (v,v) = 0 genau dann, wenn
v = 0 ist.

Die dabei auftretenden Eigenschaften heilen im reellen Fall Bilinearitit (das
ist nur eine andere Bezeichnung fiir multilinear, wenn der Definitionsbereich
das Produkt von zwei Vektorraumen ist), Symmetrie und positive Definitheit.
Im komplexen Fall spricht man von sesquilinear und von hermitesch. Diese
auf den ersten Blick unschéone Abweichung muss gemacht werden, um die
positive Definitheit zu erhalten, was wiederum die Voraussetzung fiir einen
sinnvollen Abstandsbegriff im Komplexen ist.

Beispiel 31.2. Auf dem R" ist die Abbildung
R" x R" — R, (v,w) = ((v1,...,vn), (wy,...,wy,)) —> Zviwi,
i=1

ein Skalarprodukt, das man das Standardskalarprodukt nennt. Eine einfache
Rechnung zeigt, dass dies in der Tat ein Skalarprodukt ist.
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Beispielsweise ist im R? mit dem Standardskalarprodukt

3 ~1
< 5], 4 >:3-(—1)—5-4+2-6:—11.
2 6

Definition 31.3. Ein reeller, endlichdimensionaler Vektorraum, der mit ei-
nem Skalarprodukt versehen ist, heiflt euklidischer Vektorraum.

Zu einem Vektorraum V' mit einem Skalarprodukt besitzt jeder Untervektor-
raum U C V selbst wieder durch Einschrénkung ein Skalarprodukt. Insbe-
sondere ist zu einem euklidischen Vektorraum jeder Untervektorraum U C V
selbst wieder ein euklidischer Vektorraum. Jeder Untervektorraum U C R"
tragt somit das eingeschriankte Standardskalarprodukt. Da es stets eine Iso-
morphie U = R™ gibt, kann man auch das Standardskalarprodukt des R™
nach U {ibertragen, doch héngt dies von der gewéhlten Isomorphie ab und
hat im Allgemeinen nichts mit dem eingeschrinkten Standardskalarprodukt
zu tun.

Definition 31.4. Das auf dem C" durch
(u,v) = iulv_l
i=1
gegebene Skalarprodukt heifit (komplezes) Standardskalarprodukt.
Beispielsweise ist

4-3i\ (—2+5i , ' . |
<(2+7i)’(3—6i>> = (4—3i)-—2+5i+ (24 7i)-3—61

— (4-3i) (=2 —5i)+ (2+Ti) - (3+6i)
— —23—14i — 36 4 33i

= —59+ 191
Bemerkung 31.5. Wenn man einen komplexen Vektorraum V' mit einem
Skalarprodukt (—, —) als reellen Vektorraum auffasst, so ist durch den Real-
teil
Re ({v,w))

ein reelles Skalarprodukt gegeben, siehe Aufgabe 31.3. Wegen
(v,w) = Re ((v,w)) +ilm ((v,w))
= Re (<U7w>) —iRe (1 <U7w>)
= Re ((v,w)) —iRe ((iv,w))

kann man aus dem Realteil das urspriingliche Skalarprodukt rekonstruieren.

Beispiel 31.6. Es sei [a,b] ein abgeschlossenes reelles Intervall mit a < b
und sei

V = {f:[a,b] = C|f stetig},
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versehen mit der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation. Wir setzen

<ﬁwﬁ=/f®ﬂﬁﬁ

und erhalten damit ein Skalarprodukt. Die Additivitédt folgt beispielsweise
aus

b _—
it fog) = /amw+ﬁ@mwﬁ

b b

- /fl(t)g(t)dt+/ fo(t)g(t)dt
= o)+ (o).

Die positive Definitheit folgt so: Wenn f nicht die Nullfunktion ist, so sei
s € [a,b] ein Punkt mit f(s) # 0. Dann ist |f(s)] > 0 und wegen der
Stetigkeit von f gibt es dann auch eine Umgebung [s — €, s + €] N [a, b] der
Léange > ¢, auf der iiberall

lf()] = c>0
ist. Somit ist
b min (b,s+¢€)
) = [ 1rwra = [ FOPdt > e > 0
a max (a,s—€)

positiv.

31.2. Norm.

Mit einem Skalarprodukt kann man die Lénge eines Vektors und damit auch
den Abstand zwischen zwei Vektoren erkldren.

Definition 31.7. Sei V' ein Vektorraum iiber K mit einem Skalarprodukt
(—, —). Dann nennt man zu einem Vektor v € V die reelle Zahl

loll= v/ (v, v)

die Norm von v.

Das Skalarprodukt (v,v) ist stets reell und nicht negativ und somit ist die
Quadratwurzel eine eindeutig bestimmte reelle Zahl. Fiir einen komplexen
Vektorraum mit einem Skalarprodukt ist es gleichgiiltig, ob man die Norm
direkt oder iiber den zugrunde liegenden reellen Vektorraum bestimmt, siche
Aufgabe 31.11.

Satz 31.8. Sei V' ein Vektorraum dber K mit einem Skalarprodukt (—, —)
und der zugehiorigen Norm || — ||. Dann gilt die Cauchy-Schwarzsche
Abschéatzung, namlich

fiir alle v,w € V.
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Beweis. Bei w = 0 ist die Aussage richtig. Sei also w # 0 und damit auch
||w||# 0. Damit hat man die Abschitzungen

< (- )

v,) o) (v,0) [0,)
= (vv) - (w,v) — (v, w) + (w, w)
|| w]? [|w]]? [|w]]*
(v, w) (v, w) (v, w) (v, w)
= <U7U> o <v,w> - <U7w> +
|| w][? [w]]? [w][?
(v, w) (v, w)
= <va> -
TP
(v, vy — K
’ [|w]]?
Multiplikation mit ||w||* und Wurzelziehen ergibt das Resultat. O

Lemma 31.9. Sei V' ein Vektorraum iiber K mit einem Skalarprodukt
(—,—). Dann gelten fiir die zugehorige Norm folgende Eigenschaften.

(1) [[v][ = 0.
(2) ||v]|= 0 genau dann, wenn v = 0 ist.
(3) Fir e Kundv eV gilt

Aol = [A[-[lv]] -
(4) Firv,w eV gilt
lv+w|| <|[v]] + [[w]]
Beweis. Die ersten beiden Eigenschaften folgen direkt aus der Definition des
Skalarprodukts. Die Multiplikativitat folgt aus
[X0|P= (Av, Ao) = Ao, Av) = A (v,0) = A [[o]]?.
Zum Beweis der Dreiecksungleichung schreiben wir

(v +w, v+ w)
ol + [+ fo,w) + o)
= Jlol? + [l +2Re ({v,u))
< [ollP + [w[l” +2 [{v, w)]
Aufgrund von Satz 31.8 ist dies < (||v]| + ||w]|)?. Diese Abschitzung iiber-
tragt sich auf die Quadratwurzeln. U

o +w]|*

Mit der folgenden Aussage, der Polarisationsformel, kann man ein Skalar-
produkt aus der Norm rekonstruieren.

Lemma 31.10. Es sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (—,—) und
der zugehdorigen Norm || —||. Dann gilt bei K = R die Beziechung

1
(v,w) = 5 (lv+wlf = [[v][* = [[w]P)
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und bei K = C die Beziehung

(w) = 2 (lo+wl|l* = [Jv—w|* +i|lv+iwl]® —i]lv—iw]]).

A

Beweis. Siehe Aufgabe 31.10. 0

31.3. Normierte Vektorrraume.

Aufgrund von Lemma 31.9 ist die Norm zu einem Skalarprodukt eine Norm
im Sinne der folgenden Definition und ein Vektorraum mit einem Skalarpro-
dukt ist insbesondere ein normierter Vektorraum.

Definition 31.11. Es sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung

I=1l: V— R, v—|]v]],
heifit Norm, wenn die folgenden Eigenschaften fiir alle v, w € V' gelten.
|| = 0 genau dann, wenn v = 0 ist.
3) Fir A e Kund v € V gilt

Xl = [A[-[lv]] -
(4) Fir v,w € V gilt

lv+wl[<[[v]] + [[w]].

Definition 31.12. Ein K-Vektorraum heifit normierter Vektorraum, wenn
auf ihm eine Norm || — || definiert ist.

Auf einem euklidischen Vektorraum nennt man die iiber das Skalarprodukt
gegebene Norm auch die euklidische Norm. Bei V' = R™ mit dem Standards-
kalarprodukt ist

lvll=

Beispiel 31.13. Im K" ist durch
|| 2 ||max := max (|z;],i=1,...,n)

eine Norm definiert, die die Mazimumsnorm heiflt.
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Vi

Vi

Die Summenmetrik heifit auch Taxi-Metrik. Die griine Linie représentiert den
euklidischen Abstand, die anderen reprisentieren den Summenabstand.

Beispiel 31.14. Im K" ist durch

n
12 llsum =) _ |2
i=1

eine Norm definiert, die die Summennorm heifit.

Zu einem Vektor v € V| v # 0, in einem normierten Vektorraum V nennt
man den Vektor ﬁ den zugehorigen normierten Vektor. Ein solcher normier-

ter Vektor besitzt die Norm 1. Der Ubergang zum normierten Vektor heifit
Normierung.

31.4. Normierte Riume als metrische Riume.

Definition 31.15. Sei M eine Menge. Eine Abbildung d: M x M — R
heifit Metrik (oder Distanzfunktion), wenn fiir alle x,y, z € M die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

(1) d(z,y) = 0 genau dann, wenn x = y ist (Definitheit),
(2) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie), und
(3) d(z,y) < d(z,2)+d(z,y) (Dreiecksungleichung).

Ein metrischer Raum ist ein Paar (M, d), wobei M eine Menge und d: M X
M — R eine Metrik ist.

Definition 31.16. Auf einem normierten Vektorraum V mit Norm || — ||
definiert man die zugehorige Metrik durch

dv,w) =||v—wl||.
Dies ist in der Tat eine Metrik.

Lemma 31.17. Fin normuerter Vektorraum V ist durch die zugehorige Me-
trik ein metrischer Raum.
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Beweis. Siehe Aufgabe 31.17. O

Damit ist ein euklidischer Raum insbesondere ein metrischer Raum.

Bemerkung 31.18. Ein affiner Raum iiber einem normierten Vektorraum
V' wird zu einem metrischen Raum, indem man

d(P,Q) =||PQ||
setzt. Diese Metrik ist invariant unter Translationen.

Beispiel 31.19. Sei (M, d) ein metrischer Raum und 7' C M eine Teilmenge.
Dann ist T" ebenfalls ein metrischer Raum, wenn man

dr(z,y) = d(z,y) fur alle x,y € T
setzt. Diese Metrik heifit die induzierte Metrik.

Daher ist insgesamt jede Teilmenge eines affinen Raumes iiber einem eukli-
dischen oder normierten Vektorraum ein metrischer Raum.

31. ARBEITSBLATT

31.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 31.1. Zeige, dass das Standardskalarprodukt auf dem R"™ in der
Tat ein Skalarprodukt ist.

Aufgabe 31.2. Sei V ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt
(—,—) und sei U C V ein Untervektorraum. Zeige, dass die Einschrédnkung
des Skalarproduktes auf U ebenfalls ein Skalarprodukt ist.

Aufgabe 31.3.*

Es sei V' ein komplexer Vektorraum mit einem Skalarprodukt (—, —). Zeige,
dass der Realteil dieses Skalarproduktes ein Skalarprodukt auf dem zugrunde
liegenden reellen Vektorraum ist.

Aufgabe 31.4. Es sei (—, —) eine Bilinearform auf dem R? mit den Werten

<61761> = 57 <€1762> = —4, <62,61> = 7 und <62’€2> — _3 Berechne
<<_3 4) 5 (:g) > Handelt es sich um ein Skalarprodukt?

Aufgabe 31.5. Es seien

fig: [0,1] — R
mit f(r) = —2? + 1 und g(x) =
Beispiel 31.6.

r? + z + 3. Berechne (f, g) im Sinne von
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Aufgabe 31.6. Es sei [a,b] ein abgeschlossenes reelles Intervall mit a < b
und sei V' = {f : [a,b] = R| f stetig}. Zun € N, und f,g € V sei

(f.9), = ;f(a%—ib;a)g(aﬂLib;a).

Welche Eigenschaften eines Skalarproduktes erfiillt (—,—), , welche nicht?
Welche Beziehung besteht zwischen (—, —), und dem Skalarprodukt aus Bei-
spiel 31.67

Aufgabe 31.7. Es seien (V4, (—, —),) und (V5, (—, —),) reelle Vektorrdume
mit Skalarprodukten. Zeige, dass auf dem Produktraum V; x V5 durch

((v1,v2), (w1, wa)) = (v1,w1); + (V2, w2),

ein Skalarprodukt definiert ist.

Aufgabe 31.8. Sei V ein Vektorraum iiber K mit einem Skalarprodukt
(—, —) und der zugehorigen Norm || —||. Zeige, dass die sogenannte Paralle-
logrammgleichung

lo+wl* + [Jv—wll*= 2 |[v]]* +2 [Jw|]*
gilt.

Aufgabe 31.9. Sei V ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt
(—, —). Zeige, dass in der Abschitzung

[{v, W) <[[o]] - [Jw]|

von Cauchy-Schwarz genau dann die Gleichheit gilt, wenn v und w linear
abhéngig sind.

Aufgabe 31.10. Es sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (—, —) und
der zugehorigen Norm || —||.

a) Zeige, dass bei K = R die Beziehung
1
(v,0) = 5 (Mo +w]? = [v|? = [[w]]*)

gilt.
b) Zeige, dass bei K = C die Beziehung

1 : : : :
(,w) = 7 (lv+wlP = fJv—w|* + |lo+iw|]* =i [[v—iw]|).
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Aufgabe 31.11. Es sei V' ein komplexer Vektorraum mit einem Skalarpro-
dukt (—, —). Zeige, dass die Norm zu diesem Skalarprodukt mit der Norm
iibereinstimmt, die man erhélt, wenn man V' als reellen Vektorraum mit dem
zugehorigen reellen Skalarprodukt auffasst.

Aufgabe 31.12. Zeige, dass die Maximumsnorm auf dem K” eine Norm ist.
Aufgabe 31.13. Zeige, dass die Summennorm auf dem K™ eine Norm ist.

Aufgabe 31.14. Bestimme fiir den Vektor

—6
10 | e R?
7

den zugehorigen normierten Vektor beziiglich der euklidischen Norm, der
Maximumsnorm und der Summennorm.

Aufgabe 31.15. Sei n > 2. Zeige, dass fiir die Norm ||z ||:= max{|z;| : 1 <
i < n} auf dem R™ kein Skalarprodukt (—, —) existiert mit der Eigenschaft
| z]|= /(z,z) .

Aufgabe 31.16. Es sei V' ein normierter Vektorraum iiber C. Zeige, dass
V', aufgefasst als reeller Vektorraum, mit der gleichen Norm ebenfalls ein
normierter Vektorraum ist.

Aufgabe 31.17.*
Zeige, dass ein normierter K-Vektorraum durch
d(u,v) :=|[lu—vl|

zu einem metrischen Raum wird.

Aufgabe 31.18.*
Es seien P = (%, —1) und @) = (2, %) zwei Punkte im R?. Bestimme den
Abstand zwischen diesen beiden Punkten in

a) der euklidischen Metrik,
b) der Summenmetrik,
¢) der Maximumsmetrik.

d) Vergleiche diese verschiedenen Absténde der Grofe nach.
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Aufgabe 31.19.*

Es sei A eine nichtleere Menge, n € N, und M = A" das n-fache Produkt
der Menge mit sich selbst.

a) Zeige, dass auf M durch
d($7 y) = d((xla s 7xn)> (yla cee 7yn)> = #({Z’ T 7& yl})

eine Metrik definiert wird.
b) Bestimme zu A = {a, b, ¢} und n = 4 den Abstand d((a, a, b, c), (c,a,b,a)).

c) Liste fiir A = {a,b,c} und n = 3 alle Elemente aus der offenen Kugel
U ((a,a,b),2) auf.

Aufgabe 31.20. Es sei M die Menge aller (Personen)-Bahnhofe in Deutsch-
land. Zu a,b € M sei

d(a, b)
die (zeitlich) kiirzeste fahrplanméfige Verbindung von a nach b. Handelt es
sich dabei um eine Metrik?

Aufgabe 31.21. Es sei A C R? das Achsenkreuz, also die Vereinigung von
x-Achse und y-Achse.

(1) Definiere auf A den Abstand, der durch die kiirzeste Verbindung zwi-
schen zwei Punkten P, € A durch einen Weg auf A gegeben ist.

(2) Zeige, dass es sich dabei um eine Metrik handelt.

(3) Gibt es eine Norm auf dem R? derart, dass die Einschrinkung der
zugehorigen Metrik mit unserer Verbindungsmetrik {ibereinstimmt?

Aufgabe 31.22.*

Es sei V' ein normierter K-Vektorraum und E ein affiner Raum iiber V. Zeige,
dass E durch

d(P,Q) =/ PG|

zu einem metrischen Raum wird.

Es sei T eine Menge und
f: T —K

eine Funktion. Dann nennt man

A= 11f llr = sup (|f ()| |z € T)

das Supremum (oder die Supremumsnorm) von f. Es ist eine nichtnegative
reelle Zahl oder oc.
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Aufgabe 31.23. Es sei T eine Menge und
M =A{f:T—C|[[fllr< oo}

die Menge der beschriankten komplexwertigen Funktionen auf 7T'. Zeige, dass
M ein komplexer Vektorraum ist.

Aufgabe 31.24. Es sei T eine Menge und
M =A{f:T = C[ [[f]lr< oo}

die Menge der beschrankten komplexwertigen Funktionen auf 7T'. Zeige, dass
die Supremumsnorm auf M folgende Eigenschaften erfiillt.

(1) || f||= 0 fiir alle f € M.
(2) || f||= 0 genau dann, wenn f = 0 ist.
(3) Fiir A€ Cund f € M gilt

AL = 1AL LFI
(4) Fiir g, f € M gilt
lg+ FlII<lgll + 1111

Aufgabe 31.25. Es sei T" eine Menge und F ein euklidischer Vektorraum.
Es sei

M =A{f:T— E| || fllr< oo}
die Menge der beschrankten Abbildungen von T nach E. Zeige, dass die
Supremumsnorm auf M eine Norm ist.

Aufgabe 31.26. Es sei T eine Menge, E ein euklidischer Vektorraum und
M =A{f:T = E|||fllr< oo}

die Menge der beschrinkten Abbildungen von 7" nach E. Zeige, dass eine
Folge (fn),en aus M genau dann gegen f € M gleichméfBig konvergiert, wenn
diese Folge im durch die Supremumsnorm gegebenen metrischen Raum M
konvergiert.

31.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 31.27. (4 Punkte)

Es seien
f?g: [071] — R

mit f(r) = 223 —z + 3 und g(z) = —5x* + 4x — 7. Berechne
(fr9) 1111 Mgl

im Sinne von Beispiel 31.6.
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Aufgabe 31.28. (3 Punkte)
Sei V' ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt (—, —). Bestétige

Iz +yll* = lle -yl = 4(z,y).

Aufgabe 31.29. (4 Punkte)
Es sei V = Mat,«,(R). Zeige, dass V' versehen mit der Abbildung
(—,=): VxV —R, (A, B) — Spur (B'A)

ein euklidischer Vektorraum ist.

Aufgabe 31.30. (5 Punkte)

Es seien n Punkte Pj, Ps, ..., P, in der Kreisscheibe B mit Mittelpunkt (0, 0)
und Radius 1, also in B = {P € R?|d(P,0) < 1}, gegeben. Zeige, dass es
einen Punkt () € B mit der Eigenschaft

jéﬂﬂiwzn
=1

gibt.

Aufgabe 31.31. (3 Punkte)

Es seien v,w € R™ mit ||v][< 1 und ||w||= 1. Zeige, dass es ein a € R mit
||v+aw||=1 gibt.

32. VORLESUNG - ORTHOGONALITAT

32.1. Orthogonalitét.

Mit dem Skalarprodukt kann man die Eigenschaft zweier Vektoren, aufein-
ander senkrecht zu stehen, ausdriicken.

Definition 32.1. Sei V' ein Vektorraum iiber K mit einem Skalarprodukt
(—,—). Man nennt zwei Vektoren v,w € V orthogonal zueinander (oder
senkrecht), wenn

(v,wy =0
ist.
Bemerkung 32.2. Dass die iiber das Skalarprodukt definierte Orthogona-
litdt der anschaulichen Orthogonalitit entspricht, kann man sich folgender-
mafen klar machen .! Zu orthogonalen Vektoren w,v € V gilt, dass v zu den
beiden Punkten v und —u den gleichen Abstand besitzt. Es ist ja

lo—ull® = (v—uv—u)

IWenn man akzeptiert, dass die liber das Skalarprodukt definierte Lénge der anschauli-
chen Lénge entspricht, was auf dem elementar-geometrischen Satz des Pythagoras beruht.
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= (v,v) + (u,u)
(v 4+ u, v+ u)
= Jlo+ulf.

Die Umkehrung gilt ebenfalls, siche Aufgabe 32.1.

Pythagoras von Samos lebte im sechsten vorchristlichen Jahrhundert. ,,Sein*
Satz war aber schon tausend Jahre friither in Babylon bekannt.

Wir rufen uns den Satz des Pythagoras in Erinnerung.

Der folgende Satz ist der Satz des Pythagoras, genauer die Skalarprodukt-
version davon, die trivial ist. Die Beziehung zum klassischen, elementar-
geometrischen Satz des Pythagoras ist diffizil, da es nicht selbstverstédndlich
ist, dass unser iiber das Skalarprodukt eingefithrter Orthogonalitatsbegriff
und unser ebenso eingefiihrter Langenbegriff mit dem entsprechenden intui-
tiven Begriff iibereinstimmt. Dass unser Normbegriff der wahre Langenbegriff
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ist, beruht wiederum auf dem Satz des Pythagoras in einem cartesischen Ko-
ordinatensystem, was den klassischen Satz voraussetzt.

Satz 32.3. Es sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (—, —). Es seien
u,v € V. Vektoren, die aufeinander senkrecht stehen. Dann ist

luto|l*=|lul* + o]

Beweis. Es ist
lu+o|P= (u+v,utv) = (u,u) +2u,v) + (v,0) =[u]’ +[|v]]?*.
O

Definition 32.4. Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und U C V'
ein Untervektorraum. Dann heif3t

Ut = {ve V| (v,u) =0 fiir alle u € U}

das orthogonale Komplement von U.

Das orthogonale Komplement zu einem Untervektorraum ist selbst wieder
ein Untervektorraum, siehe Aufgabe 32.6. Wenn ein Erzeugendensystem von
U gegeben ist, so gehort ein Vektor v € V' bereits dann zum orthogonalen
Komplement von U, wenn er auf allen Vektoren des Erzeugendensystems
senkrecht steht, sieche Aufgabe 32.7.

Beispiel 32.5. Sei V' = R” versehen mit dem Standardskalarprodukt. Zum

eindimensionalen Untervektorraum Re; zum Standardvektor e; besteht das
T

orthogonale Komplement aus allen Vektoren 0 |, deren i-ter Eintrag 0

ist. Zum eindimensionalen Untervektorraum Rov zu einem Vektor
ai
a2

v=| .| #0
an

kann man das orthogonale Komplement bestimmen, indem man den Lésungs-
raum der linearen Gleichung

a1 x1+ -+ apr, = 0
bestimmt. Der Orthogonalraum
T
U= Rov)t = ) ez + -+ age, =0

Tn
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besitzt die Dimension n — 1, es handelt sich also um eine sogenannte Hyper-
ebene. Man nennt dann v einen Normalenvektor fiir die Hyperebene U.

Zu einem Untervektorraum U C R", der durch eine Basis (oder ein Erzeu-
Qi1
gendensystem) v; = ], ¢ =1,...,k, gegeben ist, bestimmt man das
Ain
orthogonale Komplement als Losungsraum des linearen Gleichungssystems
X
Al + | =0,
Tn

wobel A = (a;;) die aus den v; gebildete Matrix ist.

32.2. Orthonormalbasen.

Definition 32.6. Sei V ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt. Eine
Basis v;, ¢ € I, von V heifit Orthogonalbasis, wenn

(vi,vj) =0 fiir i # j
gilt.
Definition 32.7. Sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (—, —). Eine
Basis v;, 1 € I, von V heiit Orthonormalbasis, wenn
(vi,v;) =1 fiir alle i € I und (v;,v;) =0 fiir i # j
gilt.

Die Elemente in einer Orthonormalbasis haben alle die Norm 1 und sie stehen
senkrecht aufeinander. Eine Orthonormalbasis ist also eine Orthogonalbasis,
bei der zusétzlich die Normbedingung

vill= Vv, v) = 1

erfiillt ist. Man kann problemlos von einer Orthogonalbasis zu einer Ortho-
normalbasis iibergehen, indem man jedes v; durch die Normierung ﬁ ersetzt
(da v; Teil einer Basis ist, ist die Norm von 0 verschieden). Eine Familie von
Vektoren, die jeweils die Norm 1 haben und paarweise aufeinander senkrecht
stehen, aber nicht unbedingt eine Basis bilden, nennt man ein Orthonormal-
system.

Lemma 32.8. Es sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und sei wu;,
i € I, eine Orthonormalbasis von V. Dann ergeben sich die Koeffizienten
eines Vektors v beziiglich dieser Basis durch

v = Z (v, u;) u;.

i€l



25

Beweis. Da eine Basis vorliegt, gibt es eine eindeutige Darstellung

v = E ajuj

jeI
(wobei alle a; bis auf endlich viele gleich 0 sind). Die Behauptung ergibt sich
somit aus

(v,u;) = <Zajuj,ui> = Zaj (uj,u;) = a.

jel jeI

t

Wir werden Orthonormalbasen hauptséchlich im endlichdimensionalen Fall
betrachten. Im R" ist die Standardbasis eine Orthonormalbasis. In der Ebene

R? ist eine Orthonormalbasis von der Form Z , _ab oder Z , _ba),

3 i
wobei jeweils a? + b?> = 1 erfiillt sein muss. Beispielsweise ist ( 2) , ( 35)

5 5
eine Orthonormalbasis. Das folgende Schmidtsche Orthonormalisierungsver-

fahren erlaubt es, ausgehend von einer Basis eines endlichdimensionalen Vek-
torraumes eine Orthonormalbasis zu konstruieren, die die gleiche Fahne von
Untervektorrdumen bestimmt.

Satz 32.9. FEs sei V ein endlichdimensionaler K- Vektorraum mat Skalarpro-

dukt und es sei vy, vs,...,v, eine Basis von V. Dann gibt es eine Orthonor-
malbasis uy, Usg, . .., uy von V. mit?

<U1,U2, Ce ,Ui> = <u1,u2, e ,ui>
fir allei=1,... n.

Beweis. Die Aussage wird durch Induktion iiber ¢ bewiesen, d.h. es wird
sukzessive eine Familie von orthonormalen Vektoren konstruiert, die jeweils
den gleichen Untervektorraum aufspannen. Fiir ¢ = 1 muss man lediglich
v1 normieren, also durch u; = ﬁ ersetzen. Sei die Aussage fiir i schon
bewiesen und sei eine Familie von orthonormalen Vektoren wq,...,u; mit
(uy,...,u;) = (vy,...,v;) bereits konstruiert. Wir setzen

Wit1 = Vi1 — <Ui+1au1> Uy — - — <Ui+1>ui> Us.

Dieser Vektor steht wegen

<wi+17uj> = <Uz‘+1 - <Ui+1; U1> Uy — - — <Ui+17ui> Ui,uj>
= (i) — > (i, w) (ks ) — (Vi ) (ug, ;)
k<i,kj
= (vipr, u5) — (Vig1, uy)
=0

2Hier bezeichnet (—) den von den Vektoren erzeugten Untervektorraum, nicht das
Skalarprodukt.
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senkrecht auf allen wuq, ..., u; und offenbar ist
<'U,1, e ,Ui,wi+1> = <Ul, e ,Ui’/UiJrl).
Durch Normieren von w;,; erhélt man w; . ]

Beispiel 32.10. Es sei V' der Kern der linearen Abbildung
R?* — R, (2,9,2) — 22 + 3y — 2.

Als Unterraum des R? trigt V ein Skalarprodukt. Wir méchten eine Ortho-
normalbasis von V' bestimmen. Dazu betrachten wir die Basis bestehend aus
den Vektoren

1 0

vy= 0] undovy, =11

2 3

Esist ||v; || = /5 und somit ist

L

V5

Uy = U = 0

[lon]] 2

V5

der zugehorige normierte Vektor. Gemi dem?® Schmidtschen Orthonormali-
sierungsverfahren setzen wir

Wy = Uy — <U2,U1> Uy ) .
0 0 (v 5
= (1] = 1].,(0 0
2 2
3 3) \U 7
N o (%
_ 1_% 0
2
3 675
0 5
= 1] =10
3/ \&
6
5
= 1
3
5

Es ist
_6
ol =l 1) 11= 2 s14 2 = /2 = 2
w = = _ —_— = _ = —_—
2 3 25 25 25 5
5

3Héiuﬁg ist es numerisch geschickter, zuerst nur zu orthogonalisieren und die Normierung
erst zum Schluss durchzufiihren, siehe Beispiel 32.10.
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und daher ist

6
6 -5
- V70
Uy = ﬁ 15 — | A
V14 \ 3 v
5 ﬁ

der zweite Vektor der Orthonormalbasis.

Korollar 32.11. Es sei V' ein endlichdimensionaler K- Vektorraum mit Ska-
larprodukt. Dann gibt es eine Orthonormalbasis in V.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 32.9. U

Man kann auch stets in einem endlichdimensionalen Vektorraum mit Ska-
larprodukt ein vorgegebenes Orthonormalsystem zu einer Orthonormalbasis
erginzen, siche Aufgabe 32.22.

Korollar 32.12. Sei V' ein endlichdimensionaler K- Vektorraum mit Skalar-
produkt und U C V' ein Untervektorraum. Dann ist

V =UaU,

d.h. V st die direkte Summe aus U und seinem orthogonalen Komplement.

Beweis. Aus u € U N U folgt direkt

(u,uy =0
und daher v = 0. Somit ist die Summe direkt. Sei uq, ..., u; eine Orthonor-
malbasis von U, die wir zu einer Orthonormalbasis uy, . .., u, von V ergidnzen.
Dann ist
Ut = (Wp, .-, up)
und somit ist V' die Summe aus den Unterrdumen. O

Zur folgenden Aussage vergleiche auch Lemma 15.6 und Aufgabe 32.26.

Korollar 32.13. FEs sei V' ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt
(—,—). Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Zu Untervektorrdumen U C U C V ist
UJ_ D U/J_.

(2) Esist 0f =V und V+ = 0.
(3) Sei V' endlichdimensional. Dann ist

Uh = U
(4) Sei V' endlichdimensional. Dann ist
dim (U") = dim (V) — dim (U).

Beweis. Siehe Aufgabe 32.24. U
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32.3. Orthogonale Projektionen.

Zu einem endlichdimensionalen K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt und
einem Untervektorraum

Ucv

gibt es ein orthogonales Komplement U+ und der Raum hat die direkte
Summenzerlegung

V=UsaU"
Die Projektion

Pu - V—U
lings U~ heift die orthogonale Projektion auf U. Diese hingt allein von U ab,
da ja das orthogonale Komplement eindeutig bestimmt ist. Haufig bezeichnet
man auch die Abbildung V' — U — V als orthogonale Projektion auf U. Bei

einer orthogonalen Projektion wird ein Punkt auf seinen LotfufSpunkt auf U
abgebildet.

Lemma 32.14. Es sei V ein endlichdimensionaler K- Vektorraum mit Ska-
larprodukt und
UCV

ein Untervektorraum mit einer Orthonormalbasis uq, ..., u, von U. Dann
ist die orthogonale Projektion auf U durch

m

pu(v) = Z(v,ui) U

i=1
gegeben.
Beweis. Wir ergénzen die Basis zu einer Orthonormalbasis uy, . .., u, von V.
Das orthogonale Komplement zu U ist

UJ_ = <Um+1, Ce ,'U,n>.
Nach Lemma 32.8 ist

v = Z (v, u;) u; = (Z (v, u;) uz> + ( Z (v, u;) uz> :
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Somit ist " (v, u;) u; die Projektion auf U lings U*. O

32. ARBEITSBLATT
32.1. Ubungsaufgaben.
Aufgabe 32.1. Sei V ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt (—, —).

Zeige, dass fiir u,v € V die Gleichheit ||v + u||=||v — u|| genau dann gilt,
wenn (v, u) = 0 ist.

Aufgabe 32.2. Bestimme, welche der folgenden Vektoren im R? zueinander
orthogonal beziiglich des Standardskalarproduktes sind.

6 3 0 -5
1], =8, [-1].| 4
5 —2 4 ~1

Aufgabe 32.3. Bestimme, welche der folgenden Vektoren im C? zueinander
orthogonal beziiglich des Standardskalarproduktes sind.

6 — 3i 4—Ti 3 : 3
—i )7 \-9-51) \2+4i) \-1-2i)  \-1+2i) "

Aufgabe 32.4.*

Es sei V' ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt (—, —). Es sei v € V
ein fixierter Vektor und a € K. Zeige, dass

{u e V| (u,v) = a}

ein affiner Unterraum von V ist.

Aufgabe 32.5. Diskutiere den Satz des Pythagoras im Sinne von Satz 32.3
im Vergleich zu der elementargeometrischen Version.

Aufgabe 32.6. Sei V' ein Vektorraum iiber K mit einem Skalarprodukt
(—,—) und sei U C V ein Untervektorraum. Zeige, dass das orthogonale
Komplement ebenfalls ein Untervektorraum von V' ist.
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Aufgabe 32.7. Sei V ein Vektorraum iiber K mit einem Skalarprodukt
(—,—) und sei U C V ein Untervektorraum. Es sei u;, i € I, ein Erzeugen-
densystem von U. Zeige, dass ein Vektor v € V' genau dann zum orthogonalen
Komplement U+ gehort, wenn

(v,u;) = 0
fiir alle ¢ € [ ist.
Aufgabe 32.8.*
-2
Bestimme das orthogonale Komplement zu dem von | 8 | erzeugten Un-
9

tervektorraum im R3.

5

Aufgabe 32.9. Bestimme das orthogonale Komplement zu dem von | — 3

9

und erzeugten Untervektorraum im R*.

WO

Aufgabe 32.10. Sei V' ein Vektorraum iiber K mit einem Skalarprodukt
(—,—) und sei v;, i € I, eine Orthogonalbasis von V. Zu jeder Teilmenge
J C [ sei der von v;, © € J, erzeugte Untervektorraum mit U; bezeichnet.
Zeige, dass das orthogonale Komplement von Uj gleich Up ; ist.

Aufgabe 32.11. Betrachte eine Ecke in einem (rechtwinkligen) Zimmer.
Bilden die drei Diagonalvektoren in den beiden anliegenden Wénden und
dem Boden der Lénge 1 eine Orthonormalbasis?

Aufgabe 32.12. Es sei V ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum
mit einem Skalarprodukt (—, —) und sei uy,...,u, eine Orthonormalbasis
von V. Zeige, dass

U, iU, U, 1Ug, . . ., Uy, Uy,
eine Orthonormalbasis des reellen Vektorraums V' beziiglich des zugehérigen
reellen Skalarprodukts ist.
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Aufgabe 32.13. Es sei V ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt
(—,—) und sei u;, ¢ € I, eine Orthonormalbasis von V. Zeige, dass fiir Vek-

toren v = ), ; a;u; und w =Y, byu; die Gleichheit
(v, w) = Zaibi
icl
gilt.

Die folgende Aufgabe ist die Grundlage der sogenannten Fourier-Analysis,
bei der es darum geht, Schwingungen als Limes von trigonometrischen
Schwingungen darzustellen.

Aufgabe 32.14.*
Zeige, dass die Funktionen

fm: [0,1] — C
mit

flw) = e

zum € Z im Raum der stetigen Funktionen von [0, 1] nach C ein Orthonor-
malsystem beziiglich des durch

(frg) = /O ' fgd

gegebenen Skalarproduktes bilden. Verwende dabei Grundtatsachen iiber die
komplexe Exponentialfunktion.

Aufgabe 32.15.*

Wende das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren auf die Basis

0 1 1
1], 1o}, 1
1 1 0

des R? an.

Aufgabe 32.16.*

Wende das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren auf die Basis

2 1 0
1], o], (o
0 ~1 3

des R? an.
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Aufgabe 32.17. Wende das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren
auf die Basis

—1 2 7
2|, -4, (3
3 5 1

des R3, versehen mit dem Standardskalarprodukt, an.

Aufgabe 32.18. Wende das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren
auf die Basis
4—1i i
3 "\2 -1

Aufgabe 32.19. Erstelle eine Orthonormalbasis des R3, die ein Vielfaches
1

von | 1| enthalt.
1

des C? an.

Aufgabe 32.20. Der R? sei mit dem Standardskalarprodukt versehen. Es
sei U C R? der Kern der linearen Abbildung

R® — R, (2,9,2) — 3z +y + 72,

versehen mit dem eingeschrinkten Skalarprodukt. Man bestimme eine Or-
thonormalbasis fiir U.

Aufgabe 32.21. Der R?* sei mit dem Standardskalarprodukt versehen. Es
sei U C R* der Kern der linearen Abbildung
R* — R, (2,9, z,w) — 42 — 3y + 22 — 5w,

versehen mit dem eingeschrénkten Skalarprodukt. Man bestimme eine Or-
thonormalbasis fiir U.

Aufgabe 32.22. Formuliere und beweise den ,,orthonormalen Basisergén-
zungssatz®.

Aufgabe 32.23. Es sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und seien
Uy, Uy C V Untervektorrdume. Zeige, dass fiir die orthogonalen Komplemen-
te die Gleichheit

(U, NU) " = U + Uy
gilt.
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Aufgabe 32.24. Es sei V ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt
(—,—). Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Zu Untervektorrdumen U C U’ C V ist
UL D UIJ_‘

(2) Esist 0F = V und V+ = 0.
(3) Sei V' endlichdimensional. Dann ist

Uh = U
(4) Sei V endlichdimensional. Dann ist
dim (U") = dim (V) — dim (U).

Aufgabe 32.25. Es sei V ein euklidischer Vektorraum. Zeige, dass durch
V—V"vr— (v~ (v,w)),

eine Isomorphie zwischen V' und seinem Dualraum V* gestiftet wird.

Aufgabe 32.26. Beweise Korollar 32.13 mit Hilfe von Aufgabe 32.25 und
Lemma 15.6.

3
Aufgabe 32.27. Bestimme den Wert des Vektors | —5 | € R3? unter der
-3
2
orthogonalen Projektion auf die von | 4 | erzeugte Gerade.
9
3
Aufgabe 32.28. Bestimme den Wert des Vektors [ 4 | € R? unter der
—2
3 1
orthogonalen Projektion auf den von [ 0| und | 7 | erzeugten Untervek-
6 1

torraum.

Aufgabe 32.29. Es sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und es seien
UCwWcCcvVv

Untervektorrdume. Es bezeichne pY; die orthogonale Projektion von U auf V.
Zeige
Py = Py © Piy-
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32.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 32.30. (3 Punkte)

8 4
Bestimme das orthogonale Komplement zu dem von —36 und _72
—4 5
erzeugten Untervektorraum im R*.
Aufgabe 32.31. (3 (1+1+1) Punkte)
Die komplexen Zahlen C seien mit dem Standardskalarprodukt (—, —) ver-

sehen.

(1) Bestimme zu dem von 4 + 7i erzeugten komplexen Untervektorraum

von C das orthogonale Komplement beziiglich (—, —).
(2) Bestimme zu dem von 4 + 7i erzeugten komplexen Untervektorraum
von C das orthogonale Komplement beziiglich des Realteils zu (—, —)

(also dem zugehorigen reellen Skalarprodukt).
(3) Bestimme zu dem von 4 + 7i erzeugten reellen Untervektorraum von
C das orthogonale Komplement beziiglich des Realteils zu (—, —).

Aufgabe 32.32. (5 Punkte)

Wende das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren auf die linear un-
abhéngigen polynomialen Funktionen

Lz a? 2 eV ={f:[0,1] = R| f stetig}

mit dem in Beispiel 31.6 beschriebenen Skalarprodukt an.

Aufgabe 32.33. (2 Punkte)

Wende das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren auf die Basis
5—21 6—1
3—31)" \—2+4i

Aufgabe 32.34. (4 Punkte)

des C? an.

7
Bestimme den Wert des Vektors | 6 | € R? unter der orthogonalen Projek-
8
2 4
tion auf den von | 2 | und | —1 | erzeugten Untervektorraum.

) 3
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33. VORLESUNG - ISOMETRIEN [

33.1. Das Kreuzprodukt.

A

axb
%; la):]/
a

Eine Besonderheit im R? ist das sogenannte Kreuzprodukt, das zu zwei gege-
benen Vektoren einen dazu senkrechten Vektor berechnet.

Definition 33.1. Zu einem Kérper K ist auf dem K3 durch

X1 n T2lY3z — T3Y2
TXYy = \|T2| X VY2 | = | —71y3s + T31
X3 Ys T1Y2 — 21

eine Verkniipfung erklart, die das Kreuzprodukt heifit.

Statt Kreuzprodukt sagt man auch Vektorprodukt. Als Merkregel kann man

€1 T1 U1
Xy =det [ es o Yo
€3 T3 Y3

verwenden, wobei eq, eg, e3 die Standardvektoren sind und formal nach der
ersten Spalte zu entwickeln ist. So wie es dasteht, ist das Kreuzprodukt unter
Bezug auf die Standardbasis definiert.

5 3
Beispiel 33.2. Das Kreuzprodukt der beiden Vektoren | 8 |, |4 ] € R?
—2 1
5 3 8-1—4-(-2) 16
8 | x[4] = -5-1-2-3 | = |-11
-2 1 5-4—-8-3 —4

Lemma 33.3. Das Kreuzprodukt auf dem K3 erfiillt die folgenden FEigen-
schaften (dabei sind x,y,z € K3 und a,b € K ).

(1) Es st
rxy = —(y xux).
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(2) Es ist
(ax +by) X z = a(z X 2) + by X 2)
und
z X (ax +by) = a(z x ) +b(z X y).
(3) Es ist
rxy =0
genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.
(4) Es ist
rx(yxz)+yx(zxx)+zx(zxy) = 0.
(5) Es ist
(x xy,z) = det(z,y,2),
wobei hier mit (—, —) die formale Auswertung® im Sinne des Stan-
dardskalarproduktes gemeint 1st.
(6) Es ist

(r,zxy) =0 = (y,z xy),

wobei hier mit (—,—) die formale Auswertung im Sinne des Stan-
dardskalarproduktes gemeint 1st.

Beweis. (1) ist klar von der Definition her.

(2). Es ist
X1 Y1 21 azy + by Z1
alxe | +b| 1y X |z = laxa+bys | X | 20
T3 Y3 Z3 ars + bys 23

(axe + byz)zs — (axs + bys)za
= | —(azy + by1)zs + (az3 + byz) 21
(axqy + byr)ze — (azy + by2) 2

Axgz3 — QX322 by223 — byszo
= | —axri123 +axzz | + | —byizz + byi23
ar12y — a2 by1 22 — bya21
Tgz3 — L322 Yaz3 — Y3z2
= Qa —X123 -+ T321 —+ b —Y1%3 + Y123
T122 — T2z Y122 — Y221

= a(x x z) + by x 2).

Die zweite Gleichung folgt daraus und aus (1).

“Diese Formulierung ist gewéhlt, da es ein Skalarprodukt im Sinne der Definition nur
iiber R und C gibt. Die Formel, die im reellen Fall das Standardskalarprodukt festlegt,
gibt es aber {iber jedem Korper.
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(3). Wenn z und y linear abhéingig sind, so kann man x = cy (oder umge-
kehrt) schreiben. Dann ist

CY1 hn CY2Ys — CY2Y3
cyo | X |y2 | = | —cyryz +cysyr | = 0.
CYs Ys CY1Y2 — CY21

Wenn umgekehrt das Kreuzprodukt 0 ist, so sind alle Eintrége des Vektors

T2Y3 — T3Y2
—x1ys + x3y1 | gleich 0. Sei beispielsweise y; # 0. Wenn x; = 0, so folgt

T1Y2 — T2l

direkt
o — T3 = 0
und x wére der Nullvektor. Sei also x; # 0. Dann ist yp = %@ und
Y3 = g—ixg und somit ist
n

y = —ux.
X1
(4). Siehe Aufgabe 33.6.
(5). Es ist
TalY3 — T3Y2 21
(rxy,2) = —T1ys +T3y1 |, | %2
T1Y2 — T2 z3

= Z21T2Y3 — Z1T3Y2 — Z22T1Y3 + 22T3Y1 + 23T1Y2 — Z3T2Y1,
was mit der Determinante wegen der Regel von Sarrus iibereinstimmt.

(6) folgt aus (5). d

Der uns in (5) begegnende Ausdruck (z x y, z), also die Determinante der
drei Vektoren, wenn man diese als Spaltenvektoren auffasst, heifit auch Spat-
produkt.

Lemma 33.4. Es sei uy, us, us eine Orthonormalbasis des R? mit>
det (uy, us, uz) = 1.
Dann kann man das Kreuzprodukt x x y mit den Koordinaten von x und y

zu dieser Basis (und den Formeln aus Definition 33.1) ausrechnen.

Beweis. Es sei

T = Cc1U1 + CoUg + Cc3us3
und

Yy = d1’lL1 + d2U2 + d3U3.

SEine solche Basis nennt man auch eine die Standardorientierung reprisentierende Or-
thonormalbasis. Orientierungen werden wir spéter besprechen.
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Nach Satz 33.3 (2) ist
T XYy = (clul + Coug + CgUg) X (d1u1 + d2u2 + ngg) = Z Cidj (ul X ’LL]') .
1<i,j<3
Nach Satz 33.3 (3) ist
U; X Uy = 0
und nach Satz 33.3 (1) ist
Uy X Uj = —U; X Uy

Nach Satz 33.3 (6) steht u; X up senkrecht auf w; und us, daher ist

UL X Uy = )\Ug
mit einem A € R, da diese Orthogonalitdtsbedingung eine Gerade definiert.
Wegen Satz 33.3 (5) und der Voraussetzung ergibt sich

A = (Auz,uz) = (ug X ug,u3) = det (ug, us, uz) = 1,

also ist

U1 X Uy = U3.

Ebenso ergibt sich, unter Verwendung von Lemma 17.2 (3), u; X ug = —us
und us X uz = uy. Somit ist insgesamt

rTXy = Z cidj (w; X uj)
1<i,5<3
= D (ed; — i) (us X uy)
1<j
= (Cldg — ngl)U;; — (Cldg — ng1)U2 + (ngg — ngQ)Ul

und dies ist die Behauptung. O

33.2. Isometrien.

Definition 33.5. Es seien V, W Vektorrdaume iiber K mit Skalarprodukten
und
p: V—W
eine lineare Abbildung. Dann heif3t ¢ eine Isometrie, wenn fiir alle v,w € V
gilt:
(p(v), p(w)) = (v, w).

Eine Isometrie ist stets injektiv. Bei K = C spricht man auch von unitdren
Abbildungen. In Abgrenzung zu affinen Isometrien, die wir spater behandeln
werden, spricht man auch von linearen Isometrien.

Lemma 33.6. Es seien V und W Vektorrdume iiber K und p: V. — W eine
lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) ¢ ist eine Isometrie.
(2) Fir alle u,v € V ist d(¢(u), o(v)) = d(u,v).
(3) Fir allev e V ist ||p(v)||=]|v] -
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(4) Fir allev eV mit ||v]|= 1 ist auch ||o(v)|| = 1.
Beweis. Die Richtungen (1) = (2), (2) = (3) und (3) = (4) sind Ein-

schriankungen. (4) = (3). Fiir den Nullvektor ist die Aussage (3) klar, sei
also v # 0. Dann besitzt \UW die Norm 1 und wegen

o) = o (1ol 725 ) =lolle (727)

o) [[=1lvll -
(3) = (1) folgt aus Lemma 31.10. O

ist

Eine Isomorphie ist also einfach eine abstandserhaltende (lineare) Abbildung.
Die Menge der Vektoren mit Norm 1 in einem euklidischen Vektorraum nennt
man auch die Sphére. Eine Isometrie léasst sich also dadurch charakterisieren,
dass unter ihr die Sphére in die Sphére abgebildet wird.

Lemma 33.7. Seien V und W euklidische Vektorrdume und sei
p: V—W
eine lineare Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) ¢ ist eine Isometrie.
(2) Fiir jede Orthonormalbasis u;,i = 1,...,n, von V st o(u;),i =

1,...,n, Teil einer Orthonormalbasis von W.
(3) Es gibt eine Orthonormalbasis u;,i = 1,...,n, von V derart, dass
o(uy), i =1,...,n, Teil einer Orthonormalbasis von W ist.
Beweis. Siehe Aufgabe 33.15. O

Satz 33.8. Zu jedem euklidischen Vektorraum V gibt es eine bijektive Iso-
metrie

p: R" — V|

wobei R™ mit dem Standardskalarprodukt versehen sei.

Beweis. Es sei uq, ..., u, eine Orthonormalbasis von V und sei
p: R" —V
die durch
plei) = u;

festgelegte lineare Abbildung. Nach Lemma 33.7 (3) ist dies eine Isometrie.
O
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33.3. Isometrien auf einem euklidischen Vektorraum.

Wir besprechen nun Isometrien von einem euklidischen Vektorraum in sich
selbst. Diese sind stets bijektiv. Beziiglich einer jeden Orthonormalbasis von
V' werden sie folgendermaflen beschrieben.

Lemma 33.9. Es sei V' ein euklidischer Vektorraum und uqy,...,u, eine
Orthonormalbasis von V. Es sei
p: V—V

eine lineare Abbildung und M die beschreibende Matriz zu o beziglich der
gegebenen Basis. Dann ist p genau dann eine Isometrie, wenn

M"M = E,

18t.

Beweis. Sei zunédchst ¢ eine Isometrie. Dann ist v; = ¢(u;) eine Ortho-
normalbasis nach Lemma 33.7, und deren Koordinaten beziiglich u; bilden
die Spalten der beschreibenden Matrix M. Daher ist unter Verwendung von
Aufgabe 33.13

vi'vy = (vi,v5) = b

Als Matrixgleichung bedeutet dies

1 0 - - 0
0o 1 0 0
MUM = |
o -~ 0 1 0
0 ««- --- 0 1
Das Argument riickwérts gelesen ergibt die Umkehrung. U

Die Menge der Isometrien auf einem euklidischen Vektorraum bildet eine
Gruppe, und zwar eine Untergruppe der Gruppe aller bijektiven linearen
Abbildungen. Wir erinnern kurz an die allgemeine und die spezielle lineare
Gruppe.

Zu einem Korper K und n € N, nennt man die Menge aller invertierbaren
n x n-Matrizen die allgemeine lineare Gruppe iiber K. Sie wird mit GL,, (K)
bezeichnet.

Zu einem Korper K und n € N, nennt man die Menge aller invertierbaren
n x n-Matrizen mit
det M =1

die spezielle lineare Gruppe iiber K. Sie wird mit SL, (K') bezeichnet.

Definition 33.10. Es sei K ein Korper und E,, die Einheitsmatrix der Lénge
n. Eine Matrix M € GL,(K) mit

M"M = E,
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heifit orthogonale Matriz. Die Menge aller orthogonalen Matrizen heifit or-
thogonale Gruppe, sie wird mit

0.(K) = {M € GL,(K)|M"M = E,}
bezeichnet.
Definition 33.11. Eine Matrix M € GL,(C) mit
M'M = E,

heifit unitire Matriz. Die Menge aller unitdren Matrizen heift unitdre Grup-
pe, sie wird mit

U, = {M € GL,(C) | M" M = En}

bezeichnet.

33.4. Eigenwerte bei Isometrien.

Satz 33.12. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei
p: V=V

eine lineare Isometrie. Dann besitzt jeder Eigenwert von ¢ den Betrag 1. Bei

K = R sind nur die Eigenwerte 1 und —1 mdglich.

Beweis. Es sei p(v) = Av mit v # 0, d.h. v ist ein Eigenvektor zum Eigen-

wert A € K. Wegen der Isometrieeigenschaft gilt

ol =Ile@) I =[Av[[= [Al- [[v]] .

Wegen || v || # 0 folgt daraus |A| = 1. Im Reellen bedeutet dies A = =+1.

O

Im Allgemeinen muss eine Isometrie keine Eigenwerte besitzen, bei ungerader
Dimension allerdings schon, siehe dazu die néchste Vorlesung.

Lemma 33.13. Die Determinante einer linearen Isometrie
p: V—V

auf einem euklidischen Vektorraum V' ist 1 oder —1.

Beweis. Nach Lemma 33.9 ist

1 0 --- 0
0 1 0 0
MYM = |+ - .0
O -~ 0 1 0
0 -+ - 0 1

Somit folgt die Aussage aus dem Determinantenmultiplikationssatz und aus
Satz 17.5. O
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33.5. Eigentliche Isometrien.

Definition 33.14. Eine Isometrie auf einem euklidischen Vektorraum heif3t
eigentlich, wenn ihre Determinante gleich 1 ist.

Bei nichteigentlichen Isometrien, also solchen mit Determinante —1, spricht
man von uneigentlichen Isometrien.

Definition 33.15. Es sei K ein Korper und n € N, . Eine orthogonale n x n-
Matrix mit
det M =1

heifit spezielle orthogonale Matrixz. Die Menge aller speziellen orthogonalen
Matrizen heifit spezielle orthogonale Gruppe, sie wird mit SO,,(K') bezeichnet.

Definition 33.16. Eine unitidre n x n-Matrix M € GL,(C) mit
det M =1

heifit spezielle unitire Matriz. Die Menge aller speziellen unitdren Matrizen
heifit spezielle unitdre Gruppe, sie wird mit SU,, bezeichnet.

33. ARBEITSBLATT

33.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 33.1.*
Berechne das Kreuzprodukt

3 —4
51 x 6
2 -5

im R3.

Aufgabe 33.2. Berechne das Kreuzprodukt

4 -7 —6+4i
3451 | x [ —-2-8i
—1-2i 1-9i

im C3.

Aufgabe 33.3. Berechne das Kreuzprodukt

3 2
1] x |4
4 3

im K3, wobei K den Koérper mit fiinf Elementen bezeichnet.
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Aufgabe 33.4. Berechne das Kreuzprodukt

4 5
6] x |2
1 5

im K3, wobei K den Korper mit sicben Elementen bezeichnet.

Aufgabe 33.5. Es sei K ein Korper. Zeige, dass das Kreuzprodukt auf dem
K3 bilinear und alternierend ist.

Aufgabe 33.6. Zeige, dass fiir das Kreuzprodukt fiir Vektoren z,y, z € K3
die Beziehung

rx(yxz)+yx(zxz)+zx(xxy) =0
gilt.

Aufgabe 33.7. Es sei uj, us, us eine Orthonormalbasis des R3. Zeige u; x
Uy = :|IU3.

Aufgabe 33.8. Bestimme die Isometrien von R.

Aufgabe 33.9. Welche Isometrien des R? kennen Sie aus der Schule?

Aufgabe 33.10. Es seien U,V K-Vektorrdume mit Skalarprodukt und
@: U — V eine Isometrie. Zeige, dass ¢ injektiv ist.

Aufgabe 33.11. Es seien U, V, W K-Vektorrdume mit Skalarprodukt. Zeige
die folgenden Aussagen.

(1) Die Identitdt V — V ist eine Isometrie.

(2) Wenn ¢: U — V eine bijektive Isometrie ist, so ist auch die Umkehr-
abbildung ¢! eine Isometrie.

(3) Wenn ¢: U — V und ¢: V — W Isometrien sind, so ist auch die
Hintereinanderschaltung v o ¢ eine Isometrie.

Aufgabe 33.12. Bestimme die Isometrien von C.
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Aufgabe 33.13. Es sei V ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt,
p: V—V

eine [sometrie und U C V ein p-invarianter Untervektorraum. Zeige, dass
olv: U—U

ebenfalls eine Isometrie ist.

Aufgabe 33.14.*

Sei V' ein euklidischer Vektorraum der Dimension n. Zeige, dass eine Vektor-
familie uy,...,u, € V genau dann eine Orthonormalbasis von V ist, wenn
die zugehorige lineare Abbildung

R”—)V,ep—)u,-,

eine Isometrie zwischen R™ und V ist.

Aufgabe 33.15.*
Seien V und W euklidische Vektorrdume und sei
p: V—W
eine lineare Abbildung. Zeige, dass die folgenden Aussagen édquivalent sind.

(1) ¢ ist eine Isometrie.

(2) Fiir jede Orthonormalbasis u;,i = 1,...,n, von V ist ¢(u;),i =
1,...,n, Teil einer Orthonormalbasis von W.

(3) Es gibt eine Orthonormalbasis u;,i = 1,...,n, von V derart, dass
o(u;),i =1,...,n, Teil einer Orthonormalbasis von W ist.

Aufgabe 33.16.*
Man gebe ein Beispiel einer bijektiven linearen Abbildung
0: R? — R?

mit der Eigenschaft, dass es einerseits eine Orthogonalbasis des R? gibt, die
unter ¢ in eine Orthogonalbasis iiberfiithrt wird, es andererseits aber auch eine
Orthogonalbasis gibt, die unter ¢ nicht in eine Orthogonalbasis iiberfiihrt
wird.

Aufgabe 33.17.*

Es sei V ein euklidischer Vektorraum und sei

p: V—V
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eine lineare Abbildung mit der Eigenschaft, dass die Determinante von ¢
gleich 1 oder —1 ist. Ferner besitze ¢ die Eigenschaft, dass zueinander or-
thogonale Vektoren stets auf orthogonale Vektoren abgebildet werden. Zeige,
dass ¢ eine Isometrie ist.

Aufgabe 33.18. Man gebe ein Beispiel einer bijektiven linearen Abbildung
¢: R — R?
an, die keine Isometrie ist, fiir die aber fiir alle u,v € V' die Beziehung
(u,v) = 0 genau dann, wenn (p(u),(v)) =0
gilt.

Aufgabe 33.19. Man gebe ein Beispiel fiir eine lineare Abbildung
0: R — R?

derart, dass ¢ flachentreu, aber keine Isometrie ist.

Aufgabe 33.20.*
Man gebe ein Beispiel fiir eine lineare Abbildung
0: R — R?

an, deren Ordnung 2 ist und die keine Isometrie ist.

Aufgabe 33.21. Es sei K ein Korper und n € N. Zeige, dass die Menge
GL,(K) der invertierbaren Matrizen eine Gruppe ist. Zeige ferner, dass diese
Gruppe bei n > 2 nicht kommutativ ist.

33.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 33.22. (2 Punkte)
Berechne das Kreuzprodukt

3 4
21 x |6
5 2

im K3, wobei K den Korper mit sieben Elementen bezeichnet.

Aufgabe 33.23. (3 Punkte)

Es sei V' ein euklidischer Vektorraum. Zeige, dass die Menge der Isometri-
en auf V' eine Gruppe unter der Hintereinanderschaltung von Abbildungen
bildet.
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Aufgabe 33.24. (2 Punkte)
Es sei
f: R" —R"
eine eigentliche Isometrie. Es sei vorausgesetzt, dass f trigonalisierbar ist.
Zeige, dass dann f sogar diagonalisierbar ist.

Aufgabe 33.25. (3 Punkte)

Es seien V, W komplexe Vektorrdume mit Skalarprodukten und
p: V—W

eine lineare Abbildung. Zeige, dass ¢ genau dann eine Isometrie beziiglich der
gegebenen komplexen Skalarprodukte ist, wenn ¢ eine Isometrie beziiglich
der zugehorigen reellen Skalarprodukte ist.

34. VORLESUNG - ISOMETRIEN II
34.1. Die Diagonalisierbarkeit von Isometrien im Komplexen.

Lemma 34.1. Sei
p: V—V

eine lineare Isometrie auf einem endlichdimensionalen K- Vektorraum V- mat
Skalarprodukt und sei U C V' ein invarianter Unterraum. Dann ist auch das
orthogonale Komplement U~ invariant. Insbesondere kann man ¢ als direkte
Summe

Y = pu D pyL

schreiben, wobei die Einschrinkungen oy und @y ebenfalls Isometrien
sind.
Beweis. Es ist
Ut = {ve V]| (v,u) =0 fiir allew € U} .
Fiir ein solches v € U+ und ein beliebiges u € U ist
(p(v),u) = (7 (p(v), ¢ (1)) = (v.u) =0,
da v/ = ¢ '(u) € U wegen der Invarianz von U liegt. Also ist wieder

o(v) € UL O

Die folgende Aussage heifit Spektralsatz oder genauer Spektralsatz fiir kom-
pleze Isometrien. Im Verlauf dieses Kurses weredn wir noch weitere Spek-
tralsitze kennenlernen, siehe Satz 41.11 und Satz 42.9.
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Satz 34.2. Es sei V ein endlichdimensionaler C-Vektorraum mit Skalarpro-
dukt und sei

p: V=V
eine Isometrie. Dann besitzt V' eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu
@. Insbesondere ist ¢ diagonalisierbar.

Beweis. Wir fithren Induktion iiber die Dimension von V. Im eindimensiona-
len Fall ist die Aussage klar. Aufgrund des Fundamentalsatzes der Algebra
und Satz 23.2 besitzt ¢ einen Eigenwert und einen Eigenvektor, den wir nor-
mieren kénnen. Es sei & C V' die zugehorige Eigengerade. Da eine Isometrie
vorliegt, ist das orthogonale Komplement E+ nach Lemma 34.1 ebenfalls
@-invariant, und die Einschrankung

¢lpr: B+ — B+

ist ebenfalls eine Isometrie. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also von
E* eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren, die zusammen mit dem ersten
Eigenvektor eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von V' bildet. U

34.2. Winkel.

areeosir)y

Bemerkung 34.3. Fiir zwei von 0 verschiedene Vektoren v und w in einem
euklidischen Vektorraum V folgt aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz,
dass

ist. Damit kann man mit Hilfe der trigonometrischen Funktion Kosinus (als
bijektive Abbildung [0, 7] — [—1,1]) bzw. der Umkehrfunktion den Winkel
zwischen den beiden Vektoren definieren, ndmlich durch

(v, w)

Z(v,w) = arccos :
’ ol - lwli
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Der Winkel ist also eine reelle Zahl zwischen 0 und 7.

Bei einem affinen Raum £ {iber einem euklidischen Vektorraum V und bei
gegebenen drei Punkten P, @), R € E (einem Dreieck) mit @, R # P versteht

man unter dem Winkel Z(Q, P, R) des Dreiecks an P den Winkel 4(1@, ]ﬁ)
34.3. Ebene Isometrien.

Qe A
061

&1

Satz 34.4. Sei

0: R — R?
eine eigentliche, lineare Isometrie. Dann ist ¢ eine Drehung, und thre Matriz
hat beziiglich der Standardbasis die Gestalt

cos § —sin 6
D(®) = (sin 8 cosb >

mit einem eindeutig bestimmten Drehwinkel 6 € [0, 2n].

Beweis. Es seien (x,y) und (u,v) die Bilder der Standardvektoren (1,0) und
(0,1). Unter einer Isometrie wird die Lénge eines Vektors erhalten, daher ist

1()1= v+ = 1

Daher ist = eine reelle Zahl zwischen —1 und +1 und y = £+v/1 — 22, d.h.
(x,y) ist ein Punkt auf dem reellen Einheitskreis. Der Einheitskreis wird
bekanntlich durch die trigonometrischen Funktionen parametrisiert, d.h. es
gibt einen eindeutig bestimmten Winkel 8, 0 < 0 < 27, mit

(z,y) = (cos 6,sin 0).

Da unter einer Isometrie die Senkrechtsbeziehung erhalten bleibt, muss

() )=
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gelten. Bei y = 0 folgt daraus (wegen x = £1) u = 0. Dann ist v = +1
und wegen der Eigentlichkeit muss das Vorzeichen dasselbe wie von z sein.

Sei also Yy 75 0. Dann gllt
(—U> u <x)
u Y Yy ’

Da die beiden Vektoren die Lange 1 haben, muss der skalare Faktor u/y den
Betrag 1 haben. Bei u = y wire v = —zr und die Determinante wére —1.
Also muss u = —y und v =z sein, was die Behauptung ergibt. U

Die Hintereinanderschaltung von zwei Drehungen

cos a —sin « cos f —sin ) .
(sin a  Cos « ) und (sin B cos (B ) ist
cos(a+ ) —sin(a+ f)
sin(a+p) cos(a+p) )°

Diese Eigenschaft ist einleuchtend, wenn man die intuitive Vorstellung, die
sich mit einer Drehung verbindet, verwendet. Unter Verwendung der Addi-
tionstheoreme fiir die trigonometrischen Funktionen kann man sie beweisen.
Umgekehrt folgen die Additionstheoreme aus dieser Eigenschaft, siehe Auf-
gabe 34.11. Aus dieser Eigenschaft folgt auch, dass die Gruppe der ebenen
Drehungen kommutativ ist.

Satz 34.5. Se:

0: R? — R?
eine uneigentliche lineare Isometrie. Dann ist @ eine Achsenspiegelung und
thre Matrix hat beziiglich der Standardbasis die Gestalt

cos a  sin «
sino —cosa )’
mit einem eindeutig bestimmten Winkel o € [0, 2m].

o10
900_17

was nach dem Determinantenmultiplikationssatz eine eigentliche Isometrie
ist. Nach Satz 34.4 gibt es somit einen eindeutig bestimmten Winkel o € [0, 7]

mit
. 1 0 _ [cosa —sin«
¥ 0 -1/ \sina cosa /)
Somit ist

_ [cosa —sin« o 1 0\ (cosa sina
7~ \sina  cosa 0 —=1) \siha —cosa)’

Beweis. Wir betrachten
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— sin «

) ein Eigenvektor zum FEi-
cos @ — 1

Bei einer solchen Achsenspiegelung ist (

— sin «
osa —1
Eine Achsenspiegelung wird beziiglich der Basis, die aus einen Vektor # 0
der Spiegelungsachse und einem dazu senkrechten Vektor # 0 besteht, durch

(1) _01) beschrieben. Die in Satz 34.5 gegebene Beschreibung beziiglich der
Standardbasis lédsst sich also wesentlich verbessern.

genwert 1, die Spiegelungsachse ist also R , siehe Aufgabe 34.15.

34.4. Raumliche Isometrien.

Satz 34.6. Sei
Q: R3 — R3

eine lineare Isometrie. Dann gibt es einen Eigenvektor zum Eigenwert 1 oder
—1.

Beweis. Das charakteristische Polynom P zu ¢ ist ein normiertes Polynom
vom Grad drei. Fiir ¢ — 400 geht P(t) — +oo und fiir ¢ — —oo geht
P(t) — —oo. Nach dem Zwischenwertsatz besitzt daher P mindestens eine
Nullstelle. Eine solche Nullstelle ist ein Eigenwert von ¢. Nach Satz 33.10 ist
der Eigenwert gleich 1 oder gleich —1. U

Eine eigentliche lineare Isometrie des Raumes fithrt insbesondere die Ein-
heitskugel durch eine Bewegung in sich iiber. Man kann sich eine solche
[sometrie also gut als eine Drehung an einer Kugel vorstellen, die in einer
passenden Schale liegt.

Satz 34.7. Eine eigentliche Isometrie
0: R — R?

besitzt einen Figenvektor zum Eigenwert 1, d.h. es gibt eine Gerade (durch
den Nullpunkt), die unter ¢ fest bleibt.

Beweis. Wir betrachten das charakteristische Polynom von ¢, also
P(X\) = det (AE5 — ).
Dies ist ein normiertes reelles Polynom vom Grad drei. Fiir A = 0 ergibt
sich
P(0) = det(—p) = —det(p) = —1.

Da fiir A — oo das Polynom P(\) — oo geht, muss es fiir ein positives A
eine Nullstelle geben. Aufgrund von Satz 33.10 kommt dafiir nur A = 1 in
Frage. U
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Satz 34.8. Sei
p: R?® — R?
eine eigentliche Isometrie. Dann ist ¢ eine Drehung um eine feste Achse. Das

bedeutet, dass ¢ in einer geeigneten Orthonormalbasis durch eine Matriz der

Form
1 0 0

0 cosa —sin «
0 sina cosa

beschrieben wird.

Beweis. Nach Satz 34.7 gibt es einen Eigenvektor u zum Eigenwert 1. Sei
U = Ru die davon erzeugte Gerade. Diese ist fix und insbesondere invariant
unter . Nach Lemma 34.3 ist dann auch das orthogonale Komplement U~
invariant unter ¢, d.h. es gibt eine lineare Isometrie

0y Ut — U,

die auf U+ mit ¢ iibereinstimmt. Dabei muss ¢, eigentlich sein, und daher
muss nach Satz 34.4 5 eine Drehung sein. Wahlt man einen Vektor der Lange
eins aus U und dazu eine Orthonormalbasis von U+, so hat ¢ beziiglich dieser
Basis die angegebene Gestalt. O

L4
y sz /

L. Hallznk Z Halzpl
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Korollar 34.9. Zu Beginn eines Fuf$ballspiels liegt der Fufball auf dem An-
stofSlpunkt. Wenn ein Tor erzielt wird, so wird der Ball wieder auf den An-
stofspunkt zurickgesetzt. In dieser Situation gilt: Fs ¢ibt mindestens zwei
(gegeniiber liegende) Punkte auf dem Fufball (seiner Oberfliche), die beim
NeuanstofS genau dort liegen, wo sie am Spielanstofs lagen. Die Gesamtbewe-
gung des Balles ldsst sich durch eine Achsendrehung realisieren.

Beweis. Die Gesamtbewegung ist eine lineare Isometrie, daher folgt die Aus-
sage aus Satz 34.8. O

34.5. Der Zerlegungssatz fiir Isometrien.

Lemma 34.10. Es sei V' # 0 ein reeller endlichdimensionaler Vektorraum
und
p: V—V
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ein Endomorphismus. Dann besitzt V' einen -invarianten Untervektorraum
U C V der Dimension 1 oder 2.

Beweis. Wir konnen

V =R"
annehmen und dass ¢ durch die Matrix M beziiglich der Standardbasis ge-
geben ist. Wenn ¢ einen Eigenwert besitzt, so sind wir fertig. Andernfalls
betrachten wir die entsprechende komplexe Abbildung, also

p: C" — C",

die durch die gleiche Matrix M gegeben ist. Diese besitzt einen komplexen
Eigenwert a + bi und einen komplexen Eigenvektor v € C". Es ist also

Mv = (a+ bi)v.
Mit
v = vy +1vy
und vy, v9 € R™ bedeutet dies
Muvy +iMvy = Mv = (a+ bi) (v; + ivg) = avy — buy + i(ave + bvy).

Vergleich von Real- und Imaginérteil zeigt, dass Mvy, Mvy € (vq,v2) sind, so
dass der Untervektorraum (vq, vo) invariant ist. O

Satz 34.11. Es se:

p: V—V
eine Isometrie auf dem euklidischen Vektorraum V. Dann ist V' eine ortho-
gonale direkte Summe

V=G¢& - --0GocH®  -0H,OE S --OF,

von p-invarianten Untervektorrdumen, wobei die G, H; eindimensional und
die Ey zweidimensional sind. Die Einschrinkung von ¢ auf den G; ist die
Identitit, auf H; die negative Identitit und auf Ej eine Drehung ohne Ei-
genwerte.

Beweis. Wir fithren Induktion iiber die Dimension von V', die mit n bezeich-
net sei. Der eindimensionale Fall ist wegen Satz 33.10 klar. Sei n = 2. Die
Determinante kann wegen Lemma 33.13 nur die Werte 1 und —1 annehmen.
Bei —1 besitzt das charakteristische Polynom zwei Nullstellen, und diese
miissen nach Satz 33.10 1 und —1 sein. Es liegt dann also eine Achsenspie-
gelung vor und

V=GoH

Wenn die Determinante 1 ist, so sind wir in der Situation von Satz 34.4 und
es liegt eine Drehung vor. Wenn der Drehwinkel 0 ist, so liegt die Identitét
vor und man kann V' = G; ® Gy zerlegen, und wenn der Drehwinkel 7 ist,
so liegt die Punktspiegelung — Id vor und man kann V' = H; & H, zerlegen.
Bei den anderen Winkeln gibt es keine Eigenvektoren.



53

Sei nun n > 1 beliebig und die Aussage fiir kleinere Dimensionen schon
bewiesen. Nach Lemma 34.10 gibt es einen ¢-invarianten Untervektorraum
U der Dimension 1 oder 2 und nach Lemma 34.3 gibt es dazu ein invariantes
orthogonales Komplement, also

V=UaW
Die Induktionsvoraussetzung angewendet auf W liefert das Resultat. U
In dieser Zerlegung ist G1@- - -®G), der Eigenraum zum Eigenwert 1 und H; ®
-+ @ H, der Eigenraum zum Eigenwert —1, wobei die jeweiligen Zerlegungen

nicht eindeutig sind. Die Isometrie ist genau dann eigentlich, wenn ¢ gerade
ist.

34. ARBEITSBLATT

34.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 34.1. Zeige
1 coS (v a, fallsa <7,
Z( 0/’ ; ) =
s« 2 — v, falls a > 7.

Aufgabe 34.2.*

Es seien u,v € V von 0 verschiedene Vektoren in einem reellen Vektorraum
V' mit Skalarprodukt. Zeige, dass der Winkel zu v und v mit dem Winkel zu
su und tv iibereinstimmt, wobei s,t positive reelle Zahlen sind.

Die vorstehende Aussage besagt insbesondere, dass der Winkel eine Eigen-
schaft der durch zwei Vektoren definierten Strahlen (Halbgeraden) ist.

Aufgabe 34.3. Es sei V ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt.
Zeige, dass der Winkel

Z(u,v)
nur von der Einschrankung des Skalarproduktes auf den durch u und v er-
zeugten Untervektorraum abhéngt.

Aufgabe 34.4. Es seien u,v,w € V von 0 verschiedene Vektoren in einem
reellen Vektorraum V' mit Skalarprodukt. Zeige

Llu,w) < ZLlu,v) + Z(v,w).

Aufgabe 34.5. Welche Winkel gibt es auf einer Geraden?
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Aufgabe 34.6. Es sei
K = {(z,y) e R?*|2* + y* =1}

der Einheitskreis. Zeige, dass man auf K eine Metrik definieren kann, indem
man d(P, Q) (P,Q € K) als den positiven Winkel zwischen den zugehorigen
Strahlen durch den Nullpunkt (0,0) ansetzt.

Aufgabe 34.7.*

Es sei ay,, der Winkel zwischen dem ersten Standardvektor e; und dem Vektor
v, =y, €; im R™. Bestimme den Grenzwert

lim x,, .

n—oo

Die beiden folgenden Aufgaben wurden schon auf dem Arbeitsblatt 10 ge-
stellt.

Aufgabe 34.8. Finde mittels elementargeometrischer Uberlegungen eine
Matrix, die eine Drehung um 30 Grad gegen den Uhrzeigersinn in der Ebene
beschreibt.

Aufgabe 34.9. Finde mittels elementargeometrischer Uberlegungen eine
Matrix, die eine Drehung um 45 Grad gegen den Uhrzeigersinn in der Ebene
beschreibt.

Aufgabe 34.10. Bestimme elementargeometrisch, auf welche Vektoren die
Standardvektoren e; und e; bei einer Drehung um den Nullpunkt um den
Winkel o gegen den Uhrzeigersinn abgebildet werden.

Aufgabe 34.11. Beweise die Additionstheoreme fiir den Sinus und den Ko-
sinus unter Verwendung von Drehmatrizen.

3 _4
v (i)
5 5

(1) Zeige, dass M eine Isometrie auf dem R? und dem C? definiert.

(2) Bestimme die komplexen Eigenwerte zu M.

(3) Bestimme eine Orthonormalbasis von C?, die aus Eigenvektoren zu
M besteht.

Aufgabe 34.12. Es sei
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Eine achsensymmetrische Ellipse wird im R? durch eine Gleichung der Form
ar® +by? = ¢

mit a, b, c € R, beschrieben.

Aufgabe 34.13.*

Man gebe ein Beispiel fiir eine (achsensymmetrische) Ellipse £ im R? und
eine bijektive lineare Abbildung ¢: R? — R? mit ¢(F) = E, die keine
Isometrie ist.

Aufgabe 34.14. Man gebe ein Beispiel fiir eine bijektive, stetige Abbildung
0: R? — R? mit p(S!) = S! und mit p(sv) = sp(v) fiir alle s € R und
v € R?, die keine Isometrie ist.

Aufgabe 34.15.*

Es sei
COoS « sin «v
M=1".
sin @  — cos «
: . : — sin « N
eine ebene Achsenspiegelung. Zeige, dass cos a — 1) em Eigenvektor zum

COs @ —

Eigenwert 1 und ( .
sin «

1) ein Eigenvektor zum Eigenwert —1 von M

ist.

Aufgabe 34.16. Es sei

Q: R3 — R3
die Drehung des Raumes um die z-Achse um 45 Grad gegen den Uhrzeiger-
sinn. Wie sieht die beschreibende Matrix beziiglich der Basis

1 3 5
2.1 31, (o
4 —1 7

aus?

Aufgabe 34.17. Es sei m € 5, eine Permutation und
M_: R" — R"

die zugehorige Permutationsmatrix bzw. lineare Abbildung. Zeige, dass M,
eine Isometrie ist. Wann handelt es sich um eine eigentliche Isometrie?
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Aufgabe 34.18. Man bestimme zu jeder Permutation 7= € S3 fiir die zu-
gehorige Permutationsmatrix die Eigengerade.

Aufgabe 34.19.*

Zeige, dass die Gruppe der rdumlichen Drehungen nicht kommutativ ist.

Aufgabe 34.20. Man gebe ein Beispiel einer Raumdrehung, bei der samtli-
che Matrixeintriage # 0,1 sind.

4 4 3
Aufgabe 34.21. Esseien Uy = (| =8 |)und Uy = (| =8|, [ =5 ]) Un-
7 7 2

tervektorriume im R3. Finde eine Isometrie ¢: R* — R® mit U; = (p(ey))
und mit Uy = (p(e1), p(e2)).

Aufgabe 34.22.*
Durch die Matrix

cos « sin « 0 0
sin & — cos « 0 0
0 0 cos f  sin f3
0 0 sin § — cos f3

ist eine lineare Abbildung ¢: R* — R* gegeben ( «, 3 € [0, 7[). Bestimme
die Eigenwerte und ihre algebraischen und geometrischen Vielfachheiten von

Q.
34.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 34.23. (2 Punkte)

Es seien u,v € V normierte Vektoren in einem reellen Vektorraum V' mit
Skalarprodukt. Zeige, dass der Vektor u + v die beiden Vektoren in gleich
grofe Winkel unterteilt.

Aufgabe 34.24. (4 Punkte)

Wir betrachten eine Uhr mit Minuten- und Sekundenzeiger, die sich beide
kontinuierlich bewegen. Bestimme eine Formel, die aus der Winkelstellung
des Minutenzeigers die Winkelstellung des Sekundenzeigers (jeweils ausge-
hend von der 12-Uhr-Stellung im Uhrzeigersinn gemessen) berechnet.
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Aufgabe 34.25. (4 Punkte)

Zeige, dass sich jede eigentliche lineare Isometrie des R? als Verkniipfung von
Drehungen um die drei Koordinatenachsen realisieren lasst.

Aufgabe 34.26. (4 Punkte)
Zeige, dass zu a,b,c,d € R mit a® + b + ¢ + d? = 1 die Matrix

a?+0?—c—d*  2(—ad+ be) 2(ac + bd)
2(ad + be) a? =P+ —d®  2(—ab+cd)
2(—ac + bd) 2(ab + cd) a’? —b* -+ d?

eine Isometrie des R? definiert.

Aufgabe 34.27. (4 Punkte)

Es sei M eine komplexe 2 x 2-Matrix derart, dass die Spalten eine Orthonor-
malbasis des C? bilden und die Determinante gleich 1 ist. Zeige, dass M die

Gestalt B
u=(0 )
v

mit u,v € C und || <z> ||= 1 besitzt.

Aufgabe 34.28. (5 (1+2+2) Punkte)

Es sei
5 12
e (5 )
13 13

(1) Zeige, dass M eine Isometrie auf dem R? und dem C? definiert.
(2) Bestimme die komplexen Eigenwerte zu M.

(3) Bestimme eine Orthonormalbasis von C? die aus Eigenvektoren zu
M besteht.

35. VORLESUNG - MENGENABSTANDE

35.1. Winkeltreue Abbildungen.

Definition 35.1. Eine lineare Abbildung
p: V—W

zwischen euklidischen Vektorrdumen V und W heifit winkeltreu, wenn fiir je
zwei Vektoren u,v € V' die Beziehung

L(p(u),p(v) = L(u,v)
gilt.
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Da Winkel nur fiir von 0 verschiedene Vektoren definiert sind, miissen winkel-
treue Abbildungen injektiv sein. Eine Isometrie ist insbesondere winkeltreu,
da ja sowohl die Norm als auch der Winkel unter Bezug auf das Skalar-
produkt definiert werden und dieses sich bei einer Isometrie nicht dndert.
Weitere Beispiele fiir winkeltreue Abbildungen sind Streckungen um einen
von 0 verschiedenen Streckungsfaktor, sieche Aufgabe 35.1. Bei einer winkel-
treuen Abbildung werden insbesondere zueinander orthogonale Vektoren auf
orthogonale Vektoren abgebildet.

Beispiel 35.2. Es sei
p: C—C
eine C-lineare Abbildung, die durch die Multiplikation mit der komplexen
Zahl
w=a+bi #0
gestiftet wird. Beziiglich der reellen Basis 1,i von C = R? wird diese Abbil-
dung durch die reelle 2 x 2-Matrix

(%)

beschrieben. Diese schreiben wir als

(a —b> _ <\/7a2 ¥ 0 ) Vi av=-A

b a 0 V a2 + bQ VaZ+b2 \/a2a+b2

Somit liegt die Hintereinanderschaltung von einer Isometrie (einer Drehung)
und einer Streckung mit dem Streckungsfaktor

w| = Va2 + 2

und insbesondere eine winkeltreue Abbildung vor.

Satz 35.3. Es sei
p: V=V

eine winkeltreue lineare Abbildung auf dem euklidischen Vektorraum V. Dann
gibt es eine Isometrie

v V—V
und eine Streckung

o:V—=V
mit

Y = oo
Beweis. Es sei

r = det ¢

und es sei
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wobei n die Dimension von V sei. Es sei 0 die Streckung mit dem Faktor s
und wir betrachten die Abbildung

Y=o oo
Diese Abbildung ist nach wie vor winkeltreu und ihre Determinante ist 1
oder —1. Nach Aufgabe 33.17 ist ) eine Isometrie. O

Bemerkung 35.4. Bei einer winkeltreuen Abbildung
p: V—W

zwischen euklidischen Vektorrdumen V und W werden nicht nur die Win-
kel am Nullpunkt, sondern iiberhaupt alle Winkel erhalten. Fiir Punkte
P,Q,R €V stimmt ja der Winkel des Dreiecks an () wegen

Z(P.Q.R) = Z(QP,QR)
= (g <‘ﬁ> P(@Q1)
= Z(p(Q)e(P)). ¢(Q)p(R))
= 4( ( ) (Q), p(R))
mit dem Winkel an ¢(Q) des Bilddreiecks ¢(P), p(Q), ¢(R) iiberein.

35.2. Abstande zwischen Mengen.

Definition 35.5. Zu zwei nichtleeren Teilmengen A, B C M in einem me-
trischen Raum M nennt man

d(A,B) = inf (d(P,Q), P€ A, Q € B)
den Abstand der Teilmengen A und B.

Speziell werden wir dieses Konzept auf normierte Vektorrdume und auf eu-
klidische Vektorraume anwenden. Zu zwei Punkten P, () € V ist der Abstand
zwischen den Mengen {P} und {Q} natiirlich gleich d(P, Q).

Wir werden uns hauptséchlich mit Situationen beschéftigen, in denen das
Infimum angenommen wird, also ein Minimum ist. Fiir lineare Objekte ist
dieses Verhalten typisch.

Lemma 35.6. Es sei V' ein euklidischer Vektorraum, U C 'V ein Untervek-
torraum und v € V. Dann ist py(v) derjenige Punkt auf U, der unter allen
Punkten auf U zu v den minimalen Abstand besitzt. Insbesondere ist

d(v,U) = d(v,py(v)).
Beweis. Zu u € U ist nach dem Satz des Pythagoras

d(v,u)? = d(v,py(v))*+ d(py(v),u)?,
da ja py(v) —u € U und v — py(v) € U* aufeinander senkrecht stehen. Der

Ausdruck wird minimal genau dann, wenn d(py(v),u) = 0 ist, was genau
bei

pu(v) = u
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der Fall ist. 0
In diesem Zusammenhang nennt man py(v) auch den LotfufSpunkt von v auf
U.

Korollar 35.7. Es sei V' ein euklidischer Vektorraum, U C 'V ein Untervek-
torraum und v € V. Es sei uy, ..., u, eine Orthonormalbasis von U. Dann
15t

m

d(v,U)* =[[v]]* =) (v,u)*.

i=1
Beweis. Nach Lemma 35.6 ist
d(v,U) = d(v,py(v))

und nach Lemma 32.14 ist

m
E v, UZ
=1

Wir ergénzen die Orthonormalbasis zu einer Orthonormalbasis uq, . . ., u, von
V. Also ist unter Verwendung des Satzes des Pythagoras

m 2
d(v,U)? = (vz v, u;) )
=1
n m 2
= d(Z v, U; U“Z v, Uj) Z)
i=1 i=1
— IS o) uil?

i=m-+1
m

= ol = 11> (v,u) will?
i=1
m

= ol =) (v,u)”.

i=1

g

Beispiel 35.8. Essei J C {1,...,n} und U = (e;, i € J) C R" der von
dieser Auswahl an Standardvektoren aufgespannte Achsenunterraum. Sei

U1

Un,

Dann ist der Abstand von v zu U gleich

d(v,U) = va
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Der LotfuBlpunkt von v auf U ist

wq
pu(v) =
Wn
mit
v;, fallsi e J,
w; = .
0, fallsi ¢ J.

Korollar 35.9. Es sei a € R" ein Vektor mit ||a||= 1 und
U= {zeR"az;+ - +a,r, =0} = (Ra)*

der durch a als Normalenvektor definierte Untervektorraum. Dann st fiir
einen Vektor v € R™ der Abstand zu U gleich

d(U,v) = [{a,v)].

Beweis. Sei a,uo, ..., u, eine Orthonormalbasis von R™ und

v = Aa+ Z Cil;.
i=2
Dann ist .
pu(v) = ciu
i=2

und nach Lemma 35.6 ist
d(U,v) =|[v—pu@)|[=I[ral|[= [Nl |[a]|= |A],

was in Verbindung mit

(a,v) = <a,)\a+20iui> = {(a, a) = A
i=2
das Resultat liefert. O

Die bisherigen Uberlegungen iibertragen sich direkt auf affine Unterrdume.

Beispiel 35.10. Es sei E ein reeller affiner Raum iiber einem euklidischen
Vektorraum V, P € E ein Punkt und F C FE ein affiner Unterraum. Bei
P € F ist der Abstand von P zu F' gleich 0. Im Allgemeinen schreibt man

F=Q+U

mit einem Aufpunkt () € F und mit einem Untervektorraum U C V und be-
stimmt das orthogonale Komplement W = U+ von U in V. Wenn w1, . . ., U,
eine Basis von U und wy,...,w; eine Basis von W ist, so gibt es eine ein-
deutige Darstellung

m k
Pﬁ = Z a;U; + Z bjwj.
i=1 j=1
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Es ist dann

k m
L = P+ijwj = Q_Za'iui
i=1

j=1
der LotfuBpunkt von P auf F' und der Abstand von P zu L ist

k
d(P,F) = d(P,L) =||)_bju;||.
j=1

Wenn die w; eine Orthonormalbasis von U bilden, so ist dies gleich 4/ Z?Zl b?.

Beispiel 35.11. Wir wollen in der euklidischen Ebene den Abstand des

Punktes P = (g) zu der Geraden G, die durch 2x — 3y = 7 gegeben ist,

berechnen. Die Gerade hat die Form

() @)

und (_23) ist ein zu G orthogonaler Vektor. Es ist

5_4:_% :_§3+1—4 2.
0 5 -5 26 \ 2 13\ -3
Somit ist der LotfuBBpunkt gleich
4 14 [/ 2 80
()5 (%) - (1)
E
13
Lemma 35.12. Es ser V' ewn euklidischer Vektorraum und seien B, =

P+ Uy und E5s = Py 4+ U, nichtleere affine Unterrdume mit den Unter-
vektorraumen Uy, Uy C V. Es sei

und der Abstand ist
13.

Pl—P2 = U +us+u

mit u; € Uy, ug € Uy und u € (Uy + UQ)L. Dann ist der Abstand d(Ey, Es)
gleich || w || und wird in den Punkten P, — uy € Ey und Py + us € Ey
angenommen. Insbesondere steht der Verbindungsvektor zu Punkten, in de-
nen der minimale Abstand angenommen wird, sowohl auf E als auch auf F
senkrecht.

Beweis. Sei also P — QQ = u; + us +u mit u; € Uy, up € Uy und u €
(U + UQ)L, wobei es eine solche Zerlegung immer gibt, und wobei wuq, us
nicht eindeutig bestimmt sein miissen (falls U3 NUs # 0 ist), aber u eindeutig
bestimmt ist. Es ist dann

Pl—ul = P2+u2~|—u
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und dabei ist Q1 := P, —u; € E; und @y := P, +uy € FEs. Der Abstand
zwischen @ und @y ist ||u||. Fiir beliebige Punkte Ry = Q1 +wv; € E; und
Ry = Q2+U2 € FEs mit v; € Uy und vy € Us ist

d(Ry, Ry)® = || Ry — Ryl

[|v1 — vo 4+ u)?
(v1 — Vg + u, vy — Vg + u)
Evl — Vg, U1 — Vo) + (u, u)

AVAN

u’ u> )
d.h.
d(Ry, Ry) > |[ul] .
U
h
g

In der vorstehenden Aussage sind die Punkte, in denen das Minimum ange-
nommen wird, nicht eindeutig bestimmt, man denke beispielsweise an zwei
parallele Geraden in der Ebene. Eindeutigkeit liegt vor, wenn der Durch-
schnitt der zu E, F' gehorenden Untervektorraume gleich 0 ist. Dies ist bei
windschiefen Geraden der Fall.

Beispiel 35.13. Zwei (affine) Geraden G, H C R? heiflen windschief, wenn
sie keinen gemeinsamen Punkt haben und auch nicht parallel sind, ihre Rich-
tungsvektoren also nicht linear abhéngig sind. Dann erzeugen die Richtungs-
vektoren eine Ebene, und auf dieser Ebene steht ein (bis auf Streckung ein-
deutiger) Vektor u senkrecht. Einen solchen Vektor, den Normalenvektor,
kann man mit dem Kreuzprodukt berechnen. Sei

G = P+Rvu

und
H = Q + Ruw.

Das lineare Gleichungssystem

P—Q = av+bw+cu
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besitzt eine eindeutige Losung (a,b,c¢) € R3. Dabei sind P — av € G und
@ +bw € H die Lotfupunkte, in denen nach Lemma 35.12 der Abstand der
Geraden angenommen wird. Dieser Abstand ist || cul|.

Korollar 35.14. Es scien
G = P+Rou
und
H=Q+Rw
windschiefe Geraden im R mit Vektoren v,w € R3. Es sei u ein normierter
Vektor, der zu v und w senkrecht sei. Dann ist

d(G, H) = (P =Q,u).

Beweis. Wir gehen von Beispiel 35.13 aus und betrachten
P—-0Q = av+ bw + cu,

Mit der Cramerschen Regel erhalten wir unter Verwendung von Satz 33.3 (5)
und da w ein lineares Vielfaches von v x w ist
v wr P—Gs
det [ vy wy Po— Qs
vs ws P3—Qs

c
v w1 U
det | v wy U9
V3 w3z U3
(vxw,P—Q)
(v X w,u)
<u>P_Q>
o (wu)
= (u,P—-Q).
O
Beispiel 35.15. Es seien
G = P+Rv
und
H=Q+Ruw

windschiefe Geraden. Wir wollen das Abstandsproblem zwischen den beiden
Geraden als Extremalproblem im Sinne der h6herdimensionalen Analysis ver-
stehen. Sei

ai
P = as
as
und
by
Q= |b
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Das Quadrat des Abstandes zwischen zwei Punkten

ai U1
P =|a|+s|uv
as U3
und
by wy
Q, = b2 —f-t w9
b3 w3

ist (mlt C; = ; — bz)

d(P',Q)? = (c| +sv — tw1)2 + (co + svy — tw2)2 + (c3 + svz — tw3)2
= c? + 822]% + t2w% + 2sciv1 — 2tciwy — 2stvyw+
cg + 32’03 + thg + 25a9v5 — 2tcowy — 2stvywe+
c§ + 52v§ + tzw?, + 2scgvg — 2tcgws — 2stvsws
= 4+ Cg + 25 (c1v1 + Cov9 + c303)
—2t (crwy + cows + csws) + 5% (v} + V3 +v3)
+1* (wi + w3 4+ w3) — 2st (viw; + vaws + V3ws) .

Diesen Ausdruck kann man mit Mitteln der Analysis 2 interpretieren. Wir
betrachten die durch die Geraden gegebenen Daten als fixierte Parameter,
so dass ein reellwertiger funktionaler Ausdruck f(s,?) in den beiden reellen
Variablen s und t vorliegt, fiir den Extrema zu bestimmen sind. Die partiellen
Ableitungen sind

0

a—i = 2(c1v1 + o9 + c3v3) + 25 (v% +vs + v%) — 2t (viwy + Vows + vzws)
und

0

a—{ = 2 (crwy + cowy + c3ws)+2t (w% +ws + wg) —25 (V1w + vows + v3ws) .

Wenn wir diese gleich 0 setzen, so erhalten wir ein inhomogenes lineares
Gleichungssystem mit zwei Gleichungen in den Variablen s und t. Mit der
Cramerschen Regel erhélt man

—C1VU1 — CUy — C3U3 —UV1W1 — VW2 — V3W3
det 2 2 2
—CjW1 — CoWg — C3W3 wi + w; + w;
§ = 2 2 2 . . .
det v + v + v V1W1 — VaWo — V3W3
—V1W1 — VaWo — V3Ws3g w% + w% + w§
und ) , ,
det v] + v5 + v —C1U1 — Col2 — C3V3
" —UVW1 — VW2 — V3W3 —CiWp — CQWa — C3Ws3

et vi+vi +v3 —VjW] — VW — V3W3
— VW] — VoWy — V3Ws wi + wi + w3
Wenn v und w normiert sind, so vereinfachen sich diese Ausdriicke zu
<P—Q,U> — <P_ Q7w> <’U,U)>

1— (v,w)?

S =
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und
(P=Quw)~ (P~ Q.0) (v.uw)
1— (v,w>2

t = —

35. ARBEITSBLATT

35.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 35.1. Es sei V ein euklidischer Vektorraum und sei p: V. — V
eine Streckung mit einem Streckungsfaktor s # 0. Zeige, dass ¢ winkeltreu
ist.

Aufgabe 35.2. Es seien V und W euklidische Vektorrdume und sei

p: V—W
eine injektive lineare Abbildung. Zeige, dass ¢ genau dann winkeltreu ist,
wenn fiir alle u,v € V', u,v # 0, die Gleichung

_ eIl fe@Il

gilt.

Aufgabe 35.3. Es seien U,V und W euklidische Vektorrdume. Zeige, dass
folgende Aussagen gelten.

(1) Die Identitét
Idy: V —V
ist winkeltreu.
(2) Die Verkniipfung von winkeltreuen Abbildungen

p: U—V
und
v V—W
ist wieder winkeltreu.
(3) Zu einer bijektiven winkeltreuen Abbildung

p: U—V
ist auch die Umkehrabbildung winkeltreu.

Aufgabe 35.4. Es sei V ein euklidischer Vektorraum. Zeige, dass die Menge
aller winkeltreuen Abbildungen

p:V-—=V
eine Untergruppe von GL (V) ist.
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Aufgabe 35.5.*

Es sei
1 a2 ... ... A1np
0 1 923 aon
M=|: - - -
0o ... 0 1 Ap—1n
0o ... ... 0 1

eine obere Dreiecksmatrix derart, dass die zugehorige lineare Abbildung
@: R" = R"™ winkeltreu ist. Zeige

M = E,.
Aufgabe 35.6. Es sei
dy 0 .- e 0
0 dy O e 0
M = P :
0 -+ 0 dy-1p1 O
0 v an- 0 dom
eine Diagonalmatrix. Zeige, dass die zugehorige lineare Abbildung
p: R" — R"

genau dann winkeltreu ist, wenn |d;;| konstant und von 0 verschieden ist.

Aufgabe 35.7. Man gebe zu jedem r, 0 < r < n, eine lineare Abbildung
p: R" — R"”

vom Rang r an, die orthogonale Vektoren auf orthogonale Vektoren abbildet,

aber keine winkeltreue Abbildung ist.

Aufgabe 35.8. Es seien V und W euklidische Vektorraume und
o V—W

eine injektive lineare Abbildung mit der Eigenschaft, dass orthogonale Vek-
toren auf orthogonale Vektoren abgebildet werden. Zeige, dass ¢ winkeltreu
ist.

Aufgabe 35.9. Es sei

p: V—V
eine winkeltreue lineare Abbildung auf dem euklidischen Vektorrdumen V.
Zeige, dass es eine Isometrie

v V—V
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und eine Streckung

o V—V
mit
p =1oo
gibt.
7
Aufgabe 35.10. Bestimme den Abstand zwischen dem Punkt | —3 | und
4

samtlichen Untervektorraumen Uy = (e;, i € I) zu I C {1,2,3}.

Aufgabe 35.11.*

Bestimme den Abstand zwischen dem Punkt (_ 6

g ) und der durch

3r—Ty = 8
gegebenen Geraden und den LotfuBBpunkt des Punktes auf der Geraden.

3
Aufgabe 35.12. Bestimme den Abstand zwischen dem Punkt | —5 | und
7
der durch
dor —Ty+ 62 = 3
gegebenen Ebene im R3.

Aufgabe 35.13. Bestimme den minimalen Abstand von (4,1, —5) zu einem
Punkt der Ebene E, die durch die Gleichung 2x — 7y + 3z = 0 gegeben ist.

Aufgabe 35.14. Erstelle fiir die beiden windschiefen Geraden

2 7 —4 8
G={|-5]+t|-3||teR} mdH={|-4]|+¢t|6]|ter
6 3 ~1 5

ein lineares Gleichungssystem und berechne daraus die LotfuBlpunkte, den
Verbindungsvektor und den Abstand der beiden Geraden.

Aufgabe 35.15. Berechne den Abstand der beiden windschiefen Geraden

1 4 2 5
G=L 3]+t 4| |teR} mdH={|-6|+t[7]|ter
0 —3 3 2
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Die folgenden Aufgaben besprechen Absténde zwischen nichtlinearen Objek-
ten.

Aufgabe 35.16. Es sei A der Kreis in R? mit dem Mittelpunkt (3, —4)
und dem Radius 2 und B der Kreis in R? mit dem Mittelpunkt (7,2) und
dem Radius 3. Bestimme den Abstand zwischen den beiden Kreisen und an
welchen Kreispunkten dieser angenommen wird.

Aufgabe 35.17. Es sei A der Kreis in R? mit dem Mittelpunkt (1, —3) und
dem Radius 2 und B die durch

6z + 5y = 30

gegebene Gerade. Bestimme den Abstand zwischen dem Kreis und der Ge-
raden und an welchen Punkten dieser angenommen wird.

Aufgabe 35.18. Bestimme den Abstand zwischen der Hyperbel

{(z,y)|zy =1}
und dem Achsenkreuz

{(z,y)|zy =0} .

Aufgabe 35.19. Es sei (z,,),y eine Folge in einem metrischen Raum M,
wobei alle Folgenglieder verschieden seien. Es sei A = {z,,|n € N} und P ein
von allen Folgengliedern verschiedener Punkt aus M. Zeige, dass P genau
dann ein Haufungspunkt der Folge ist, wenn

d(A,P) =0

ist.

Die folgende Aufgabe benétigt Analysis 1 (Extremabestimmung durch Ab-
leiten).

Aufgabe 35.20. Fiir welche Punkte (¢,¢?) der Standardparabel wird der
Abstand zum Punkt (0, 1) minimal?
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35.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 35.21. (3 Punkte)

Es sei p: V — V eine winkeltreue lineare Abbildung auf dem euklidischen
Vektorraum V. Zeige, dass es eine reelle Zahl s derart gibt, dass allenfalls s
oder —s als Eigenwerte von ¢ auftreten.

Aufgabe 35.22. (2 Punkte)
Es seien V und W euklidische Vektorraume und sei
o: V—W

eine lineare Abbildung. Zeige, dass ¢ genau dann eine Isometrie ist, wenn fiir
beliebige Teilmengen A, B C V die Gleichung

d(p(A), p(B)) = d(A, B)
gilt.

Aufgabe 35.23. (4 Punkte)

Bestimme den Abstand zwischen dem Punkt (4) und der durch

1
—6x + 3y = 11
gegebenen Geraden und den LotfuBBpunkt des Punktes auf der Geraden.

Aufgabe 35.24. (5 Punkte)

Erstelle fiir die beiden windschiefen Geraden

5 6 —4 8
G = 3 |+t|[—-4]|teR) und H = 9 |+t 2 |[teR
2 1 5 6

ein lineares Gleichungssystem und berechne daraus die Lotfulpunkte, den
Verbindungsvektor und den Abstand der beiden Geraden.

Aufgabe 35.25. (3 Punkte)

Berechne den Abstand der beiden windschiefen Geraden

2 ) 4 6
G= 1) +t| 3 |[teR) und H = 3|+t 7 |[teR
4 -2 5 —4
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Aufgabe 35.26. (4 Punkte)

Es seien zwei disjunkte Kreise K7 und K5 in der euklidischen Ebene mit den
Mittelpunkten M; # M, und den Radien r; und ry gegeben. Zeige, dass der
Abstand zwischen den beiden Kreisen in Punkten angenommen wird, die auf
der Verbindungsgeraden der Kreismittelpunkte liegen.

36. VORLESUNG - STRAHLENSATZE

36.1. Dreiecke.

In dieser und der néchsten Vorlesung stehen Dreiecke im Mittelpunkt. Unter
einem Dreieck verstehen wir einfach ein Tupel (A, B, C) aus drei Eckpunk-
ten in einem affinen Raum F (typischerweise eine affine Ebene) tiber einem
euklidischen Raum V. Wir lassen die Situation, dass Eckpunkte zusammen-
fallen, als ausgeartete Dreiecke zu, und wir identifizieren Dreiecke, wenn sie
durch eine Umbenennung der Ecken auseinander hervorgehen. Ein Dreieck
ist nach Definition genau dann nicht ausgeartet, wenn die drei Punkte affin
unabhéngig sind. Haufig versteht man unter dem Dreieck auch seine konvexe
Hiille, das ist die Menge

{rA+sB+tClr+s+t=1,0<rst<1}

aller baryzentrischen Kombinationen der drei Punkte, bei denen alle Koeffi-
zienten nichtnegativ sind. Die Verbindungsstrecke

A B ={rA+sBjr+s=1,0<rs<1}
heifit Seite zwischen den Eckpunkten A und B (oder gegeniiber von C'). Sie
wird hdufig mit ¢ bezeichnet, ihre Lénge ist

d(A, B) = ||AB|| .

Entsprechende Festlegungen gelten fiir die beiden anderen Seiten. Manchmal
werden auch die Seitenlédngen mit a, b, ¢ bezeichnet. Der Winkel Z(A, B, C)
des Dreiecks im Punkt B ist durch

Z(BA, BC)

definiert, entsprechend an den {ibrigen Eckpunkten. Die Winkel werden
haufig mit «, 5,y bezeichnet.

Definition 36.1. Zwei Dreiecke in einer euklidischen Ebene heiflen kongru-
ent, wenn sie durch die Hintereinanderschaltung von Verschiebungen und
Isometrien ineinander iiberfiithrt werden konnen.

Man sagt auch, dass kongruente Dreiecke durch affin-lineare Isometrien in-
einander tiberfithrt werden konnen.

Satz 36.2. Zwei Dreiecke in einer euklidischen Ebene sind genau dann zu-
einander kongruent, wenn thre Seitenlingen tbereinstimmen.
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Beweis. Da Verschiebungen und Isometrien die Léngen erhalten, ist es klar,
dass kongruente Dreiecke ldngengleich sind. Seien umgekehrt die beiden léan-
gengleichen Dreiecke (A, B,C') und (A’, B', C") gegeben, wobei wir nach Um-
benennung annehmen koénnen, dass fiir die Seitenldngen die Beziehung

d(A,B) > d(A,C) > d(B,C)

und ebenso fiir das zweite Dreieck gilt. Wir kénnen £ = R? annehmen und
durch Verschiebungen erreichen, dass A = A’ = 0 ist. Durch Drehungen am
Nullpunkt der beiden Dreiecke konnen wir erreichen, dass sowohl B als auch
B’ auf der positiven x-Achse liegen. Wegen der Léngengleichung ist dann
B = B’. Die Punkte C' und C’ haben einerseits zu 0 und andererseits zu
B den gleichen Abstand, d.h. sie liegen auf den Schnittpunkten von einem
Kreis um 0 und einem Kreis um B. Da es nur zwei Schnittpunkte gibt, ist
entweder C' = C” oder C' und (" lassen sich durch eine Achsenspiegelung an
der z-Achse ineinander iiberfiihren. O

Definition 36.3. Zwei Dreiecke in einer euklidischen Ebene heiflen eigentlich
kongruent, wenn sie durch die Hintereinanderschaltung von Verschiebungen
und eigentlichen Isometrien ineinander iiberfithrt werden kénnen.

Definition 36.4. Zwei Dreiecke in einer euklidischen Ebene heiflen dhnlich,
wenn sie durch die Hintereinanderschaltung von Verschiebungen und winkel-
treuen Abbildungen ineinander iiberfiihrt werden kénnen.

Satz 36.5. Zwei Dreiecke in einer euklidischen Ebene sind genau dann zu-
etnander dhnlich, wenn thre Winkel tibereinstimmen.

Beweis. Siehe Aufgabe 36.12. O

36.2. Der Satz des Pythagoras.
Wir beschéftigen uns zundchst mit rechtwinkligen Dreiecken.

Definition 36.6. Ein Dreieck (A, B, C') heifit rechtwinklig, wenn an einem
Eckpunkt die anliegenden Seiten orthogonal zueinander sind.

Definition 36.7. Unter der Hypotenuse versteht man die Seite eines recht-
winkligen Dreiecks, die dem rechten Winkel gegeniiber liegt.

Definition 36.8. Unter einer Kathete versteht man eine Seite eines recht-
winkligen Dreiecks, die an den rechten Winkel anliegt.

Der Satz des Pythagoras lautet fiir ein rechtwinkliges Dreieck wie folgt.

Satz 36.9. In einem rechtwinkligen Dreieck ist der Flicheninhalt des Hypo-
tenusenquadrats gleich der Summe der Flicheninhalte der beiden Katheten-
quadrate.
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Beweis. Die Dreieckspunkte seien A, B, C' mit dem rechten Winkel an C'. Wir
setzen v = C'— A und w = B — C. Der Verbindungsvektor von A nach B
ist dann gleich v + w und v und w stehen senkrecht aufeinander. Somit ist

lv+wll’= (v+wvt+w) = (v,0)+2(v,w) + (ww) =[] +[|w]*.
U

In dieser Formulierung wird verwendet, dass der Fldcheninhalt eines Qua-
drats (also des geometrischen Objektes) gleich dem (arithmetischen) Quadrat
der Seitenldnge ist. Der Beweis hat nichts mit Fldacheninhalten zu tun.

Definition 36.10. Zu einem Dreieck A, B, C' in einer euklidischen Ebene
heifit die Gerade durch A, die senkrecht auf der Geraden durch B und C

steht, die Hohengerade durch A. Die Verbindungsstrecke von A zur Geraden
durch B und C' heif3t Héhe durch A.

Die Lange der Hohe wird selbst auch oft Hohe genannt.

Definition 36.11. In einem Dreieck A, B,C in einer euklidischen Ebene
heifit der Schnittpunkt der Hohe durch A mit der Geraden durch B und C
der Hohenfufpunkt dieser Hohe.

Der folgende Satz heifit Kathetensatz.

Satz 36.12. Es sei A, B, C' ein rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten Win-
kel im Punkt C. Es sei h die Héhe durch C' und D der HéhenfufSpunkt dieser
Héhe auf der Geraden durch A und B. Dann ist

d(A,C)* = d(A,D)-d(A, B).
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Beweis. Wir setzen v = C'— A und w = B — C. Der Verbindungsvektor
von A nach B ist dann gleich v + w. Wir setzen den Hohenfupunkt als

D = A+ Av+w)
mit einem A € R und den Richtungsvektor der Hohe als
h=C—-D=A4+v—-A-ANv+w) =v—ANv+w)
an. Die Orthogonalitidtsbedingung fiir die Hohe fithrt auf

0 = (v=Av+w),v+w)
= (1=X)(v,v) = A {w,w)
= (v,0) = A((v,0) + {w,w))

und somit ist

_ (v,0)
N )+ w )
Dabher ist
d(A,D)-d(A,B) = M[v+wl-[lv+w]]

= AMv+w,v+w)
= A((v,v) + (w,w))
g
— (A, O

Der folgende Satz heifit Hohensatz.

Satz 36.13. Es sei A, B, C' ein rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten Win-
kel im Punkt C'. Es sei h die Héhe durch C und D der HéhenfufSpunkt dieser
Hohe auf der Geraden durch A und B. Dann ist

d(C,D)* = d(A,D)-d(B, D).
Beweis. Siehe Aufgabe 36.16. U

Der folgende Satz heifit Kosinussatz.

Satz 36.14. In einem Dreieck (A, B, C') mit den Seitenlingen a,b, c und dem
Winkel v an C' gilt

& = a®+b* — 2ab cos 7.

Beweis. Siehe Aufgabe 36.22. U
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36.3. Der Satz des Thales.

Satz 36.15. FEs sei P ein Punkt in der euklidischen Ebene E, K der Kreis
mit Radius r > 0 und Mittelpunkt P und es sei G eine Gerade durch P, die
den Kreis in den Punkten A und B trifft. Dann ist fir jeden Punkt C € K
das Dreieck A, B, C rechtwinklig an C.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei £ = R? und P = 0. Wir schreiben ,,vek-
toriell“ w = C, v = A, somit ist B = —uv. Der Verbindungsvektor von A
nach C ist dann —v 4+ w und der Verbindungsvektor von B nach C' ist dann
v + w. Somit ist

<—'U—|-U),U—|—w> = <—U,U> + <_U7w> + <'LU,’U> + U),U)>
= —(v,v) — (v,w) + (v,w) + (w,w)
= —(v,v) + (w,w)
= —r?+7?
= 0’
also sind diese Seiten senkrecht zueinander. |

36.4. Die Strahlensitze.

Wir formulieren in der Sprache der linearen Algebra die Strahlensétze. Dabei
legen wir einen zweidimensionalen euklidischen Vektorraum zugrunde, der die
Langenmessung von Strecken erlaubt. Zwei affine Geraden heiflen parallel,
wenn sie von dem gleichen Vektor aufgespannt werden. Wir formulieren die
Strahlensétze so, dass der Schnittpunkt der Strahlen der Nullpunkt ist. Dies
kann man stets erreichen, indem man den Schnittpunkt in den Nullpunkt
verschiebt, wobei sich die Léngen nicht verdndern.

Satz 36.16. FEs sei V ein zweidimensionaler euklidischer Vektorraum und
es seien Si,S9,v € V won 0 wverschiedene Vektoren und v sei sowohl zu s;
als auch zu sy linear unabhdngig sei. Fs seien S = Rs; und So = Rsy
die durch s; und sy definierten Geraden (die Strahlen) und es seien P und
@ Punkte in V' mit den zugehorigen parallelen Geraden G = P + Rv und
H = @+ Ro.
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Die Schnittpunkte der Geraden (die aufgrund der Voraussetzungen eindeutig
existieren) seien

AlelﬂG, AQZSQHG, BlelﬂH, BQZSQQH,
und es seien Ay, By # 0. Dann ist

1Bl ([A]

Beweis. Ohne Einschrankung sei s; = Ay, s = Ay und v = Ay — Ay, da
dies die beteiligten Geraden nicht é&ndert. Wir schreiben B; = tA;. Es ist
Ay = A{ + v und somit ist

tAQ = tAl—l—tU = Bl—l—tl).

Dieser Punkt gehort sowohl zu Ss als auch zu H, was bedeutet, dass es sich
um den Punkt By handelt. Es ist also By = tAs und daher

|Br— Baf| _ [[tAr —tAs[] _ [[A1 — Asf|
|| By |[tAL]| || Av]|

g

Der vorstehende Satz besagt insbesondere, dass sich in der beschriebenen
Situation entsprechende Seitenlédngen der beiden Dreiecke 0, A1, A3 und 0, By,
By zueinander in der gleichen Weise verhalten. Die Dreiecke sind &hnlich,
und zwar geht das Dreieck 0, By, B aus dem Dreieck 0, A;, Ay durch eine
Streckung mit dem Streckungsfaktor ¢ hervor. Dieser Streckungsfaktor tritt
bei sémtlichen Streckenverhéltnissen wieder auf.
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Eine Anwendung des Strahlensatzes. Man kann den Abstand iiber den Fluss
berechnen, ohne ihn zu iiberqueren.

Auch der Daumensprung beruht auf dem Strahlensatz.

Korollar 36.17. Es sei V' ein zweidimensionaler euklidischer Vektorraum
und es seien Sy, 82,0 € V wvon 0 verschiedene Vektoren und v sei sowohl zu
s1 als auch zu sy linear unabhdngig sei. Es seien S = Rs; und Sy = Rsg
die durch s; und sy definierten Geraden (die Strahlen) und es seien P und
@ Punkte in V. mat den zugehdérigen parallelen Geraden G = P + Rv und
H = @ + Rv. Die Schnittpunkte der Geraden seien

Ai=5 NG A=5NG Bi=5SNH, Bo=5NH,
und es seien Ay, A, Ay — Ay # 0. Dann ist

d(By, By) _ |[Bill _ ||B:]l
d(Ay, Az) Al ([ Az
Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 36.16. U
Die in der vorstehenden Aussage mitbewiesene Gleichung
Bill _ |1Be]l
ALl ([ Az

heifit auch Erster Strahlensatz. Er nimmt nur Bezug auf Langenverhéltnisse
auf den Strahlen.
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In der letzten Varianten des Strahlensatzes gibt es drei Strahlen, wir sprechen
vom Dreistrahlensatz.

Satz 36.18. Es sei V' ein zweidimensionaler euklidischer Vektorraum und
es seien sy, So2,53 € V won 0 verschiedene Vektoren und es ser v € V' linear
unabhdingig zu jedem dieser Vektoren. Es seien S; = Rs;, 1 = 1,2, 3, die durch
die s; definierten Geraden (die Strahlen) und es seien P und ) Punkte in
V' mit den zugehorigen parallelen Geraden G = P+ Rv und H = Q) + Ru.
Die Schnittpunkte der Geraden (die aufgrund der Voraussetzungen eindeutig
bestimmt sind) seien

Al = SlmG,Ag = SQﬂG,Ag = ngG, Bl = SlﬂH, BQ = SQﬂH, Bg = ngH,
und es seien By # Bs. Dann ist
d(By, B3)  d(B, Bs)

d(Asg, As) d(Ay, Ag)

Beweis. Durch doppelte Anwendung von Korollar 36.17 auf die beiden durch
S1, 82 bzw. so, s3 gegebenen zweistrahligen Situationen erhélt man

d(B1, By) _ |[Ba|l _ d(By, Bs)
d(Ay, Ay) || As|] d(Az, As)

36. ARBEITSBLATT

36.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 36.1. Rekapituliere Gesetzméafigkeiten fiir Winkel (Nebenwinkel,
Scheitelwinkel, Stufenwinkel, Wechselwinkel). Beweise diese elementargeome-
trisch und vektoriell.

Aufgabe 36.2. Rekapituliere die Begriffe spitzes Dreieck, stumpfes Dreieck,
gleichseitiges Dreieck und gleichschenkliges Dreieck.

Aufgabe 36.3. Zeige elementargeometrisch, dass die Winkelsumme in einem
Dreieck gleich 180 Grad ist.
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Aufgabe 36.4. Zeige, dass es in einem nichtausgearteten Dreieck maximal
einen rechten Winkel gibt.

Aufgabe 36.5. In den affinen Ebenen F; und E, seien nichtausgeartete
Dreiecke Ay = (Ay, B1,C1) und Ay = (Ag, By, Cy) gegeben. Zeige, dass es
eine bijektive affine Abbildung

@ E1—>E2

gibt, die die Dreiecke ineinander iiberfiihrt.

Aufgabe 36.6. Zeige, dass sich bei einer Verschiebung einer euklidischen
Ebene die Seitenldngen und die Winkel eines Dreiecks nicht éndern.

Aufgabe 36.7. Es seien D; und D, Dreiecke mit der Eigenschaft, dass
zwei Seitenldngen und der von ihnen eingeschlossene Winkel {ibereinstimmen.
Zeige, dass die beiden Dreiecke kongruent sind.

Aufgabe 36.8. Es seien D; und D, Dreiecke mit der Eigenschaft, dass eine
Seitenldnge und die an der Seite anliegenden Winkel {ibereinstimmen. Zeige,
dass die beiden Dreiecke kongruent sind.

Aufgabe 36.9. Zeige, dass ein gleichschenkliges Dreieck zu einem Dreieck
genau dann kongruent ist, wenn es dazu eigentlich kongruent ist. Zeige ferner,
dass ein nichtgleichschenkliges Dreieck zu einem Dreieck kongruent sein kann,
aber nicht eigentlich kongruent.

Aufgabe 36.10. Es seien P, = (ay,b1), P» = (a2,by) und P3 = (ag, b3)
drei Punkte im R2. Stelle den Flicheninhalt des zugehorigen Dreiecks mit
aq, b17 a2, b27 as, b3 dar.

Aufgabe 36.11. Es scien drei Punkte Py, Py, P; € Q? C R? gegeben. Zeige,
dass der Flacheninhalt des durch diese drei Punkte bestimmten Dreiecks eine
rationale Zahl ist.

Aufgabe 36.12. Zeige, dass zwei Dreiecke in einer euklidischen Ebene genau
dann zueinander dhnlich sind, wenn ihre Winkel {ibereinstimmen.

Aufgabe 36.13. Welche elementargeometrischen Beweise fiir den Satz des
Pythagoras kennen Sie?
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Aufgabe 36.14. Es sei A, B, C' ein rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten
Winkel im Punkt C. Zeige, dass der HohenfufSpunkt zur Hohe durch C' auf
der Strecke A, B liegt.

Aufgabe 36.15. Bestimme fiir das Dreieck im R? mit den Eckpunkten
(0,0),(3,0),(0,5) die Seitenldngen, Parameterdarstellungen fiir die Hohen-
geraden, die Lange der Hohen und die Hohenfu3punkte.

Aufgabe 36.16.*
a) Man gebe ein Beispiel fiir rationale Zahlen a, b, ¢ €]0, 1] mit
a>+ b=
b) Man gebe ein Beispiel fiir rationale Zahlen a, b, ¢ €]0, 1] mit
a’+b*#£ 2.
¢) Man gebe ein Beispiel fiir irrationale Zahlen a, b €]0, 1] und eine rationale

Zahl c €]0, 1] mit
A+ =2

Ein pythagoreisches Tripel ist eine ganzzahlige Losung (x,y,z) € Z3 der
diophantischen Gleichung
?+yt = 22

Es heif3t primitiv, wenn z,y, 2 keinen gemeinsamen Teiler besitzen.

Aufgabe 36.17. Seien x und y ungerade. Zeige, dass x4+ y? keine Quadrat-
zahl ist.

Aufgabe 36.18. Sei (z,y, z) ein pythagoreisches Tripel. Zeige, dass x oder
y ein Vielfaches von 3 ist.

Aufgabe 36.19. Skizziere ein Dreieck D derart, dass eine Hohe das Dreieck
D in zwei verschiedene rechtwinklige Dreiecke Dy und Dy unterteilt so, dass
die Seitenldngen von D; und Dy jeweils pythagoreische Tripel bilden. Man
gebe die Seitenlédngen an.

Aufgabe 36.20.*

Beweise den Hohensatz mit Hilfe des Kathetensatzes.
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Aufgabe 36.21.*

Beweise die Umkehrung des Satzes von Thales: Es sei A, B, C' ein rechtwink-
liges Dreieck mit dem rechten Winkel an C'. Es sei M der Mittelpunkt der
Strecke A, B. Dann ist

d(C,M) = d(A, M) = d(B, M),
d.h. C liegt auf dem Kreis mit Mittelpunkt M durch A (und B).

Aufgabe 36.22.*

Beweise den Kosinussatz.

Aufgabe 36.23. Beweise die Umkehrung des Satzes des Pythagoras: Wenn
in einem Dreieck die Beziehung
2= 2B

zwischen den Seitenlédngen a, b, ¢ gilt, so ist das Dreieck rechtwinklig.

Aufgabe 36.24. Es sei M ein metrischer Raum, der aus drei Punkten beste-
he. Zeige, dass man M als metrischen Unterraum einer euklidischen Ebene
realisieren kann.

Aufgabe 36.25. Es sei A, B, C ein Dreieck in der euklidischen Ebene und
es sei R der Rand des Dreiecks, also die Vereinigung der drei Seiten.

(1) Definere eine Metrik auf R derart, dass der Abstand von zwei Punk-
ten, die auf der gleichen Seite liegen, einfach der induzierte Abstand
ist und

d(z,y)
der minimale Abstand léings eines Weges auf R ist.

(2) Handelt es sich um die induzierte Metrik?

(3) Kann es sein, dass die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten
iber alle drei Seiten lauft?

In den folgenden Begriffen und Aufgaben wird das Konzept einer konvexen
Hiille erlautert.

Eine Teilmenge T C R"™ heifit konver, wenn mit je zwei Punkten P,Q) € T
auch jeder Punkt der Verbindungsstrecke, also jeder Punkt der Form

rP+ (1 —r)Q mit r € [0,1],
ebenfalls zu T' gehort.

Zu einer Teilmenge U C R"™ heifit die kleinste konvexe Teilmenge T, die U
umfasst, die konvexe Hiille von U.
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Die Existenz der konvexen Hiille beruht auf folgender Beobachtung.

Aufgabe 36.26. Zeige, dass der Durchschnitt von konvexen Mengen wieder
konvex ist.

Aufgabe 36.27. Es seien P, ..., P, Punkte im R". Zeige, dass die konvexe
Hiille dieser Punkte gleich der durch nichtnegative baryzentrische Kombina-
tionen gegebenen Menge

{ZaiPA Zai =1, a; > 0 fiir alle z}
i=1 i=1

ist.

Aufgabe 36.28. Sind alle Vierecke konvex?

Aufgabe 36.29. Zerlege geometrisch die angegebene Strecke in fiinf gleich-
lange Teile.

Aufgabe 36.30. Begriinde, dass in der Situation von Satz 36.16 dhnliche
Dreiecke vorliegen.

36.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 36.31. (5 Punkte)
Man gebe fiir die beiden Dreiecke
(2,1),(2,-1),(5,—1) und (—1,1),(1,1),(1,4)

explizit eine Folge von Verschiebungen, Drehungen und Achsenspiegelungen
an, die das eine Dreieck in das andere iiberfiihrt.

Aufgabe 36.32. (4 Punkte)

Bestimme fiir das Dreieck im R? mit den Eckpunkten (2, —3),(4,1),(5,6),
die Seitenléngen, Parameterdarstellungen fiir die Hohengeraden, die Lénge
der Hohen und die Hohenfu3punkte.
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Aufgabe 36.33. (8 (2+1+1+4) Punkte)
Im R? sei das Dreieck mit den Eckpunkten (4,2, -5),(4,3,7),(=5,0,—6)
gegeben.

a) Bestimme eine Gleichung und eine Parameterdarstellung fiir die affine
Ebene, in der das Dreieck liegt.

b) Bestimme die Seitenldngen des Dreiecks.
c¢) Bestimme die Winkel des Dreiecks.

d) Bestimme eine Parameterdarstellung fiir die Hohengerade durch den
Punkt (4,2, —5), die Lange dieser Hohe und den zugehorigen Hohenfuipunkt.

Aufgabe 36.34. (4 Punkte)

Es sei A, B,C ein Dreieck in einer euklidischen Ebene. Zeige, dass der Ab-
stand des Eckpunktes C' zur Seite AB im Punkt A oder im Punkt B oder
im HohenfuBpunkt zur Hohe durch C' angenommen wird.

37. VORLESUNG - DREIECKSGEOMETRIE

Neben den drei Eckpunkten eines Dreieckes gibt es noch weitere charakteristi-
sche Punkte eines Dreieckes wie den Schwerpunkt, den Umkreismittelpunkt,
den Inkreismittelpunkt und den Hohenschnittpunkt.

37.1. Seitenhalbierende und Schwerpunkt.

Definition 37.1. Zu einer Menge von n Punkten Py, ..., P, in einem affinen
Raum FE iiber einem reellen Vektorraum V nennt man die baryzentrische

Kombination ]

n
den Schwerpunkt der Punkte.

1 1
P+-P+--+-=F,
n n

Es handelt sich also um diejenige baryzentrische Kombination der Punkte,
bei der jeder Punkt mit der gleichen Gewichtung eingeht. Zu zwei Punkten
P, Q € E heifit der Schwerpunkt %P + %Q auch der Mittelpunkt der beiden
Punkte (oder der Strecke P, Q). Bei zwei reellen Zahlen spricht man auch vom
arithmetischen Mittel der beiden Zahlen. Bein = 1,2, 3 ist der Schwerpunkt
der Punkte auch der Schwerpunkt ihrer konvexen Hiille. Der Schwerpunkt
von drei Punkten tritt als Durchschnitt der Seitenhalbierenden des Dreiecks
auf.

Definition 37.2. Zu einem Dreieck A, B, C' in einer euklidischen Ebene heifit
die Gerade BiC B
;— + s (A _ bt ) , seR,

2
die Seitenhalbierende durch A



84

Die Seitenhalbierende durch A verlauft also durch den Punkt A und den
Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Dreiecksseite.

Satz 37.3. In einem Dreieck in der euklidischen Ebene treffen sich die drei
Seitenhalbierenden im Schwerpunkt A*—g*c des Dreiecks.

Beweis. Wir betrachten die Bedingung

B+C B+C A+C A+C
5 +3<A— : >_ : —l—t(B— : )

die auf

B—A A+C B+C
) )

- (—s——)A+<t+§)B+8_t

2 2 2

fithrt. Wir konnen £ = R? und A = 0 setzen, woraus sich, da B und C
linear unabhéngig sind,

! C

s =1
ergibt. Daher ist
B—A 3 3
— =|—=s]A -s | B
= () ()
woraus
1
s = =
3
folgt. Somit ist der Schnittpunkt gleich
B+C 1 B+C 1 1 1
- A- = -A+-B+ =C.
2 3 ( 2 ) 34738 3
Wegen der Symmetrie ist dies auch der Schnittpunkt mit der dritten Seiten-
halbierenden. O

Insbesondere schneidet der Schwerpunkt jede Seitenhalbierende im Verhalt-
nis 2 : 1, wobei der ldngere Teil am Punkt anliegt.
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37.2. Mittelsenkrechte und Umkreismittelpunkt.

Definition 37.4. Zu zwei Punkten A # B in der euklidischen Ebene nennt
man die Gerade, die senkrecht auf der durch A und B gegebenen Gerade
steht und durch den Mittelpunkt der Strecke zwischen A und B verlauft, die
Mittelsenkrechte der Strecke.

Die Mittelsenkrechte wird durch
A+ B
i +s(B— At seR,

beschrieben, wobei (B — A)* einen beliebigen, zu B — A senkrechten Vektor

# 0 bezeichnet. Wenn A = Zl und B = (21 in kartesischen Koordinaten
2 2

gegeben sind, so ist die Mittelsenkrechte gleich

1 a; + bl b2 )
2(a2—|—b2 +s b+ aq , s ER.
Lemma 37.5. Es seien A, B verschiedene Punkte in einer euklidischen Ebe-

ne. Dann besteht die Mittelsenkrechte zu A und B genau aus allen Punkten,
die zu A und B den gleichen Abstand haben.

Beweis. Siehe Aufgabe 37.6. O

Satz 37.6. Die Mittelsenkrechten der drei Seiten in einem Dreieck der eukli-
dischen Ebene schneiden sich in einem Punkt. Alle Eckpunkte des Dreiecks
besitzen zu diesem Schnittpunkt den gleichen Abstand.

Beweis. Die Mittelsenkrechte zur Strecke zwischen A und B besteht nach
Lemma 37.5 genau aus allen Punkten der Ebene, die zu diesen beiden Punk-
ten den gleichen Abstand besitzt. Der Schnittpunkt P der Mittelsenkrechte
zu A und B mit der Mittelsenkrechte zu A und C hat also zu allen drei Eck-
punkten den gleichen Abstand. Dies ergibt den Zusatz und auch, dass sich
alle drei Mittelsenkrechten in diesem Punkt treffen. U
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Definition 37.7. Der Schnittpunkt der drei Mittelsenkrechten in einem
Dreieck in der euklidischen Ebene heifit Umkreismittelpunkt.

Der Umkreismittelpunkt ist der Mittelpunkt des Umkreises; das ist derjenige
Kreis, der die drei Eckpunkte des Dreiecks (auf seiner Peripherie) enthélt.

37.3. Winkelhalbierende und Inkreismittelpunkt.

Definition 37.8. Zu zwei linear unabhéngigen Vektoren v und w in einem

normierten reellen Vektorraum V nennt man die von
) w

ol [lw]]

erzeugte Gerade die Winkelhalbierende der beiden Strahlen.

Die Winkelhalbierende wird also ohne Bezug auf einen Winkel definiert, es
wird ja noch nicht einmal ein Skalarprodukt vorausgesetzt. Wenn sich aber
die beiden Vektoren in einem euklidischen Raum befinden, so zeigt eine ein-
fache Uberlegung (sieche Aufgabe 37.13), dass die Winkelhalbierende in der
Tat den Winkel halbiert. Die Definition iibertrégt sich direkt auf einen affi-
nen Raum iiber einem normierten Vektorraum, und zwar definieren drei nicht
kollineare Punkte jeweils eine Winkelhalbierende durch jeden der beteiligten
Punkte.

Lemma 37.9. Es seien v, w linear unabhdingige Vektoren in R2. Dann liegen
auf der Winkelhalbierenden zu v und w nur Punkte, die zu Rv und Ruw
den gleichen Abstand haben. Wenn ein Punkt zu Rv und Rw den gleichen
Abstand besitzt, so liegt er auf der Winkelhalbierenden zu v und w oder auf
der Winkelhalbierenden zu v und —w.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass v und w normiert sind. Sei P € R2.
Nach Korollar 35.7 ist
d(P.Rv)* =||P[[* = (P,v)’
und entsprechend
d(P,Rw)? =||P||* — (P,w)*.
Also sind die Abstdnde genau dann gleich, wenn
(P,v) = £ (P,w)
ist. Wenn
P = s(v+w)
ist, so ist
(Pv) = (s(v+w),v) = s+ {w,0) = (s(v+w),w) = (P,w)
und die Gleichung gilt. Fiir die Umkehrung kénnen wir
P = sv+tw
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ansetzen. Bei
(P,v) = (P,w)
folgt
s+t{v,w) = (sv+tw,v) = (sv+tw,w) = t+s{v,w)

und somit
s(1—(v,w)) = t(1—(v,w)).

Da v und w normiert und linear unabhéngig sind, ist nach Aufgabe 31.9
(v, w)| <1,
der rechte Faktor ist nicht 0 und somit ist s = ¢. Bei
(P,v) = —(P,w)
folgt mit einer dhnlichen Uberlegung s = —t. U

Satz 37.10. Die drei Winkelhalbierenden in einem Dreieck treffen sich in
einem gemeinsamen Schnittpunkt, der zu jeder Seite des Dreiecks den glei-

chen Abstand. Wenn die Eckpunkte durch A = (Zl) ,B = (bl) ,C' = (Cl>
2

bQ Co
und die Seitenlingen mit a = d(B,C),b = d(A,C),c = d(A, B) bezeichnet

werden, so besitzt dieser Schnittpunkt die Koordinaten

1 aay + bby + ccq
a-+b+c \aas +bby +ccy ) -

Beweis. Nach Lemma 37.9 besteht die Winkelhalbierende zu A aus Punkten,

die zu den anliegenden Seiten(geraden) RE und Rﬁ den gleichen Abstand
haben. Ebenso besteht die kaelhalblerende zu B aus Punkten, die zu den

anliegenden Seiten(geraden) RBA und RB? den gleichen Abstand haben.
Daher besitzt der Schnittpunkt dieser beiden Winkelhalbierenden, den es ge-
ben muss, zu allen drei Seiten den gleichen Abstand. Dariiber hinaus stimmt
das Skalarprodukt von diesem Schnittpunkt mit den drei normierten Seiten-
vektoren iiberein, wie der Beweis zu Lemma 37.9 zeigt. Wiederum wegen
Lemma 37.9 muss er dann auch auf der dritten Winkelhalbierenden liegen.
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Zur Koordinatenbestimmung schreiben wir die Winkelhalbierende durch A

oo (22

aq +s 1 bl—al +1 C1 — aq .
Qg c \ba —ay b \Cc2 —ay

Die Gleichsetzung mit der Winkelhalbierenden durch B fiihrt auf

ay +s 1 b1 —aq +1 c1 —aj _ by Tt 1 a1 — by +l c1— by .
as c \b2 —az b \c2 — az bo c \az — by a \c2 — b2

Die Losung ist durch

bzw.

be
§ = ———
a+b+c
und
ac

a+b+c
gegeben, da dies eingesetzt jeweils zu

ax be L (b —a L e —a
+—= + =
as a+b+c \c \b2—as b \Co — as

B 1 (al(a+b+c)+b(bl —a1§+c(01 —ay)
+

a+b+c \aa+b+c)+blby —az) + c(cz — ag)
B 1 aa; + bby + ccy
N a+b+c aas + bby + ccy
fithrt. Dies ist also der Schnittpunkt, und zwar von allen drei Winkelhalbie-
renden. U

Definition 37.11. Der Schnittpunkt der drei Winkelhalbierenden in einem
Dreieck in der euklidischen Ebene heifit Inkreismittelpunkt.

Der Kreis um den Inkreismittelpunkt, der die drei Seiten des Dreiecks tan-
gential trifft, heit entsprechend Inkreis.

37.4. Hohenschnittpunkt.

Lemma 37.12. Es sei U der Umkreismittelpunkt und S der Schwerpunkt
eines Dreiecks in der euklidischen Ebene. Dann liegt der Punkt

U+ 308

auf jeder Héohe des Dreiecks. Insbesondere schneiden sich die drei Hohen in
einem Punkt.

Beweis. Wir machen U zum Ursprungspunkt, so dass die Punkte A, B, C die
gleiche Norm besitzen. Der in Frage stehende Punkt ist dann A+ B + C. Die
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durch diesen Punkt und A gegebene Gerade hat den Richtungsvektor B+ C.
Sie verlauft durch A und es ist

(B+C,B—C) = (B,B) — (C,C).

Wegen der Normgleichheit ist dies 0, also handelt es sich um die Héhengerade
durch A. 0

Definition 37.13. Zu einem Dreieck A, B, C' in einer euklidischen Ebene
heifit der Schnittpunkt der drei Héhen der Hohenschnittpunkt.

37.5. Die eulersche Gerade.

Korollar 37.14. Der Schwerpunkt, der Umkreismittelpunkt und der Hohen-
schnittpunkt eines Dreiecks in der euklidischen Ebene liegen auf einer Gera-

de.
Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 37.12. O

Wenn das Dreieck gleichseitig ist, so fallen die drei Punkte zusammen und es
gibt viele Geraden durch diesen Punkt. Andernfalls sind diese Punkte nicht
gleich (siehe Aufgabe 37.2) und es gibt genau eine Gerade, die durch diese
drei Punkte verlauft. Man nennt sie die eulersche Gerade.

37.6. Der Feuerbachkreis.

Lemma 37.15. Durch die Eckpunkte A, B,C sei ein Dreieck /\ in der eu-
klidischen Ebene gegeben. Es sei F' der Umkreis zu den Seitenmittelpunkten
des Dreiecks. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Der Radius von F' ist die Hilfte des Umkreisradius von /\.

(2) Die Verbindungsstrecken des Hohenschnittpunkts und der Eckpunkte
werden durch F' halbiert.

(3) Die Hohenfufipunkte von A\ liegen auf F'.
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Die neun Punkte des Neun-Punkte-Kreises: Die Seitenmittelpunkte (blau), die
Héhenfufpunkte (rot) und die Mittelpunkte (grin) zwischen Eckpunkten und
Héhenschnittpunkt (schwarz).

Beweis. (1). Es sei U der Umkreismittelpunkt des Ausgangsdreiecks, den wir
als Ursprung eines kartesischen Koordinantensystems ansetzen. Wir betrach-
ten dann den Punkt

1

Der Mittelpunkt A’ = 3 (B + C) der Dreiecksseite durch B und C' besitzt
zu U' den Abstand

1 , 1 1 1
I5(B+C)=Ull=Il5(B+C) -5 (A+B+0)||= 5 |4l

Da die Normen von allen Eckpunkten A, B, C' nach Wahl von U gleich sind,
ist U’ der Umkreismittelpunkt des Seitenmittelpunktsdreiecks und der Radi-
us ist die Halfte des Umkreisradius.

(2). Nach Lemma 37.12 ist A+ B+ C' der Hohenschnittpunkt. Daher ist der
Mittelpunkt der Strecke von A zum Hohenschnittpunkt gleich
1 1 1
?A+B+®+§A:A+§w+0)
Der Abstand davon zu U’ ist

1 1 1 1
1544 8+0) = (44 38+0) lI=lI-3All= 5 141

(3). Zunéchst liegen die unter (1) bzw. (2) konstruierten Punkte auf dem
Kreis F' gegeniiber. Es ist ja

1/1 1 1 1

- | =(B - | A+ =(B =—-(A+B

2(% +CO+2( +% +CQ ﬂ +B+C)

der Mittelpunkt von F. Somit bilden ein Seitenmittelpunkt, der gegeniiber-
liegende Halbierungspunkt zwischen Eckpunkt und Hohenschnittpunkt und
der entsprechende HohenfuBBpunkt ein rechtwinkliges Dreieck. Dessen Tha-
leskreis ist stets der Feuerbachkreis. U
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Den Kreis in der vorstehenden Aussage nennt man den Feuerbachkreis oder
auch den Neun-Punkte-Kreis.

37. ARBEITSBLATT

37.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 37.1. Es seien E, I affine Rdume und
p: E— F

eine affin-lineare Abbildung. Zeige, dass der Schwerpunkt der Punkte P, ...,
P, unter ¢ in den Schwerpunkt der Bildpunkte ¢(P),...,¢(F,) iberfihrt
wird.

Aufgabe 37.2. Zeige, dass ein Dreieck genau dann gleichseitig ist, wenn der
Schwerpunkt mit dem Umkreismittelpunkt {ibereinstimmt.

Aufgabe 37.3. Zeige, dass es kein gleichseitiges Dreieck im R? gibt, dessen
samtliche Ecken rationale Koordinaten besitzen.

Aufgabe 37.4. Zeige, dass das Seitenmittelpunktsdreieck eines Dreiecks
dhnlich zum Ausgangsdreieck ist.

Aufgabe 37.5. Bestimme fiir das Dreieck mit den Eckpunkten (—1,3),
(0,-5),(2,1) im R? die Seitenhalbierenden. Bestimme den Schwerpunkt auf
unterschiedliche Arten.

Aufgabe 37.6. Bestimme fiir das durch die Standardvektoren ey, es, e3 im
R3 gegebene Dreieck die Seitenhalbierenden und den Schwerpunkt.

Aufgabe 37.7.*

Es seien A, B verschiedene Punkte in einer euklidischen Ebene. Zeige, dass
die Mittelsenkrechte zu A und B aus allen Punkten besteht, die zu A und
B den gleichen Abstand haben.

Aufgabe 37.8. Es sei D ein nichtausgeartetes Dreieck. Zeige, dass je zwei
Mittelsenkrechten linear unabhéngig sind.
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Aufgabe 37.9. Bestimme fiir das Dreieck mit den Eckpunkten (—2,2),
(0,4),(5,0) im R? die Mittelsenkrechten, den Umkreismittelpunkt und den
Radius des Umkreises.

Aufgabe 37.10. Im R? sei ein (nichtausgeartetes) Dreieck gegeben, wobei
die Eckpunkte die Koordinaten

()G G

d = 2(z1(y2 — y3) + 22(ys — v1) + x3(y1 — Y2)).

Zeige, dass der Umkreismittelpunkt des Dreiecks die Koordinaten

@4y (e —ys) + (@3 4 v3)(ys — y1) + (25 4 y3) (y1 — 12)

haben. Es sei

d
und
(@7 + yi) (w3 — 22) + (23 + y3) (w1 — 23) + (23 + y3) (22 — 21)
N d
besitzt.

Aufgabe 37.11. Zeige, dass der Umkreismittelpunkt eines Dreiecks (A, B,
(') in einer euklidischen Ebene unter einer Verschiebung und unter einer win-
keltreuen Abbildung auf den Umkreismittelpunkt des Bilddreiecks abgebildet
wird.

Aufgabe 37.12. Zeige, dass der Umkreismittelpunkt eines Dreiecks (A, B,
C') in einer euklidischen Ebene unter einer bijektiven affin-linearen Abbil-
dung nicht unbedingt auf den Umkreismittelpunkt des Bilddreiecks abgebil-
det wird.

Aufgabe 37.13. Es seien v,w linear unabhiingige Vektoren in R?. Zeige,
dass die Winkelhalbierende zu v und w mit v bzw. w den gleichen Winkel
bildet.

Aufgabe 37.14. Zeige, dass der Inkreismittelpunkt eines Dreiecks (A, B, C')
in einer euklidischen Ebene unter einer Verschiebung und unter einer win-
keltreuen Abbildung auf den Inkreismittelpunkt des Bilddreiecks abgebildet
wird.
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Aufgabe 37.15. Zeige, dass der Inkreismittelpunkt eines Dreiecks (A, B, C')
in einer euklidischen Ebene unter einer bijektiven affin-linearen Abbildung
nicht unbedingt auf den Inkreismittelpunkt des Bilddreiecks abgebildet wird.

Aufgabe 37.16. Skizziere ein Dreieck, bei dem zwei HohenfuBBpunkte au-
Berhalb der Dreiecksseiten liegen.

Aufgabe 37.17. Zeige, dass in einem Dreieck mindestens ein Héhenfuf-
punkt zwischen den Eckpunkten liegt.

Aufgabe 37.18. Es sei D ein gleichschenkliges Dreieck mit den Schenkeln
im Punkt A und der gegeniiberliegenden Seite a. Zeige, dass die Seitenhal-
bierende durch A, die Winkelhalbierende durch A, die Héhe durch A und die

Mittelsenkrechte zu a libereinstimmen.

In den folgenden Aufgaben setze man einen naiven Fliacheninhaltsbegriff vor-
aus. Der Flicheninhalt eines Rechtecks ist das Produkt der Seitenldngen und
fiir den Flacheninhalt gilt die Zerlegungseigenschaft (oder Zerschneidungsei-
genschaft) und die Verschiebungsinvarianz.

Aufgabe 37.19. Begriinde, dass bei einem Parallelogramm der Fléchenin-
halt gleich der Grundseite mal Hohe ist.

Aufgabe 37.20. Begriinde, dass der Fliacheninhalt eines Dreiecks gleich %
,Grundseite mal Hohe* ist (gemeint ist % Grundseitenldnge mal Hohenlédnge).

Aufgabe 37.21. Zeige, dass der Hohenschnittpunkt eines Dreiecks (A, B, C')
in einer euklidischen Ebene unter einer Verschiebung und unter einer win-
keltreuen Abbildung auf den Hohenschnittpunkt des Bilddreiecks abgebildet
wird.

Aufgabe 37.22. Zeige, dass der Hohenschnittpunkt eines Dreiecks (A, B, C')
in einer euklidischen Ebene unter einer bijektiven affin-linearen Abbildung
nicht unbedingt auf den Héhenschnittpunkt des Bilddreiecks abgebildet wird.
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Aufgabe 37.23.*

Beweise elementargeometrisch den Sinussatz, also die Aussage, dass in einem
Dreieck die Gleichheiten
a b c

sin « sin (8 " sin v
gelten, wobei a, b, ¢ die Seitenléngen gegeniiber den Ecken mit den Winkeln
a, B, sind.

Aufgabe 37.24.*
Durch die Punkte A, B,C sei ein Dreieck mit den Seitenléngen a, b, c und
den Winkeln «, 5,y gegeben. Es sei F' der Flacheninhalt des Dreiecks. Zeige

a abe

sin « F

In der folgenden Aufgabe wird die (eine Variante der) Heronsche Formel
bewiesen.

Aufgabe 37.25.*

Es seien a, b, ¢ die Seitenlédngen eines Dreiecks. Zeige, dass der Flacheninhalt
des Dreiecks gleich

V2a2¢% + 2¢2b2 + 20202 — a* — bt — A
4

F —

ist.

Aufgabe 37.26. Es sei D ein Dreieck in der Ebene mit den drei Eckpunkten
A, B, C. Zeige, dass man die Hohen, die Mittelsenkrechten, die Winkelhalbie-
renden und die Seitenhalbierenden mit Zirkel und Lineal konstruieren kann.

Aufgabe 37.27.*

Ein Dreieck soll die Grundseite [0, s] und die Hohe A besitzen (s, h > 0). Fiir
welchen Hohenfuflpunkt x besitzt das Dreieck einen minimalen Umfang, und
wie lange ist dieser?

Aufgabe 37.28. Wir fassen die Menge aller (auch entarteter, geordneter)
Dreiecke A = (A, B,C) im R? {iber ihre Koordinaten A = (A;, A3), B =
(Bi, By),C = (C4,Cy) als den Vektorraum R auf. Insbesondere kann man
so Dreiecke miteinander addieren und mit einem Skalar s € R multiplizieren.

a) Zeige, dass die Dreiecke A und sA mit A nichtausgeartet und s # 0
zueinander &hnlich sind.
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b) Es sei S der Schwerpunkt des Dreiecks (A, B, C'). Zeige, dass die Dreiecke
(A, B,C), (B,C,A), (C;A,B) und (S, S, 5)
linear abhéngig sind.

c¢) Bestimme, ob die folgenden Mengen an Dreiecken Untervektorrdume des
Dreiecksraumes bilden oder nicht. Wenn ja, so bestimme ihre Dimension.

(1) Die Menge aller nichtentarteten Dreiecke.

2) Die Menge aller Dreiecke mit 0 als erstem Eckpunkt.

) Die Menge aller Dreiecke mit Schwerpunkt 0.

) Die Menge aller gleichseitigen Dreiecke.

) Die Menge aller Dreiecke, deren Umkreis der Einheitskreis ist.

) Die Menge aller zu einem Punkt zusammengeschrumpften Dreiecke.

) Die Menge aller rechtwinkligen Dreiecke.

) Die Menge aller rechtwinkligen Dreiecke, deren rechter Winkel sich als
erster Punkt in 0 befindet und deren zweiter Punkt auf der z-Achse
liegt.

(9) Die Menge aller Dreiecke mit Hohenschnittpunkt in 0.

(
(3
(4
(5
(6
(7
(8

37.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 37.29. (4 Punkte)

Bestimme fiir das Dreieck (0, 0), (3,0), (0,4) den Schwerpunkt, den Umkreis-
mittelpunkt, den Inkreismittelpunkt und den Héhenschnittpunkt.

Aufgabe 37.30. (3 Punkte)
Bestimme fiir das Dreieck (2, 3), (1, 8), (6, —5) die eulersche Gerade.

Aufgabe 37.31. (4 Punkte)

Bestimme fiir das Dreieck (4,—3),(7,2),(—1,5) den Mittelpunkt und den
Radius des Feuerbachkreises.

Aufgabe 37.32. (4 Punkte)

Bestimme fiir das durch die Vektoren

2 1
5 ) 4 )
6 9

gegebene Dreieck im R? die Hohe durch und den Flécheninhalt des

S ot GtWww

Dreiecks.
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Aufgabe 37.33. (2 Punkte)

Betrachte den Vektorraum aller Dreiecke im R? aus Aufgabe 37.28. Ist die
Abbildung, die einem Dreieck seinen Umfang zuordnet, eine Linearform?

In der folgenden Aufgabe wird auf die Konvergenz von Folgen im R? Bezug
genommen. Sie liegt genau dann vor, wenn beide Komponentenfolgen in R
konvergieren.

Aufgabe 37.34. (6 Punkte)

Zu einem Dreieck A = (A, B, C) ist das Seitenmittelpunktsdreieck durch die
Eckpunkte 1(A+ B), 3(A+C), 3(B+C) gegeben. Diese Konstruktion ergibt
eine rekursiv definierte Folge von Dreiecken A\, wobei /A; = A und A,
das Seitenmittelpunktsdreieck zu A, ist. Es sei (), oy €ine Folge in R? mit
x, € A\, fir alle n € N,. Zeige, dass diese Folge konvergiert und bestimme
den Grenzwert.

38. VORLESUNG - BILINEARFORMEN

38.1. Bilinearformen.

Reelle Skalarprodukte sind positiv definite symmetrische Bilinearformen. In
den folgenden Vorlesungen besprechen wir Bilinearformen allgemein. Ne-
ben Skalarprodukten sind die Hesse-Formen wichtig, die in der hherdimen-
sionalen Analysis betrachten werden, um Extrema zu bestimmen und die
Minkowski-Formen, mit denen man die spezielle Relativitédtstheorie beschrei-
ben kann (siehe Vorlesung 40).

Definition 38.1. Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Eine Ab-
bildung

VxV—K, (v,w) — (v,w),
heifit Bilinearform, wenn fiir alle v € V' die induzierten Abbildungen
V— K, w+— (v,w),
und fiir alle w € V' die induzierten Abbildungen
V— K, v— (v,w),

K-linear sind.

Bilinear bedeutet einfach multilinear in zwei Komponenten, diese Eigenschaft
haben wir schon im Zusammenhang mit Determinanten kennengelernt. Ein
extremes Beispiel ist die Nullform, die jedem Paar den Nullwert zuordnet.
Es ist einfach, eine Vielzahl von Bilinearformen auf dem K™ anzugeben.
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Beispiel 38.2. Sei V = K" und seien a;; € K fir 1 < 4,5 < n fixiert.
Dann ist die Zuordnung
il Y1
(f = |, :])—Y(e,...,zn, 91, Yn) = Zaisz’yj
In Yn tj
eine Bilinearform. Bei
Q5 = 0
fiir alle 4, 7 ist dies die Nullform; bei
i = 0y
liegt das Standardskalarprodukt vor (wobei der Ausdruck stets einen Sinn
ergibt, aber die Eigenschaft, positiv definit zu sein, gegenstandslos ist). Bei
n = 4 und
U(1,. s T4, Y1, Ya) = T1Y1 + Taya + T3Ys — Tays

spricht man von einer Minkowski-Form. Bei n = 2 und

\Il(xlax%ylvyZ) = T1Y2 — T21

handelt es sich um die Determinante.

Eine wichtige Eigenschaft von Bilinearformen, die Skalarprodukte erfiillen,
wird in der néchsten Definition formuliert.

Definition 38.3. Sei K ein Korper und sei V' ein K-Vektorraum. Eine Bi-
linearform
VxV-—K, (v,w) — (v,w),

heifit nicht ausgeartet, wenn fiir alle v € V, v # 0, die induzierten Abbildun-
gen

V— K, w+— (v,w),
und fiir alle w € V, w # 0, die induzierten Abbildungen

V— K,v— (v,w),

nicht die Nullabbildung sind.

In dieser Vorlesung werden wir fiir Vektorrdume, auf denen eine nicht-ausge-
artete Bilinearform gegeben ist, eine bijektive Beziehung zwischen Vekto-
ren und Linearformen beweisen. Dies gilt insbesondere fiir Skalarprodukte.
Generell besteht eine enge Beziehung zwischen Bilinearformen und linearen
Abbildungen in den Dualraum.

Lemma 38.4. Es sei K ein Korper, V ein K -Vektorraum mit dem Dualraum
V*. Es sei
0:V—V"

eine lineare Abbildung. Dann ist durch

V(u,v) = (O(u))(v)
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eine Bilinearform auf V' gegeben.

Beweis. Da O(u) € V* ist, liefert die Auswertung an einem Vektor v € V
ein Element des Grundkorpers. Die Linearitéit in der zweiten Komponenten
beruht direkt darauf, dass ©(u) zum Dualraum gehort, und die Linearitét in
der ersten Komponenten beruht auf der Linearitdt von ©. U

38.2. Der Gradient.

Lemma 38.5. Es set K ein Korper und V' ein K-Vektorraum, der mit einer
Bilinearform (—, —) versehen sei. Dann gelten folgende Aussagen

(1) Fir jeden Vektor u € V' sind die Zuordnungen
V — K, v— (u,v),

und
V— K, v— (v,u),

K -linear.
(2) Die Zuordnung

V— V" ur— (u,—),

ist K -linear.
(3) Wenn (—, —) nicht ausgeartet ist, so ist die Zuordnung in (2) injektiv.
Ist V' zusdtzlich endlichdimensional, so ist diese Zuordnung bijektiv.

Beweis. (1) folgt unmittelbar aus der Bilinearitét. (2). Seien uy, us € V und
ai,as € K. Dann ist fiir jeden Vektor v € V

<CL1U1 + asUy, U) = a1 <U1, U> “+ ag <U2, U> ,

und dies bedeutet gerade die Linearitdt der Zuordnung. Da die Zuordnung
nach (2) linear ist, miissen wir zeigen, dass der Kern davon trivial ist. Sei also
u € V so, dass (u, —) die Nullabbildung ist. D.h. (u,v) = 0 fiir alle v € V.
Dann muss aber nach der Definition von nicht ausgeartet u = 0 sein. Wenn
V endliche Dimension hat, so liegt eine injektive lineare Abbildung zwischen
Vektorrdaumen der gleichen Dimension vor, und eine solche ist nach Korollar
11.9 bijektiv. 0

Wenn es also in einem endlichdimensionalen Vektorraum eine fixierte nicht-
ausgeartete Bilinearform gibt, so gibt es zu jeder Linearform einen eindeutig
bestimmten Vektor, mit dem diese Linearform beschrieben werden kann. Ge-
nauer: es gibt dann einen Vektor y € V' mit

L(v) = (y,v)
fiir alle v € V und einen Vektor z € V mit
L(v) = (v,z).
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In dieser Situation heiflt y der Linksgradient zu L beziiglich der Bilinearform
und z der Rechtsgradient. Bei einem Skalarprodukt und generell bei einer
nichtausgearteten symmetrischen Bilinearform (siehe weiter unten) fallen die
beiden Begriffe zusammen, man spricht von dem Gradienten. Fiir euklidische
Vektorrdaume formulieren wir diese Beziehung noch einmal explizit.

Korollar 38.6. Es sei (V,(—,—)) ein euklidischer Vektorraum und

f:V—R
eine Linearform. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor w € V' mut
fw) = (w,v).
Wenn uy, ... ,u, eine Orthonormalbasis von V und f(u;) = a; ist, so ist

dieser Vektor gleich w = Z?:l a;u;.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 38.5 (3). Der Zusatz ist klar wegen

(w,u;) = <Zajuj,ui> = a; = f(uy).

38.3. Die Gramsche Matrix.

Definition 38.7. Es sei K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-Vek-
torraum und (—, —) eine Bilinearform auf V. Es sei vy, ..., v, eine Basis von
V. Dann heifit die n x n-Matrix

<Ui> Uj>1§i,j§n

die Gramsche Matriz von (—, —) beziiglich dieser Basis.

In Beispiel 38.2 bildet (a;;);; die Gramsche Matrix beziiglich der Standardba-
sis des K™. Wenn die Gramsche Matrix zu einer Bilinearform (—, —) beziiglich
einer Basis vy, ..., v, gegeben ist, so kann man daraus (v, w) fiir beliebige
Vektoren berechnen. Man schreibt v = Z?:l b;v; und w = Z?:l c;v; und
erhélt mit dem allgemeinen Distributivgesetz

(v,w) = <Z b;v;, Z cjvj>

j=1

= D bie{vwy)

1<ij<n

= sz’ (ch <Uiawj>>
i=1 j=1
&1
= (by,...,bn)G

Cn
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Man erhalt also den Wert der Bilinearform an zwei Vektoren, indem man die
Gramsche Matrix auf das Koordinatentupel des zweiten Vektors anwendet
und das Ergebnis (ein Spaltenvektor) mit dem Koordinatentupel des ersten
Vektors als Zeilentupel von links multipliziert. Kurz und ungenau ist also

(v,w) = V"Gw.

Lemma 38.8. FEs sei K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K -Vektor-
raum und (—, —) eine Bilinearform auf V. Es seien v = vq,...,v, und to =
Wi, ..., w, zwei Basen von V und es seien G bzw. H die Gramschen Matrizen
von (—,—) beziiglich dieser Basen. Zwischen den Basiselementen gelte die

Beziehungen
n
wj = E QijVi,
i=1

die wir durch die Ubergangsmatriz A = (a,-j)l.j
zwischen den Gramschen Matrizen die Beziehung

H = A"GA.

ausdriicken. Dann besteht

Beweis. Es ist

n n
<wr7 ws> = E QirVy, E AsVk
=1 k=1

1=

= Z Qir Qs (%W)

1<i,k<n

= Z Qi ( Z Qs <U17Uk>>

1<i<n 1<k<n

= Z ai (G o A)y

1<i<n

= (Atr o(Go A))

rs’

38.4. Symmetrische Bilinearformen.

Definition 38.9. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und (—, —) eine
Bilinearform auf V. Die Bilinearform heif3t symmetrisch, wenn

(v,w) = (w,v)

fiir alle v,w € V gilt.

Wie im Fall eines Skalarproduktes gilt wieder eine Polarisationsformel.

Lemma 38.10. Es sei K ein Korper mit einer von 2 verschiedenen Cha-
rakteristik und sei (—,—) eine symmetrische Bilinearform auf einem K-
Vektorraum V. Dann gilt die Beziehung

(v,w) = = ((V+w,v+w) — (v,v) — (w,w)) .

N | —
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Beweis. Siehe Aufgabe 38.13. O

Definition 38.11. Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
(—, —) eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform auf V. Dann nennt
man zu einer Linearform

L:V —K

den eindeutig bestimmten Vektor z € V' mit
L(v) = (z,0) = (v,2)
den Gradienten zu L beziiglich der Bilinearform.

Definition 38.12. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und (—, —)
eine symmetrische Bilinearform auf V. Zwei Vektoren v,w € V heiflen or-
thogonal, wenn

(v,w) =0
ist.
Definition 38.13. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und (—, —)

eine symmetrische Bilinearform auf V. Eine Basis v;, ¢ € I, von V heifit
Orthogonalbasis, wenn

<Ui7vj> =0
fiir alle
i F g

ist.

Fiir eine symmetrische Bilinearform ist es durchaus moglich, dass, anders als
bei Skalarprodukten, ein von 0 verschiedener Vektor zu sich selbst orthogonal
ist. Es kann auch, im ausgearteten Fall, von 0 verschiedene Vektoren geben,
die orthogonal zu allen Vektoren sind. Wie im Fall eines Skalarproduktes gibt
es Orthogonalbasen.

Definition 38.14. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und (—, —)
eine symmetrische Bilinearform auf V. Der Untervektorraum

{ve V] (v,u) =0 fir alle w e V}

heifit Ausartungsraum zur Bilinearform.

Der Ausartungsraum ist in der Tat ein Untervektorraum von V', siehe Auf-
gabe 38.12.

Satz 38.15. FEs sei K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum und (—, —) eine symmetrische Bilinearform auf V. Dann besitzt V eine
Orthogonalbasis.

Beweis. Siehe Aufgabe 38.16. U
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38.5. Der Vektorraum der Bilinearformen.

Es sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K und seien ¥y und ¥, Biline-
arformen auf V. Dann erkldrt man die Summe dieser beiden Bilinearformen
punktweise als diejenige Bilinearform, die an der Stelle (u,v) den Summen-
wert erhélt, also

(U1 + Us)(u,v) := Uy(u,v) + VUa(u,v).
Entsprechend definiert man fiir einen Skalar ¢ € K die Form ¢V durch

(V) (u,v) = c¥(u,v).

Die entstehenden Funktionen sind wieder bilinear, siche Aufgabe 9.18. Damit
erhilt man eine Vektorraumstruktur auf der Menge aller Bilinearformen auf

V.

Definition 38.16. Es sei V' ein Vektorraum iiber dem Koérper K. Die Menge
aller Bilinearformen auf V', versehen mit der punktweisen Addition und Sk-
alarmultiplikation, heifit Vektorraum der Bilinearformen. Er wird mit Bilin

(V') bezeichnet.

Lemma 38.17. Es sei1 V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum. Zu einer
jeden Basis v = vy, ...,v, ist die Abbildung

Bilin (V') — Mat,(K), ¥ — G,(1),

die einer Bilinearform ¥ ihre Gramsche Matriz beziiglich der gegebenen Ma-
trix zuordnet, eine Isomorphie von Vektorrdaumen.

Beweis. Die Injektivitdt der Abbildung folgt aus Lemma 16.6, die Surjekti-
vitat daraus, dass man eine beliebige Matrix im Sinne von Beispiel 38.2 als
Bilinearform interpretieren kann. Die Linearitdt folgt unmittelbar aus der
punktweisen Definition der Vektorraumstruktur auf Bilin (V). u

38.6. Sesquilinearformen.

Definition 38.18. Es seien V und W Vektorrdume iiber den komplexen
Zahlen C. Eine Abbildung
p: V—W
heifit antilinear (oder semilinear), wenn
p(u+v) = o(u) + ¢(v)
fiir alle u,v € V' gilt und wenn
p(W) = Ap(v)
gilt.
Wenn man die komplexen Vektorrdume als reelle Vektorrdume auffasst, so

handelt es sich insbesondere um reell-lineare Abbildungen. Dieser Eigenschaft
sind wir schon bei komplexen Skalarprodukten begegnet.
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Definition 38.19. Sei V ein C-Vektorraum. Eine Abbildung
VxV —C, (v,w) — (v,w),
hei3t Sesquilinearform, wenn fiir alle v € V' die induzierten Abbildungen
V—C, w+—— (v,w),
C-antilinear und fiir alle w € V' die induzierten Abbildungen
V— C, v+ (v,w),
C-linear sind.
Wir fordern also die Linearitét in der ersten und die Antilinearitéit in der
zweiten Komponenten. Es gibt auch die andere Konvention.

Viele Begriffe und Aussagen iibertragen sich mit leichten Abwandlungen von
der reellen auf die komplexe Situation.

Definition 38.20. Es sei V' ein endlichdimensionaler C-Vektorraum zusam-
men mit einer Sesquilinearform (—, —). Es sei vy, ..., v, eine Basis von V.
Dann heifit die n x n-Matrix

<Uz‘a Uj>1§i,j§n

die Gramsche Matriz von (—, —) beziiglich dieser Basis.
Wenn die Gramsche Matrix zu einer Sesquilinearform (—, —) beziiglich einer
Basis vy, . . ., v, gegeben ist, so kann man daraus (v, w) fiir beliebige Vektoren

berechnen. Man schreibt v = >°"  bv; und w = > | ¢;v; und erhélt mit
dem allgemeinen Distributivgesetz

(v,w) = <i bivi,icjvj>
i=1 =1
= > b5 (vwy)

1<i,j<n
= > b (Zc_j@mwﬁ)
i=1 =1
o
== (bl, oo ,bn)G
Cn

Man erhélt also den Wert der Bilinearform an zwei Vektoren, indem man
die Gramsche Matrix auf das Koordinatentupel des komplex-konjugierten
zweiten Vektors anwendet und das Ergebnis (ein Spaltenvektor) mit dem
Koordinatentupel des ersten Vektors als Zeilentupel von links multipliziert.
Kurz und ungenau ist also

(v,w) = V"Gw.
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Lemma 38.21. Fs sei V' ein endlichdimensionaler C-Vektorraum mit einer
Sesquilinearform (—,—). Es seien b = vy,...,v, und v0o = wy,...,w, 2Wei
Basen von V' und es seien G bzw. H die Gramschen Matrizen von (—,—)
beziiglich dieser Basen. Zwischen den Basiselementen gelte die Beziehungen

n
wj = E Q4505
i=1

die wir durch die Ubergangsmatriz A = (aij)”. ausdriicken. Dann besteht
zunschen den Gramschen Matrizen die Beziehung

H = A"GA.
Beweis. Es ist
<’LUT,’LU5> = <Zarjvjazaskvkz>
j=1 k=1
= Z Qrj sk, (Vj, Vk)

1<j,k<n
= § arj(E ask(vj,vk>)
1<j<n 1<k<n

= (Ao (G0 A)

rs '

g

Bemerkung 38.22. Die Menge der Sesquilinearformen auf einem C-Vektor-
raum V' bilden einen C-Vektorraum. Er wird mit Sesq (V') bezeichnet.

38.7. Hermitesche Formen.

Definition 38.23. Eine Sesquilinearform (—, —) auf einem komplexen Vek-
torraum V heifit hermitesch, wenn

(v,u) = (u,v)
fiir alle u,v € V ist.
Definition 38.24. Eine quadratische komplexe Matrix
M = (aij);

heilt hermitesch, wenn

fiir alle 4, 5 gilt.
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38. ARBEITSBLATT

38.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 38.1. Es sei (—, —) eine Bilinearform auf einem K-Vektorraum V.
Zeige

(0,v) =0
fir alle v € V.

Aufgabe 38.2. Uberpriife, ob die folgenden Abbildungen

RZxR? —R
Bilinearformen sind.
(1)
(v, w) =||v]| .
(2)
V(v,w) =|lv—wl||.
(3)
(v, w) =|[|v]| - |[w]].

U(v,w) = ZL(v,w).

Aufgabe 38.3. Zeige, dass ein Skalarprodukt eine nicht-ausgeartete Biline-
arform ist.

Aufgabe 38.4. Es sei (—, —) eine Bilinearform auf einem endlichdimensio-
nalen K-Vektorraum. Zeige, dass die Form genau dann linksausgeartet ist,
wenn sie rechtsausgeartet ist.

Aufgabe 38.5. Betrachte die Linearform
L: R* —R, (z,y,2) — x + 3y — 4z.
(1) Bestimme den Vektor u € R?® mit der Eigenschaft
(u,v) = L(v) fiir alle v € R?,
wobei (—, —) das Standardskalarprodukt bezeichnet.



106
(2) Es sei
E={(z,y,2)|3z — 2y — 5z = 0} C R?

und es sei ¢ = L|g die Einschrankung von L auf E. Bestimme den
Vektor w € E mit der Eigenschaft

(w,v) = p(v) fir allev € F,

wobei (—, —) die Einschrénkung des Standardskalarprodukts auf F
bezeichnet.

Aufgabe 38.6. Es sei V ein euklidischer Vektorraum und U C V ein Un-
tervektorraum, der mit dem induzierten Skalarprodukt versehen sei. Es sei
f:V—R

eine Linearform und v € V' der zugehorige Gradient im Sinne von Lemma 38.5
(3). Zeige, dass der Gradient u € U zur Einschrankung f|y die orthogonale
Projektion von v auf U ist.

Aufgabe 38.7. Bestimme die Gramsche Matrix des Standardskalarproduk-

tes im R? beziiglich der Basis (_23> und (_15)

Aufgabe 38.8.*

Bestimme die Gramsche Matrix zur Determinante auf dem K? beziiglich der
Standardbasis.

Aufgabe 38.9. Es sei K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum und (—, —) eine Bilinearform auf V. Zeige, dass (—,—) genau dann
symmetrisch ist, wenn es eine Basis vy, ..., v, von V mit

(vi,v5) = (v, vi)

fiir alle 1 < 1,5 < n gibt.

Aufgabe 38.10. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einer
Bilinearform (—,—). Zeige, dass diese Form genau dann symmetrisch ist,
wenn die Gramsche Matrix von ihr beziiglich einer Basis symmetrisch ist.

Aufgabe 38.11. Zeige, dass die Determinante in der Dimension zwei, also
die Abbildung

K*x K* — K, ((zi) , (25)) > Z1Y2 — T2Y1,

keine symmetrische Bilinearform ist.
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Aufgabe 38.12. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und (—, —)
eine symmetrische Bilinearform auf V. Zeige, dass der Ausartungsraum ein
Untervektorraum von V' ist.

Aufgabe 38.13. Es sei K ein Korper mit einer von 2 verschiedenen Cha-
rakteristik und sei (—,—) eine symmetrische Bilinearform auf einem K-
Vektorraum V. Zeige

(v,w) = = ((v+w,v+w) — (v,v) — (w,w)).

N | —

Aufgabe 38.14.*

Es sei K ein Korper mit einer von 2 verschiedenen Charakteristik und sei
(—, —) eine symmetrische Bilinearform auf einem K-Vektorraum V. Zeige

(v,wy = Z(<v+w,v—|—w>—<v—w,v—w)).

Aufgabe 38.15.*

Zeige, dass es eine Bilinearform (—, —) auf einem Vektorraum V' geben kann,
die nicht die Nullform ist, fiir die aber
(v,v) =0

fiir alle v € V ist.

Aufgabe 38.16.*

Es sei K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und (—, —)
eine symmetrische Bilinearform auf V. Zeige, dass V' eine Orthogonalbasis
besitzt.

Aufgabe 38.17. Untersuche, welche der folgenden Abbildungen ¢: R? x
R? — R bilinear sind. Wenn ja, so untersuche die jeweilige Abbildung auch
auf die Eigenschaften alternierend und symmetrisch.

(1) (P(x,y) = T1Y1-
(2) p(x,y) = z122 + Y1 Y.
(3) w(x,y) = 2z1y2 + 3z2u1.

Aufgabe 38.18. a) Zeige, dass die Summe von Bilinearformen ¥; und W,
auf einem K-Vektorraum V' wieder eine Bilinearform ist.

b) Zeige ebenso, dass das skalare Vielfache einer Bilinearform wieder eine
Bilinearform ist.
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Aufgabe 38.19. Zeige, dass die Menge der Bilinearformen auf einem K-
Vektorraum V' einen K-Vektorraum bilden.

Aufgabe 38.20. Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Zeige,
dass es eine natiirliche Isomorphie

Homy (V,V*) — Bilin (V)
gibt.
Wie im Fall eines Skalarproduktes nennt man lineare Abbildung, die Biline-
arformen respektieren, Isometrien.

Es seien V und W Vektorrdume iiber K, auf denen jeweils eine Bilinearform
&y bzw. &y gegeben sei. Man nennt eine K-lineare Abbildung f: V — W
eine Isometrie, wenn

fiir alle u,v € V gilt.

Aufgabe 38.21. Es seien U,V Vektorrdume iiber K mit Bilinearformen &,
und @y und sei ¢: U — V eine Isometrie. Ist ¢ injektiv?

Aufgabe 38.22. Es seien U, V, W Vektorraume iiber K mit mit Bilinearfor-
men Oy, Oy, Py, Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Die Identitdt V — V ist eine Isometrie.

(2) Wenn ¢: U — V eine bijektive Isometrie ist, so ist auch die Umkehr-
abbildung ¢! eine Isometrie.

(3) Wenn ¢: U — V und ¥: V — W Isometrien sind, so ist auch die
Hintereinanderschaltung 1) o ¢ eine Isometrie.

Aufgabe 38.23. Essei V ein K-Vektorraum mit einer Bilinearform ®. Zeige,
dass die Menge der Isometrien auf V' eine Gruppe unter der Hintereinander-
schaltung von Abbildungen bildet.

Aufgabe 38.24.*
Es sei V ein C-Vektorraum und es seien
p:V—V

und
v V—V
antilineare Abbildungen. Zeige, dass die Verkniipfung ¢ o v linear ist.
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Aufgabe 38.25.*

Zeige, dass fiir eine hermitesche Form (—, —) auf einem C-Vektorraum V' die
Werte (v,v) zu v € V stets reell sind.

Aufgabe 38.26. Zeige, dass eine Sesquilinearform (—, —) auf einem C-Vek-
torraum V' genau dann hermitesch ist, wenn die Gramsche Matrix der Form
beziiglich einer Basis von V' hermitesch ist.

38.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 38.27. (4 Punkte)

Untersuche, welche der folgenden Abbildungen ¢: R?xR? — R bilinear sind.
Wenn ja, so untersuche die jeweilige Abbildung auch auf die Eigenschaften
alternierend und symmetrisch.

(1) (P(x7y) =T — -
(2) 90(9579) =Y — T2Y2.
(3) w(z,y) == 2wy — 2w2y1.

Aufgabe 38.28. (3 Punkte)

Bestimme die Gramsche Matrix des Standardskalarproduktes im R3 beziig-

1 2 0
lich der Basis [ 2], | 4| und | 1
3 5 5

Aufgabe 38.29. (3 Punkte)

Es sei K ein Korper, dessen Charakteristik nicht 2 sei. Es sei (—, —) eine
Bilinearform auf einem K-Vektorraum V', die sowohl symmetrisch als auch
alternierend sei. Zeige, dass es sich um die Nullform handelt.

Aufgabe 38.30. (2 Punkte)

Zeige, dass der Ausartungsraum zu einer symmetrischen Bilinearform (—, —)
auf einem K-Vektorraum V' gleich dem Kern der linearen Abbildung

V—V" v (v,—-),

ist.

Aufgabe 38.31. (3 (1+1+1) Punkte)
Wir betrachten die Linearform

L: R — R, (z,y) — 4z + Ty.



110

(1) Bestimme den Linksgradienten von L beziiglich der Determinante.

(2) Bestimme den Rechtsgradienten von L beziiglich der Determinante.

(3) Bestimme den Gradienten von L beziiglich des Standardskalarpro-
duktes.

Aufgabe 38.32. (3 Punkte)

Es sei V' ein K-Vektorraum. Zeige, dass die Menge der symmetrischen Bili-
nearformen auf V' einen Untervektorraum des Raumes aller Bilinearformen
bildet. Welche Dimension besitzt dieser Raum, wenn

dim (V) =n

ist?

Aufgabe 38.33. (1 Punkt)

Es sei V ein reeller Vektorraum. Bildet die Menge der Skalarprodukte auf V'
einen Untervektorraum des Raumes aller Bilinearformen auf V7

39. VORLESUNG - TYPEN VON BILINEARFORMEN

39.1. Definitheit von Bilinearformen.

Wir mochten die symmetrischen Bilinearformen iiber den reellen Zahlen klas-
sifizieren.® Dabei spielen die Skalarprodukte als Extremfall eine Schliisselrol-
le.

Definition 39.1. Es sei V' ein reeller Vektorraum mit einer symmetrischen
Bilinearform (—, —). Diese Bilinearform heif3t

(1) positiv definit, wenn (v,v) > 0 fiir alle v € V', v # 0 ist.

(2) negativ definit, wenn (v,v) < 0 fiir alle v € V', v # 0 ist.

(3) positiv semidefinit, wenn (v, v) > 0 fiir alle v € V ist.

(4) negativ semidefinit, wenn (v,v) < 0 fiir alle v € V ist.

(5) indefinit, wenn (—, —) weder positiv semidefinit noch negativ semi-
definit ist.

SUnter einer Klassifikation versteht man in der Mathematik, eine Menge an mathe-
matischen Objekten vollstindig und {ibersichtlich zu beschreiben, Kriterien anzugeben,
wann zwel Objekte im Wesentlichen gleich (oder dquivalent) sind und die verschiedenen
Objekte durch numerische Invariante zu erfassen und fiir die Objekte moglichst einfache
Vertreter anzugeben. Beispielsweise werden endlichdimensionale Vektorrdume durch ihre
Dimension klassifiziert, gleichdimensionale Vektorrdume sind zueinander isomorph. Linea-
re Abbildungen von C™ in sich werden iiber die jordansche Normalform klassifiziert. Die
entscheidende Frage ist hierbei, welche Jordanblécke mit welcher Lange und zu welchen
Eigenwerten wie oft vorkommen? Hier besprechen wir den Typ einer reell-symmetrischen
Bilinearform. Andere Klassifikationsresultate in der linearen Algebra beziehen sich auf
quadratische Formen und auf endliche Bewegungsgruppen im Raum.
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Positiv definite symmetrische Bilinearformen sind genau die reellen Skalar-
produkte. Eine indefinite Form liegt vor, wenn es Vektoren v und w mit
(v,v) > 0 und (w,w) < 0 gibt. Die Nullform ist zugleich positiv semidefinit
und negativ semidefinit, aber weder positiv definit noch negativ definit.

Eine Bilinearform auf V' kann man auf einen Untervektorraum U C V ein-
schranken, wodurch sich eine Bilinearform auf U ergibt. Wenn die urspriing-
liche Form positiv definit ist, so iibertragt sich dies auf die Einschriankung.
Allerdings kann eine beliebige Form eingeschrankt auf gewisse Unterrdume
positiv definit werden und auf andere negativ definit. Dies fiithrt zu folgender
Definition.

Definition 39.2. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum mit
einer symmetrischen Bilinearform (—, —). Man sagt, dass eine solche Biline-
arform den Typ

(,q)

besitzt, wobei
p = max (dimg (U),U CV, (—, =) |y positiv definit)

und
q := max (dimg (U),U CV, (—, =) |y negativ definit)

1st.

Bei einem Skalarprodukt auf einem n-dimensionalen reellen Vektorraum ist
der Typ (n,0). Nach Aufgabe 39.1 ist stets

p+q < dim (V).

Die Matrix
1 0 0
0 -1 0
0 0 O

ist die Gramsche Matrix zu einer symmetrischen Bilinearform auf dem R3,
sagen wir beziiglich der Standardbasis. Die Einschrinkung der Form auf Re;
ist positiv definit, die Einschrankung auf Re, ist negativ definit, die Ein-
schrankung auf Reg ist die Nullform. Daher sind p,q > 1, es ist aber nicht
unmittelbar klar, ob es nicht auch zweidimensionale Untervektorrdume geben
konnte, auf denen die Einschrankung positiv definit ist. Eine Untersuchung
yaller Untervektorrdume, wie es die Definition verlangt, scheint aussichtslos.
Es gibt aber mehrere Moglichkeiten, den Typ einer symmetrischen Bilinear-
form zu bestimmen, ohne alle Untervektorrdume von V' zu iiberblicken. Die
folgende Aussage nennt man den Trdgheitssatz von Sylvester.



112

James Joseph Sylvester (1814-1897)

Satz 39.3. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum mit einer
symmetrischen Bilinearform (—, =) vom Typ (p,q). Dann ist die Gramsche
Matriz von (—, —) beziiglich einer jeden Orthogonalbasis eine Diagonalmatriz
mit p positiven und q negativen Eintrdigen.

Beweis. Beziiglich einer Orthogonalbasis u1, ..., u, von V (die es nach Satz
38.15 gibt) hat die Gramsche Matrix natiirlich Diagonalgestalt. Es sei p’ die
Anzahl der positiven Diagonaleintrage und ¢’ die Anzahl der negativen Dia-
gonaleintriage. Die Basis sei so geordnet, dass die ersten p’ Diagonaleintrige
positiv, die folgenden ¢’ Diagonaleintrige negativ und die iibrigen 0 seien.
Auf dem p'-dimensionalen Unterraum U = (uy, ..., u,y) ist die eingeschrank-
te Bilinearform positiv definit, so dass p’ < p gilt. Sei W = (up41,...,Uy),
auf diesem Unterraum ist die Bilinearform negativ semidefinit. Dabei ist
V = U & W, und diese beiden Rédume sind orthogonal zueinander.

Angenommen, es gebe einen Unterraum U’ auf dem die Bilinearform positiv
definit ist, und dessen Dimension p grofler als p’ ist. Die Dimension von W
ist n — p’ und daher ist W N U’ # 0 nach Korollar 9.8.

Fiir einen Vektor w € WNU’, w # 0, ergibt sich aber direkt der Widerspruch
(w,w) > 0 und (w,w) < 0. O

Indem man die Orthogonalvektoren umskaliert, kann man erreichen, dass in
der Diagonalen nur die Werte 1, —1, 0 vorkommen. Die auf dem R"™ durch die
Diagonalmatrix mit p Einsen, ¢ Minuseinsen und —p — ¢ Nullen gegebene
Form zeigt, dass jeder Typ, der

p+q <n

erfiillt, realisiert werden kann. Man spricht von der Standardform zum Typ
(p,q) auf dem R".
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39.2. Typkriterien fiir symmetrische Bilinearformen.

Es gibt mehrere Methoden, den Typ einer symmetrischen Bilinearform zu
bestimmen, wobei der Sylvestersche Triagheitssatz eine erste Moglichkeit ist,
die aber den Nachteil hat, dass man eine Orthogonalbasis bestimmen muss.
Wir besprechen das Minorenkriterium und das Figenwertkriterium. Unter ei-
nem Minor versteht man die Determinante einer quadratischen Untermatrix
einer Matrix. Man koénnte also bei dem folgenden Kriterium genauso gut von
einem Determinantenkriterium sprechen.

Satz 39.4. Sei (—, —) eine symmetrische Bilinearform auf einem endlichdi-
menstonalen reellen Vektorraum V und set vy, ..., v, eine Basis von V. Es
sei G die Gramsche Matriz zu (—,—) beziiglich dieser Basis. Die Determi-
nanten Dy der quadratischen Untermatrizen

My = ({vi, vj) )1<ij<n

seien fir k = 1,...,n von 0 verschieden. Es sei a die Anzahl der Vorzei-
chenwechsel in der Folge

D():l, Dlzdet M17 Dgzdet MQ,...,Dn:det Mn:det G.
Dann ist (—,—) vom Typ (n — a,a).

Beweis. Da nach Voraussetzung insbesondere die Determinante der Gram-
schen Matrix nicht 0 ist, ist nach Aufgabe 39.13 die Bilinearform nicht aus-
geartet und daher hat der Typ die Form (n — ¢, ¢). Wir miissen zeigen, dass
q = a ist. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber die Dimension
von V', wobei der Induktionsanfang trivial ist. Die Aussage sei bis zur Dimen-
sion n — 1 bewiesen und es liege ein n-dimensionaler Raum mit einer Basis
vy, ...,v, mit den angegebenen Eigenschaften vor. Der Untervektorraum

U = <U1,...,Un,1>

hat die Dimension n — 1 und die Folge der Determinanten der Untermatrizen
der Gramschen Matrix zur eingeschriankten Form (—, —) |y stimmt mit der
vorgegebenen Folge iiberein, wobei lediglich das letzte Glied

D, = det M,, = det G

weggelassen wird. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt (—, —) [ den Typ
(n—1—10,b), wobei b die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge

DO = 17 D17"'aDn—1
ist. Aufgrund der Definition des Typs ist
b<qg<b+1,

da ein ¢-dimensionaler Untervektorraum W C V| auf dem die Bilinearform
negativ definit ist, zu einem Untervektorraum

W =UnWw CU
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fithrt, der die Dimension q oder ¢ — 1 besitzt und auf dem die eingeschrénkte
Form ebenfalls negativ definit ist. Nach Aufgabe 39.22 ist das Vorzeichen von
D, gleich (—1)” und das Vorzeichen von D, gleich (—1)?. Das bedeutet,
dass zwischen D,,_; und D,, ein zusitzlicher Vorzeichenwechsel (und somit
a = b+ 1) genau dann vorliegt, wenn

q=>0+1
ist. ]

Korollar 39.5. Sei (—, —) eine symmetrische Bilinearform auf einem end-
lichdimensionalen reellen Vektorraum und sei v, ...,v, eine Basis von V.
Es sei G die Gramsche Matriz zu (—, —) beziglich dieser Basis und es seien
Dy, die Determinanten der quadratischen Untermatrizen

My = ({v;, vj>)1§i,j§k, k=1,...,n.
Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Genau dann ist (—, —) positiv definit, wenn alle Dy positiv sind.
(2) Genau dann ist (—, —) negativ definit, wenn das Vorzeichen in der
Folge Dy =1, Dy, Do, ..., D, an jeder Stelle wechselt.

Beweis. (1). Wenn die Bilinearform positiv definit ist, so ist nach Aufgabe
39.2 das Vorzeichen der Determinante der Gramschen Matrix gleich (—1)° =
1, also positiv. Da die Einschrinkung der Form auf die Unterrdume U; =
(v1,...,v;) ebenfalls positiv definit ist, sind auch die Determinanten zu den
Untermatrizen positiv. Wenn umgekehrt die Determinanten alle positiv sind,
so folgt aus Satz 39.4, dass die Bilinearform positiv definit ist. (2) folgt aus

(1), indem man die negative Bilinearform, also — (—, —), betrachtet. O

Das folgende Kriterium werden wir in der Vorlesung 42 beweisen.

Satz 39.6. Sei (—, —) eine symmetrische Bilinearform auf einem endlichdi-
mensionalen reellen Vektorraum und sei vy, ..., v, eine Basis von V. Es sei
G die Gramsche Matriz zu (—, —) beziiglich dieser Basis. Dann besitzt der
Typ (p,q) der Form folgende Interpretation: p ist die Summe der Dimensio-
nen der Figenrdiume zu G zu positiven Figenwerten und q ist die Summe der
Dimensionen der Figenrdume zu G zu negativen Eigenwerten.

Beweis. Dies werden wir spéter als Korollar aus Satz 42.11 erhalten. U

Bemerkung 39.7. Zu einer Funktion
fT R" —R

interessiert man sich, wie schon im Fall n = 1, fiir die lokalen Extrema der
Funktion, zum Beispiel Maxima, also Punkte P € R"™ mit der Eigenschaft,
dass in einer kleinen Umgebung davon alle Funktionswerte kleiner/gleich
f(P) sind. Bei n = 2 handelt es sich um Gipfel des durch f beschriebenen



115

Gebirges iiber der Grundebene. Wenn die Funktion zweimal stetig differen-
zierbar ist, so gibt es wie im eindimensionalen notwendige und hinreichende
differentielle Kriterien fiir die Existenz von lokalen Maxima und Minima. Das
notwendige Kriterium ist, dass P ein kritischer Punkt ist, was bedeutet, dass
die partiellen Ableitungen %(P) fir i = 1,...,n gleich 0 sind. In diesem
Fall betrachet man die zweiten partiellen Ableitungen und fasst sie in der
sogenannten Hesse-Matrix
ot}
L)

(0@ aiL'j

zusammen. Die zugehorige symmetrische Bilinearform entscheidet dariiber,
ob ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum vorliegt. Wenn sie positiv
definit ist, so liegt ein isoliertes lokales Minimum vor, wenn sie negativ definit
ist, so liegt ein isoliertes lokales Maximum vor, wenn sie indefinit ist, so liegt
kein lokales Extremum vor. In den verbleibenden Féllen, also beispielsweise
bei der Nullmatrix, braucht man weitere Uberlegungen.

39.3. Vollstiandige Dualitét.

Bilinearformen werden auch fiir zwei verschiedene Vektorrdume definiert. Die
folgende Eigenschaft ist eine Variante fiir die Eigenschaft, nicht ausgeartet
zu sein.

Definition 39.8. Es sei K ein Korper, V und W seien K-Vektorrdume iiber
K und
U: VxW-—K

sei eine Bilinearform. Man sagt, dass ¥ eine vollstdndige Dualitéit definiert,
wenn die Abbildung

V—W"v+— (v ¥(v,w)),
bijektiv ist.
Wenn die Rdume endlichdimensional sind, so kann eine vollstéandige Dualitat
nur bei gleichdimensionalen Rdumen vorliegen. Bei einem endlichdimensio-
nalen Vektorraum und einer nichtausgearteten Bilinearform liegt stets eine

vollsténdige Dualitédt zu seinem Dualraum vor, die einfach durch die Aus-
wertung gegeben ist, siehe Aufgabe 39.24.

39. ARBEITSBLATT

39.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 39.1. Es sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und (—, —)
eine symmetrische Bilinearform auf V' vom Typ (p, q). Zeige, dass

p+q < n

ist.
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Aufgabe 39.2. Man gebe ein Beispiel einer symmetrischen Bilinearform, das
zeigt, dass der Unterraum maximaler Dimension, auf dem die Einschréankung
der Form positiv definit ist, nicht eindeutig bestimmt ist.

Aufgabe 39.3. Auf dem R? sei durch

() (2)) = mara =

eine symmetrische Bilinearform gegeben. Bestimme zu jeder Geraden G
durch den Nullpunkt, ob die Einschriankung der Form auf die Gerade po-
sitiv definit, negativ definit oder die Nullform ist.

Aufgabe 39.4. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum mit einer
symmetrischen Bilinearform (—, —) vom Typ (p, q). Zeige, dass die negierte
Form — (—, —) den Typ (q,p) besitzt.

Aufgabe 39.5. Es sei V' ein endlichdimensionaler R-Vektorraum mit einer
Bilinearform vom Typ (p,q) und es sei U C V ein Untervektorraum. Die
Einschrankung der Bilinearform sei vom Typ (p',¢’). Zeige p’ < pund ¢ <

q.

Aufgabe 39.6.*

Es sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum mit einer Bilinearform vom Typ
(p,q) und es sei U C V ein d-dimensionaler Untervektorraum. Die Ein-
schrankung der Bilinearform sei vom Typ (p/, ¢'). Zeige

p > d+p—n.

Aufgabe 39.7. Man gebe ein Beispiel fiir einen endlichdimensionalen reellen
Vektorraum V' mit einer symmetrischen Bilinearform (—, —) auf V' und einer
Basis uy,...,u, von V derart, dass (u;,u;) > 0 fir allei = 1,...,n ist, aber
(—, —) nicht positiv definit ist.

Aufgabe 39.8. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum mit einer
symmetrischen Bilinearform (—, —) auf V. Es sei w4, ..., u, eine Orthogonal-
basis auf V' mit der Eigenschaft (u;,u;) > 0 fiir alle i = 1,...,n. Zeige, dass
(—, —) positiv definit ist.
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Aufgabe 39.9. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und
(—, —) eine symmetrische Bilinearform auf V. Zeige, dass die Gramsche Ma-
trix zu dieser Bilinearform beziiglich einer geeigneten Basis eine Diagonal-
matrix ist, deren Diagonaleintrdge 1, —1 oder 0 sind.

Aufgabe 39.10. Es sei M eine symmetrische reelle n x n-Matrix. Zeige, dass
es eine invertierbare Matrix A derart gibt, dass

A"MA =D

eine Diagonalmatrix ist, deren Diagonaleintrige 1, —1 oder 0 sind.

Aufgabe 39.11. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und
(—,—) eine symmetrische Bilinearform vom Typ (p,q). Zeige, dass die Di-
mension des Ausartungsraumes gleich

n—p—4g

1st.

Aufgabe 39.12. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
(—, —) eine symmetrische Bilinearform auf V. Zeige, dass die Dimension des
Ausartungsraumes nicht mit der maximalen Dimension eines Untervektor-
raumes iibereinstimmen muss, auf dem die eingeschrinkte Form die Nullform
ist.

Aufgabe 39.13. Essei V' ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und (—, —)
eine symmetrische Bilinearform auf V. Zeige, dass folgende Eigenschaften
dquivalent sind.

(1) Die Bilinearform ist nicht ausgeartet.

(2) Die Gramsche Matrix der Bilinearform beziiglich einer Basis ist in-
vertierbar.

(3) Die Bilinearform ist vom Typ (p,n — p) (mit einem p € {1,...,n}.)

Aufgabe 39.14. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und
(—, —) eine symmetrische Bilinearform auf V. Es seien G und H die Gram-
schen Matrizen zu dieser Form beziiglich der Basen u und v. Zeige, dass die
Determinante von GG genau dann positiv (negativ, 0) ist, wenn dies auf die
Determinante von H zutrifft.
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Aufgabe 39.15. Bestimme den Typ der durch die Gramsche Matrix

(i )

gegebenen symmetrischen Bilinearform.

Aufgabe 39.16. Bestimme den Typ der durch die Gramsche Matrix

2 4 1
4 =2 3
1 3 5

gegebenen symmetrischen Bilinearform.

Aufgabe 39.17.*

Es seien U und V endlichdimensionale R-Vektorrdume mit symmetrischen
Bilinearformen Wy und Wy,.

(1) Zeige, dass auf U &V durch
O((u1,v1), (ug,v2)) = Wy (u, uz) + Py (v1,v9)

eine symetrische Bilinearform gegeben ist, und dass dabei U und V
orthogonal zueinander sind.

(2) Es sei G die Gramsche Matrix von Wy beziiglich einer Basis von U
und H die Gramsche Matrix von Wy beziiglich einer Basis von V.
Zeige, dass die Blockmatrix aus G und H die Gramsche Matrix von
O beziiglich der zusammengesetzten Basis ist.

(3) Der Typ der Bilinearformen sei (p, q) bzw. (p/, ¢'). Zeige, dass der Typ
von O gleich (p+ p/,q + ¢') ist.

Aufgabe 39.18.*

Es sei (—, —) eine Bilinearform auf einem zweidimensionalen reellen Vektor-
raum, die beziiglich einer Basis durch die Gramsche Matrix

(o

beschrieben werde. Bestimme den Typ der Form in Abhéngigkeit von b, c.

Aufgabe 39.19.*

Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einer Bilinearform
(—,—). Es sei vy, ..., v, eine Basis von V und es sei G die Gramsche Matrix
beziiglich dieser Basis. Es sei

U: V—V5Svr— (w— (v,w)),
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die zugehorige lineare Abbildung in den Dualraum V* und es sei o, ..., v}

)

die Dualbasis von V*. Zeige, dass die beschreibende Matrix von W beziiglich
der beiden Basen die transponierte Matrix von G ist.

Aufgabe 39.20. Es sei K ein Korper und es seien V und W endlichdimen-
sionale K-Vektorraume. Zeige, dass durch die Spur

Homg (V, W) x Homg (W, V) — K, (A, B) — Spur (Ao B),
eine vollstandige Dualitiat gestiftet wird, dass also Homyg (V, W) und Homg

(W, V) in natiirlicher Weise dual zueinander sind.

39.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 39.21. (2 Punkte)

Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einer symmetrischen
Bilinearform (—, —). Es sei M die Gramsche Matrix zur Form beziiglich einer
gegebenen Basis von V. Zeige, dass der Eigenraum zum Eigenwert 0 von M,
aufgefasst als lineare Abbildung von V' nach V' beziiglich dieser Basis, gleich
dem Ausartungsraum der Form ist.

Aufgabe 39.22. (2 Punkte)
Bestimme den Typ der durch die Gramsche Matrix

6 7 -1
7 5 6
-1 6 =3

gegebenen symmetrischen Bilinearform.

Aufgabe 39.23. (3 Punkte)

Es sei (—, —) eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform vom Typ (n—
q,q) auf einem n-dimensionalen reellen Vektorraum. Es sei vy, ..., v, eine
Basis von V und es sei G die Gramsche Matrix zu (—, —) beziiglich dieser
Basis. Zeige, dass das Vorzeichen von det G gleich (—1)9 ist.

Aufgabe 39.24. (5 Punkte)

Es sei V' ein endlichdimensionaler R-Vektorraum mit einer symmetrischen
Bilinearform vom Typ (p, ¢) und sei a die Dimension des Ausartungsraumes
der Form. Zeige, dass es einen Untervektorraum U C V' derart gibt, dass die
Einschréinkung der Form die Nullform ist und mit

dim (U) = min (p,q) + a.
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Zeige ebenfalls, dass es keinen Untervektorrraum gréflerer Dimension gibt,

auf dem die Einschrankung die Nullform ist.

Aufgabe 39.25. (3 Punkte)

Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit dem Dualraum V*.

Zeige, dass die Abbildung

VxV*—K, (v, f)— f(v),

eine vollstdndige Dualitédt zwischen V und V* stiftet.

40. VORLESUNG - MINKOWSKI-RAUME

40.1. Minkowski-Raume.

Auf einer Abendgesellschaft
wurde Einstein von der
Gastgeberin gebeten, die
Relativitétstheorie zu
erkldaren. ,Madame“, sagte er,
»ich spazierte eines heiflien
Tages auf dem Lande mit
einem blinden Freund und
sagte, dafl ich gern einen
Trunk Milch haben wiirde®. -
»Milch“?, sagte mein Freund,
, Irinken verstehe ich, aber
was ist Milch“? - | Eine weife
Fliissigkeit“ antwortete ich. -
,Fliissigkeit verstehe ich; aber
was ist weif}“? - ,,Die Farbe
einer Schwanenfeder®. -

, Feder verstehe ich, aber was
ist ein Schwan“? - ,Ein Vogel
mit einem gebogenen Hals“.
,Hals verstehe ich, aber was
ist gebogen“? - Darauf verlor
ich die Geduld, ergriff seinen
Arm und und streckte diesen
geradeaus: ,das ist gerade®,
sagte ich, und dann bog ich
seinen Arm am Ellenbogen
ein: ,das ist gebogen®. ,, Ah*“!
sagte der Blinde, ,jetzt weif3
ich, was Sie mit Milch
meinen*!
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Wir besprechen, wie man mit einer gewissen Bilinearform einen theoretischen
Rahmen fiir die spezielle Relativitdtstheorie angeben kann, in dem viele re-
lativistischen Phanome einfach beschrieben werden konnen. Die empirischen
Grundlagen der speziellen Relativitatstheorie gehoren zur Physik und kénnen
hier nicht behandelt werden.

Albert Einstein (1879-1955) Hermann Minkowski (1864-1909)

Definition 40.1. Ein reeller Vektorraum der Dimension n mit einer Biline-
arform (—, —) vom Typ (n — 1, 1) heiit Minkowski-Raum.

Die Minkowski-Rdume liefern ein einfaches Modell fiir die spezielle Relati-
vititstheorie,” man spricht auch von einem Einstein-Minkowski-Raum und
die Bilinearform darauf heifit auch Minkowski-Form oder Lorentz-Form. Die
klassische Raum-Zeit-Welt ist von der Form R? x R, wobei die dreidimensio-
nale Komponente den Raum und die eindimensionale Komponente die Zeit
reprasentiert. Darin ist grundsétzlich jede Bewegung von einem Punkt zu
einem anderen moglich, solange der zweite Punkt zeitlich spéter als der erste
Punkt ist. Entsprechend repréasentieren die Punkte in einem vierdimensiona-
len Minkowski-Raum die relativistischen Weltpunkte (die Ereignisse); eine
Trennung in Raum und Zeit ist Beobachter-abhéngig. Eine besondere Rolle
spielt die Menge der Vektoren

{veV](v,v) =0},

die in diesem Zusammenhang der Lichtkegel heifit. Gemeint ist damit die
Menge aller Lichtstrahlen, die in einem Weltpunkt eingehen und ausgehen.

"Die allgemeine Relativitédtstheorie wird mathematisch durch pseudoriemannsche Man-
nigfaltigkeiten beschrieben, bei denen die hier besprochenen Minkowski-Réume die lokale
Situation widergeben. Wichtige Stichworte sind Gravitation, Aquivalenzprinzip, Feldglei-
chung, gekriimmter Raum.
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Dieser Lichtkegel ist gemé&f der speziellen Relativitédtstheorie Beobachter-
unabhingig (absolut), und eben dies wird durch die Minkowski-Rdume mo-
delliert. Man erlaubt grundsétzlich jede Dimension, die wesentlichen Phéno-
mene sind schon bei n = 2,3 sichtbar. Die beziiglich der Standardbasis des
R"™ durch die Gramsche Matrix

1 0 -+ 0 0
01 0 - 0
0 -~ 0 1 0
00 -~ 0 -1

gegebene Minkowski-Form heifit Minkowski-Standard-Form. Gemé&fl dem
Trégheitssatz von Sylvester kann man jede Minkowski-Form beziiglich ei-
ner geeignet skalierten Orthogonalbasis (einer Minkowski-Basis) auf diese
Gestalt bringen.

Definition 40.2. Es sei V' ein Minkowski-Raum mit der Minkowski-Form
(—,—). Ein Vektor v € V' mit

(v,v) =0
heiflt lichtartig, ein Vektor v € V' mit

(v,v) <0
heifit zeitartig und ein Vektor v € V mit

(v,v) > 0

heifit raumartig.

Achtung, diesen Eigenschaften definieren keine Untervektorrdume, die Sum-
me von zwei raumartigen Vektoren muss im Allgemeinen nicht wieder raum-
artig sein.

Nicht alle Vektoren bzw. (linearen) Bewegungsvorgénge in dieser Raum-Zeit-
Licht-Welt sind fiir einen (materiellen) Beobachter realisierbar, im Gegenteil
gehort die folgende Einschrénkung wesentlich zu diesem Weltmodell.

Definition 40.3. Es sei V ein Minkowski-Raum mit einer Minkowski-Form
(—,—). Die Vektoren v € V mit

(v,v) = —1

heiflen Beobachtervektoren oder Vierergeschwindigkeit eines Beobachters.

Der Begriff Beobachter suggeriert eine physikalische Interpretation; man kann
sich darunter eine Person vorstellen, wichtig ist aber, dass dies keinen subjek-
tiven Gehalt hat. Der Beobachter hat eine Uhr, einen Meterstab und einen
Winkelmesser im Gepéck und jeder Beobachter, der die gleiche Bewegung
durchfithrt, kommt zu den gleichen Messungen. Statt mit der Bedingung
= —1 wird ein Beobachtervektor héufig auch durch die Bedingung = —c
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angesetzt, wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit repréasentiert. Diese ist aber nur
eine Umskalierung.

Die zuletzt genannten Beobachtervektor sind insbesondere zeitartig, da jeder
Beobachter élter wird, die Zeit bewegt sich also auch fiir einen ,,rdumlich ru-
henden* Beobachter. Die Gerade Ruv ist ein Untervektorraum der Dimension
1, auf dem die eingeschrankte Form negativ definit ist. Es sei U C V der
dazu senkrechte Untervektorraum. Dies ist ein dreidimensionaler Raum, auf
dem die eingeschriankte Form positiv definit ist. Dieser Raum ist der Raum
V, fiir diesen Beobachter (oder Vg, wenn B den Beobachter bezeichnet) und
Ruv ist seine Zeitachse. Fiir einen Beobachter besteht also eine Zerlegung des
Gesamtraumes der Form R x R3, nur diese Zerlegung hiingt eben vom Be-
obachter ab. Man spricht auch von dem Bezugssystem des Beobachters. Die
positiv definite Einschrankung der Minkowski-Form auf seine Raumkompo-
nente ist ein Skalarprodukt, mit dem der Beobachter Langen und Winkel
misst und auch in seinem Raum eine Orthonormalbasis fixieren kann. Fiir
einen Beobachter mit der erlaubten Vierergeschwindigkeit v gibt es also ins-
besondere eine Orthogonalbasis ey, es, €3, v mit

(ej,ej) =1
und
(v,v) = —1.

Beziiglich einer solchen Minkowski-Basis wird die Minkowski-Form einfach
durch

100 O
010 0
001 0
000 -1

als Gramsche Matrix beschrieben. Ein Grofiteil der relativistischen Phanome
zeigt sich in diesem Modell beim Basiswechsel von zwei solchen Basen (bei
einem Wechsel des Bezugssystems), wobei der wesentliche Punkt der Wechsel
der Zerlegung in Raum- und Zeitkomponente ist.

Wenn v ein Beobachtervektor ist, so ist nach Definition auch —v ein Beob-
achtervektor. Dieser Beobachter bewegt sich in die entgegengesetzte Zeitrich-
tung. Insgesamt zerfillt die Menge aller Beobachtervektoren in zwei Schalen,
wobei wir eine als die Zukunftsschale auszeichnen. Ebenso zerfillt der Licht-
kegel in zwei Kegel, den Zukunfts- und den Vergangenheitskegel. Zwei Be-
obachter heiflen gleichgerichtet, wenn sie der gleichen Schale angehéren, also
beide in die Zukunft (oder in die Vergangenheit) weisen.

Lemma 40.4. Es sei V ein Minkowski-Raum mit der Minkowski-Form
(—,—). Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Zu jedem Beobachtervektor v € V ist
V = Rv@ (Ro)t
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eine direkte Summenzerleqgung, wobei die Einschrinkung der Min-
owski-Form auf Rv negativ definit und die Einschrdinkung der Min-
kowski-Form auf V, = (Rv)* positiv definit ist. Dabei besteht V, aus
raumartigen Vektoren.

(2) Fir zwei gleichgerichtete Beobachtervektoren v,w € V ist

(v,w) < 0.
3) Fiir zeitartige Vektoren v,w € V ist
(
<U7w>2 > <U7U> ' <U),U)> :

Beweis. Siehe Aufgabe 40.4, Aufgabe 40.9 und Aufgabe 40.11. O
Die Bedingung, dass die Beobachtergeschwindigkeiten (v,v) = —1 erfiillen
miissen, ist eine groffe Einschrankung an mogliche Bewegungsvorginge. Wenn
Y1
eine Minkowski-Basis fixiert ist, so ist 3;2 ein Beobachtervektor genau
3
t

dann, wenn
yi+ys +ys— 0 = 1
(und ¢ > 0, das ergibt sich aus der Zukunftsrichtung) ist.

Beispiel 40.5. In einem vierdimensionalen Standard-Minkowski-Raum soll

P1 a1

etwas vom Punkt P = g 2| zum Punkt Q = 32 gleichméflig bewegen
3 3
r s

werden. Im klassischen Ansatz ist einfach der Verbindungsvektor

Y1 qQ P1
Y2 _ | Q2| _ | P2
ys | - q3 D3

t S r

zu wahlen. Dieser ist aber im Allgemeinen kein Beobachtervektor und der
anvisierte Bewegungsvorgang ist dann nicht realisierbar. Wenn 32 +13 +12 —t?
negativ ist, was inhaltlich bedeutet, dass ein zeitartiger Vektor vorliegt, so
kann man den Vektor aber zu einem Beobachtervektor

21 Y1
22| _ 1 Y2
jf n n y;
_ Y2 Y2
< ys || v3 >
t t

umskalieren.
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Zwei Ereignisse A und B in einem zweidimensionalen Minkowskiraum, die fiir
den Beobachter, dessen Raumachse mit x und dessen Zeitachse mit ct bezeichnet
ist, gleichzeitig sind, aber nicht fiir den zweiten Beobachter mit den Achsen 2’
und ct’.

Zu einer Vierergeschwindigkeit v eines Beobachters B mit der Zerlegung
V =V,dRvu

nennt man die Punkte der Form sv + V, mit einem fixierten s € R den
Raum zum Zeitpunkt s. Die Punkte daraus heiflen gleichzeitig fiir den Be-
obachter B. Fiir einen anderen Beobachter C' mit der Vierergeschwindigkeit
w sind diese Punkte nicht gleichzeitig. Sein Gleichzeitigkeitskonzept beruht
auf seine, von w abhéngige Zerlegung der Welt V' in seine Raum- und Zeit-
komponente. Wenn beispielsweise die zweite Vierergeschwindigkeit beziiglich

3
4
einer Minkowski-Basis des ersten Beobachters durch 8 gegeben ist, so ist
5
4
% 0 0
1510 1 0
4 [0]710)7 |1
1
z 0 0
eine Orthonormalbasis der Raumkomponente des zweiten Beobachters. Die
0 1
fiir den ersten Beobachter gleichzeitigen Ereignisse 8 und 8 sind fiir
0 0

den zweiten Beobachter nicht gleichzeitig, da der erste Vektor die gleiche
Beschreibung besitzt und der zweite Vektor gleich

—_

75
16

|
A~ w

o OO
= O Owlr

=l O ORlw
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ist. Seine Zeitkomponente beziiglich des zweiten Beobachtervektors ist also
3

1
Wir vergleichen nun Geschwindigkeiten von Beobachtern untereinander.
Definition 40.6. Es sei V' ein Minkowski-Raum und seien B und C' Be-

obachter mit den Vierergeschwindigkeiten v und w. Dann nennt man den
Vektor

1
TN )
den Geschwindigkeitsvektor von C' relativ zu B. Man nennt
1
= J1-—
PBC (v, w>2

die Relativgeschwindigkeit der beiden Beobachter.

Beachte, dass die Relativgeschwindigkeit eine nichtnegative reelle Zahl ist,
der relative Geschwindigkeitsvektor hingegen ein Vektor.

Die Relativgeschwindigkeit ist symmetrisch in v und w, hingegen ist

1
Ve = —W — ———U
o (v, w)
im Allgemeinen von v verschieden. Da die Lichtgeschwindigkeit zu 1 nor-
miert ist, sollte man sich diese Relativgeschwindigkeiten klein vorstellen. Bei

v = w ist die Relativgeschwindigkeit gleich 0.

Lemma 40.7. Es sei V ein Minkowski-Raum und seien B und C' gleichge-
richtete Beobachter mit den Vierergeschwindigkeiten v und w. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Der Relativgeschwindigkeitsvektor vpe steht senkrecht auf v.
(2) Der Relativgeschwindigkeitsvektor vpe ist raumartig und es gilt

lvsc|l=llvesll = pBc = -
(3) Es st
1
<U7w> = = .
1—p?
(4) Es ist
v vBC
w —

= -
V1=p2 1 —p?
die Zerlegung von w in die Raum- und die Zeitkomponente von B.

(5) Der Zeitkoeffizient von w beziiglich B ist 11 =.
—p

Beweis. (1) Esist

(v,vpc) = <v,—v— ﬁw> = (v, —v) + <v,—ﬁw> =1-1=0,
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so dass diese Vektoren orthogonal zueinander sind. Somit gehort vge
zur Raumkomponente zu B.

(2) Es ist
(vBc,vpe) = <_” B ﬁw’ U (v,1w>w>

- <“+ <v,1w>w’”+ﬁw>

= (v,v (v, w) ! w, w
= Oy ey )
I

(v, w)

Nach Teil (1) (oder nach Lemma 40.4 (3)) ist dieser Ausdruck nicht-
negativ. Die Quadratwurzel davon ist die Relativgeschwindigkeit p.
(3) Dies folgt direkt aus der Definition

1

- 1—-—
g (v, w)?

durch eine einfache Umstellung, wenn man beriicksichtigt, dass

(v,wy < 0
ist.
(4) Aus
1
Vpe = —U — ——
" (v, w)
und (3) ergibt sich
w = —(v,w)v— (0,w) voc = —= —

+ .
1—p% J1—=p?
Nach Teil (1) gehort vpe zur Raumkomponente zu B.

(5) Aus (4) ist direkt ablesbar, dass der Zeitkoeffizient von w beziiglich

B gleich \/# ist.

g

Das in der fiinften Aussage des vorstehenden Lemmas formulierte Prinzip
heifit Zeitdilatation. Ein Beobachter beobachtet fiir einen weiteren Beobach-
ter eine lédngere Zeit als dieser in seinem Bezugsystem.

40. ARBEITSBLATT

40.1. Ubungsaufgaben.
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Aufgabe 40.1. Berechne

in einem vierdimensionalen Standard-Minkowski-Raum.

Aufgabe 40.2. Es sei V' ein Minkowski-Raum.

(1) Zeige, dass ein skalares Vielfaches eines zeitartigen (raumartigen,
lichtartigen) Vektors wieder zeitartig (raumartig, lichtartig) ist.

(2) Zeige, dass die Summe von zwei zeitartigen (raumartigen, lichtar-
tigen) Vektoren im Allgemeinen nicht wieder zeitartig (raumartig,
lichtartig) ist.

Aufgabe 40.3.*

Ist die Einschrinkung einer Minkowski-Form im R™ auf einen n — 1-dimensio-
nalen Untervektorraum wieder eine Minkowski-Form?

Aufgabe 40.4. Es sei V ein Minkowski-Raum mit der Minkowski-Form
(—,—). Zeige, dass es zu jedem Beobachtervektor v € V eine direkte Sum-
menzerlegung

V = Rvd® (Ro)t

gibt, wobei die Einschrankung der Minkowski-Form auf Rv negativ definit
und die Einschrinkung der Minkowski-Form auf (Rv)* positiv definit ist.

Aufgabe 40.5. Der R? sei mit der Standard-Minkowski-Form versehen. Zei-
e

ge, dass (ﬁ) der Geschwindigkeitsvektor eines Beobachters ist. Bestimme
24

die Raumkomponente zu diesem Vektor.

Aufgabe 40.6.*

NG
Der R? sei mit der Standard-Minkowski-Form versehen. Zeige, dass ( 3 )
2

ein Beobachtervektor ist und bestimme die Raumkomponente dazu.

Die Hyperbelfunktionen werden in Analysis 1 eingefiihrt.
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Aufgabe 40.7. Der R? sei mit der Standard-Minkowski-Form versehen. Zei-
sinh «

osh «
Beobachters ist. Bestimme die Raumkomponente zu diesem Vektor.

ge, dass zu a € R der Vektor der Geschwindigkeitsvektor eines

Aufgabe 40.8.*

Der R? sei mit der Standard-Minkowski-Form versehen. Zeige, dass zu z € R,

z # 0, die Vektoren
() mas (G4

Geschwindigkeitsvektoren eines Beobachters sind. Zeige, dass jeder Beobach-
tervektor diese Gestalt besitzt.

Aufgabe 40.9.*

Es sei V ein Minkowski-Raum mit der Minkowski-Form (—, —) und es seien
v, w gleichgerichtete Beobachtervektoren. Zeige (v, w) < 0.

Aufgabe 40.10. Es sei V ein Minkowski-Raum. Zeige, dass die Menge der
Beobachtervektoren in zwei Wegzusammenhangskomponenten zerfallen. Zei-
ge, dass zwei Beobachtervektoren v, w genau dann zur gleichen Komponente
gehoren, wenn (v, w) < 0 ist.

Aufgabe 40.11. Es sei V' ein Minkowski-Raum mit der Minkowski-Form
(—, —) und es seien v, w zeitartige Vektoren. Zeige die Abschéitzung

<U,w>2 > (v,v) - (w,w) .

Aufgabe 40.12. In einem vierdimensionalen Minkowski-Raum besitze ein
2

Ereignis die Koordinaten beziiglich einer Minkowski-Basis. Bestimme

-3
1
4

die Zerlegung in Raum- und Zeitkomponente dieses Ereignisses beziiglich des

Beobachtervektors

Aot O ORlw
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Aufgabe 40.13. In einem vierdimensionalen Minkowski-Raum seien zwei
Beobachter B und C' mit den zugehorigen Raumkomponenten Vg und Vg
gegeben. Was kann man iiber Vg N Vi sagen?

Aufgabe 40.14. Es sei V ein zweidimensionaler Minkowski-Raum.

(1) Zeige, dass es eine Basis von V' derart gibt, dass die beiden Diago-
naleintriage in der Gramschen Matrix beziiglich dieser Basis gleich 1
sind.

(2) Zeige, dass es eine Basis von V' derart gibt, dass die beiden Diagonal-
eintrdge in der Gramschen Matrix beziiglich dieser Basis gleich —1
sind.

(3) Zeige, dass es eine Basis von V' derart gibt, dass die beiden Diago-
naleintriage in der Gramschen Matrix beziiglich dieser Basis gleich 0
sind.

Aufgabe 40.15. Bestimme den Geschwindigkeitsvektor eines Beobachters
B in einem Minkowski-Raum relativ zu sich selbst und die Relativgeschwin-
digkeit.

Aufgabe 40.16. Es seien B und C Beobachter mit den Vierergeschwindig-
keiten

2

0
vp = 0

V5

und

0

0
Vo = 1

V2

(1) Bestimme den Geschwindigkeitsvektor von C' relativ zu B.
(2) Bestimme den Geschwindigkeitsvektor von B relativ zu C.
(3) Bestimme die Relativgeschwindigkeit der beiden Beobachter.

Aufgabe 40.17. Zeige, dass die Relativgeschwindigkeit von zwei Beobach-
tern in einem Minkowski-Raum zwischen 0 und 1 liegt. Kann 1 erreicht wer-
den? Was ist die physikalische Signifikanz dieser Aussage?
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40.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 40.18. (1 Punkt)

Berechne
5 —4
8 -9
—11 |1 17
—13 6

in einem vierdimensionalen Standard-Minkowski-Raum.

Aufgabe 40.19. (4 Punkte)
NG
i

Der R? sei mit der Standard-Minkowski-Form versehen. Zeige, dass 3

ein Beobachtervektor ist und bestimme eine Orthonormalbasis der Raum-
komponente dazu.

Aufgabe 40.20. (4 Punkte)

In einem vierdimensionalen Minkowski-Raum besitze ein Ereignis die Koor-

-1
dinaten g beziiglich einer Minkowski-Basis. Bestimme die Zerlegung in
-3
Raum- und Zeitkomponente dieses Ereignisses beziiglich des Beobachtervek-
0
5
tors 102

Aufgabe 40.21. (6 (2+2+2) Punkte)

Der R? sei mit der Standard-Minkowski-Form versehen.

(1) Man gebe eine Basis des R?* an mit der Eigenschaft, dass alle Diago-
naleintriage in der Gramschen Matrix beziiglich dieser Basis gleich 1
sind.

(2) Man gebe eine Basis des R3 an mit der Eigenschaft, dass alle Dia-
gonaleintrége in der Gramschen Matrix beziiglich dieser Basis gleich
—1 sind.

(3) Man gebe eine Basis des R? an mit der Eigenschaft, dass alle Diago-
naleintrige in der Gramschen Matrix beziiglich dieser Basis gleich 0
sind.
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Aufgabe 40.22. (3 (1+1+1) Punkte)
Es seien B und C Beobachter mit den Vierergeschwindigkeiten

und

1
Q
|
DO = =

(1) Bestimme den Geschwindigkeitsvektor von C' relativ zu B.
(2) Bestimme den Geschwindigkeitsvektor von B relativ zu C.
(3) Bestimme die Relativgeschwindigkeit der beiden Beobachter.

41. VORLESUNG - ADJUNGIERTER ENDOMORPHISMUS

Eine Bilinearform oder eine Sesquilinearform auf einem n-dimensionalen K-
Vektorraum V' wird beziiglich einer Basis durch ihre Gramsche Matrix be-
schrieben. Ebenso wird eine lineare Abbildung von V nach V' durch eine
Matrix beschrieben. Insgesamt liegt also eine Korrespondenz (bei K = R)

Bilin (V') +— Mat,,(R) +— Endg (V)

vor. Auf der linken Seite sind Eigenschaften wie symmetrisch, hermitesch,
positiv definit relevant, auf der rechten Seite Eigenwerte, Eigenrdume, cha-
rakteristisches Polynom. Wie héngen diese zwei Begriffswelten zusammen?
Mit solchen Fragen werden wir uns in den néchsten Vorlesungen beschéfti-
gen. Dabei werden wir die Korrespondenz zwischen der linken und der rechten
Seite nicht iiber die Fixierung einer Basis, sondern iiber die Fixierung eines
Skalarproduktes erreichen.

41.1. Adjungierter Endomorphismus.

Definition 41.1. Es sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (—, —) und
p: V—V

ein Endomorphismus. Man nennt einen Endomorphismus
v V—V

adjungiert zu @, wenn

fiir alle v,w € V gilt.
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Beispiel 41.2. Zu einer Isometrie
p: V—V

auf einem euklidischen Vektorraum ist die Umkehrabbildung ¢! der adjun-
gierte Endomorphismus. Es ist ja in diesem Fall

(), w) = (@ (p()), ¢ (w)) = (v, (w)).

Beispiel 41.3. Zu einer Streckung V — V auf einem K-Vektorraum V' mit
Skalarprodukt mit dem Streckungsfaktor s € K ist die Streckung mit dem
Streckungsfaktor s die adjungierte Abbildung. Es ist ja

(sv,w) = s{v,w) = 5(v,w) = (v,5W).
Beispiel 41.4. Die lineare Abbildung
p: K" — K"

besitze eine Orthonormalbasis (beziiglich des Standardskalarproduktes) wu,
..., u, aus Eigenvektoren, d.h. die beschreibende Matrix besitzt die Diago-
nalgestalt

A1 0 0
0 X O 0
0 0 A1 O
0 0 A

Dann wird der adjungierte Endomorphismus durch die komplex-konjugierte
Matrix

A1 _0 0
0 X O 0
0O --- 0 anl _()
0 - ... 0 A

beschrieben. Es ist ja einerseits
(p(ui), u) = (Nug,uz) = A (ug, uy)
und andererseits
(ui, (y)) = (ui, \jug) = X (wi, )
Bei i # j ist dies beides gleich 0 und bei ¢ = j steht beidseitig \;.

Lemma 41.5. Es sei V' ein endlichdimensionaler K- Vektorraum mit Ska-
larprodukt (—, —) und sei

p: V=V
ein Endomorphismus. Dann existiert der adjungierte Endomorphismus zu ¢
und ist eindeutig bestimmit.
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Beweis. Es sei

p:V—V
gegeben und w € V fixiert. Dann ist die Abbildung

V— K, vi— (p(v),w),

cine Linearform auf V. Daher gibt es (nach Korollar 38.6 im reellen Fall,
fiir den komplexen Fall siehe Aufgabe 41.14) einen durch ¢ und w eindeutig

bestimmten Rechtsgradienten r = ¢(w) aus V' mit
(v, p(w)) = (p(v),w).
Wir miissen zeigen, dass die Zuordnung
w — H(w)
linear ist. Es ist

(v, (w1 +ws)) =

Da dies fiir alle v € V' gilt, muss
P(wr +w2) = @(wr) + H(w2)

sein. Ferner ist

U

Wie im Beweis dieses Satzes wird der adjungierte Endomorphismus mit ¢ be-
zeichnet. Wenn man die Zuordnung, die einem Vektor w € V die Linearform

v — (v, w) zuordnet, mit © bezeichnet, so ist
O =0"lop* 00,
wobei
et Vi — V"
die duale Abbildung bezeichnet.

Lemma 41.6. Es sei V ein endlichdimensionaler K- Vektorraum mit Ska-

larprodukt (—, —). Es sei
p: V—V
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ein Endomorphismus, der beziiglich der Orthonormalbasis uy, ..., u, durch
die Matriz M beschrieben werde. Dann wird der adjungierte Endomorphis-

mus @ beziiglich dieser Basis durch die Matrix M" beschrieben.

Beweis. Es sei uq, ..., u, die Orthonormalbasis und es seien
M = (a)i

bzw.
N = (bij)i

die Matrizen von ¢ bzw. ¢ beziiglich dieser Basis. Dann ist insbesondere

p(u) = Y aguy
k=1
und
k=1

Aufgrund der Adjungiertheit gilt die Beziehung

Qj; = Zaki <U1<;,Uj>

= (i, §(uy))
= <Uz‘, bkjuk>
k=1
= <uubijui>
—= ’Lj'
D.h.
Ntr _ M
und umgekehrt. O

Lemma 41.7. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mait Ska-
larprodukt (—,—). Dann erfillt der adjungierte Endomorphismus folgende
Figenschaften (dabei seien @.1p Endomorphismen).

(1) )
(p+v) = o+,

(2)

Q.

—~
VA
S
~,
I
ol

(3) A
(@) = ¢.
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(4) -
(pot)) = oo
Beweis. Siehe Aufgabe 41.5. U

41.2. Selbstadjungierte Endomorphismen.

Definition 41.8. Es sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und sei
p: V—V
ein Endomorphismus. Dann heifit ¢ selbstadjungiert, wenn

{p(u),v) = (u,p(v))

fiir alle u,v € V gilt.

Die Selbstadjungiertheit bedeutet also einfach

= P
Eine Streckung ist genau dann selbstadjungiert, wenn der Streckungsfaktor
reell ist.

Satz 41.9. Es se1 V' ein endlichdimensionaler K- Vektorraum mat Skalarpro-
dukt (—, —) und es sei

p: V—V
ein Endomorphismus. Dann ist p genau dann selbstadjungiert, wenn er bezii-
glich einer (jeden) Orthonormalbasis von V' durch eine hermitesche Matriz
beschrieben wird.

Beweis. Wenn ¢ selbstadjungiert ist, so folgt die Aussage aus Lemma 41.6.
Wenn umgekehrt ¢ beziiglich einer Orthonormalbasis durch eine hermite-
sche Matrix M beschrieben wird, so wird, wiederum nach Lemma 41.6, der
adjungierte Endomorphismus ¢ beziiglich der Basis durch

M =M
beschrieben, stimmt also mit ¢ iiberein. U
Lemma 41.10. Es sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und sei

p: V—V
ein selbstadjungierter Endomorphismus Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Zu einem p-invarianten Untervektorraum U C 'V ist auch das or-
thogonale Komplement U+ @-invariant.

(2) Alle Eigenwerte sind reell.

(3) Die Figenrdume zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

(4) Sei V' endlichdimensional. Dann zerfdllt das charakteristische Poly-
nom zu @ in Linearfaktoren.
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Beweis. (1). Sei v € U+ und u € U. Wegen der Invarianz von U ist auch
¢(u) € U. Daher ist

{p(v),u) = (v,p(u)) = 0.
Also steht op(v) senkrecht auf U und gehért damit zu U+, was dessen Inva-
rianz bedeutet.

(2). Dies ist nur bei K = C relevant. Sei A € C ein Eigenwert und v € V ein
Eigenvektor, also

p(v) = Av.
Wir kénnen diesen Eigenvektor als normiert annehmen. Dann ist

A= (d,0) = (p),v) = (v,0(v)) = (v, v) = A,
also ist A reell.

(3). Sei v; ein Eigenvektor zum Eigenwert A; und vy ein Eigenvektor zum
Eigenwert Ay # A;. Dann ist

AL (v, v2) = (Mg, va)

(p(v1),v2)
= (v1,p(v2)) _

(v1, Ma(v2)) = Ao (U1, v2) = Mg (v1,09) .
Dies ist nur bei

<1)1,?JQ> = 0

moglich.
(4). Wir konnen annehmen, dass V' = K" mit dem Standardskalarprodukt
vorliegt. Bei K = C ist die Aussage bekannt, sei also K = R. Wir konnen die
Abbildung auch als Abbildung von C" nach C" auffassen, wobei die Selbst-
adjungiertheit erhalten bleibt und wobei sich das charakteristische Polynom

nicht dndert. Es zerfallt daher in Linearfaktoren, wobei die Nullstellen nach
(2) reell sind. O

Die folgende Aussage heiflt Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphis-
men.

Satz 41.11. Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mait Skalar-
produkt und sei

p: V—V
ein selbstadjungierter Endomorphismus. Dann gibt es eine Orthonormalbasis
von V' aus Eigenvektoren zu .

Beweis. Wir fiihren Induktion iiber die Dimension von V. Nach Lemma 41.10
(4) besitzt ¢ einen Eigenvektor v, den wir als normiert voraussetzen konnen,
und nach Lemma 41.10 (1) ist das orthogonale Komplement

W = Kot
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dazu ebenfalls invariant. Daher liegt eine direkte Summenzerlegung

V=KvaW
vor. Die Einschrankung von ¢ auf W ist ebenfalls selbstadjungiert und daher
liefert die Induktionsvoraussetzung die Behauptung. O

Insbesondere ist ein selbstadjungierter Endomorphismus diagonalisierbar.

41.3. Selbstadjungierte Endomorphismen und hermitesche For-
men.

Es sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt. Ein Endomorphismus
p:V—V
induziert dann mit Hilfe des Skalarproduktes eine Form V¥, die durch

Ve(v,w) = (p(v), w)
definiert ist. Dafiir gelten die folgenden Eigenschaften.

Lemma 41.12. Sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Durch die Zuordnung
End (V) — Sesq (V) , ¢ — ¥,

wird einem Endomorphismus eine Sesquilinearform zugeordnet.

(2) Diese Zuordnung ist linear und bei endlichdimensionalem V' bijektiv.

(3) Sei V' endlichdimensional. Der Endomorphismus ist genau dann bi-
jektiv, wenn W, nicht ausgeartet ist.

(4) Sei V' endlichdimensional. Der Endomorphismus ist genau dann
selbstadjungiert, wenn W, hermitesch ist.

Beweis. (1). Es ist

Yy(avy + bug,w) = (p(avy + bug), w)
= (w(vl)er@(Uz) w)
= a(p(v1),w) +b(p(v2), w)
= (M/}@(Ula )+b@[)¢(1}2,w)

und

V(v awr +bwz) = (p(v), awy + bws)
a <§O(U)7 wl) +_b <90<U)7 U}2>
= 51/)4‘0(1), wl) + b@D@(v, w2)7
also ist die Zuordnung in der ersten Komponente linear und in der zweiten
Komponente semilinear. Daher ist ¥, eine Sesquilinearform.

(2). Die Linearitét ergibt sich aus der Linearitét des Skalarproduktes in der
ersten Komponente. Im endlichdimensionalen Fall stehen links und rechts
Vektorriume der Dimension (dim (V))?, es geniigt also, die Injektivitéit zu
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zeigen. Bei W, = 0 ist (p(v),w) = 0 fiir alle v, w, so dass insbesondere
(p(v),e(v)) = 0 und somit p(v) = 0 gilt.

(3). Wenn ¢ nicht bijektiv ist, so sei v € kern¢, v # 0. Dann ist ¥, (v, —)
die Nullabbildung in der zweiten Komponente und die Form ist ausgeartet.
Sei umgekehrt ¥, (—, —) ausgeartet. Dann gibt es einen Vektor v € V, v #
0, derart, dass (p(v), —) die Nullabbildung ist. Da ein Skalarprodukt nicht
ausgeartet ist, folgt ¢(v) = 0 und damit ist ¢ nicht bijektiv.

(4). Im selbstadjungierten Fall ist

Vy(v,w) = (p(v),w) = (v,p(w)) = (p(w),v) = Vy(w,v).
Die Umkehrung folgt aus

(p(v),w) = Vy(v,w) = Vo(w,v) = (p(w),v) = (v, p(w)).

41. ARBEITSBLATT

41.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 41.1. Bestimme den Kern der Matrix (Z 2) und den Kern der

transponierten Matrix (?) é)

Aufgabe 41.2. Es sei
p: V—V

eine bijektive winkeltreue Abbildung auf einem euklidischen Vektorraum V.
Zeige, dass die adjungierte Abbildung ebenfalls winkeltreu ist.

Aufgabe 41.3. Es sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (—, —) und
einer Basis v;, ¢ € I. Es seien

o, V—V

lineare Abbildungen. Zeige, dass ¢ genau dann die adjungierte Abbildung zu
© ist, wenn

(p(vi), v5) = (vi, ¥ (vy))

fiir alle 7,5 € I ist.
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Aufgabe 41.4. Die lineare Abbildung ¢: C3> — C3 werde beziiglich der
Standardbasis durch die Matrix
5—21 3-T1i 4-Ti
1-8 9-2i 17
6 8—91 2—-2i

beschrieben. Bestimme die Matrix des adjungierten Endomorphismus.

Aufgabe 41.5. Die lineare Abbildung ¢: R? — R? werde beziiglich der

Standardbasis durch die Matrix _43 g beschrieben. Auf dem R? sei ein

Skalarprodukt ¥ durch W(ey,e1) = 4, ¥(eg,e5) = 5und ¥(ey,ey) = 3 gege-
ben. Bestimme die Matrix des adjungierten Endomorphismus zu ¢ beziiglich

des gegebenen Skalarproduktes und beziiglich der Basis (_35> , (i)

Aufgabe 41.6. Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Ska-
larprodukt (—, —). Zeige, dass der adjungierte Endomorphismus folgende Ei-
genschaften erfiillt.

(1)

(o+v) = ¢+
(2) )
(sp) = 3¢.
(3) )
(@) = o
(4) o
(poth) = Pop.

Aufgabe 41.7.*

Esseien V und W euklidische Vektorraume und ¢: V' — V ein Endomorphis-
mus mit adjungiertem Endomorphismus ¢. Es sei ¢): V' — W eine Isometrie.
Zeige, dass der adjungierte Endomorphismus zu

Yooyt W — W
gleich ¥ o ¢ o1~ ! ist.

Aufgabe 41.8. Es sei V' ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum
mit einem Skalarprodukt und einer C-linearen Abbildung ¢: V — V. Es sei
¢ der adjungierte Endomorphismus zu ¢. Zeige, dass ¢ mit dem adjungierten
Endomorphismus zu ¢, aufgefasst als reell-lineare Abbildung, beziiglich des
zugehorigen reellen Skalarproduktes iibereinstimmt.
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Aufgabe 41.9. Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Ska-
larprodukt (—, —). Zeige, dass die Zuordnung
End (V) — End (V), p — ¢,

antilinear ist.

Aufgabe 41.10.*

Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt und es
sei

V=Vael
die direkte Summe der Untervektorrdume V; und V5. Es seien
pr1: Vi — Vi
und
o Vo — Vo
lineare Abbildungen und
¥ = 1D

die Summe davon.

(1) Die Summenzerlegung sei zusétzlich orthogonal, d.h. V; und V; stehen
senkrecht aufeinander. Zeige

= 1@ P
(2) Zeige, dass die Aussage aus Teil (1) nicht gilt, wenn die Summenzer-
legung nicht orthogonal ist.

Aufgabe 41.11. Es sei V ein euklidischer Vektorraum mit dem Dualraum
V.

(1) Zeige, dass durch
(f,9) = (Grad f,Grad g)

ein Skalarprodukt auf dem Dualraum erklart wird.
(2) Zeige, dass die natiirliche Abbildung

V—V" v+ (v,—),

eine Isometrie zwischen V und V* stiftet.

Aufgabe 41.12. Essei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (—, —). Zeige
die folgenden Aussagen.

(1) Die Identitét ist selbstadjungiert.
(2) Die Hintereinanderschaltung von zwei selbstadjungierten Abbildun-
gen ist wieder selbstadjungiert.
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(3) Zu einer bijektiven selbstadjungierten Abbildung ist auch die Um-
kehrabbildung selbstadjungiert.

Aufgabe 41.13. Es sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt. Es sei
p: V—V

ein selbstadjungierter Endomorphismus und U C V ein @-invarianter Un-
tervektorraum. Zeige, dass auch die Einschriankung

olv: U—U

selbstadjungiert ist.

Aufgabe 41.14. Es sei V' ein endlichdimensionaler C-Vektorraum mit ei-
nem Skalarprodukt (—, —). Zeige, dass es zu jeder Linearform f € V* einen
eindeutig bestimmten Vektor y € V' mit

f(v) = (y,v)

fiir alle v € V und einen eindeutig bestimmten Vektor z € V' mit

fw) = (v, 2)
fiir alle v € V' gibt.

Aufgabe 41.15. Es sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (—, —). Zei-
ge, dass die Menge der selbstadjungierten Endomorphismen von V' einen
Untervektorraum in End (V') bilden.

Aufgabe 41.16. Es sei
p: V=V

eine Isometrie auf einem euklidischen Vektorraum V. Zeige, dass ¢ genau
dann selbstadjungiert ist, wenn die Ordnung von ¢ gleich 1 oder gleich 2 ist.

Aufgabe 41.17.*

Es sei M eine reell-symmetrische 2 x 2-Matrix. Zeige, dass M einen Eigenwert
besitzt.
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Aufgabe 41.18.*

Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und vy, ..., v, eine Basis
von V. Es sei (—, —) das durch

1, falls 7 = j,
<Ui7vj> = {

0 sonst,

definierte Skalarprodukt auf V. Zu einer linearen Abbildung bezeichne ¥, die
(iiber (—, —)) zugehorige Sesquilinearform. Zeige, dass die Gramsche Matrix
von YV, beziiglich der Basis mit der beschreibenden Matrix von ¢ beziiglich
der Basis iibereinstimmt.

41.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 41.19. (4 Punkte)

Es seien Vi, ..., V,, V11 Vektorrdume iiber C, es seien
wi: Vi—Vip

lineare oder antilineare Abbildungen und es sei

Y = PnO0Pp_10-:-0P30 Y

die Hintereinanderschaltung der Abbildungen. Zeige durch Induktion iiber n
die beiden folgenden Aussagen.

(1) Wenn die Anzahl der antilinearen Abbildungen gerade ist, so ist ¢
linear.

(2) Wenn die Anzahl der antilinearen Abbildungen ungerade ist, so ist ¢
antilinear.

Gilt von diesen Aussagen auch die Umkehrung?

Aufgabe 41.20. (4 Punkte)
Die lineare Abbildung ¢: R? — R? werde beziiglich der Standardbasis durch

die Matrix (_46 5 ) beschrieben. Auf dem R? sei ein Skalarprodukt ¥

durch U(ey,e;) = 3, ¥(eg,e2) = 7 und ¥(ey,es) = 2 gegeben. Bestimme
die Matrix des adjungierten Endomorphismus zu ¢ beziiglich des gegebenen

Skalarproduktes und beziiglich der Basis (_43) , (:g)

Aufgabe 41.21. (4 Punkte)

Es sei
0: R — R?
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—1

die lineare Abbildung, die beziiglich der Basis (g) ) ( 6

) durch die Matrix

—4
phismus von ¢ beziiglich dieser Basis.

( 3 _72 gegeben sei. Bestimme die Matrix zum adjungierten Endomor-

Aufgabe 41.22. (4 Punkte)

Es sei

p: C* — C?
die lineare Abbildung, die beziiglich der Standardbasis durch die Matrix
(_24_ 0 _2; 91) gegeben sei. Bestimme die Eigenwerte und die Eigen-

vektoren von .

Aufgabe 41.23. (4 (14+1+41+1) Punkte)
Zeige, dass die Matrix

11

0 2)”

aufgefasst als lineare Abbildung von R? nach R?, nicht selbstadjungiert ist,
und zwar mit den folgenden Methoden.

(1) Bestimme die adjungierte Abbildung zu M.

(2) Lemma 41.10 (1) ist nicht erfiillt.

(3) Lemma 41.10 (3) ist nicht erfiillt.

(4) Es gibt keine Orthonormalbasis von R? aus Eigenvektoren zu M (d.h.
die Konklusion aus Satz 41.11 ist nicht erfiillt.)

42. VORLESUNG - NORMALE ENDOMORPHISMEN

42.1. Normale Endomorphismen.

Nach Satz 34.2 besitzt eine Isometrie iiber C eine Orthonormalbasis aus Ei-
genvektoren und nach Satz 41.11 besitzt eine selbstadjungierte Abbildung
(iitber R oder C) ebenfalls eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. Wir
suchen nach einer Verallgemeinerung dieser beiden Aussagen iiber C. Das
Ergebnis ist der Spektralsatz fiir normale Endomorphismen, siehe Satz 42.9.
Da es sich dabei um eine dquivalente Formulierung fiir die Existenz einer
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren handelt, ist eine weitere Verallgemeine-
rung nicht moglich.

Definition 42.1. Lineare Abbildungen
o, V—V
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auf einem K-Vektorraum heiflen vertauschbar, wenn
Yoy = poy
gilt.
Definition 42.2. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Ska-
larprodukt (—, —). Ein Endomorphismus
p:V—V

heifit normal, wenn ¢ und ¢ vertauschbar sind.

Es muss also

pop =gop
gelten. Ein selbstadjungierter Endomorphismus ist trivialerweise normal. Bei
einer Isometrie ¢ ist der adjungierte Endomorphismus nach Beispiel 41.2
gleich ¢!, und somit ist eine Isometrie ebenfalls normal. Wenn der Endo-
morphismus ¢ beziiglich einer Orthonormalbasis durch die Matrix M gegeben
ist, so lautet die Normalitédtsbedingung

MM™ = MM,

Beispiel 42.3. In der zweidimensionalen Situation lautet die Normalitéts-

bedingung
a b\ (fa c\ (a ¢\ [(a b
c d)\b d) — \b d)\c d)’
was fiir die Eintrége {ibersetzt zu den beiden Bedingungen
bb = cc
und 3
ac+bd = ab+tcd
fithrt. Neben Diagonalmatrizen und Drehmatrizen haben beispielsweise reelle
Matrizen der Form
a b
—-b a
diese Eigenschaft.
Beispiel 42.4. Die lineare Abbildung
p: K" — K"

besitze eine Orthonormalbasis (beziiglich des Standardskalarproduktes) wu,
..., u, aus Eigenvektoren, d.h. die beschreibende Matrix besitzt die Diago-
nalgestalt

M O - o0
0 X 0 -+ 0
0 0 A1 O
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Dann wird der adjungierte Endomorphismus nach Beispiel 41.4 durch die
komplex-konjugierte Matrix

M0 0
0 X O 0
0 0 A\g 0
0 0\

beschrieben. Diese beiden Matrizen sind offenbar vertauschbar, d.h. es liegt
ein normaler Endomorphismus vor.

Die dritte Eigenschaft des folgenden Lemmas erklirt die Bezeichung ,nor-
mal®.

Lemma 42.5. Es seir V' ein endlichdimensionaler K- Vektorraum mit Ska-
larprodukt (—, —) und sei

p: V—V

ein Endomorphismus. Dann sind folgende Eigenschaften dquivalent.

(1) ¢ ist normal.
(2) Fir alle v,w €V gilt

(B(v), p(w)) = (p(v), p(w)) .
(3) Fiir allev €V gilt

o) [ =l (v)]] -
Beweis. Es ist

(p(v), p(w)) = (v, p(p(w))) = (v, (P op)(w)))

und unter Verwendung von Lemma 41.7 (3) ist

(P(v), p(w)) = (v, p(g(w))) = (v, (poP)(w))).

Wenn ¢ und ¢ vertauschen, so gilt also auch

(), p(w)) = {p(v), p(w))

fiir beliebige v, w € V. Wenn dies umgekehrt gilt, so ist

(v, (pop)(w))) = (v, (po@)(w)))

fiir alle v € V und daher sind die Endomorphismen vertauschbar. Daher sind
(1) und (2) dquivalent. Von (2) nach (3) ist eine Einschrinkung. Umgekehrt
kann man aus (3) auch (2) gewinnen, da man das Skalarprodukt geméf der
Polarisationsformel aus der Norm erhalten kann. U
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Lemma 42.6. Es sei V' ein endlichdimensionaler K- Vektorraum mit Ska-
larprodukt (—, —) und sei

p:V—V
ein Endomorphismus. Dann ist ein Untervektorraum U C 'V genau dann
w-invariant, wenn das orthogonale Komplement UL invariant unter ¢ ist.

Beweis. Sei U invariant unter . Es sei u € U und v € U*. Dann ist

(u,¢(v)) = {p(u),v) = 0.
Die Umkehrung ergibt sich daraus, dass die Situation wegen Korollar 32.13
(3) und Lemma 41.7 (3) symmetrisch ist. O

Lemma 42.7. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Ska-
larprodukt (—, —) und sei

p:V—V
ein normaler Endomorphismus. Dann ist

kern ¢ = kern ¢.

Beweis. Siehe Aufgabe 42.6. O

Lemma 42.8. Es sei V' ein endlichdimensionaler K- Vektorraum mit Ska-
larprodukt (—, —) und sei
p: V=V
ein normaler Endomorphismus. Dann gelten folgende Aussagen.
(1) A € K ist ein Eigenwert von o genau dann, wenn X ein Eigenwert
von ¢ 1st.
(2) Ein Vektor v € V st ein Eigenvektor zum Eigenwert A genau dann,
wenn v ein Eigenvektor zu ¢ zum Eigenwert X ist.

Beweis. Sei

Y = ¢ — Ady,
dessen Kern der Eigenraum von ¢ zum Eigenwert A ist. Der adjungierte
Endomorphismus zu v ist unter Verwendung von Lemma 41.7

v =¢—\Idy) = ¢—A(Idy) = ¢ — AIdy .
Nach Aufgabe 42.20 ist auch ¢ normal und nach Lemma 42.7 ist somit
Eig, (p) = kern (¢ — Aldy) = kern (¢ — A1dy) = Eigx ().
O

Satz 42.9. Es sei V' ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum mit
Skalarprodukt (—, —) und sei

p: V=V

ein Endomorphismus. Dann ist ¢ genau dann normal, wenn es eine Ortho-
normalbasis aus Eigenvektoren zu ¢ gibt.
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Beweis. Es sei zunédchst uq, . . ., u, eine Orthonormalbasis von V', wobei die u;
Eigenvektoren zu ¢ seien. Die beschreibende Matrix M ist dann eine Diago-
nalmatrix, deren Diagonaleintrdge die Eigenwerte sind. Nach Lemma 41.6
wird der adjungierte Endomorphismus durch die konjugiert-transponierte
Matrix beschrieben. Daher ist diese ebenfalls eine Diagonalmatrix und damit
mit M vertauschbar. Also ist ¢ normal.

Die Umkehrung beweisen wir durch Induktion iiber die Dimension von V.
Sei also ¢ normal. Der eindimensionale Fall ist klar. Aufgrund des Funda-
mentalsatzes der Algebra gibt es einen Eigenvektor v € V' von ¢, den wir als
normiert annehmen kénnen. Nach Lemma 42.8 (2) ist v auch ein Eigenvektor
zu . Daraus folgt mit Lemma 42.6, dass W = Cvt invariant unter ¢ ist.
Die Einschrankung von ¢ auf W ist wieder normal und die Induktionsvor-
aussetzung liefert die Behauptung. U

Die vorstehende Aussage ist im Reellen nicht richtig, wie jede Drehung (mit
Ausnahme der Identitdt und der Halbdrehung) zeigt.

42.2. Hauptachsentransformation.

Wir wenden nun die Ergebnisse der letzten Vorlesung auf hermitesche Formen
an. Man spricht von Hauptachsentransformation, wobei sich dieser Begriff
wohl erst in der néchsten Vorlesung klért. Da wir im Komplexen arbeiten,
erwahnen wir kurz, dass sich die Begriffe positiv definit, negativ definit und
Typ, die wir fiir eine reell-symmetrische Bilinearform definiert haben, direkt
auf komplex-hermitesche Sesquilinearformen iibertragen. Auch der Sylvester-
sche Trégheitssatz gilt mit dem gleichen Beweis entsprechend, ebenso das
Minorenkriterium.

Satz 42.10. Es sei V' ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum mit
einer hermiteschen Sesquilinearform (—,—) vom Typ (p,q). Dann ist die
Gramsche Matriz von (—, —) beziiglich einer jeden Orthogonalbasis eine Dia-
gonalmatriz mit p positiven reellen und q negativen reellen Eintrdigen.

Daraus folgt auch unmittelbar, dass wenn man mit einer reell-symmetrischen
Bilinearform auf dem R”™ startet und diese als hermitesche Sesquilinearform
auf dem C™ auffasst, der reelle Typ mit dem komplexen Typ iibereinstimmt.
Der groie Vorteil der komplexen Situation ist, dass der Fundamentalsatz
der Algebra zur Verfiigung steht, was die Existenz von Eigenwerten sichert.
Selbst wenn man wie in Lemma 41.10 weif}, dass alle Eigenwerte reell sind,
so wird deren Existenz erst iiber die komplexen Zahlen gesichert.

Satz 42.11. Es sei V' ein endlichdimensionaler K- Vektorraum mit Skalar-
produkt und es sei U eine hermitesche Form auf V', die dem selbstadjungier-
ten Endomorphismus

p: V—V
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im Sinne von Lemma 41.12 entspricht. Es sei (p,q) der Typ von V. Dann
ist p die Anzahl der positiven Eigenwerte und q die Anzahl der megativen
FEigenwerte von ¢, wobei man diese Anzahl mit der (algebraischen oder geo-
metrischen) Vielfachheit nehmen muss.

Beweis. Nach Lemma 41.10 zerfillt das charakteristische Polynom von ¢
in reelle Linearfaktoren. Es seien Ay,..., A, die positiven Nullstellen und
Arits .-, A die negativen Nullstellen. Nach Satz 41.11 liegt eine direkte,
beziiglich des Skalarproduktes orthogonale Summenzerlegung

V = Eig,, (¢) ©--- © Eig,, (») ®Eig, , (p) @ --- ® Eig,, (¢) © Eig (¢)

vor (wobei Eig (¢) der Nullraum sein kann). Fiir Vektoren v; und v; aus
verschiedenen Eigenrdumen ist

(v, v5) = (0(vi),v5) = (Avi,v5) = i (vg,v5) = 0,

so dass die Eigenrdume auch beziiglich der Form ¥ orthogonal sind. Fiir
v=v+-+v #F0

mit v; € Eigy, () ist

U(v,v) = Y(v,v)+-+ V(v,0,)

— qjcp(”la”l) + +\II@(UT"UT)
= (p(vr),01) + -+ (o(vr), vr)
= (Mo, v1) + -+ (Ao, )
= )\1 <U1,’U1> + -+ )\r <U7“>Ur>
> 0.

Auf diesem Unterraum ist also die eingeschréinkte Form positiv definit, so
dass

p > dim (Eig,, (¢))
i=1
ist. Ware p echt grofler als diese Dimension, so wiirde es einen p-dimen-

sionalen Untervektorraum W C V derart geben, dass die Einschriankung
von ¥ darauf positiv definit ist und so, dass nach Korollar 9.8

W N (Eigy, ., (p) @--- @ Eig,, (¢) @ Eig, (¢)) # 0

ist. Dies ergibt direkt einen Widerspruch, da auf dem rechten Raum die Form
U negativ semidefinit ist. Also ist

p = Zdim (Eigy, (¢)) -

i=1
Die Argumentation fiir ¢ verlduft gleich. O
Wir konnen nun den Beweis zum Figenwertkriterium fiir den Typ einer reell-

symmetrischen Bilinearform nachtragen. Dieser ergibt sich unmittelbar aus
Satz 42.11.
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Der folgende Satz heifit Satz tiber die Hauptachsentransformation.

Satz 42.12. FEs sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mait Skalar-
produkt und es set U eine hermitesche Form auf V. Dann ¢ibt es eine Ortho-
normalbasis von V' (beziiglich des Skalarproduktes), die eine Orthogonalbasis
beziiglich W ist.

Beweis. Nach Lemma 41.12 (2) und Lemma 41.12 (4) ist
U=,
fiir einen selbstadjungierten Endomorphismus
p: V—V

Nach Satz 41.11 gibt es eine Orthonormalbasis vy, ..., v, aus Eigenvektoren
zu @ mit den Eigenwerten \;. Fiir diese Basis gilt

U(vi,v;) = Wplvi,v;) = (i), v5) = (Nvi,v) = i (Vi 05) -
Daher liegt auch eine Orthogonalbasis beziiglich W vor. U

In diesem Zusammenhang heiflen die Eigengeraden von ¢ auch Hauptachsen
von ¥, und die Eigenwerte auch Hauptwerte.

42. ARBEITSBLATT

42.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 42.1. Eine komplexe Zahl z € C definiert einen Endomorphismus
i, x — zx. Skizziere in der Ebene C diejenigen komplexen Zahlen mit der
Eigenschaft, dass p, eine Isometrie, selbstadjungiert, eine selbstadjungierte
Isometrie bzw. normal ist.

Aufgabe 42.2. Eine komplexe Zahl z € C definiert eine Streckung i, : v —
zv auf dem C". Fiir welche Zahlen z handelt es sich dabei um eine Isome-
trie, einen selbstadjungierten Endomorphismus, einen normalen Endomor-
phismus?

Aufgabe 42.3. Wann ist eine Scherung ((1) Cll) auf dem R? ein normaler

Endomorphismus?
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Aufgabe 42.4. Es sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt. Es sei
p: V=V
ein normaler Endomorphismus und
UcCcvVv
ein @-invarianter Untervektorraum. Zeige, dass auch die Einschrankung
olp: U—U

normal ist.

Aufgabe 42.5. Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Ska-
larprodukt (—, —) und sei

p: V=V
ein Endomorphismus. Zeige, dass ¢ genau dann normal ist, wenn der adjun-
gierte Endomorphismus ¢ normal ist.

Aufgabe 42.6.*

Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt (—, —)
und sei

p: V—V
ein normaler Endomorphismus. Zeige

kern o = kern ¢.

Aufgabe 42.7. Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Ska-
larprodukt und es sei

V=Viel
die direkte Summe der Untervektorrdume V; und V5, die zueinander ortho-
gonal seien. Es seien

p1: Vi — W
und

p2: Vo — V5
normale Endomorphismen und

© = 1D P2

die Summe davon. Zeige, dass auch ¢ normal ist.

Aufgabe 42.8. Es sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (—, —). Zeige,
dass die Menge der normalen Endomorphismen von V' keinen Untervektor-
raum in End (V') bilden.
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Aufgabe 42.9. Die lineare Abbildung ¢: R? — R? werde beziiglich der
Basis (_65> , (_25) durch die Matrix <(§ g) beschrieben. Handelt es sich

um einen normalen Endomorphismus?

Aufgabe 42.10. Die lineare Abbildung ¢: R? — R? werde beziiglich der
Basis (_72) , (144) durch die Matrix (8 g) beschrieben. Handelt es sich

um einen normalen Endomorphismus?

Aufgabe 42.11.*
Entscheide, ob es fiir die durch die Matrix

2—31 44 5i

11—-3i 6+ 9i
gegebene lineare Abbildung C? — C? eine Orthonormalbasis des C? aus
Eigenvektoren gibt.

Aufgabe 42.12. Entscheide, ob es fiir die durch die Matrix
2—-51 3—4i 1+5i
0 1—i 2409
6+31 i—7 —4i

gegebene lineare Abbildung C* — C? eine Orthonormalbasis des C* aus
Eigenvektoren gibt.

Aufgabe 42.13. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Ska-
larprodukt (—, —) und es sei vy, ..., v, eine Basis von V. Es sei

p: V=V
ein Endomorphismus und ¥, die zugehdrige Sesquilinearform im Sinne von
Lemma 41.12. Wie verhélt sich die beschreibende Matrix von ¢ zur Gram-

schen Matrix zu ¥,? Welche Beziehung besteht zur Gramschen Matrix der
Form ©,, die durch

®§0(vaw) = <U7§0(w)>
definiert wird.

Aufgabe 42.14.*

Es sei X? 4 (3 — 2i)X — 6i das charakteristische Polynom eines normalen
Endomorphismus ¢: C> — C2. Bestimme das charakteristische Polynom
des adjungierten Endomorphismus ¢.
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Aufgabe 42.15.*

Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einem fixierten Skalar-
produkt (—, —). Wir nennen eine Sesquilinearform W auf V' orthogonalisier-
bar, wenn es eine Orthonormalbasis us, . .., u, (beziiglich des Skalarproduk-
tes) von V mit

\I/(ui,uj) =0
fiir alle ¢ # j gibt. Zeige, dass bei der Korrespondenz
End (V) — Sesq (V) , ¢ — ¥,

die normalen Endomorphismen den orthogonalisierbaren Sesquilinearformen
entsprechen.

Aufgabe 42.16. Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
(—, —) eine hermitesche Sesquilinearform auf V. Zeige, dass V' eine Orthogo-
nalbasis besitzt.

Aufgabe 42.17. Beweise den Triagheitssatz von Sylvester fiir eine komplex-
hermitesche Form.

Aufgabe 42.18. Der R* sei (neben dem Standardskalarprodukt) mit der
Standard-Minkowski-Form versehen. Man gebe eine Basis des R* an, die
beziiglich des Skalarproduktes eine Orthonormalbasis und beziiglich der Min-
kowski-Form eine Orthogonalbasis ist.

Aufgabe 42.19. Der R? sei (neben dem Standardskalarprodukt) mit der
Standard-Minkowski-Form versehen. Bestimme sidmtliche Basen des R2, die
beziiglich des Skalarproduktes eine Orthonormalbasis und beziiglich der Min-
kowski-Form eine Orthogonalbasis sind.

Aufgabe 42.20. Bestimme den Typ der Matrix

—6 3—21 —1+431
3+2i 1 5
—-1-3i D -1
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42.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 42.21. (2 Punkte)

Die lineare Abbildung ¢: R? — R? werde beziiglich der Basis (_72) , <_34>

durch die Matrix (g g) beschrieben. Handelt es sich um einen normalen

Endomorphismus?

Aufgabe 42.22. (2 Punkte)

Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt und es
sei

p:V—V

ein normaler Endomorphismus. Zeige, dass auch ¢ — A - Idy normal ist.

Aufgabe 42.23. (3 Punkte)

Entscheide, ob es fiir die durch die Matrix
4+i 6-T71 64 3i
4—1i 2—-1i 2-i
5431 2i—11 4+ 3i

gegebene lineare Abbildung C* — C2 eine Orthonormalbasis des C* aus
Eigenvektoren gibt.

Aufgabe 42.24. (4 Punkte)
Es sei
p: V=V

ein normaler Endomorphismus auf dem endlichdimensionalen C-Vektorraum
V. Zeige, dass ¢ genau dann selbstadjungiert ist, wenn alle Eigenwerte von
¢ reell sind.

Aufgabe 42.25. (3 Punkte)
Bestimme den Typ der Matrix
-5 3—-i —4+i
3+1 2 7i
—4—i -Ti 4
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43. VORLESUNG - QUADRATISCHE FORMEN

43.1. Polynome in mehreren Variablen und Nullstellenmengen.

Als eine Anwendung der Diagonalisierbarkeit von symmetrischen Matrizen
bzw. der Hauptachsentransformation besprechen wir, wie man einfache po-
lynomiale Gleichungen in mehreren Variablen von niedrigem Grad auf eine
besonders einfache Form bringen kann. Dazu fithren wir kurz Polynome in
mehreren Variablen ein.

Definition 43.1. Zu einer Variablenmenge X1, ..., X,, und einem n-Tupel
(v1,...,v,) € N nennt man einen Ausdruck der Form X7*--- X! ein Mo-
nom in den X;.

Der Grad eines Monoms ist die Summe der Exponenten, also gleich vy 415+
e + Vp.

Definition 43.2. Unter einem Polynom F' in den Variablen X1, ..., X, iiber
einem Korper K versteht man eine endliche Linearkombination von Mono-

men
F = ZCVXV
14
mit ¢, € K.

Der Grad eines Polynoms ist das Maximum der Grade der beteiligten Mono-
me (also derjenigen Monome, die mit einem von 0 verschiedenen Koeffizienten
wirklich vorkommen). Ein Polynom F' = F(Xy,...,X,) in n Variablen {iber
K definiert durch Einsetzen eine Funktion

K" — K, (x1,...,2,) —> F(x1,...,2,).

Dies sind wichtige Funktionen in der héherdimensionalen Analysis. Die Varia-
ble X; in diesem Sinne interpretiert reprasentiert einfach die i-te Projektion,
und die Addition und die Multiplikation von Polynomen entspricht dann der
Addition und der Multiplikation von Funktionen, bei der die Werte in K
addiert bzw. multipliziert werden.

Definition 43.3. Zu einem Korper K und einer Variablenmenge X1, ..., X,
besteht der Polynomring

K[X1,...,X,]

aus allen Polynomen F'(Xj,...,X,) in diesen Variablen, wobei diese Menge
durch die komponentenweise Addition und die Multiplikation, die sich durch
die distributive Fortsetzung der Regel

T1 r S1 Sn . r1+s81 Tn+s
X X X X = X co XTnhen

ergibt, zu einem kommutativen Ring gemacht wird.
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Definition 43.4. Sei K ein Korper und sei F' € K[X}, ..., X,] ein Polynom
in n Variablen. Dann nennt man

{P e K"|F(P)=0}
das Nullstellengebilde (oder Nullstellenmenge) zu F.

Das Nullstellengebilde zu F' ist also einfach die Faser zu der durch F' gege-
benen Funktion

F: K" — K.

Bein = 1 ist dies einfach eine endliche Ansammlung von einzelnen Punkten,
den Nullstellen von F', (bei F' = 0 handelt es sich um ganz K), bei n > 2
entstehen aber zunehmend interessantere und kompliziertere geometrische
Gebilde. Das Studium dieser Gebilde heiflt algebraische Geometrie. Bei n =
2 spricht man von algebraischen Kurven.

Bei beliebigem n hat ein Polynom vom Grad < 1 die Gestalt
F = CL1X1+---+CLan+b

und das zugehorige Nullstellengebilde ist einfach die Losungsmenge der in-
homogenen linearen Gleichung

a1x1 + -+ apx, = —b,

also ein affin-linearer Raum.

43.2. Reelle Quadriken.

Die Polynome vom Grad zwei und ihre Nullstellenmengen sind weitgehend
mit Mitteln der linearen Algebra beherrschbar.

VOO

Definition 43.5. Unter einem quadratischen Polynom F € K[X;,...,X,]
iiber einem Korper K versteht man ein Polynom vom Grad 2, also einen
Ausdruck der Form

F = Z CLinin + ibzXz +c
1<j =1

mit aij,bi,c € K.
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Beispiel 43.6. Zu einem quadratischen Polynom aX? + bX + ¢ in einer
Variablen X mit a,b,c € K und a # 0 findet man die Nullstellen durch
quadratisches Ergdinzen. D.h. man schreibt (die Charakteristik des Korpers
sei nicht 2)

b b\> B2
X2+ bX +e=a(X+-X+°) =al(X+0) -+
a a 2a 402  a

Dies ist genau dann gleich 0, wenn
2
X = +y J0 e b
402 a 2a

b  c 1
— —— = —Vb? —4dac

4a2 «a 2a

in dem Korper existiert. Je nachdem gibt es keine, eine oder zwei Losungen.

und die Wurzel

Wir stellen nun den Zusammenhang zwischen quadratischen Polynomen und
Bilinearformen her.

Definition 43.7. Zu einer Bilinearform (—, —) auf einem K-Vektorraum V/
nennt man die Abbildung

V— K, v— (v,v),

die zugehdrige quadratische Form.

Zu einer fixierten Basis vy, . . ., v, wird eine Bilinearform durch ihre Gramsche
Matrix

G = (gij )ij
beschrieben, und die zugehoérige quadratische Form V' — K wird, wenn man

X; fiir die i-te Projektion (die zugehorige Dualbasis) schreibt, durch das
quadratische Polynom

Xy
(Xi, ., Xn)G | 1 | = Z 9i XiX; = ZQ@@X@?WLZ(% + 951) XiX;

X, 1<i,j<n i<j

beschrieben. Im symmetrischen Fall ist dies

Z 9: X7 + Z 29:;X: X .
i i<j
Umgekehrt kann man jedes rein-quadratische Polynom in n Variablen in
dieser Weise mit einer symmetrischen Gramschen Matrix ausdriicken. Die
Theorie der reell-symmetrischen Bilinearformen erlaubt es, durch eine geeig-
nete Koordinatentransformation (einen Basiswechsel) die gemischten Terme
wegzukriegen.
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Beispiel 43.8. Wir erstellen eine Liste von reellen quadratischen Polynomen
in den zwei Variablen X und Y mit den zugehorigen Nullstellenmengen, wo-
bei wir die Koeffizienten auf 0, 1, —1 beschrdnken. Wenn nur die eine Variable
X vorkommt, so hat man im Wesentlichen die drei folgenden Mdoglichkeiten.

e X2  Das Nullstellengebilde ist eine ,,verdoppelte Gerade*.

e X2 -1 Das bedeutet X = +1, das Nullstellengebilde besteht also aus
zwei parallelen Geraden.

e X2+ 1 Das Nullstellengebilde ist leer.

In diesen Fiéllen ist das Nullstellengebilde einfach die Produktmenge eines
nulldimensionalen Nullstellengebildes (endlich viele Punkte) und einer Gera-
den.

Nun betrachten wir die Polynome, wo beide Variablen vorkommen.
e Y2 - X  Das Nullstellengebilde ist eine Parabel.

e Y2 - X? Das bedeutet (Y — X)(Y + X) = 0, das Nullstellengebilde
besteht also aus zwei sich kreuzenden Geraden.

e Y2+ X? Die einzige Losung ist der Punkt (0,0), das Nullstellengebilde
ist also ein einziger Punkt.

e Y2—X?2—-1 Dasbedeutet (Y — X)(Y + X) = 1, das Nullstellengebilde
ist also eine Hyperbel.

e Y2+ X2 -1 Das Nullstellengebilde ist der Einheitskreis.
e Y2+ X241 Das ist wieder leer.

Das Polynom XY — 1 taucht in dieser Liste nicht direkt auf, da es in den
Variablen X = U+ V und Y = U —V, also

U?-v:=1

geschrieben werden kann. In dieser Form ist es also doch in der Liste. Der
folgende Satz sagt unter anderem, dass bis auf Verzerrungen die Liste voll-
standig ist.

Satz 43.9. Jedes reelle quadratische Polynom
F = Z ainin + Zlez +c
i<j i=1
besitzt in einer geeigneten (verschobenen) Orthonormalbasis die Form (mit

k<n)
F = Z rU? + s

1<i<k
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oder die Form (mitk <n—1)

F = rlU+sUsn.

1<i<k

Beweis. Wir betrachten die quadratische Matrix
M =

(@ij)1§i,j§n

mit

Qi fir ¢ = j s
A4
2
Qj; oo - .

-5 fir 7 > 7.

Oéij =

firi<yg,

Damit hat der rein-quadratische Term des Polynoms die Gestalt
Xy
(X, ..., X)) M |
X
Diese Gleichung gilt fiir jede Ersetzung fiir X; durch Elemente aus K und als
Gleichung in K[Xy, ..., X,]. Nach Definition ist die Matrix M symmetrisch.

Nach Satz 42.12 gibt es eine Orthonormalbasis vy, ..., v, des R" beziiglich
der die neue Gramsche Matrix

BY“MB

Diagonalgestalt besitzt, wobei B den Basiswechsel bezeichnet. Es seien V7,
..., V, die Variablen beziiglich des neuen Orthonormalsystems, die V; be-
schreiben also als Funktionen die Linearformen zu dieser neuen Basis, also
die Dualbasis dazu. In den neuen Variablen fallen die gemischten quadrati-
schen Ausdriicke weg, d.h. das Polynom bekommt die Gestalt

F=3) eVf+) fiVito

1<i<k j=1
mit einem gewissen k zwischen 1 und n, wobei die ¢; # 0 seien. Die Sum-
manden

eVii + fiVi
konnen durch quadratisches Ergidnzen mit den neuen Variablen U; = V; + h;
auf die Gestalt
6iUz2 + g;

gebracht werden. Abgesehen vom nun rein quadratischen Term bleibt ent-
weder eine Konstante oder ein lineares Polynom iibrig, welches als Variable
Ur+1 angesetzt werden kann. O

Die im vorstehenden Satz auftretende Darstellung nennen wir die Standard-
gestalt einer quadratischen Form. Bei ihr kommen nur rein-quadratische Ter-
me sowie allenfalls eine Variable in der ersten Potenz vor. Der Satz besagt
also, dass jede quadratische Form in geeigneten orthonormalen Koordinaten
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auf eine solche Standardgestalt gebracht werden kann. Fiir das Nullstellen-
gebilde bedeutet eine solche Koordinatentransformation lediglich, dass eine
affin-lineare Isometrie angewendet wird.

' Ein hyperbolisches Ein FEllipsoid. Die
Ein Paraboloid. Paraboloid, auch eine Oberflédche ist eine
Sattelfldche genannt. Quadrik.

Ein einschaliges Ein zweischaliges
Hyperboloid. Hyperboloid.

Ein Doppelkegel.

Bemerkung 43.10. Eine quadratische Form in Standardgestalt
Z nUi2 + s bzw. Z TiU; + sUky1,
1<i<k 1<i<k

wie sie nach Satz 43.9 stets erreicht werden kann, kann weiter vereinfacht
werden, wobei man allerdings Verzerrungen in Kauf nehmen muss. In den

neuen Koordinaten
Z; = V |7"z"Uz‘

bzw. )
Ui = ——2,
Vil
fiir ¢ = 1,...,k besitzt die quadratische Form eine Darstellung der Form
S xZ7+sbaw. > 77+ 57k,
1<i<k 1<i<k

wobei die Vorfaktoren jetzt gleich 1 oder gleich —1 sind. Man spricht von ei-
ner normierten Standardgestalt der quadratischen Form. Durch Vertauschen
der Reihenfolge kann man erreichen, dass die ersten Variablen den Vorfaktor
1 und die hinteren den Vorfaktor —1 besitzen. Bei diesem Ubergang erfiht
das Nullstellengebilde Verzerrungen, aus einer Ellipse wird beispielsweise ein
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Kreis gemacht oder eine Parabel wird gestaucht. Da sich das Nullstellenge-
bilde nicht &ndert, wenn man die Form mit —1 multipliziert, kann man davon
ausgehen, dass die Anzahl des Vorfaktors 1 mindestens so grof} ist wie die
Anzahl des Vorfaktors —1.

Beispiel 43.11. Wir betrachten das quadratische Polynom
F =3X? —4XY +5Y? +6X +2Y — 7.
Wir miissen zunéchst die Matrix
v (55
diagonalisieren. Das charakteristische Polynom ist
(X =3)(X —=5)—4=X>-8X+11 = (X —4)*-5.
Somit sind die Eigenwerte gleich

x1:\/g+4unda:2:—\/g—l—4.

<\/5_—2+1> und (\/32_1)

Eigenvektoren sind

Daher bilden

iy (o) = e (A
_—_— und ————— )
10 +2v/5 \Vo+1 10 — 25 \Wb—1
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

Beispiel 43.12. Wir erstellen eine Liste von reellen quadratischen Polyno-
men in den drei Variablen XY und Z mit den zugehorigen Nullstellenmen-
gen, wobei wir die Koeffizienten auf 0,1, —1 beschréinken. Ferner betrachten
wir nur solche Polynome, wo sémtliche Variablen vorkommen und deren Null-
stellengebilde nicht leer ist.

o Y24+ X2 7 Das Nullstellengebilde ist ein Paraboloid.
e Y2 - X2 -7 Das Nullstellengebilde ist eine Sattelfliche.

e X?+Y?+ 7% Die einzige Losung ist der Punkt (0,0,0), das Nullstellen-
gebilde ist also ein einziger Punkt.

X24Y?+7%2-1 Das Nullstellengebilde ist eine Sphdire, also die Oberfliche
einer Kugel. X?2+Y?2—-272 Das Nullstellengebilde ist die Lésungsmenge zur
Gleichung Z? = X?+Y?. Das ist ein runder (Doppel)-Kegel. X?+Y?—2Z%—1
Das Nullstellengebilde ist ein einschaliges Hyperboloid. X2 +Y? — 72 41
Das Nullstellengebilde ist ein zweischaliges Hyperboloid.
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Beispiel 43.13. Wir betrachten die quadratische Form

3
—a? + 2y + 20y — 2yz .

2
Die zugehorige symmetrische Matrix ist
3
5 1 0
1 2 -1
0 -1 0

Wir mochten eine Orthonormalbasis des R? finden, beziiglich der die Form
Diagonalgestalt besitzt. Dazu miissen wir die Eigenwerte (Hauptwerte) der
Matrix bestimmen. Das charakteristische Polynom der Matrix ist

X-3 -1 0 5
det [ -1 X-2 1| = (X——)(XQ—QX—l)—X
0 1 X 2
7 3
= X X4 X4
TS

_ (X—1)<X2—§X—g)

= (X —1)(X —3) (X+%),

die Eigenwerte sind also

1,3, —=.
] 2

Die zugehorigen Hauptgeraden berechnen sich folgendermaflen.

Zu x = 1 ist der Kern der Matrix

1
-5 —1 0
-1 -1 1
0o 1 1
2
gleich | —1 |, ein normierter Erzeuger ist
1
2
V6
2
V6
Zu x = 3 ist der Kern der Matrix
3
5 —10
-1 1 1
0 1 3



163

2
gleich | 3 |, ein normierter Erzeuger ist
-1

-2 -1 0
-1 =% 1

_1
. 2 . . .
leich ein normierter Erzeuger ist

)

1
2
1

V21

Wir bezeichnen diese Eigenvektoren mit wuy, us, us, sie bilden eine Orthonor-
malbasis. In den neuen Koordinanten vy, 4o, y3 beziiglich der neuen Ortho-
normalbasis schreibt sich die quadratische Form als

Y+ 3y — 23

N[ —

Dies weifl man allein aufgrund der Eigenwerte, dazu muss man die Eigenvek-
toren nicht ausrechnen.

Zwischen den beiden Basen besteht die Beziehung

2 1 1
U1 \éé §/€ V6 €1
uz | = Vi Vi Y1t €2
Uus 1 i

B L e
421 221 V21 3

Nach Lemma 14.3 ergibt sich fiir die Koordinaten (die Dualbasen) z1, 2, x3
beziiglich der Standardbasis (die eingangs mit x,y, z bezeichnet worden wa-
ren) und den Koordinaten y1, y2, y3 beziiglich der neuen Orthogonalbasis der
Zusammenhang

2 2 __1 2 + 2 1
T e Vi war\ [ @yl \/gy? 4\/2?1313
To | = _175 ﬁ% —2@ Y2 | = —7591 + \{—ﬁm + —21\/593
x3 % TTa T Y3 Y — Y+ 5rYs
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43. ARBEITSBLATT

43.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 43.1. Multipliziere in Z/(5)[z,y] die beiden Polynome
zt 4+ 22%y% — 2y + 2y und 2ty + 42y + 32y° — 2%y? + 27

Aufgabe 43.2. Multipliziere in Q[z,y, z] die beiden Polynome
2 + 32%y? — xy2® und 22%yz + 22 + Saytr — 2Py

Aufgabe 43.3.*

Zeige, dass im Polynomring KX, Y] iiber einem Korper K das Ideal (X,Y)
kein Hauptideal ist.

Aufgabe 43.4. Skizziere im R? die Losungsmenge der folgenden Gleichun-
gen.

(1) 22 —y*—1=0,

(2) 22+ 2y +y* =0,

(3) 2> +y* +1=0,

(4) 2> +y* =0,

(5) #* +y* =0,

(6) 2° —y> =0,

(7) 2% —2® =0,

(8) z® +y3 =1,

9) 2 +yt =1,

(10) =5+ 3z + 42 + 2% —y?* = 1.

In den folgenden Aufgaben ist Standardform im Sinne von Satz 43.9 zu ver-
stehen. Es muss die neue Basis, die Variablentransformation (Koordinaten-
transformation) und das vereinfachte quadratische Polynom angegeben wer-
den.

Aufgabe 43.5.*
Bringe das reelle quadratische Polynom
X?—4Y?+6XY —3X +Y +2

auf eine Standardgestalt.
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Aufgabe 43.6. Bringe das reelle quadratische Polynom
5X%—2Y? —6XY —5X —3Y — 7

auf eine Standardgestalt.

In der folgenden Aufgabe geht es um zwei Definitionen fiir eine Ellipse.

Aufgabe 43.7.*
Es seien Q1, Q2 € R? zwei Punkte, ¢ > 0 und es sei
E = {P € R2| d(P,Qy) + d(P,Q2) = c} )

Zeige, dass E die Nullstellenmenge einer quadratischen Gleichung in zwei
Variablen ist. Wie sieht die Standardgestalt aus? Was sind die Hauptachsen?

Tipp: Fiihre die beschriebene Situation auf den Fall zuriick, wo @1 = (e, 0)
und Q2 = (—e,0).

Unter normierter Standardgestalt verstehen wir eine quadratische Form, bei
der die nichtkonstanten Koeffizienten nur den Wert 0,1, —1 haben diirfen.
Dies kann man durch Verzerrungen stets erreichen (wobei aber die Orthogo-
nalitét verloren geht).

Aufgabe 43.8. Bestimme die normierte Standardgestalt der reellen Quadrik
72® — 11y* + 152y .

Aufgabe 43.9. Welche der unten skizzierten Quadriken kann man (in wel-
chem Sinne) mit weniger als drei Variablen beschreiben?

Aufgabe 43.10. Bestimme, welche Quadriken aus Beispiel 43.12 sich als
Graph und welche sich als Rotationsfliche beschreiben lassen.
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Aufgabe 43.11.*

Bestimme die normierte Standardgestalt der reellen Quadrik

3% + 2% + 2xy — 2yz.

Aufgabe 43.12. Bestimme die normierte Standardgestalt der reellen Qua-
drik

2

22+ 9% — 227 — day + 6zy — 2yz .

Aufgabe 43.13. Es sei V' ein Minkowski-Raum der Dimension n. Wir be-
trachten die Menge

T =A{veV]|(vv) =1}.

Fiir welche n ist T" wegzusammenhéngend, fiir welche zerfallt es in verschie-
dene Komponenten?

Aufgabe 43.14. Es sei V ein Minkowski-Raum der Dimension n. Wir be-
trachten die Menge

T ={veV]|(vv) =1}.

Es sei w der Beobachtervektor eines Beobachters B und es sei Vg seine Raum-
komponente. Welche Gestalt besitzt TN Vg?
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Aufgabe 43.15. Das Bild der durch
R — R? ¢t — (£, 17),

definierten Kurve heiit Neilsche Parabel. Zeige, dass ein Punkt (z,y) € R?
genau dann zu diesem Bild gehort, wenn er die Gleichung 2 = 3? erfiillt.

Aufgabe 43.16. Sei
[ R— R t—s (2, 17).

Bestimme die Punkte ty, € R, fiir die der Abstand der zugehorigen Kurven-
punkte f(t) = (3, t3) zum Punkt (1,0) minimal wird.

Aufgabe 43.17. Wir betrachten die Kurve
R— R? t+— (2 — 1,5 —t).

a) Zeige, dass die Bildpunkte (z,y) der Kurve die Gleichung
2= o+ 2
erfiillen.

b) Zeige, dass jeder Punkt (x,y) € R* mit y? = 2? + 2* zum Bild der Kurve
gehort.

c) Zeige, dass es genau zwei Punkte #; und ¢, mit identischem Bildpunkt
gibt, und dass ansonsten die Abbildung injektiv ist.

Aufgabe 43.18. Es sei C' C R? das Bild unter der polynomialen Abbildung
R— R t— (—1,8—1).

Bestimme ein Polynom F' # 0 in zwei Variablen derart, dass C' auf dem
Nullstellengebilde zu F' liegt.

Aufgabe 43.19. Es sei T' der Graph der Standardparabel
= x‘z
und M C R? die Rotationsfliche zu 7" um die x-Achse.

(1) Zeige, dass M durch keine Quadrik beschrieben wird.
(2) Zeige, dass M die Nullstellenmenge eines Polynoms in drei Variablen
ist.

Aufgabe 43.20. Es sei ¥ eine hermitesche Form mit der Gramschen Matrix
G (beziiglich einer Basis). Zeige, dass die Determinante von G reell ist.
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Aufgabe 43.21. Es sei ¥ eine hermitesche Form mit der Gramschen Matrix
G (beziiglich einer Basis). Zeige, dass das charakteristische Polynom von G
reelle Koeffizienten besitzt.

43.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 43.22. (3 Punkte)

Wie viele Monome vom Grad d gibt es im Polynomring in einer, in zwei und
in drei Variablen?

Aufgabe 43.23. (4 Punkte)
Bestimme alle Lésungen der Kreisgleichung
Py =1
fir die Korper K = 7Z/(2), Z/(3), Z/(5) und Z/(7).

Aufgabe 43.24. (6 Punkte)
Bringe das reelle quadratische Polynom
3X2 —5Y?+7XY +4X —2Y +5

auf eine Standardgestalt.

Aufgabe 43.25. (10 (446) Punkte)
Wir betrachten den Kegel
K = {(z,y,2) e R*|2* +y* =2} C R

und es sei £ C R? eine affine Ebene. Der Durchschnitt K N E heiit Kegel-
schnitt.

(1) Zeige, dass jeder Kegelschnitt
KNE CE R

in geeigneten Koordinaten u, v des R? als Nullstellenmenge eines qua-
dratischen Polynoms in u, v beschrieben werden kann.

(2) Bestimme, welche der Quadriken aus Beispiel 43.8 sich als Kegel-
schnitte realisieren lassen.

Aufgabe 43.26. (4 Punkte)
Bestimme die normierte Standardgestalt der reellen Quadrik

5% — 4y* + 22 — xy + 322
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44. VORLESUNG - GRUPPENHOMOMORPHISMEN

In den folgenden Vorlesungen werden wir unsere Methoden um einige wesent-
liche Aspekte erweitern, indem wir insbesondere Aquivalenzrelationen in al-
gebraischen Strukturen und Restklassenbildung besprechen. Diese Konstruk-
tionen verlaufen fiir verschiedene algebraische Strukturen (Gruppen, Ringe,
Vektorrdume) nach dem gleichen Schema, so dass wir diese Konstruktion
grundlegend fiir Gruppen besprechen.

44.1. Gruppen.

Fiir ein Element ¢ € G einer multiplikativ geschriebenen Gruppe G und
n € N schreibt man

g =99
(n mal) und

g" = (g )™
fiir n € Z_. Aufgrund der Potenzgesetze, sieche Aufgabe 44.1, passt dies
zusammen. Fiir Permutationen und invertierbare Matrizen haben wir schon
mehrfach iiber die Ordnung gesprochen.

Definition 44.1. Sei G eine Gruppe und g € G ein Element. Dann nennt
man die kleinste positive Zahl n mit ¢" = eg die Ordnung von g. Man
schreibt hierfiir ord (¢g). Wenn alle positiven Potenzen von g vom neutralen
Element verschieden sind, so setzt man ord (¢) = oo.

Definition 44.2. Eine Gruppe G heif3t zyklisch, wenn sie von einem Element
erzeugt wird.

Das bedeutet, dass es ein Element g € G (einen Erzeuger) derart gibt, dass
man jedes Element aus G als ¢ mit einem n € Z schreiben kann. Die Gruppe
(Z,+,0) ist zyklisch, wobei man 1 oder —1 als Erzeuger nehmen kann. Auch
die Untergruppen von 7Z sind selbst wieder zyklisch, wie die folgende Aussage
zeigt.

Satz 44.3. Die Untergruppen von 7 sind genau die Teilmengen der Form
Zd = {kd|k € Z}
mit einer eindeutig bestimmten nicht-negativen Zahl d.
Beweis. Siehe Aufgabe 44.2. O
Beispiel 44.4. Sei n € N und betrachte auf
Z/(n) = {0,1,...,n —1}
die Verkniipfung

a+b, fallsa+b<n,

b:= b dn=
o (a+b) modn {a+b—n, fallsa+b>n.
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Mit dieser Verkniipfung liegt geméafl Aufgabe 44.14 eine Gruppe vor. Da man
jedes Element als eine gewisse Summe der 1 mit sich selbst schreiben kann,
liegt eine zyklische Gruppe vor.

44.2. Gruppenhomomorphismen.

Gruppenhomomorphismen haben wir schon in der 18ten Vorlesung in Zu-
sammenhang mit dem Signum einer Permutation erwahnt.

Definition 44.5. Seien (G, 0, eq) und (H, o, ey) Gruppen. Eine Abbildung
v: G— H
heifit Gruppenhomomorphismus, wenn die Gleichheit
U(gog) = v(g)or(y)
fir alle g, ¢' € G gilt.

Die Menge der Gruppenhomomorphismen von G nach H wird mit
Hom (G, H)

bezeichnet. Lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen sind insbesondere
Gruppenhomomorphismen. Die folgenden beiden Lemmata folgen direkt aus
der Definition.

Lemma 44.6. Es seien G und H Gruppen und ¢: G — H sei ein Gruppen-
homomorphismus. Dann ist p(eq) = em und (p(g))™t = p(g~') fir jedes

geqG.

Beweis. Zum Beweis der ersten Aussage betrachten wir

pleq) = wlecea) = wlea)plea).

Durch Multiplikation mit p(eq) ™! folgt ey = ¢(eg). Zum Beweis der zweiten
Behauptung verwenden wir

(97 )elg) = v(97'9) = ¢lec) = en.

Das heifit, dass ¢ (¢g7!) die Eigenschaft besitzt, die fiir das Inverse von ¢(g)
charakteristisch ist. Da das Inverse in einer Gruppe nach Lemma 3.2 eindeutig
bestimmt ist, muss ¢ (¢g7') = (o(g))~! gelten. 0O

Lemma 44.7. Es seien F,G, H Gruppen. Dann gelten folgende Eigenschaf-
ten.

(1) Die Identitdt
Id: G — @

st ein Gruppenhomomorphismus.

(2) Sind ¢ : FF — G und ¢ : G — H Gruppenhomomorphismen, so ist
auch die Hintereinanderschaltung ¢ o ¢: F — H ein Gruppenhomo-
morphismus.
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(3) Ist FF C G eine Untergruppe, so ist die Inklusion F' — G ein Grup-
penhomomorphismus.

(4) Sei{e} die triviale Gruppe. Dann ist die Abbildung {e} — G, die e auf
eq schickt, ein Gruppenhomomorphismus. Ebenso ist die (konstante)
Abbildung G — {e} ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Das ist trivial. O

Beispiel 44.8. Sei d € N fixiert. Die Abbildung
70— 7L, n — dn,

ist ein Gruppenhomomorphismus. Dies folgt unmittelbar aus dem Distribu-
tivgesetz. Fiir d > 1 ist die Abbildung injektiv und das Bild ist die Unter-
gruppe Zd C 7. Bei d = 0 liegt die Nullabbildung vor. Bei d = 1 ist die
Abbildung die Identitét, bei d > 2 ist die Abbildung nicht surjektiv.
Beispiel 44.9. Sei d € N,. Wir betrachten die Menge
Z/(d) = {0,1,...,d -1}
mit der in Aufgabe 44.14 beschriebenen Addition, die damit eine Gruppe ist.
Die Abbildung
o: Z— 7ZJ(d),
die eine ganze Zahl n auf ihren Rest bei Division durch d abbildet, ist ein
Gruppenhomomorphismus. Sind namlich m = ad + » und n = bd 4+ s mit
0 < 17,5 < d gegeben, so ist
m+n = (a+bd+r+s,
wobei allerdings r + s > d sein kann. In diesem Fall ist
om+n) =r+s—d
und das stimmt mit der Addition von r und s in Z/(d) iiberein. Diese Ab-
bildungen sind surjektiv, aber nicht injektiv.
Beispiel 44.10. Zu einem Korper K und n € N, ist die Determinante
det : GL,(K) — K*, M —— det M,
ein Gruppenhomomorphismus. Dies beruht auf dem Determinantenmultipli-
kationssatz und Satz 16.11.
Beispiel 44.11. Die Zuordnung
Sn — {17 _1}7 T Sgﬂ(ﬂ'),
wobei S, die Permutationsgruppe zu n Elementen bezeichnet, ist nach Satz

18.13 ein Gruppenhomomorphismus.

Lemma 44.12. Sei G eine Gruppe. Dann entsprechen sich eindeutig Grup-
penelemente g € G und Gruppenhomomorphismen @ von Z nach G tber die
Korrespondenz

g— (n—g") und ¢ — p(1).
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Beweis. Sei g € G fixiert. Dass die Abbildung
wg: L — G, n+— g",

ein Gruppenhomomorphismus ist, ist eine Umformulierung der Potenzgeset-
ze. Wegen ¢,(1) = ¢g' = g erhilt man aus der Potenzabbildung das Grup-
penelement zuriick. Umgekehrt ist ein Gruppenhomomorphismus ¢: Z — G
durch ¢(1) eindeutig festgelegt, da ¢(n) = (p(1))" fir n positiv und
¢o(n) = ((p(1))71)™" fiir n negativ gelten muss. O

Man kann den Inhalt dieses Lemmas auch kurz durch G = Hom (Z,G)
ausdriicken. Die Gruppenhomomorphismen von einer Gruppe G nach Z sind
schwieriger zu charakterisieren. Die Gruppenhomomorphismen von Z nach
Z sind die Multiplikationen mit einer festen ganzen Zahl a, also

7 — 7., v — ax.

44.3. Gruppenisomorphismen.

Definition 44.13. Seien G und H Gruppen. Einen bijektiven Gruppenho-
momorphismus

p: G—H
nennt man einen Isomorphismus (oder eine Isomorphie). Die beiden Gruppen
heiflen zsomorph, wenn es einen Isomorphismus zwischen ihnen gibt.

Bijektive lineare Abbildungen sind insbesondere Gruppenisomorphismen.
Lemma 44.14. Seien G und H Gruppen und sei
p: G— H
ein Gruppenisomorphismus. Dann ist auch die Umkehrabbildung
ot H— G, h— o '(h),

ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Dies folgt aus

o (hihs) = @' (el (h))ele ' (h)))
= ¢ (e (e () (h2)))
= ¢ '(h)e ' (ha).
0

Beispiel 44.15. Betrachte die additive Gruppe der reellen Zahlen, also (R,
0,4), und die multiplikative Gruppe der positiven reellen Zahlen, also (R,
1,-). Dann ist die Exponentialabbildung

exp: R — Ry, z+—— exp(x),
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ein Gruppenisomorphismus. Dies beruht auf grundlegenden analytischen Ei-
genschaften der Exponentialfunktion. Die Homomorphieeigenschaft ist ledig-
lich eine Umformulierung des Exponentialgesetzes

exp(z +y) = " = e"e¥ = exp(x)exp(y).

Die Injektivitdt der Abbildung folgt aus der strengen Monotonie, die Surjek-
tivitat folgt aus dem Zwischenwertsatz. Die Umkehrabbildung ist der natiirli-
che Logarithmus, der somit ebenfalls ein Gruppenisomorphismus ist.

Isomorphe Gruppen sind beziiglich ihrer gruppentheoretischen Eigenschaf-
ten als gleich anzusehen. Isomorphismen einer Gruppe auf sich selbst nennt
man auch Automorphismen. Die Menge aller Automorphismen auf G bildet
mit der Hintereinanderschaltung eine Gruppe, die man mit Aut G bezeich-
net und die die Automorphismengruppe zu G nennt. Wichtige Beispiele fiir
Automorphismen sind die sogenannten inneren Automorphismen.

Definition 44.16. Sei GG eine Gruppe und g € G fixiert. Die durch g defi-

nierte Abbildung

kg: G— G, x — grg

heifit innerer Automorphismus.

Diese Abbildung x4 heifit auch die Konjugation mit g. Wenn G eine kommu-
tative Gruppe ist, so ist wegen grg™! = xgg~! = z die Identitit der einzige
innere Automorphismus. Der Begriff ist also nur bei nicht kommutativen
Gruppen von Interesse.

Lemma 44.17. Ein innerer Automorphismus ist in der Tat ein Automor-
phismus. Die Zuordnung

G — Aut G, g — Ky,

st ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Es ist

ro(ry) = gryg™" = grg tgyg ™t = Ky(w)ry(y),
so dass ein Gruppenhomomorphismus vorliegt. Wegen
Rg(kn(w)) = ro(hah™) = ghah™'g™! = gha(gh)™ = K,
ist einerseits
Kg-10 kg = Kg-14 = idg,
so dass k, bijektiv, also ein Automorphismus, ist. Andererseits ist deshalb
die Gesamtabbildung s ein Gruppenhomomorphismus. O
Beispiel 44.18. Zu einer fixierten invertierbaren Matrix B € GL,(K) ist
die Konjugation

kp: GLn(K) — GLu(K), M — BMB™",
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gerade diejenige Abbildung, die der beschreibenden Matrix M zu einer li-
nearen Abbildung beziiglich einer Basis die beschreibende Matrix beziiglich
einer neuen Basis zuordnet.

44.4. Der Kern eines Gruppenhomomorphismus.

Definition 44.19. Seien G und H Gruppen und sei
p: G— H

ein Gruppenhomomorphismus. Dann nennt man das Urbild des neutralen
Elementes den Kern von ¢, geschrieben

kerng = 7' (en) = {9 € Gly(g) = en}.
Lemma 44.20. Seien G und H Gruppen und sei
p: G—H
ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist der Kern von ¢ eine Untergruppe

von G.

Beweis. Wegen p(eq) = eg ist eg € ker ¢. Seien g, ¢’ € ker . Dann ist

©(99) = w(9)eld) = enen = en

und daher ist auch gg’ € ker ¢. Der Kern ist also ein Untermonoid. Sei nun
g € ker ¢ und betrachte das inverse Element ¢g~!. Nach Lemma 44.6 ist

e(g7") = (e(9)™" = eg' = en,

also auch ¢! € ker . O

Wie fiir lineare Abbildungen gilt wieder das Kernkriterium fir die Injekti-
vitdt.

Lemma 44.21. Seien G und H Gruppen. Ein Gruppenhomomorphismus
¢ G — H ist genau dann injektiv, wenn der Kern von ¢ trivial ist.
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Beweis. Wenn ¢ injektiv ist, so darf auf jedes Element h € H hochstens
ein Element aus G gehen. Da eg auf ey geschickt wird, darf kein weiteres
Element auf ey gehen, d.h. ker p = {eg}. Sei umgekehrt dies der Fall und
sei angenommen, dass g,§ € G beide auf h € H geschickt werden. Dann ist

¢ (997") = el9)p@) " = hh™" = ey

und damit ist gg—! € ker ¢, also g§~! = eq nach Voraussetzung und damit

g =g. U
44.5. Das Bild eines Gruppenhomomorphismus.

Lemma 44.22. Seien G und H Gruppen und sei p: G — H ein Gruppen-
homomorphismus. Dann ist das Bild von ¢ eine Untergruppe von H.

Beweis. Sei B := bild ¢. Dann ist ey = @(eqg) € B. Seien hy,hy € B.
Dann gibt es g1, g2 € G mit ¢(g1) = hy und p(ga2) = he. Damit ist hy - hy =
©(g1) - ©(92) = p(g1-g2) € B. Ebenso gibt es fiir h € B ein g € G mit
¢(g) = h. Somit ist At = (p(9))"! = ¢(¢7!) € B. O

Beispiel 44.23. Betrachte die analytische Abbildung
R — C, t —> e = cost +isint.

Aufgrund des Exponentialgesetzes (bzw. der Additionstheoreme fiir die trigo-
nometrischen Funktionen) ist e!t+$) = efe’*. Daher liegt ein Gruppenhomo-
morphismus von der additiven Gruppe (R, 4, 0) in die multiplikative Gruppe
(C*,-,1) vor. Wir bestimmen den Kern und das Bild dieser Abbildung. Fiir
den Kern muss man diejenigen reellen Zahlen ¢ bestimmen, fiir die

cost=1und sint =0

ist. Aufgrund der Periodizitét der trigonometrischen Funktionen ist dies ge-
nau dann der Fall, wenn ¢ ein ganzzahliges Vielfaches von 27 ist. Der Kern ist
also die Untergruppe 27 Z. Fiir einen Bildpunkt gilt [e'| = sin® t4cos?t = 1,
so dass der Bildpunkt auf dem komplexen Einheitskreis liegt. Andererseits
durchlaufen die trigonometrischen Funktionen den gesamten Einheitskreis,
so dass die Bildgruppe der Einheitskreis mit der komplexen Multiplikation
ist.

44. ARBEITSBLATT

44.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 44.1.*

Beweise das folgende Untergruppenkriterium.Eine nichtleere Teilmenge H C
G einer Gruppe G ist genau dann eine Untergruppe, wenn gilt:

fiir alle g,h € H ist gh™' € H .
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Aufgabe 44.2.*

Sei GG eine Gruppe und g € G ein Element, und seien m,n € Z ganze Zahlen.
Zeige die folgenden Potenzgesetze.

(1) Es ist ¢° = eq.
(2) Esist g™t = g™g".

Aufgabe 44.3.*
Zeige, dass die Untergruppen von Z genau die Teilmengen der Form
Zd = {kd| k € Z}

mit einer eindeutig bestimmten nicht-negativen Zahl d sind.

Aufgabe 44.4. Berechne die Ordnung der Matrix
2 41
320
01 3

iitber dem Korper Fs.

Aufgabe 44.5. Betrachte die rationalen Zahlen (Q,+,0) als kommutative
Gruppe. Es sei G C Q eine endlich erzeugte Untergruppe. Zeige, dass GG
zyklisch ist.

Aufgabe 44.6. Beweise Lemma 44.6.

Aufgabe 44.7. Sei G eine (multiplikativ geschriebene) kommutative Gruppe
und sei n € N. Zeige, dass das Potenzieren

G— G, x— 2",

ein Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgabe 44.8.*
Es sei G eine kommutative Gruppe und
p: G—H

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Zeige, dass H ebenfalls kommu-
tativ ist.
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Aufgabe 44.9. Es sei GG eine additiv geschriebene kommutative Gruppe.
Zeige, dass die Negation, also die Abbildung
G— G, r— —x,

ein Gruppenisomorphismus ist.

Aufgabe 44.10.*
Bestimme, ob die durch die Gauflklammer gegebene Abbildung
Q — Z: qr— LQJa

ein Gruppenhomomorphismus ist oder nicht.

Aufgabe 44.11. a) Fiir welche reellen Polynome P € R[X] ist die zugehdorige
polynomiale Abbildung

(R,0,4) — (R,0,+), 2 —> P(x),
ein Gruppenhomomorphismus?

b) Fiir welche reellen Polynome ) € R[X] ist allenfalls 0 eine Nullstelle und
die zugehorige polynomiale Abbildung

(R*,1,-) — (R, 1,), z — Q(x),

ein Gruppenhomomorphismus?

Aufgabe 44.12. Es sei K ein Korper und sei
M = {(Z Z) la,b,c,d € K, ad—bc;«éo}

die Menge aller invertierbaren 2 x 2-Matrizen.

a) Zeige (ohne Bezug zur Determinante), dass M mit der Matrizenmultipli-
kation eine Gruppe bildet.

b) Zeige (ohne Bezug zur Determinante), dass die Abbildung

a b

M — K, (c d) — ad — be,

ein Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgabe 44.13. Zeige, dass die Abbildung
Sy, — GL,(R), 7 — M,

die einer Permutation 7 auf {1, ..., n} ihre Permutationsmatrix M, zuordnet,
ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist.
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Aufgabe 44.14.*

Es sei R ein kommutativer Ring und h € R. Zeige, dass die Abbildung
R— R, f— hf,

ein Gruppenhomomorphismus ist. Beschreibe das Bild und den Kern dieser

Abbildung.

Mit dem Konzept der Restklassenbildung werden die folgenden Aufgaben
bald deutlich einfacher.

Aufgabe 44.15. Sei n € N, und betrachte auf
Z/(n) = {0,1,...,n —1}
die Verkniipfung

a+b, fallsa+b<n,

b:= b dn=
o (a+5) modn {a+b—n, fallsa+b>n.

Zeige, dass dadurch eine assoziative Verkniipfung auf dieser Menge definiert
ist, und dass damit sogar eine Gruppe vorliegt.

Aufgabe 44.16. Sei d € N>,. Wir betrachten
Z/(d) = {0,1,...,d—1}

mit der in Aufgabe 44.15 beschriebenen Addition. Zeige, dass die Abbildung
v Z)(d) — Z, r — T,

kein Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgabe 44.17. Bestimme die Ordnungen sémtlicher Elemente in der Grup-
pe Z/(100).

Aufgabe 44.18. Es sei G eine Gruppe und h € G. Zeige, dass die Abbildung
G — G, g— hgh™,

eine Gruppenautomorphismus ist.

Aufgabe 44.19.*
Wir betrachten die Abbildung

GLy(R) — GL2(R),

T oYY, 8r —4y + 14z — Tw —28x + 16y — 49z + 28w
z w 20 —y + 4z — 2w —Tx+4y — 142+ 8w )’

Zeige, dass es sich dabei um einen inneren Automorphismus handelt.
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Aufgabe 44.20.*
Es seien a, b, ¢, d reelle Zahlen mit ad — bc = 1. Zeige, dass die Abbildung

GLy(R) — GL»(R),

v y\ ., (edr—acy+bdz —bew —abza’y — b’z + +abw
z w cdr — ?y +d*z — cdw  —bex + acy — bdz + adw

ein innerer Automorphismus ist.

Aufgabe 44.21. Es sei M eine endliche Menge und 7' C M eine Teilmenge,
und es seien Aut 7" und Aut M die zugehorigen Automorphismengruppen
(also die Menge aller bijektiven Abbildungen auf M, siche Aufgabe 3.13).
Zeige, dass durch

U: Aut T — Aut M, o — @,
mit

T sonst,

Hz) = {(p(x), falls x € T,

ein injektiver Gruppenhomomorphismus gegeben ist.

Aufgabe 44.22. Sei G eine Gruppe und sei g € G ein Element und sei
p: G— G, h— hg,

die Multiplikation mit g. Zeige, dass ¢ bijektiv ist, und dass ¢ genau dann
ein Gruppenhomomorphismus ist, wenn g = e ist.

Aufgabe 44.23. Gibt es Gruppenhomomorphismen
(R, =+, O) — (Ru -+, 0)7

die nicht R-linear sind?

44.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 44.24. (3 (142) Punkte)
Es seien G4, ..., G, Gruppen.

a) Definiere eine Gruppenstruktur auf dem Produkt

Gy x - xGy.

b) Es sei H eine weitere Gruppe. Zeige, dass eine Abbildung
po: H— Gy X+ X Gy, x— p(x) = (p1(2), ..., 0n(x)),

genau dann ein Gruppenhomomorphismus ist, wenn alle Komponenten ¢;
Gruppenhomomorphismen sind.
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Aufgabe 44.25. (2 Punkte)
Bestimme die Ordnungen sémtlicher Elemente in der Gruppe Z/(12).

Aufgabe 44.26. (4 Punkte)
Bestimme die Gruppenhomomorphismen von (Q, +,0) nach (Z, +,0).

Die folgende Aufgabe kniipft an Aufgabe 3.8 an. Zu einer reellen Zahl x
bezeichnet |x| die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich z ist.

Aufgabe 44.27. (3 Punkte)

Wir betrachten
M={qeQ0<qg<1}

mit der in Aufgabe 3.7 definierten Verkniipfung, die nach Aufgabe 3.8 eine
Gruppe ist. Zeige, dass die Abbildung

Q— M, q—q—lq],

ein Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgabe 44.28. (2 Punkte)
Bestimme fiir jedes n € N den Kern des Potenzierens

R* — R*, 2z — 2",

Aufgabe 44.29. (1 Punkt)
Zeige, dass es keinen Gruppenhomomorphismus
v: (R,0,+) — G

in eine Gruppe G mit der Eigenschaft gibt, dass » € R genau dann irrational
ist, wenn ¢(r) = 0 ist.

45. VORLESUNG - AQUIVALENZRELATIONEN

45.1. Relationen.

Definition 45.1. Seien X und Y Mengen. Eine Relation zwischen X und Y
ist eine Teilmenge R C X X Y.

D.h. bei einer Relation stehen gewisse Paare (x,y) in der gegebenen Relation,
und die anderen Paare eben nicht. Man schreibt dafiir (z,y) € R oder R(x,y)
oder zRy. Bei X = Y spricht man von einer Relation auf X. Aus der
Analysis sind die Ordnungsrelationen bekannt.
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Definition 45.2. Eine Relation < auf einer Menge [ heifit Ordnungsrelation
oder Ordnung, wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind.

(1) Esist i < i fiir alle i € I.
(2) Ausi < jund j < k folgt stets i < k.
(3) Ausi < jund j < i folgt i = j.

Die dabei auftretenden Relationseigenschaften heiflen der Reihe nach reflexiv,
transitiv, antisymmetrisch.

45.2. Aquivalenzrelationen.

Definition 45.3. Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M ist eine Rela-
tion R C M x M, die die folgenden drei Eigenschaften besitzt (fiir beliebige
x,y,z € M).

(1) Esist © ~ z (reflexiv).
(2) Aus x ~ y folgt
y ~ x (symmetrisch).
(3) Ausz ~ yund y ~ z folgt © ~ z (transitiv).

Dabei bedeutet © ~ y, dass das Paar (x,y) zu R gehort.

Beispiel 45.4. Das Urbeispiel fiir eine Aquivalenzrelation ist die Gleichheit
auf einer beliebigen Menge M. Unter der Gleichheit ist jedes Element nur
mit sich selbst dquivalent.

Gnus bilden eine Aquivalenzklasse beziiglich der Aquivalenzrelation der
Gleichartigkeit, ebenso Zebras.

Beispiel 45.5. Hiufig interessiert man sich gar nicht so genau fiir einzelne
Objekte, sondern nur fiir bestimmte Eigenschaften davon. Objekte, die sich
beziiglich einer bestimmten, genau definierten Eigenschaft gleich verhalten,
kann man dann (beziiglich dieser Eigenschaft) als dquivalent betrachten. Of-
fenbar handelt es sich dabei um eine Aquivalenzrelation. Wenn man sich bei-
spielsweise nur fiir die Farbe von Objekten interessiert, so sind alle Objekte,
die (exakt) gleichfarbig sind, zueinander dquivalent. Wenn man sich bei Tie-
ren nicht fiir irgendwelche individuellen Eigenschaften interessiert, sondern
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nur fiir ihre Art, so sind gleichartige Tiere dquivalent, d.h. zwei Tiere sind
genau dann dquivalent, wenn sie zur gleichen Art gehoren. Studierende kann
man als dquivalent ansehen, wenn sie die gleiche Féacherkombination studie-
ren. Vektoren kann man als dquivalent ansehen, wenn sie zum Nullpunkt den
gleichen Abstand besitzen, etc. Eine Aquivalenzrelation ist typischerweise ein
bestimmter Blick auf bestimmte Objekte, der unter Bezug auf eine gewisse
Eigenschaft gewisse Objekte als gleich ansieht.

Bei den zuletzt genannten ,alltéglichen® Beispielen muss man etwas vorsich-
tig sein, da im Allgemeinen die Eigenschaften nicht so genau definiert werden.
Im Alltag spielt Ahnlichkeit eine wichtigere Rolle als Gleichheit hinsichtlich
einer bestimmten Eigenschaft. Die Ahnlichkeit ist aber keine Aquivalenzre-
lation, da sie zwar reflexiv und symmetrisch ist, aber nicht transitiv. Wenn
A und B zueinander (knapp) dhnlich sind und B und C' ebenso, so kann A
und C' schon knapp undhnlich sein (ebenso: lebt in der Nachbarschaft von,
ist verwandt mit, etc.).

Die Gleichheit beziiglich einer Eigenschaft wird durch folgende mathemati-
sche Konstruktion prézisiert.

Beispiel 45.6. Seien M und N Mengen und sei f: M — N eine Abbildung.
In einer solchen Situation hat man immer eine Aquivalenzrelation auf dem
Definitionsbereich M der Abbildung, und zwar erkldrt man zwei Elemente
x,y € M als dquivalent, wenn sie unter f auf das gleiche Element abgebildet
werden, wenn also f(z) = f(y) ist. Wenn die Abbildung f injektiv ist, so
ist die durch f auf M definierte Aquivalenzrelation die Gleichheit. Wenn die
Abbildung konstant ist, so sind unter der zugehorigen Aquivalenzrelation alle
Elemente aus M untereinander dquivalent.

Zu einer Abbildung f: M — N nennt man iibrigens die Menge aller Punkte
x € M, die auf einen bestimmten Punkt z € N abgebildet werden, die Faser
iiber z. Die Aquivalenzklassen (s.u.) sind dann also die Fasern.

Beispiel 45.7. Es sei d € N fixiert. Wir betrachten auf Z die Aquivalenz-
relation ~, bei der zwei Zahlen a,b € Z als dquivalent betrachtet werden,
wenn ihre Differenz a — b ein Vielfaches von d ist. Zwei Zahlen sind also
zueinander dquivalent, wenn man von der einen Zahl zu der anderen durch
Spriinge der Sprungweite d gelangen kann. Unter Verwendung der Division
mit Rest bedeutet dies, dass zwei Zahlen zueinander dquivalent sind, wenn
sie bei Division durch d den gleichen Rest ergeben.

Beispiel 45.8. Wir betrachten die Gaufklammer (oder den ,floor) einer
reellen Zahl, also die Abbildung

| |: R—Z, t— [t].

Eine Zahl ¢t wird also auf die grofite ganze Zahl abgebildet, die kleiner oder
gleich ¢ ist (die ,, Vorkommazahl“). Dabei wird das gesamte ganzzahlige (also
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mit ganzzahligen Intervallgrenzen) rechtsseitig offene Intervall [n,n + 1) auf
n € Z abgebildet. Beziiglich dieser Abbildung sind also zwei reelle Zahlen
genau dann dquivalent, wenn sie im gleichen ganzzahligen Intervall liegen.

Statt der Vorkommazahl kann man auch die ,,Nachkommazahl®“ betrachten.
Das ist die Abbildung

R —[0,1), t —>t — [2].

Unter der durch diese Abbildung definierte Aquivalenzrelation sind zwei re-
elle Zahlen genau dann gleich, wenn sie die gleiche Nachkommazahl besitzen,
und das ist genau dann der Fall, wenn ihre Differenz eine ganze Zahl ist.

45.3. Aquivalenzklassen und Repriisentantensysteme.

Eine Aquivalenzrelation R C M x M auf einer Menge M kann auch als
Zerlegung (Partition) der Menge M aufgefasst werden. Hierzu ist der Begriff
der Aquivalenzklasse niitzlich.

Definition 45.9. Sei R C M x M eine Aquivalenzrelation und x € M.
Dann ist

2] == {y € M|(z,y) € R}

die Aquivalenzklasse von x beziiglich R.

In Worten: [z] ist die Teilmenge aller Elemente von M, die zu = dquivalent
sind. Jedes Element y € [x] heifit ein Reprisentant fiir die Aquivalenzklasse

[z].

Definition 45.10. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Eine
Teilmenge T C M heifit ein Reprisentantensystem fiir die Aquivalenzrela-
tion, wenn es fiir jede Aquivalenzklasse genau ein Element aus 7" aus dieser
Klasse gibt.

Drei Aquivalenzklassen fiir die durch die Parallelitiit gegebene
Aquivalenzrelation.
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Beispiel 45.11. Auf der Menge aller Geraden in der Ebene kann man die
Parallelitiit als Aquivalenzrelation auffassen. Eine Gerade ist zu sich selbst
parallel, die Relation ist offenbar symmetrisch und wenn G; zu G, parallel
und G, zu Gy parallel ist, so ist auch Gy zu Gj parallel. Die Aquivalenz-
klasse zu einer Geraden G besteht aus allen zu G parallelen Geraden, diese
bilden eine parallele Geradenschar. Wir fixieren einen Punkt M in der Ebe-
ne. Dann gibt es zu jeder Geraden G eine dazu parallele Gerade G’, die
durch den Punkt M verlduft. Man kann also jede Aquivalenzklasse durch
eine Gerade durch den Punkt M reprasentieren, und zwar eindeutig, da par-
allele Geraden, die durch einen Punkt verlaufen, {ibereinstimmen miissen.
Die Menge der Geraden durch M bildet also ein Représentantensystem fiir
die Aquivalenzrelation der Parallelitéit.

Unter der Aquivalenzrelation , erreichbar auf dem Landweg“ sind Inseln und
Kontinente die Aquivalenzklassen.

Beispiel 45.12. Es sei eine Situation gegeben, wo gewisse Orte (oder Ob-
jekte) von gewissen anderen Orten aus erreichbar sind oder nicht. Die Er-
reichbarkeit kann dabei durch die Wahl eines Verkehrsmittels oder durch eine
abstraktere (Bewegungs)-Vorschrift festgelegt sein. Solche Erreichbarkeitsre-
lationen liefern hiufig eine Aquivalenzrelation. Dass ein Ort von sich selbst
aus erreichbar ist, sichert die Reflexivitdt. Die Symmetrie der Erreichbarkeit
besagt, dass wenn man von A nach B kommen kann, dass man dann auch
von B nach A kommen kann. Das ist nicht fiir jede Erreichbarkeit selbst-
verstidndlich, fiir die meisten aber schon. Die Transitivitit gilt immer dann,
wenn man die Bewegungsvorgénge hintereinander ausfithren kann, also zuerst
von A nach B und dann von B nach C.

Wenn erreichbar beispielsweise dadurch gegeben ist, dass man auf dem Land-
weg von einem Ort zu einem anderen kommen kann, so sind zwei Ortspunkte
genau dann dquivalent, wenn sie auf der gleichen Insel (oder dem gleichen
Kontinent) liegen. Inseln und Kontinente sind dann die Aquivalenzklassen.
In der Topologie spielt der Begriff des Wegzusammenhangs eine wichtige
Rolle: Zwei Punkte sind wegzusammenhéngend, wenn man sie durch einen
stetigen Weg verbinden kann. Oder: Auf den ganzen Zahlen lebe eine Ko-
lonie von Flohen, und jeder Flohsprung geht fiinf Einheiten weit (in beide
Richtungen). Wie viele Flohpopulationen gibt es, welche Flohe kénnen sich
begegnen?
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Beispiel 45.13. Beim Schach darf ein Laufer diagonal in jede Richtung be-
liebig weit ziehen. Zwei Felder heiflen lauferdquivalent, wenn man von dem
einen Feld mit endlich vielen Léauferziigen zu dem anderen Feld gelangen
kann. Das ist eine Aquivalenzrelation. Da sich bei einem Diagonalzug die
Farbe des Feldes nicht dndert, bleibt ein Laufer, der auf einem weiflen Feld
steht, stets auf einem weiflen Feld. Zugleich kann ein L&aufer, der auf ei-
nem weiflen Feld steht, jedes weile Feld (grundsétzlich, ohne Beachtung von
anderen Figuren in einer Stellung) erreichen. Deshalb gibt es zwei Aquiva-
lenzklassen: die weiflen Felder und die schwarzen Felder, und entsprechend
spricht man von weiffeldrigen Léufern und schwarzfeldrigen Léufern (das ist
nicht die Farbe der Figur).

Beispiel 45.14. Wir betrachten die Produktmenge M = N x N, die wir
uns als ein Punktgitter vorstellen. Wir fixieren die Spriinge (man denke an
Springméiuse, die alle diese Spriinge ausfithren kénnen)

+(2,0) und £ (3,3),

und sagen, dass zwei Punkte P = (a,b), Q = (¢,d) € M &quivalent sind,
wenn man ausgehend von P den Punkt () mit einer Folge von solchen Spriinen
erreichen kann. Dies ist eine Aquivalenzrelation (dafiir ist entscheidend, dass
bei den Spriingen auch der entgegengesetzte Sprung dazu gehort). Typische
Fragestellungen sind: Wie kann man dquivalente Felder charakterisieren, wie
entscheiden, ob zwei Felder dquivalent sind oder nicht? Wie viele Aquivalenz-
klassen gibt es iiberhaupt, gibt es fiir sie ein schones Reprisentantensystem?

IN % IN

3
cl
)
B
)
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Visualisierung des Beispiels

45.4. Quotientenmenge und kanonische Abbildung.

Definition 45.15. Sei R C M x M eine Aquivalenzrelation. Dann heit
M/R = {[z]|z € M}
die Quotientenmenge von R.

Definition 45.16. Sei R € M x M eine Aquivalenzrelation und M/R die
Quotientenmenge. Die Abbildung

qr: M — M/R, x — [z],

heifit kanonische Projektion von R.

Die Quotientenmenge werden die Aquivalenzklassen zu Elementen einer neu-
en Menge gemacht. Durch die kanonische Projektion werden dquivalente Ele-
mente miteinander identifiziert. Man spricht daher bei Aquivalenzrelationen
auch von der Kunst des Identifizierens. Im praktischen Umgang mit den Quo-
tientenmengen tritt haufig die eigentliche Definition in den Hintergrund und
man arbeitet eher mit den intrinsischen Eigenschaften dieser Mengen. Die
folgende Aussage besagt insbesondere, dass man jede Aquivalenzrelation wie
in Beispiel 45.6 erhalten kann. Aquivalent bedeutet also stets gleich unter
einer geeigneten Abbildung.

Lemma 45.17. Sei M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M
mit den Aquivalenzklassen [x] und der Quotientenmenge M/ ~. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Es ist x ~ y genau dann, wenn [x] = [y] ist, und dies gilt genau
dann, wenn [z] N [y] # 0.

(2) M = Upjen 2] ist eine disjunkte Vereinigung.

(3) Die kanonische Projektion

¢ M — M/ ~, v +— [z],

15t surjektiv.

(4) Bs ist g (a]) = [a].

(5) Sei p: M — W eine Abbildung mit p(x) = @(y) fir alle z,y € M
mit x ~ y. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Abbildungp: M/ ~
— W mit p = pogq.

Beweis. (1) Seien z und y dquivalent und v € [z]. Dann ist  ~ u und
nach der Transitivitit auch y ~ wu, also u € [y]. Damit stimmen die
Aquivalenzklassen iiberein. Die Implikation von der Mitte nach rechts
ist klar, da wegen x ~ z Aquivalenzklassen nicht leer sind. Sei nun
[z]N]y] # 0, und sei z ein Element im Durchschnitt. Dann ist = ~ 2z
und y ~ z und wegen der Transitivitéit ist x ~ y.
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(2) Wegen der Reflexivitit ist « € [z] und daher ist M = U cp)[2]-
Wegen Teil (1) ist die Vereinigung disjunkt.
(3) Die Surjektivitét ist klar aufgrund der Definition der Quotientenmen-

ge, und da z auf die Klasse [z] geschickt wird.
(4) Es ist

¢ ([2]) = {yeMlaly) =[x}
= {y e M[[y] = [«]}
= {ye M|y~ z}
= [=].

(5) Sei [z] € M/ ~ gegeben. Die einzige Moglichkeit fiir @ ist p([z]) =
©(z) zu setzen. Es muss aber gezeigt werden, dass diese Abbildung
iiberhaupt wohldefiniert ist, also unabhéngig von der Wahl des Re-
prasentanten ist. Sei hierzu [z] = [y], also  ~ y. Dann ist nach der
Voraussetzung an ¢ aber ¢(x) = ¢(y).

g

Wesentliche mathematische Konstruktionen beschreibt man mit Hilfe von
Quotientenmengen beziiglich gewisser Aquivalenzrelationen auf einfacheren
Mengen. Dafiir geben wir zwei Beispiele.

Beispiel 45.18. Sein € Nund M = R"™\ {0}. Der R"™! ist ein reeller
Vektorraum, wobei die Skalarmultiplikation von A € R und z € R"*! mit
A - x bezeichnet wird. Sei weiter

R = {(xz,y) € M x M| es gibt ein A € R\ {0} mit A -z =y} .

Zwei Punkte werden also als dquivalent erkléart, wenn sie durch Skalarmul-
tiplikation mit einem Skalar A # 0 ineinander iiberfithrt werden koénnen.
Ebenso konnte man sagen, dass zwei Punkte als dquivalent gelten, wenn sie
dieselbe Gerade durch den Nullpunkt definieren.

Dass wirklich eine Aquivalenzrelation vorliegt, sieht man so. Die Reflexivitét
folgt aus x = 1z fiir jedes x € M. Zur Symmetrie sei xRy, d.h. es gibt ein
A # 0 mit Az = y. Dann gilt aber auch y = A 'z, da ja A ein Inverses
besitzt. Zum Nachweis der Transitivitét sei x Ry und yRz angenommen, d.h.
es gibt \,0 # 0 mit Az = y und dy = z. Dann ist insgesamt z = dy =
(6\)z mit §A # 0. Die Aquivalenzklassen zu dieser Aquivalenzrelation sind
die einzelnen Geraden durch den Nullpunkt (aber ohne den Nullpunkt). Die
Quotientenmenge heift reell-projektiver Raum (der reellen Dimension n) und
wird mit Pg bezeichnet.

Beispiel 45.19. Es sei N die Menge der natiirlichen Zahlen und M = NxN
die Produktmenge mit der komponentenweisen Addition.® Wir erkliren auf

8Passende Interpretationen fiir die Paare in diesem Kontext sind beispielsweise: Das
Paar (a,b) reprisentiert das Ergebnis eines Fufiballspieles, wobei a die Toranzahl der
Heimmannschaft und b die Toranzahl der Gastmannschaft repriasentiert, oder: Das Paar
(a,b) reprisentiert das Alter eines menschlichen Paares, wobei a fiir das Alter der Frau
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M eine Relation durch
(a,b) ~ (¢c,d), fallsa+d=0b+c.

Dies ist bei a < ¢ genau dann der Fall, wenn es ein e € N (nédmlich e = ¢—a)
mit

(¢,d) = (a,b) + (e, e)

gibt. D.h. die beiden Paare unterscheiden sich um ein Diagonalelement, also
um ein Paar, wo beide Komponenten iibereinstimmen. Diese Relation ist ei-
ne Aquivalenzrelation auf M, siche Aufgabe 45.19. Wenn man N x N als ein
quadratisches Gitter anordnet (das ist ein ,diskretes Koordinatensystem*),
so sind die Aquivalenzklassen durch die Punkte auf einer zur Diagonalen
parallelen ,diskreten Geraden“ gegeben. Die Punkte (a,b) mit a > b sind
dquivalent zu (a — b,0), sie haben also einen Représentanten, bei dem die
zweite Komponente 0 ist. Die Punkte (a,b) mit a < b sind dquivalent zu
(0,b—a), sie haben also einen Reprisentanten, bei dem die erste Komponente
0 ist. Die Punkte (a,a) sind zu (0,0) dquivalent. Den Représentanten einer
Aquivalenzklasse, bei dem mindestens eine Komponente 0 ist, nennen wir
den Standardvertreter dieser Aquivalenzklasse. Die Standardvertreter sind
die diskreten Punkte des begrenzenden Viertelkreuzes; zu einem Punkt er-
gibt sich der Standardvertreter, wenn man parallel zur Diagonalen in Rich-
tung der Halbachsen wandert, bis man auf einer der Halbachsen landet. Zwei
Punkte sind genau dann dquivalent, wenn sie den gleichen Standardvertreter
besitzen.

Wir bezeichnen nun die Quotientenmenge, also die Menge der Aquivalenz-
klassen unter dieser Aquivalenzrelation, als Menge der ganzen Zahlen und
bezeichnen sie mit Z. Jede ganze Zahl hat dann genau einen Standardvertre-
ter der Form n := (n,0) mit n € N, der Form 0 := (0,0) oder der Form
—n := (0,n) mit n € N,. Eine natiirliche Zahl n fassen wir von nun an als
die ganze Zahl (n,0) auf.

und b fiir das Alter des Mannes steht. Der Ubergang zu den Aquivalenzklassen bedeutet
dann, sich nur noch fiir die Tordifferenz bzw. den Altersunterschied zu interessieren, nicht
mehr fiir das genaue Ergebnis bzw. das Alter der einzelnen Personen. Man kann auch das
Paar als eine Schrittfolge aus a Schritten nach rechts und b Schritten nach links ansehen.
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Wir wollen nun zwei ganze Zahlen, also zwei solche Aquivalenzklassen [(a, b)]
und [(¢, d)] miteinander ,,addieren”, also eine Verkniipfung & auf Z einfiihren.
Der naheliegende Ansatz ist, diese Verkniipfung mittels der komponentenwei-
sen Addition als
[(a,0)] ® [(¢,d)] := [(a+c b+ d)]
zu definieren. Hier tritt das Problem der Wohldefiniertheit auf, denn die Ver-
kniipfung wird erklart unter Bezug auf Repréasentanten, und es ist nicht von
vornherein klar, dass unterschiedliche Reprisentanten zum gleichen Ergebnis
fihren. Wenn also (a,b) ~ (d/,b') und (¢,d) ~ (¢,d’) sind, so muss man
iiberpriifen, dass
(a+c,b+d) ~ (" +, 0 +d)

und damit [(a + ¢,b + d)] = [(@' + ¢,V + d')] ist. Dies ist der Fall, siche
Aufgabe 45.20. Man kann weiterhin zeigen, dass die so definierte Verkniipfung
auf Z assoziativ und kommutativ ist, dass [(0,0)] das neutrale Element der
Verkniipfung ist und dass es zu jedem Element [(a,b)] ein inverses Element
gibt, ndmlich [(b, a)].

Wir definieren nun eine Multiplikation auf Z durch
[(a,b)] - [(e,d)] = [(ac+ bd, ad + bc)].

Dies ist wieder wohldefiniert und man kann zeigen, dass die Multiplikation
assoziativ und kommutativ ist mit 1 = [(1,0)] als neutralem Element und
dass das Distributivgesetz gilt.

45. ARBEITSBLATT

45.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 45.1. Bestimme, ob die durch die Relationstabelle

A|lB|C
A X | X . . .
B x beschriebene Relation auf der Menge { A, B, C'} reflexiv, sym-
Clx|x|x

metrisch, transitiv, antisymmetrisch ist.

Aufgabe 45.2.*

Es sei M eine Menge mit n Elementen. Bestimme die Anzahl der Relationen
auf M, die

(1) reflexiv
(2) symmetrisch
(3) reflexiv und symmetrisch

sind.
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Aufgabe 45.3. Auf den ganzen Zahlen Z lebe eine Kolonie von Flohen, und
jeder Flohsprung geht fiinf Einheiten weit (in beide Richtungen). Wie viele
Flohpopulationen gibt es? Wie kann man einfach charakterisieren, ob zwei
Flohe zur gleichen Population gehoren oder nicht?

Aufgabe 45.4. Wir betrachten auf dem weiflen Teil des angegebenen La-
byrinths die Aquivalenzrelation, die dadurch festgelegt ist, dass zwei Punkte
als dquivalent gelten, wenn man durch eine stetige Bewegung (also ohne
Spriinge) von einem Punkt zum anderen Punkt gelangen kann. Zeige, dass
ein Punkt auflerhalb des dufleren Kreises und ein Punkt des inneren Kreises
zueinander dquivalent sind.

Aufgabe 45.5. Sei B ein Blatt Papier (oder ein Taschentuch). Man versu-
che, sich die folgenden Aquivalenzrelationen auf B und die zugehorige Iden-
tifizierungsabbildungen vorzustellen (moglichst geometrisch).

(1) Die vier Eckpunkte sind untereinander dquivalent, ansonsten sind die
Punkte nur zu sich selbst dquivalent.

(2) Alle Randpunkte sind untereinander dquivalent, ansonsten sind die
Punkte nur zu sich selbst dquivalent.

(3) Jeder Punkt des linken Randes ist dquivalent zu seinem horizontal ge-
geniiber liegenden Punkt am rechten Rand, ansonsten sind die Punkte
nur zu sich selbst dquivalent.

(4) Jeder Punkt des linken Randes ist dquivalent zu seinem horizontal
gegeniiber liegenden Punkt am rechten Rand und jeder Punkt des
oberen Randes ist dquivalent zu seinem vertikal gegeniiber liegenden
Punkt, ansonsten sind die Punkte nur zu sich selbst dquivalent.

(5) Jeder Punkt des Randes ist dquivalent zu seinem punktsymmetrisch
(beziiglich des Mittelpunktes des Blattes) gegeniiber liegenden Punkt,
ansonsten sind die Punkte nur zu sich selbst dquivalent.

(6) Sei K ein Kreis (d.h. eine Kreislinie) auf dem Blatt. Alle Kreispunkte
seien untereinander dquivalent, ansonsten sind die Punkte nur zu sich
selbst dquivalent.
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(7) Es gebe zwei Punkte P # @, die untereinander dquivalent seien,
ansonsten sind die Punkte nur zu sich selbst dquivalent.

(8) Sei H die horizontale Halbierungsgerade des Blattes. Zwei Punkte
sind genau dann dquivalent, wenn sie achsensymmetrisch zu H sind.

Aufgabe 45.6. Wir betrachten auf der Menge aller hoheren Séugetiere die
Aquivalenzrelationen, die durch ,gehéren zur gleichen Gattung®, , gehoren
zur gleichen Familie“, , geh6ren zur gleichen Art*, , gehoren zur gleichen Klas-
se“, ,gehoren zur gleichen Ordnung® gegeben sind. Welche Aquivalenzrela-
tion ist eine Verfeinerung von welcher Aquivalenzrelation? Man gebe fiir je
zwei dieser Aquivalenzrelationen Tiere an, die beziiglich der einen Relation
dquivalent sind, aber nicht beziiglich der anderen. Wie viele Aquivalenzklas-
sen besitzt die Aquivalenzrelation zur Ordnung?

Aufgabe 45.7. Es sei M die Menge der Menschen und R die Verwandt-
schaftsrelation darauf, die wir groBziigig als transitiv interpretieren. Wie viele
Aquivalenzklassen gibt es?

Aufgabe 45.8. Wir betrachten die Produktmenge M = N x N. Wir fixieren
die Spriinge
+(2,1) und £(1,3),

und sagen, dass zwei Punkte P = (a,b), Q@ = (¢,d) € M &quivalent sind,
wenn man ausgehend von P den Punkt () mit einer Folge von diesen Spriingen
aus erreichen kann (und dabei in M bleibt). Dies ist eine Aquivalenzrelation.
Man bestimme die Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation und fiir jede
Aquivalenzklasse genau einen besonders einfachen Vertreter. Man gebe auch
einen Algorithmus an, der zu einem (a,b) € M diesen dquivalenten Vertreter

findet.

Aufgabe 45.9. Seien M und N Mengen und sei f: M — N eine Abbildung.
Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf N. Zeige, dass durch z = 2/, falls f(z) ~
f(2') gilt, eine Aquivalenzrelation auf M definiert wird.

Aufgabe 45.10.*
Sei G eine Gruppe. Betrachte die Relation ~ auf G, die durch
x ~ y genau dann, wenn & = y oder z =y~ !

erklirt ist. Zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.
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Aufgabe 45.11. Es sei K ein Koérper und V' ein K-Vektorraum. Zeige, dass
die Relation auf V', die durch

v~ w, fallsesein A € K, A £ 0, mit v = \w gibt

eine Aquivalenzrelation ist. Was sind die Aquivalenzklassen?

Aufgabe 45.12. Wir fassen ein Dreieck als ein Dreiertupel im R? auf. Zeige,
dass die Kongruenz von Dreiecken eine Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 45.13. Essei K ein Korper und n € N. Wir betrachten die folgende
Relation auf Mat,,(K).

M ~ N, falls es eine invertierbare Matrix B gibt mit M = BNB™!.

Zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 45.14. Wir betrachten die Relation auf der Menge der quadrati-
schen n x n-Matrizen, bei der Matrizen M und N als dquivalent angesehen
werden, wenn es Elementarmatrizen Fy, ..., Ej mit

M:EkO"'OEION

gibt. Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 45.15. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum und m € N.
Betrachte auf der Produktmenge V™ die folgende Relation.

(U1, ooy Om) ~ (W, ..o W), falls (vy, .o o) = (W, ..o wy)

Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation ist. Man gebe eine Bijektion zwi-
schen der zugehorigen Quotientenmenge und der Menge der Unterrdume von
V' der Dimension < m an. Zeige ferner, dass zwei Tupel (vy,...,v,) und
(w1, ..., wy,) genau dann in dieser Relation zueinander stehen, wenn es eine
invertierbare m x m-Matrix M = (a;;);; € Mat,,(K) gibt mit

m
v, = E CLZ']"IU]'
j=1

fir alle «.

Aufgabe 45.16. Wir betrachten auf der Mengen der linearen Abbildungen
p: C" — C" die Relation ~, bei der ¢ ~ 1 genau dann gilt, wenn es
Basen vy, ..., v, und wy, ..., w, mit M () = M2 () gibt. Zeige, dass dies
eine Aquivalenzrelation ist. Wie kann man den Satz iiber die jordansche
Normalform im Kontext von Aquivalenzrelationen interpretieren?
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Aufgabe 45.17.*
Wir betrachten auf N, die Relation ~, die durch
m ~n
festgelegt ist, falls m eine Potenz von n und n eine Potenz von m teilt.

(1) Zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.
(2) Bestimme, welche der folgenden Elemente zueinander dquivalent sind,
welche nicht.

100, 1000, 9, 125, 500, 27, 10, 210.

(3) Es sei Q die Quotientenmenge zu dieser Aquivalenzrelation und es sei
P die Menge der Primzahlen mit der Potenzmenge 3 (). Zeige, dass
es eine natiirliche Abbildung

p: Ny — B (P)
gibt, die zu einer injektiven Abbildung

p: Q — P (P)
fithrt. Ist ¢ surjektiv?

(4) Wie sieht ein besonders einfaches Reprisentantensystem fiir die Aqui-
valenzrelation aus?

Aufgabe 45.18.*

Es sei M die Menge der zweimal stetig differenzierbaren Funktionen von R
nach R. Definiere auf M eine Relation durch

[~ g falls f(0) = g(0), f/(0) = ¢'(0) und f"(1) = g"(1).
a) Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation ist.

b) Finde fiir jede Aquivalenzklasse dieser Aquivalenzrelation einen polyno-
mialen Vertreter.

c) Zeige, dass diese Aquivalenzrelation mit der Addition von Funktionen
vertraglich ist.

d) Zeige, dass diese Aquivalenzrelation nicht mit der Multiplikation von
Funktionen vertréglich ist.

Aufgabe 45.19. Sei I C R ein Intervall und betrachte die Menge
CHI,R) := {f : I — R : fist differenzierbar }. Fiir f,g € C'(I,R) de-

finieren wir
f ~ g, falls es ein ¢ € R gibt mit f(z) = g(z) +cfirallex €.

Liegt eine Aquivalenzrelation vor? Wenn ja, beschreibe die Aquivalenzklas-
sen.
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Aufgabe 45.20. Es sei K ein Korper und sei
Abb (K, K) = {f: K — K| f Funktion}

die Menge der Abbildungen von K nach K. Wir betrachten die Relation auf
Abb (K, K), die durch f ~ g, falls es ein ¢,d € K mit

f(z) = glx+c¢)+d

fiir alle © € K gibt. Zeige, dass es sich dabei um eine Aquivalenzrelation
handelt.

Aufgabe 45.21. Zeige, dass die auf N x N in Beispiel 45.19 eingefiihrte
Relation

(a,b) ~ (¢,d), fallsa+d=0b+c,

eine Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 45.22. Zeige, dass die auf Z in Beispiel 45.19 eingefiihrte Addition
und Multiplikation wohldefiniert sind.

Die folgende Aufgabe beschreibt die Konstruktion von Q aus Z mit Hilfe von
Aquivalenzklassen und Quotientenmengen.

Aufgabe 45.23.*
Betrachte auf Z x (Z \ {0}) die Relation
(a,b) ~ (c,d), falls ad = be ist.

a) Zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.
b) Zeige, dass es zu jedem (a, b) ein dquivalentes Paar (a',0’) mit b’ > 0 gibt.

c) Es sei M die Menge der Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation. Wir
definieren eine Abbildung

o: Z— M, z— [(z,1)].
Zeige, dass ¢ injektiv ist.

d) Definiere auf M (aus Teil ¢) eine Verkniipfung + derart, dass M mit dieser
Verkniipfung und mit [(0, 1)] als neutralem Element eine Gruppe wird, und
dass fiir die Abbildung ¢ die Beziehung

p(z1+22) = @(21) + p(22)
fiir alle 21, 2o € Z gilt.
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Aufgabe 45.24. Es sei M x N eine Produktmenge. Zeige, dass die Gleichheit
in der ersten Komponente eine Aquivalenzrelation ~ auf M x N ist. Zeige,
dass man jede Aquivalenzklasse mit N und die Quotientenmenge M x N/ ~
mit M identifizieren kann.

Aufgabe 45.25. Es seien M, und_' My Mengen und ~; sei eine Aquivalenz—
relation auf M; und ~y sei eine Aquivalenzrelation auf M,. Betrachte die
Relation ~ auf der Produktmenge M; x M,, die durch

(a1,as) ~ (by,by), falls a3 ~q by und ay ~9 by gilt,
definiert ist. Zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.
Zeige ferner, dass auf M; x M, die durch

(ay,aq) ~ (by,by), falls ay ~1 by oder ag ~9 by gilt,

definierte Relation keine Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 45.26. Es sei M eine Menge und P C B (M) . Dann heifit P eine
Partition von M, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

(1) Fir alle A € P gilt A # (.

(2) Fiir A,Be P, A# B, gilt ANB = 0.

(3) Die Elemente von P bilden eine Uberdeckung von M, d.h. jedes Ele-
ment von M liegt in mindestens einem Element von P.

Beweise, dass die Quotientenmenge M/ ~= {[z] : © € M} zu einer Aquiva-
lenzrelation ~ eine Partition der Menge M ist.

Aufgabe 45.27. Sei M eine Menge und P C B (M) eine Partition. Zeige,
dass P durch

x~y, fallsesein A € P gibt mit x € Aundy € A,

eine Aquivalenzrelation auf M induziert. Berechne diese Relation fiir die

Partition {{1},{2,3,4},{5,6},{7}} der Menge {1,2,3,4,5,6,7}.

Aufgabe 45.28. Es sei M eine Menge und (R;);c; eine Familie von Aqui-
valenzrelationen auf M. Zeige, dass durch den Durchschnitt R := (\,.; R;

wieder eine Aquivalenzrelation auf M definiert ist. Gilt dies auch fiir Uies Ri?
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45.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 45.29. (2 Punkte)

Bestimme, ob die durch die Relationstabelle

. [A[B|C|D]
Al z T
Blx|x
C T
D T T

beschriebene Relation auf der Menge {A, B,C, D} reflexiv, symmetrisch,
transitiv, antisymmetrisch ist.

Aufgabe 45.30. (2 Punkte)

Betrachte die Schachfiguren Turm, L&ufer, Pferd und Esel zusammen mit
ihren erlaubten Ziigen auf einem 8 x 8-Schachbrett. Ein Esel darf dabei pro
Zug einen Doppelschritt nach vorne, nach hinten, nach rechts oder nach links
machen. Jede dieser Figuren definiert eine Aquivalenzrelation auf den 64 Fel-
dern, indem zwei Felder als dquivalent angesehen werden, wenn das eine Feld
von dem anderen Feld aus mit dieser Figur in endlich vielen Ziigen erreichbar
ist. Beschreibe fiir jede dieser Schachfiguren die zugehérige Aquivalenzrela-
tion und ihre Aquivalenzklassen. Wie sieht es auf einem 3 x 3-Schachbrett
aus?

Aufgabe 45.31. (2 Punkte)
Wir betrachten fiir je zwei Teilmengen A, B C N die symmetrische Differenz
AAB = (A\ B)U(B\ A).
Wir setzen
A~ B,

falls AAB endlich ist. Zeige, dass dadurch eine Aquivalenzrelation auf 93 (N)
definiert wird.
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Aufgabe 45.32. (2 Punkte)

Sei GG eine Gruppe. Betrachte die Relation R auf G, wobei xRy bedeutet,
dass es einen inneren Automorphismus x, gibt mit @ = ky(y). Zeige, dass
diese Relation eine Aquivalenzrelation ist.

Die Aquivalenzklassen zu dieser Aquivalenzrelation bekommen einen eigenen
Namen:

Zu einer Gruppe G nennt man die Aquivalenzklassen zur Aquivalenzrelati-
on, bei der zwei Elemente als dquivalent (oder konjugiert) gelten, wenn sie
durch einen inneren Automorphismus ineinander iiberfithrt werden koénnen,
die Konjugationsklassen.

Aufgabe 45.33. (2 Punkte)

Es sei S3 die Gruppe der bijektiven Abbildungen der Menge {1, 2,3} in sich
selbst. Bestimme die Konjugationsklassen dieser Gruppe.

Aufgabe 45.34. (3 Punkte)

Es sei GL,(K) die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen iiber einem
Korper K. Zeige, dass fiir zueinander konjugierte Matrizen M und N aus
GL,(K) die folgenden Eigenschaften bzw. Invarianten iibereinstimmen: Die
Determinante, die Eigenwerte, die Dimension der Eigenrdume zu einem Ei-
genwert, die Diagonalisierbarkeit, die Trigonalisierbarkeit.

Aufgabe 45.35. (2 Punkte)

Es sei U C R” eine Teilmenge mit der induzierten Metrik. Betrachte die
Relation R auf U, wobei Ry bedeutet, dass es eine stetige Abbildung

v [07 1] — Rna t— /y(t)u

mit v(0) = = und (1) = y gibt. Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation auf
U ist.

46. VORLESUNG - RESTKLASSENBILDUNG

Eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge M definiert die Quotientenmenge
M/ ~ und die kanonische Projektion M — M/ ~ . Wenn es auf M zusétz-
liche Strukturen gibt und die Aquivalenzrelation diese respektiert, so kann
man héufig auf M/ ~ wieder die gleiche Struktur erhalten. Als Hauptbei-
spiel fiir diesen Prozess betrachten wir Aquivalenzrelationen auf Gruppen,
die durch eine Untergruppe definiert werden.
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46.1. Nebenklassen.

Definition 46.1. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Wir
setzen © ~py y (und sagen, dass x und y fquivalent sind) wenn x~'y € H.

Dies ist in der Tat eine Aquivalenzrelation: Aus z~ 'z = e € H folgt, dass
diese Relation reflexiv ist. Aus 27 'y € H folgt sofort y 'z = (z71y)~t € H
und aus 27y € H und y~'z € H folgt 272 € H.

Zwei Gruppenelemente x und y sind genau dann &dquivalent, wenn es ein
Element h € H der Untergruppe mit y = xh gibt. In Anschluss an Beispiel
45.12 kann man die Situation so interpretieren, dass die Untergruppe H eine
Menge an Bewegungsmoglichkeiten festlegt, und zwei Elemente genau dann
dquivalent sind, wenn sie durch eine solche durch H gegebene Bewegung
ineinander iiberfiihrt werden kénnen.

Beispiel 46.2. In einer (additiv geschriebenen) kommutativen Gruppe wie
Z. oder einem Vektorraum V und einer Untergruppe H bedeutet x ~g 1y,
dass y — x € H ist bzw. dass es ein h € H mit

y=x+h
gibt. Die Aquivalenzklassen sind von der Form z+H = {x+h|h € H}. Bei
H = Zd C 7 mit einem festen d besitzen die Aquivalenzklassen die Form
H=Z7Zd, 1+ H={...,1-d,1,1+d,1+2d,...},
2+ H={...,2—-d,2,2+d,2+2d,...},....

Die Klassen vereinigen diejenigen ganzen Zahlen, die bei Division durch d
den Rest 0 oder 1 oder 2 u.s.w. haben. Diese Klassen bilden eine vollsténdige
Zerlegung von Z.

Die Aquivalenzklassen zu einem Untervektorraum.

Wenn H = U C V ein Untervektorraum ist, so haben die Aquivalenzklassen
die Form v+ U = {v + u|u € U} fiir einen Vektor v € V. Dies ist der affine
Raum mit dem Aufpunkt v und dem Verschiebungsraum U (im Sinne von
Definition 29.1). Die Aquivalenzklassen bilden eine Familie von zueinander
parallelen affinen Unterrdumen.
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Definition 46.3. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann
heifit zu jedem z € G die Teilmenge

xH = {xh|h € H}

die Linksnebenklasse von x in G beziiglich H. Jede Teilmenge von dieser
Form heifit Linksnebenklasse. Entsprechend heifit eine Menge der Form

Hy = {hy|h € H}
Rechtsnebenklasse (zu y).

Die Aquivalenzklassen zu der oben definierten Aquivalenzrelation sind wegen

[z] = {y€Glz~y}
= {yeGla~'yec H}
= {y € Glesgibt h € H mit 2~ 'y = h}
= {y € G|es gibt h € H mit y = zh}
= zH

genau die Linksnebenklassen. Die Nebenklasse zum neutralen Element ist
die Untergruppe H selbst. Die Linksnebenklassen bilden somit eine disjunkte
Zerlegung (eine Partition) von G. Dies gilt ebenso fiir die Rechtsnebenklas-
sen. Im kommutativen Fall muss man nicht zwischen Links- und Rechtsne-
benklassen unterscheiden.

Lemma 46.4. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Es seien
x,y € G zwei Elemente. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (3) (und die von (2) und (4)) folgt aus
Multiplikation mit 4! bzw. mit y. Die Aquivalenz von (3) und (4) folgt durch
Ubergang zum Inversen. Aus (1) folgt (5) wegen 1 € H. Wenn (5) erfiillt ist,
so bedeutet das xh; = yhy mit gewissen hy, he € H. Damit ist x = yhghl_l
und (1) ist erfiillt. (4) und (6) sind nach Definition 46.1 &quivalent. Da die
Linksnebenklassen die Aquivalenzklassen sind, ergibt sich die Aquivalenz von

(5) und (7). O

46.2. Der Satz von Lagrange.
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Joseph-Louis Lagrange (1736 Turin - 1813 Paris)

Satz 46.5. Sei G eine endliche Gruppe und H C G eine Untergruppe von
G. Dann ist ihre Kardinalitit #(H) ein Teiler von #(QG).

Beweis. Betrachte die Linksnebenklassen gH := {gh|h € H} fiir simtliche
g € G. Esist

H — gH, h — gh,
eine Bijektion zwischen H und gH, so dass alle Nebenklassen gleich grof3
sind (und zwar #(H) Elemente haben). Die Nebenklassen bilden (als Aqui-

valenzklassen) zusammen eine Zerlegung von G, so dass #(G) ein Vielfaches
von #(H) sein muss. O

Definition 46.6. Zu einer endlichen Gruppe G bezeichnet man die Anzahl
ihrer Elemente als Gruppenordnung oder als die Ordnung der Gruppe, ge-
schrieben

ord (G) = #(G).

Mit diesem Begriff kann man sagen, dass die Ordnung einer Untergruppe die
Ordnung der Gruppe teilt.

Lemma 46.7. Sei G eine endliche Gruppe. Dann besitzt jedes Element g € G
eine endliche Ordnung. Die Potenzen

gO = eq, gl =g, g2’ o ’gord(g)—l

sind alle verschieden.

Beweis. Siehe Aufgabe 46.6. U

Korollar 46.8. Sei G eine endliche Gruppe und sei g € G ein Element.
Dann teilt die Ordnung von g die Gruppenordnung.
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Beweis. Sei H die von g erzeugte Untergruppe. Nach Lemma 46.7 ist
ord (g) = ord (H).
Daher teilt diese Zahl nach Satz 46.5 die Gruppenordnung von G. O

Definition 46.9. Zu einer Untergruppe H C G heifit die Anzahl der (Links-
oder Rechts-)Nebenklassen der Index von H in G, geschrieben

iIldG H.

In der vorstehenden Definition ist Anzahl im allgemeinen als die Mdchtigkeit
einer Menge zu verstehen. Der Index wird aber hauptséchlich dann verwen-
det, wenn er endlich ist, wenn es also nur endlich viele Nebenklassen gibt.
Das ist bei endlichem G automatisch der Fall, kann aber auch bei unendli-
chem G der Fall sein, wie schon die Beispiele Zn C Z, n > 1, zeigen. Wenn
G eine endliche Gruppe ist und H C G eine Untergruppe, so gilt aufgrund
des Satzes von Lagrange die einfache Indezformel

#(G) = #(H) -indg H.

Auch wenn G nicht endlich ist, so sind die verschiedenen Aquivalenzklas-
sen untereinander insofern ,dhnlich“, dass es stets eine natiirliche bijektive
Abbildung

H — gH, h— gh,
gibt. Damit gibt es auch eine natiirliche bijektive Abbildung zwischen je zwei
Aquivalenzklassen.

46.3. Normalteiler.

Definition 46.10. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Man
nennt H einen Normalteiler, wenn

zH = Hzx

fiir alle x € G ist, wenn also die Linksnebenklasse zu x mit der Rechtsneben-
klasse zu x iibereinstimmt.

Bei einem Normalteiler braucht man nicht zwischen Links- und Rechtsne-
benklassen zu unterscheiden und spricht einfach von Nebenklassen. Statt x H
oder Hx schreiben wir meistens [z]. Die Gleichheit t H = Hz bedeutet nicht,
dass xh = hx fiir alle h € H ist, sondern lediglich, dass es zu jedem h € H
ein h € H mit zh = hax. gibt.

Lemma 46.11. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann

sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) H ist ein Normalteiler
(2) Esist thx~' € H fiir allex € G und h € H.
(3) H ist invariant unter jedem inneren Automorphismus von G.
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Beweis. (1) bedeutet bei gegebenem h € H, dass man xh = hx mit einem
h € H schreiben kann. Durch Multiplikation mit 2~ von rechts ergibt sich
the™* = h € H, also (2). Dieses Argument riickwérts ergibt die Implikation
(2) = (1). Ferner ist (2) eine explizite Umformulierung von (3). O

Beispiel 46.12. Wir betrachten die Permutationsgruppe G = S5 zu einer
dreielementigen Menge, d.h. S3 besteht aus den bijektiven Abbildungen der
Menge {1,2,3} in sich. Die triviale Gruppe {id} und die ganze Gruppe sind
Normalteiler. Die Teilmenge H = {id, ¢}, wobei ¢ die Elemente 1 und 2
vertauscht und 3 unverédndert lésst, ist eine Untergruppe. Sie ist aber kein
Normalteiler. Um dies zu zeigen, sei ¢ die Bijektion, die 1 fest ldsst und 2 und
3 vertauscht. Dieses v ist zu sich selbst invers. Die Konjugation 1=t =
Y1) ist dann die Abbildung, die 1 auf 3, 2 auf 2 und 3 auf 1 schickt, und
diese Bijektion gehort nicht zu H.

Lemma 46.13. Seien G und H Gruppen und sei
p: G—H
ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist der Kern ker ¢ ein Normalteiler in

G.

Beweis. Wir verwenden Lemma 46.11. Sei also x € G beliebig und h € ker .
Dann ist

¢ (zha™') = p(x)p(h)p (+71) = w(@)enp (z77) = p(a)p(z)™" = e,

also gehort zha~! ebenfalls zum Kern. O

46.4. Restklassenbildung.

Das Bild zeigt die Aquivalenzklassen zu einem Untervektorraum mit der
wohldefinierten Addition auf den Klassen.

Wir zeigen nun umgekehrt, dass jeder Normalteiler sich als Kern eines geeig-
neten, surjektiven Gruppenhomomorphismus realisieren ldsst. Statt G/ ~p
schreibt man einfach G/H.
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Die Multiplikation der Nebenklassen zu einem Normalteiler N C G.

Satz 46.14. Sei G eine Gruppe und H C G ein Normalteiler. Es sei G/H
die Menge der Nebenklassen (die Quotientenmenge) und

qg: G— G/H, g — |y,

die kanonische Projektion. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Gruppen-
struktur auf G/H derart, dass q ein Gruppenhomomorphismus ist.

Beweis. Da die kanonische Projektion zu einem Gruppenhomomorphismus
werden soll, muss die Verkniipfung durch

[z][y] = [zy]
gegeben sein. Wir miissen also zeigen, dass durch diese Vorschrift eine wohl-
definierte Verkniipfung auf G/H definiert ist, die unabhéngig von der Wahl
der Représentanten ist. D.h. wir haben fir [z] = [¢/] und [y] = [¢/] zu
zeigen, dass [xy] = [2y/] ist. Nach Voraussetzung kénnen wir ' = zh und
hy = hy = yh' mit h,h, k' € H schreiben. Damit ist
2y’ = (zh)y’ = x(hy') = x(yh) = zyh'.
Somit ist [zy] = [2'y/]. Aus der Wohldefiniertheit der Verkniipfung auf G/H

folgen die Gruppeneigenschaften, die Homomorphieeigenschaft der Projekti-
on und die Eindeutigkeit. U

Definition 46.15. Sei G eine Gruppe und H C G ein Normalteiler. Die
Quotientenmenge

G/H
mit der aufgrund von Satz 46.14 eindeutig bestimmten Gruppenstruktur
heifit Restklassengruppe von G modulo H. Die Elemente [g] € G/H heiflen
Restklassen. Fiir eine Restklasse [g] heifit jedes Element ¢ € G mit [¢'] = [g]
ein Reprasentant von [g].

Beispiel 46.16. Die Untergruppen der ganzen Zahlen sind nach Satz 44.3
von der Form Zn mit n > 0. Die Restklassengruppen werden mit

Z/(n)
bezeichnet (sprich ,Z modulo n*). Bein = 0 ist das einfach Z selbst, bein =
1 ist das die triviale Gruppe. Im Allgemeinen ist die durch die Untergruppe
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Zn definierte Aquivalenzrelation auf Z dadurch gegeben, dass zwei ganze
Zahlen a und b genau dann aquivalent sind, wenn ihre Differenz a — b zu Zn
gehort, also ein Vielfaches von n ist. Daher ist (bei n > 1) jede ganze Zahl
zu genau einer der n Zahlen

0,1,2,....n—1
aquivalent (oder, wie man auch sagt, kongruent modulo n), ndmlich zum
Rest, der sich bei Division durch n ergibt. Diese Reste bilden also ein Re-

prasentantensystem fiir die Restklassengruppe, und diese besitzt n Elemente.
Die Tatsache, dass die Restklassenabbildung

7 —7/(n), a — [a] = a mod n,

ein Homomorphismus ist, kann man auch so ausdriicken, dass der Rest einer
Summe von zwei ganzen Zahlen nur von den beiden Resten, nicht aber von

den Zahlen selbst, abhéngt. Als Bild der zyklischen Gruppe Z ist auch Z/(n)
zyklisch, und zwar ist 1 (aber auch —1) stets ein Erzeuger.

46. ARBEITSBLATT

46.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 46.1. Bestimme die Nebenklassen zu den folgenden Untergruppen
von kommutativen Gruppen.

(1) (Z,0,+) € (R,0,+).

(2) (Q,0,+) C (R,0,+).

(3) (R,0,+) C (C,0,+).

(4) (Zn,0,+) C (Z,0,+) (n € N).

(5) {z€C||z[=1},1,) € (C\{0},1,-).

(6) {z€C|z"=1},1,) C({z€C| |z2|=1},1,) (n €N).

Wann bestehen die Nebenklassen aus endlich vielen Elementen, wann ist der
Index endlich?

Aufgabe 46.2. Wir betrachten die Permutationsgruppe S; mit der Unter-
gruppe H, die vom Dreierzyklus a + b, b — ¢, ¢ — a erzeugt wird. Bestimme
die Links- und die Rechtsnebenklassen zu dieser Untergruppe.

Aufgabe 46.3. Wir betrachten die Gruppe G der invertierbaren 2 x 2-
Matrizen tiber dem Koérper Z/(3) mit 3 Elementen und die Untergruppe H,
die aus allen invertierbaren Matrizen mit Determinante 1 besteht. Welche
der folgenden Matrizen sind untereinander dquivalent (beziiglich H), welche

nicht?
2 0 01 1 1 2 0
1 2/)°\2 2)7\2 1)°\0 2/’
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Aufgabe 46.4. Es sei GG eine Gruppe und Hy, H, C H Untergruppen mit
den zugehorigen Aquivalenzrelationen ~; bzw. ~o. Zeige, dass die Aquiva-
lenzrelation zu H = H; N Hy der Durchschnitt der beiden Aquivalenzrela—
tionen ist.

Aufgabe 46.5. Sei p eine Primzahl und sei G eine Gruppe der Ordnung p.
Zeige, dass GG eine zyklische Gruppe ist.

Aufgabe 46.6. Sei G eine endliche Gruppe. Zeige, dass jedes Element g € G
eine endliche Ordnung besitzt, und dass die Potenzen

P =ec g =g 9, ...,

alle verschieden sind.

Aufgabe 46.7.*

Es sei R ein kommutativer Ring mit p Elementen, wobei p eine Primzahl sei.
Zeige, dass R ein Korper ist.

Aufgabe 46.8. Bestimme die Untergruppen von Z/(15).

Aufgabe 46.9. Es sei G = S5 die Permutationsgruppe zu einer dreielemen-
tigen Menge. Welche Zahlen treten als Ordnungen von Untergruppen und
welche als Ordnungen von Elementen auf?

Aufgabe 46.10. Es sei K ein Korper, n € N, GL,(K) die allgemeine
lineare Gruppe der invertierbaren Matrizen und

SL,(K) C GL,(K)

die Untergruppe der Matrizen mit Determinante 1. Zeige, dass die Links-
nebenklasse (und auch die Rechtsnebenklasse) zu M € GL,(K) gleich der
Menge aller Matrizen ist, deren Determinante mit det M {ibereinstimmt.

Zeige auf moglichst viele Weisen, dass SL,(K) ein Normalteiler in GL,,(K)
ist.

Aufgabe 46.11.*
Seien G und H Gruppen und sei
p: G— H

ein Gruppenhomomorphismus. Zeige, dass das Urbild ¢ ~!(N) eines Normal-
teilers V C H ein Normalteiler in G ist.
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Aufgabe 46.12. Zeige, dass der Durchschnitt von Normalteilern N;, i € I,
in einer Gruppe G ein Normalteiler ist.

Aufgabe 46.13. Seien G und H Gruppen und sei
p: G—H

ein Gruppenhomomorphismus. Ist das Bild von ¢ ein Normalteiler in H?

Aufgabe 46.14. Sein € N,. Zeige, dass die Gruppe der n-ten Einheitswur-
zeln in C und die Gruppe Z/(n) isomorph sind.
Die néchste Aufgabe verwendet das Konzept einer exakten Sequenz.

Seien Gy, ...,G, Gruppen und f; : G;_; — G; Gruppenhomomorphismen
derart, dass kern f;,; = bild f; fir i« = 1,... ,n gilt. Dann heif}t

Go— G — ... Gy — G,

eine exakte Sequenz von Gruppen.

Aufgabe 46.15. Sei
Go— G —...—> G — G,

eine exakte Sequenz von Gruppen, wobei alle beteiligten Gruppen endlich
seien und Gy = G, die triviale Gruppe sei. Zeige, dass dann

H#(Gz‘)(_l)i =1
i=0
gilt.

46.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 46.16. (2 Punkte)
Bestimme die Untergruppen von Z/(20).

Aufgabe 46.17. (3 Punkte)

Sei M eine endliche Menge und sei ¢ eine Permutation auf M und x € M.
Zeige, dass {n € Z|o"(z) = x} eine Untergruppe von Z ist. Den eindeutig
bestimmten nichtnegativen Erzeuger dieser Untergruppe bezeichnen wir mit
ord, 0. Zeige die Beziehung

ord (o) = kgV {ord, o|x € M}.



207

Aufgabe 46.18. (2 Punkte)
Seien G und H Gruppen und sei
p: G—H

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Zeige, dass das Bild ¢(N) eines
Normalteilers N C GG ein Normalteiler in H ist.

Aufgabe 46.19. (2 Punkte)

Zeige, dass jede Untergruppe vom Index zwei in einer Gruppe G ein Normal-
teiler in G ist.

Aufgabe 46.20. (2 Punkte)
Sei GG eine Gruppe und sei M eine Menge mit einer Verkniipfung. Es sei
p: G— M

eine surjektive Abbildung mit p(gh) = ¢(g9)¢(h) fir alle g,h € G. Zeige,
dass M eine Gruppe und ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgabe 46.21. (5 Punkte)

Man gebe ein Beispiel von drei Untergruppen F' C G C H an derart, dass F’
ein Normalteiler in G und G ein Normalteiler in H, aber F' kein Normalteiler
in H ist.

47. VORLESUNG - HOMOMORPHIESATZE
47.1. Homomorphie- und Isomorphiesatz.

Satz 47.1. Seien G,Q und H Gruppen, es sei ¢: G — H ein Gruppen-
homomorphismus und v: G — @Q ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.
Es sei vorausgesetzt, dass

kernt) C kern g
ist. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus
o Q— H
derart, dass ¢ = @ o) ist. Mit anderen Worten: das Diagramm
G > H
(IR
Q

1st kommutativ.
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Beweis. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Fiir jedes Element u € @) gibt
es mindestens ein ¢ € G mit ¥(g) = u. Wegen der Kommutativitiat des
Diagramms muss

p(u) = ¢(g)
gelten. Das bedeutet, dass es maximal ein ¢ geben kann. Wir haben zu zeigen,
dass durch diese Bedingung eine wohldefinierte Abbildung gegeben ist. Seien
also g, ¢ € G zwei Urbilder von u. Dann ist

V(g9 = uwut = eq
und somit ist ¢'g7! € kernty C kern . Daher ist ¢(g) = ¢(g'). Die Ab-
bildung ist also wohldefiniert. Seien u,v € @ und seien g,h € G Urbilder
davon. Dann ist gh ein Urbild von uv und daher ist
p(uv) = o(gh) = (g)e(h) = ¢(u)@(v).
D.h. ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus. U

Beispiel 47.2. Wir betrachten die beiden surjektiven Gruppenhomomor-
phismen

o: Z— 7J(4)
und
v 7 — 7/(12).
Es ist
kerny = Z-12 C Z -4 = kern .

Daher gibt es nach dem Homomorphiesatz einen eindeutig bestimmten Grup-
penhomomorphismus

p: 2)(12) — Z/(4),

der mit den Restabbildungen vertraglich ist. Dieser bildet den Rest der Zahl
bei Division durch 12 auf den Rest bei Division durch 4 ab. Der Satz bein-
haltet insbesondere die Aussage, dass dieser letztere Rest allein vom ersten
Rest abhéngt, nicht von der Zahl selbst.

Wenn man hingegen

w: Z — ZJ(5)
und

v 7 — 7./(12)
betrachtet, so ist

kerny = 7Z-12 € Z -5 = kerngp

und es gibt keine natiirliche Abbildung

7/(12) — Z/(5).

Beispielsweise haben 1,13, 25,37,49, die alle modulo 12 den Rest 1 haben,
modulo 5 die Reste 1, 3,0, 2, 4.
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Die im vorstehenden Satz konstruierte Abbildung heifit induzierte Abbildung
oder induzierter Homomorphismus und entsprechend heifit der Satz auch
Satz vom induzierten Homomorphismus.

Korollar 47.3. Seien G und H Gruppen und sei
p: G—H
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Dann gibt es eine kanonische Iso-

morphie
o G/kernp — H.

Beweis. Wir wenden Satz 47.1 auf ) = G/kern ¢ und die kanonische Pro-
jektion ¢: G — G/ kern ¢ an. Dies induziert einen Gruppenhomomorphismus

¢: G/kernp — H

mit ¢ = @ o q, der surjektiv ist. Sei [z] € G/kernp und [z] € kern $. Dann
1st

o)) = ¢(2) = en,
also x € kern ¢. Damit ist [z] = eg, d.h. der Kern von ¢ ist trivial und nach
Lemma 44.21 ist ¢ auch injektiv. U

Beispiel 47.4. Es sei G eine zyklische Gruppe mit einem Erzeuger g. Wir
betrachten den im Sinne von Lemma 44.12 zugehorigen Gruppenhomomor-
phismus
o: Z— G, n+—g".
Da ein Erzeuger vorliegt, ist diese Abbildung surjektiv. Der Kern dieser Ab-
bildung ist durch die Ordnung von g gegeben, die wir k£ nennen (oder 0, wenn
die Ordnung oo ist). Aufgrund von Korollar 47.3 gibt es eine kanonische Iso-
morphie
o Z/(k) — G.

Insbesondere gibt es bis auf Isomorphie fiir jedes k genau eine zyklische
Gruppe, namlich Z/(k).

Beispiel 47.5. Der Gruppenhomomorphismus

R—>Sl,t»—>(008t),

sin t

ist surjektiv und aufgrund der Periodizitét der trigonometrischen Funktionen
ist der Kern gleich Z2r. Nach dem Isomorphiesatz gibt es eine kanonische

Isomorphie
R/Z2m = S*.

Beispiel 47.6. Die komplexe Exponentialfunktion
(C,0,4+) — (C*,1,), z—> exp z,

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Der Kern ist Z27i. Nach dem
Isomorphiesatz gibt es eine kanonische Isomorphie

C/z2mi = C~.
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Beispiel 47.7. Die Determinante
det : GL,(K) — K>, M —— det M,

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, der Kern ist nach Definition
die spezielle lineare Gruppe SL, (K). Nach dem Isomorphiesatz gibt es eine
kanonische Isomorphie

GL,(K) /SL,(K) = K*.
Satz 47.8. Seien G und H Gruppen und sei
p: G—H
ein Gruppenhomomorphismus. Dann gibt es eine kanonische Faktorisierung
G L G/kerngp N bild o < H |
wobei q die kanonische Projektion, 0 ein Gruppenisomorphismus und ¢ die

kanonische Inklusion der Bildgruppe ist.

Beweis. Dies folgt aus Korollar 47.3, angewandt auf die Bildgruppe U =
bildy C H. O

Diese Aussage wird haufig kurz und pragnant so formuliert:

Bild = Urbild modulo Kern.
Satz 47.9. Sei G eine Gruppe und N C G ein Normalteiler mit der Rest-
klassengruppe Q = G/N. Es set H C G ein weiterer Normalteiler in G, der
N umfasst. Dann ist das Bild H von H in Q) ein Normalteiler und es gilt die
kanonische Isomorphie

G/H = Q/H.
Beweis. Fiir die erste Aussage siche Aufgabe 46.18. Damit ist die Restklas-
sengruppe @)/ H wohldefiniert. Wir betrachten die Komposition
poq:G—)Q—)Q/ﬁ.
Wegen

kern(pogq) = {z € G|(peq)(z)=c}
= {z € G[q(z) € kernp}
= ;_IJCEGM(I) cH}

ist kern (po q) = H. Daher ergibt Korollar 47.3 die kanonische Isomorphie
G/H — Q/H.
O

Kurz gesagt ist also

G/H = (G/N)/(H/N).
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47.2. Restklassenringe.

Auf einer Restklassengruppe zu einem Normalteiler in einer Gruppe gibt es
héufig zusédtzliche Strukturen, wenn die Ausgangsgruppe und der Normal-
teiler zusétzliche Eigenschaften besitzen. In der néchsten Vorlesung werden
wir Restklassenrdume zu Untervektorrdumen besprechen. Hier besprechen
wir kurz Restklassenringe zu einem Ideal in einem kommutativen Ring. Ge-
legentlich sind uns schon Ringhomomorphismen begegnet, wir erinnern an
die Definition.

Definition 47.10. Seien R und S Ringe. Eine Abbildung
p: R— S

heifit Ringhomomorphismus, wenn folgende Eigenschaften gelten:

(1) pla+b) = p(a) + ¢(b).
(2) (1) = 1.
(3) w(a-b) = w(a)-p(b).

Nach Aufgabe 47.14 ist der Kern eines Ringhomomorphismus ein Ideal. Man
kann umgekehrt zu jedem Ideal I C R in einem (kommutativen) Ring einen
Ring R/I konstruieren, und zwar zusammen mit einem surjektiven Ringho-
momorphismus
R — R/I,

dessen Kern gerade das vorgegebene Ideal [ ist. Ideale und Kerne von Ring-
homomorphismen sind also im Wesentlichen dquivalente Objekte, so wie das
bei Gruppen fiir Kerne von Gruppenhomomorphismen und Normalteiler gilt.
In der Tat gelten die entsprechenden Homomorphiesitze hier wieder, und
konnen weitgehend auf die Gruppensituation zuriickgefithrt werden. Wir wer-
den uns bei den Beweisen also kurz fassen kénnen.

Definition 47.11. Es sei R ein kommutativer Ring und I C R ein Ideal in
R. Zu a € R heifit die Teilmenge

a+1 ={a+f|fel}

die Nebenklasse von a zum Ideal I. Jede Teilmenge von dieser Form heifit
Nebenklasse zu 1.

Diese Nebenklassen sind gerade die Nebenklassen zur Untergruppe I C R,
die wegen der Kommutativitdt ein Normalteiler ist. Zwei Elemente a,b € R
definieren genau dann die gleiche Nebenklasse, also a4+ 1 = b+ I, wenn ihre
Differenz a — b zum Ideal gehort. Man sagt dann auch, dass a und b dieselbe
Nebenklasse reprdasentieren.

Definition 47.12. Es sei R ein kommutativer Ring und I C R ein Ideal in
R. Dann ist der Restklassenring R/I (sprich ,R modulo I*) ein kommutativer
Ring, der durch folgende Daten festgelegt ist.
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(1) Als Menge ist R/I die Menge der Nebenklassen zu I.
(2) Durch

(a+I)+(b+1I) = (a+b+1)

wird eine Addition von Nebenklassen definiert.
(3) Durch

(a+I1)-(b+1):=(a-b+1)

wird eine Multiplikation von Nebenklassen definiert.
(4) 0 = 0+ 1 = I definiert das neutrale Element fiir die Addition (die
Nullklasse).

(5) 1 = 1+ I definiert das neutrale Element fiir die Multiplikation (die
Einsklasse).

Man muss dabei zeigen, dass diese Abbildungen (also Addition und Multipli-
kation) wohldefiniert sind, d.h. unabhéngig vom Représentanten, und dass
die Ringaxiome erfiillt sind. Da I insbesondere eine Untergruppe der kom-
mutativen Gruppe (R, +,0) ist, liegt ein Normalteiler vor, so dass R/ eine
Gruppe ist und die Restklassenabbildung

R— R/I,a— a+ 1 =:a,

ein Gruppenhomomorphismus ist. Das einzig Neue gegeniiber der Gruppen-
situation ist also die Anwesenheit einer Multiplikation. Die Wohldefiniertheit
der Multiplikation ergibt sich so: Seien zwei Restklassen gegeben mit unter-
schiedlichen Représentanten, also @ = ¢/ und b = ¥/. Dann ist a —a’ € I
und b—b € I bzw. o’ =a+zund ¥/ = b+y mit x,y € . Daraus ergibt sich

adtd = (a+x)(b+y) = ab+ ay + xb+ xy.

Die drei hinteren Summanden gehoren zum Ideal, so dass die Differenz a'b’ —
ab € I ist.

Aus der Wohldefiniertheit folgen die anderen Eigenschaften und insbeson-
dere, dass ein Ringhomomorphismus in den Restklassenring vorliegt. Diesen
nennt man wieder die Restklassenabbildung oder den Restklassenhomomor-
phismus. Das Bild von @« € R in R/I wird h#ufig mit [a], @ oder einfach
mit a selbst bezeichnet und heifit die Restklasse von a. Bei dieser Abbil-
dung gehen genau die Elemente aus dem Ideal auf 0, d.h. der Kern dieser
Restklassenabbildung ist das vorgegebene Ideal.

Das einfachste Beispiel fiir diesen Prozess ist die Abbildung, die einer ganzen
Zahl a den Rest bei Division durch eine fixierte Zahl d zuordnet. Jeder Rest
wird dann représentiert durch eine der Zahlen 0,1,2,...,d — 1. Im Allgemei-
nen gibt es nicht immer ein solch iibersichtliches Reprisentantensystem.

47.3. Die Restklassenringe von Z.
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Die Restklassengruppen Z/(d) haben wir bereits kennengelernt, es handelt
sich um zyklische Gruppen der Ordnung d. Diese Gruppen bekommen jetzt
aber noch zusétzlich eine Ringstruktur.

Korollar 47.13. Seid > 0 eine natirliche Zahl. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte Ringstruktur auf Z/(d) derart, dass die Restklassenabbildung

7Z—7/(d), a — a,
ein Ringhomomorphismus ist. 7Z/(d) ist ein kommutativer Ring mit d Ele-

menten (beid > 1).

Beweis. Dies ist ein Spezialfall der obigen Uberlegungen. U
Satz 47.14. Es sei n > 1 eine natirliche Zahl und Z/(n) der zugehdrige

Restklassenring. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(1) Z/(n) ist ein Korper.
(2) Z/(n) ist ein Integritdtsbereich.
(3) n ist eine Primzahl.

Beweis. Siehe Aufgabe 48.15. U

Die Restklassenringe S = K[X]|/(P) sind ebenfalls gut iiberschaubar. Wenn
P den Grad d besitzt, so wird jede Restklasse in S durch ein eindeutiges
Polynom von einem Grad < d reprasentiert. Dieses ist der Rest, den man
erhéalt, wenn man durch P durchdividiert.

47. ARBEITSBLATT

47.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 47.1. Bringe die Restklassengruppe Q/Z mit der in Aufgabe 3.7
direkt eingefithrten Gruppe in Verbindung.
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Aufgabe 47.2.*

Zeige, dass es in der Restklassengruppe Q/Z zu jedem n € N, Elemente gibt,
deren Ordnung gleich n ist.

Aufgabe 47.3. Zeige, dass es keine Untergruppe F' C (Q, 0, +) derart gibt,
dass
F—Q/Z

ein [somorphismus ist.

Aufgabe 47.4. Bestimme die Restklassengruppe zu {1, -1} C R*.

Aufgabe 47.5. Finde in der Permutationsgruppe S3 einen Normalteiler N #
0, 55 und bestimme die zugehorige Restklassengruppe.

Aufgabe 47.6. Sei G eine Gruppe und g € G ein Element mit dem (nach
Lemma 44.12) zugehorigen Gruppenhomomorphismus

p: Z— G, n+—g".

Beschreibe die kanonische Faktorisierung von ¢ geméfl Satz 47.8.

Aufgabe 47.7.*

Es sei G eine Gruppe und g € G ein Element mit endlicher Ordnung. Zeige,
dass die Ordnung von g mit dem minimalen d € N, iibereinstimmt, zu dem
es einen Gruppenhomomorphismus

Z/(d) — G
gibt, in dessen Bild das Element g liegt.

Aufgabe 47.8. Zeige mit Hilfe der Homomorphiesatze, dass zyklische Grup-
pen mit der gleichen Ordnung isomorph sind.

Aufgabe 47.9. Seien G, H und F Gruppen und seien ¢: G — H und
Y: G — F Gruppenhomomorphismen mit ¢ surjektiv und mit kerny C
kern ¢. Bestimme den Kern des induzierten Homomorphismus

o F— H.

Aufgabe 47.10. Zeige, dass fiir jede reelle Zahl a # 0 die Restklassengrup-
pen R/Za untereinander isomorph sind.
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Fiir die folgende Aufgabe muss man verwenden, dass jede positive natiirliche
Zahl eine eindeutige Faktorisierung in Primzahlen besitzt.

Aufgabe 47.11. Sei p eine Primzahl. Definiere einen Gruppenhomomor-
phismus

(Q \ {0}7 ) 1) — (Z> +,0)>

der p — 1 und alle anderen Primzahlen auf 0 schickt.

Bestimme auch den Kern dieses Gruppenhomomorphismus.

Aufgabe 47.12. Es seien G; und G, Gruppen und seien N; C G; und
Ny C G5 Normalteiler. Zeige, dass N7 x Ny ein Normalteiler in G; x Gy ist
und dass eine Isomorphie

(Gl X GQ/(Nl X NQ) = (Gl/N1> X (GQ/NQ)

vorliegt.

Die folgende Aufgabe verwendet den topologischen Begriff der Dichtheit.

Eine Teilmenge T' C R heifit dicht, wenn es zu jeder reellen Zahl z € R und
jedem € > 0 Elemente ¢t € T" mit

|t —x| < €
gibt.
Aufgabe 47.13. Sei H eine (additive) Untergruppe der reellen Zahlen R.

Zeige, dass entweder H = Za mit einer eindeutig bestimmten nichtnegativen
reellen Zahl a ist, oder aber H dicht in R ist.

Aufgabe 47.14.*

Zeige, dass der Kern eines Ringhomomorphismus
p: R— 8

ein Ideal in R ist.

Aufgabe 47.15. Zeige direkt und unter Verwendung von Satz 44.3, dass
jede Untergruppe von Z ein Ideal ist.

Aufgabe 47.16. Zeige, dass Z C Q eine Untergruppe, aber kein Ideal ist.

Aufgabe 47.17.*

Zeige, dass ein kommutativer Ring genau dann ein Koérper ist, wenn er genau
zwei Ideale enthélt.
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Aufgabe 47.18.*

Es seien k und n ganze Zahlen. Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent
sind.

(1) k teilt n.
(2) Es ist Zn C Zk.
(3) Es gibt einen Ringhomomorphismus

(4) Es gibt einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

Z/(n) — L/ (k).

Aufgabe 47.19.*

Sei n € N und Z/(n) der zugehorige Restklassenring. Zeige, dass a € Z eine
Einheit modulo n genau dann ist, wenn a und n teilerfremd sind.

Aufgabe 47.20.*

Es sei n > 1 eine natiirliche Zahl und Z/(n) der zugehorige Restklassenring.
Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind.

(1) Z/(n) ist ein Korper.
(2) Z/(n) ist ein Integritatsbereich.
(3) n ist eine Primzahl.

Aufgabe 47.21. Es sei C' die Menge aller Cauchy-Folgen in Q.

(1) Zeige, dass C' mit der komponentenweisen Addition und Multiplika-
tion ein kommutativer Ring ist.

(2) Zeige, dass die Teilmenge N C C, die aus allen Nullfolgen besteht,
ein Ideal ist.

(3) Zeige, dass C'/N ein Korper ist.

47.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 47.22. (3 Punkte)

Es seien G und H Gruppen mit der Produktgruppe G x H. Zeige, dass die
Gruppe G x {ey} ein Normalteiler in G x H ist, und dass die Restklassen-
gruppe (G x H)/G x {en} kanonisch isomorph zu H ist.

Aufgabe 47.23. (4 Punkte)

Bestimme die Gruppenhomomorphismen zwischen zwei zyklischen Gruppen.
Welche sind injektiv und welche sind surjektiv?
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Aufgabe 47.24. (2 Punkte)
Zeige, dass es eine Gruppe G und einen Gruppenhomomorphismus
P (Ra 07 +) — G

mit der Eigenschaft gibt, dass r € R genau dann rational ist, wenn ¢(r) =0
ist.

Aufgabe 47.25. (3 Punkte)
Bestimme samtliche Gruppen mit vier Elementen.

48. VORLESUNG - RESTKLASSENRAUME

48.1. Kommensurabilitit.

V2 1

1

Die Seitenléinge und die Diagonale in einem Quadrat sind nicht kommensurabel.

Definition 48.1. Zwei Strecken s und t heiflen kommensurabel, wenn es eine
Strecke g mit der Eigenschaft gibt, dass beide Strecken ganzzahlige Vielfache
von ¢ sind.

Definition 48.2. Reelle Zahlen 7, s # 0 heilen kommensurabel, wenn % eine
rationale Zahl ist.

Somit handelt es sich um die Aquivalenzrelation zur Untergruppe
(Qxa L, ) - (RX’ L, )
im Sinne von Definition 46.1.

Bemerkung 48.3. Die Frage, inwiefern es iiber die rationalen Zahlen hin-
aus weitere sinnvolle Zahlen gibt, geht in die griechische Antike zuriick. Die
Frage wurde in der Form gestellt, ob je zwei in natiirlicher Weise gegebe-
ne Strecken zueinander kommensurabel sind, ob es also eine dritte Strecke
gibt, von der beide Strecken ganzzahlige Vielfache sind. Die Pythagoreer
waren von der Harmonie des Universums iiberzeugt und das schloss ihrer
Auffassung nach mit ein, dass alle Streckenverhéltnisse durch ganze Zahlen
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ausgedriickt werden konnen. Solche ganzzahligen Beziehungen fanden sie in
der Musik (Schwingungsverhéltnisse) und vermuteten sie fir die Planeten
und ihre Bewegungen und fiir die gesamte Geometrie. Es wird dariiber spe-
kuliert, ob in den pythagoreischen Kreisen die in Beispiel 42.2 (Grundkurs
Mathematik (Osnabriick 2016-2017)) besprochene Uberlegung, die die Irra-
tionalitit der v/2 begriindet (die Inkommensurabilitit von Seitenlinge und
Diagonale in einem Quadrat), bekannt war und sogar geheimgehalten wur-
de. Jedenfalls setzte sich spéter in der Antike die Erkenntnis durch, dass es
irrationale Zahlen geben muss.

Die Untergruppenbeziehung
(Q,0,4) € (R,0,+)

(die man auch als eine Untervektorraumbeziehung von Q-Vektorraumen auf-
fassen kann) fithrt ebenfalls zu einer Aquivalenzrelation auf den reellen Zah-
len. Dabei sind zwei reelle Zahlen dquivalent, wenn ihre Differenz eine ratio-
nale Zahl ist.

48.2. Restklassenraume.

Lemma 48.4. Es set K ein Korper, V ein K-Vektorraum und U C V' ein
Untervektorraum. Dann ist die durch

ve~w, fallsv—weU,

definierte Relation eine Aquivalenzrelation auf V.

Beweis. Dies gilt generell fiir die Nebenklassen zu einer Untergruppe, wie in
der 46. Vorlesung gezeigt wurde. U

Wir geben noch einen direkten Beweis, dass es sich um eine Aquivalenzrela-
tion handelt.

Wir gehen die Bedingungen einer Aquivalenzrelation durch. Die Reflexivitit
folgt aus v —v = 0 € U, die Symmetrie folgt aus w —v = —(v —w) € U,
die Transitivitéit ergibt sich so: Ausu—v € U und v —w € U folgt u —w =
(u—v)+ (v—w) € U.

N
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Die Nebenklassen zu dem Untervektorraum U besitzen eine einfache geome-
trische Interpretation, eine Nebenklasse ist nichts anderes als ein zu U par-
alleler affiner Unterraum von V', also ein Raum der Form P+ U mit P € V.
Die Quotientengruppe besteht aus der Menge dieser affinen Unterrdume.

Wir kénnen auf diese Aquivalenzrelation die allgemeinen Ergebnisse fiir Nor-
malteiler in einer Gruppe und Aquivalenzrelationen anwenden und erhalten
eine surjektive Quotientenabbildung (oder Identifizierungsabbildung oder ka-
nonische Projektion)

¢ V—V/~ v q)=[v]=v+U.

Statt V/ ~ werden wir V/U schreiben. Das Besondere an dieser Situati-
on ist, dass diese Quotientenmenge selbst ein Vektorraum ist, und dass die
kanonische Abbildung linear ist.

Satz 48.5. Es seit K ein Korper, V ein K-Vektorraum und U C 'V ein
Untervektorraum. Es sei V/U die Menge der Aquivalenzklassen (die Quo-
tientenmenge) zu der durch U definierten Aquivalenzrelation auf V und es
set

qg: V—V/U v+— [v],
die kanonische Projektion. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte K -Vektor-
raumstruktur auf V/U derart, dass q eine K-lineare Abbildung ist.

Beweis. Da die kanonische Projektion zu einer linearen Abbildung werden
soll, muss die Addition durch

0] + [w] = [v+w]
und die Skalarmultiplikation durch
Av] = [\

gegeben sein. Insbesondere kann es also nur eine Vektorraumstruktur mit der
gewiinschten Eigenschaft geben, und wir miissen zeigen, dass durch diese Vor-
schriften wohldefinierte Operationen auf V/U definiert sind, die unabhéngig
von der Wahl der Reprisentanten sind. D.h. wir haben fiir [v] = [¢v/] und
[w] = [w'] zu zeigen, dass [v+w] = [v'+w'] ist. Nach Voraussetzung kénnen
wir v  =v+wu und w =w+ v mit u,u’ € U schreiben. Damit ist

V4w = v4+wtru+d

und dies ist wegen u + v’ € U dquivalent zu v + w. Zur Skalarmultiplikation
sei wieder v = v 4+ u mit u € U. Dann ist

M = AMv+u) = M+ Ay,

und das ist dquivalent zu Av. Aus der Wohldefiniertheit der Verkniipfung auf
V/U und der Surjektivitéit der Abbildung folgt, dass eine Vektorraumstruktur
vorliegt und dass die Abbildung linear ist. O
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Definition 48.6. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und U C V ein
Untervektorraum. Dann nennt man die Menge V/U der Aquivalenzklassen
mit der in Satz 48.5 bewiesenen Vektorraumstruktur den Restklassenraum
(oder Quotientenraum) von V modulo U.

Satz 48.7. FEs sei K ein Korper und es seien V,Q und W Vektorrdume tiber
K. Es sei p: V. — W eine lineare Abbildung und ): V — Q eine surjektive
lineare Abbildung. Es sei vorausgesetzt, dass

kernvy C kern ¢
1st. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
o Q— W
derart, dass ¢ = @ o ist. Mit anderen Worten: das Diagramm
vV 5 W
vl
Q

1st kommutativ.

Beweis. Fiir jedes Element u € () gibt es mindestens ein v € V' mit ¢(v) = u.
Wegen der Kommutativitat muss ¢(u) = ¢(v) gelten. Das bedeutet, dass es
maximal ein ¢ geben kann. Wir haben zu zeigen, dass durch diese Bedingung
eine wohldefinierte Abbildung gegeben ist. Seien also v, v’ € V' zwei Urbilder
von u. Dann ist
v/ —v € kernvy C kern

und daher ist ¢(v) = ¢(v'). Die Abbildung ist also wohldefiniert. Seien
u, v’ € Q und seien v,v’ € V Urbilder davon. Dann ist v + v’ ein Urbild von
u + u' und daher ist

Plutu) = oo +v) = o) + o) = @(u) + gu).
D.h. ¢ ist mit der Addition vertriglich. Sei v € @ mit einem Urbild v € V
und sei A € K. Dann ist \v ein Urbild von Au und daher ist

p(Au) = p(Av) = Ap(v) = Ag(u),
also ist ¢ auch mit der Skalarmultiplikation vertréglich. U
Die im vorstehenden Satz konstruierte Abbildung ¢ heifit induzierte lineare

Abbildung und entsprechend heifit der Satz auch der Satz tiber die induzierte
Abbildung.

Korollar 48.8. Es sei K ein Korper und es sei
p: V—W

eine surjektive lineare Abbildung zwischen zwei K-Vektorrdumen. Dann gibt
es eine kanonische lineare Isomorphie

o V/kernyp — W.
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Beweis. Wir wenden Satz 48.7 auf ) = V/kern ¢ und die kanonische Pro-
jektion ¢: V' — V/kern ¢ an. Dies induziert eine lineare Abbildung

o: V/kernp — W

mit ¢ = @ ogq, die surjektiv ist. Sei [z] € V/kerny und [z] € kern ¢. Dann
ist

¢([z]) = (z) =0,

also x € kern¢. Damit ist [z] = 0 in V/kernp, d.h. der Kern von ¢ ist
trivial und nach Lemma 11.4 ist ¢ auch injektiv. U

Satz 48.9. Es sei K ein Korper und es sei
p: V—W

eine lineare Abbildung zwischen zwei K-Vektorrdumen. Dann gibt es eine
kanonische Faktorisierung

V -5 V/kerng i>bi1dgp(i> W,

wobei q die kanonische Projektion, 6 ein Vektorraum-Isomorphismus und i
die kanonische Inklusion des Bildraumes in W ust.

Beweis. Dies folgt aus Korollar 48.8, angewendet aud die surjektive Abbil-
dung

V — bild .

Diese Aussage wird haufig kurz und prignant so formuliert:

Bild = Urbild modulo Kern.

Lemma 48.10. FEs sei K ein Kérper und V ein endlichdimensionaler K -
Vektorraum. Es sei

ucv

ein Untervektorraum. Dann ist

dim (V/U) = dim (V) —dim (U) .

Beweis. Die kanonische Projektion
V —V/U
ist surjektiv und besitzt U als Kern. Nach der Dimensionsformel ist somit

dim (V/U) = dim (V) — dim (U) .
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Lemma 48.11. FEs sei K ein Kérper und V' ein K-Vektorraum mait einer
direkten Summenzerlegung

V=UasW
in Untervektorrdume U und W. Dann ist

V/U = W.

Beweis. Die Projektion

V—W
besitzt U als Kern. Daher ergibt sich die Aussage aus Korollar 48.8. U

48. ARBEITSBLATT

48.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 48.1. Es seien 1,5 € R\ {0} zwei reelle Zahlen # 0. Zeige, dass
diese genau dann dquivalent beziiglich der durch die Untergruppe (Q*,1,-) C
(R*,1,-) gegebenen Aquivalenzrelation sind, wenn es eine reelle Zahl ¢ # 0
und ganze Zahlen a,b € Z mit r = bt und s = at gibt.

Aufgabe 48.2. Wir betrachten R als Q-Vektorraum. Man mache sich klar,
dass in R/Q die Gleichheit [r] = [s] fiir zwei reelle Zahlen 7, s genau dann
gilt, wenn die Differenz r — s eine rationale Zahl ist.

Aufgabe 48.3. Fiir reelle Zahlen r, s setzen wir r ~ s, wenn es rationale
Zahlen u,v € Q mit u # 0 derart gibt, dass

r=us+v
ist.

(1) Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation auf R ist.
(2) Bestimme die Aquivalenzklasse zu 2.
(3) Man gebe ein Beispiel fiir zwei reelle Zahlen, die nicht kommensurabel

sind, die aber unter ~ dquivalent sind.

Aufgabe 48.4.*

Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und U C V' ein Untervektorraum.
Es sei u;, © € I, eine Basis von U und v;, j € J, eine Familie von Vektoren in
V. Zeige, dass die Gesamtfamilie u;,7 € [,v;,j € J, genau dann eine Basis
von V' ist, wenn [v;], j € J, eine Basis des Restklassenraumes V/U ist.
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Aufgabe 48.5. Es sei
0O=WcWc..cV,.,CV,=V
eine Fahne in einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V. Zeige
Vi /Vi 2 K

fiir i = 0,...,n— 1.

Aufgabe 48.6. Der K-Vektorraum V sei die direkte Summe der Untervek-
torrdume V; und V5 und es seien U; € V; und U, C V5 Untervektorrdume.
Zeige

VieVa/ (U U) = ViU @ Va/Us.

Man interpretiere die Aussage der folgenden Aufgabe im Kontext des Fakto-
risierungssatzes.

Aufgabe 48.7.*

Es sei M eine m x n-Matrix iiber dem Korper K mit dem Rang r. Zeige,
dass es eine r x n-Matrix A und eine m x r-Matrix B, beide mit dem Rang
r, mit M = Bo A gibt.

Aufgabe 48.8. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum und es sei
p: V—V

eine lineare Abbildung und U C V ein p-invarianter Untervektorraum. Zei-
ge, dass dies eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

Yv/u: V/U—>V/U

auf dem Restklassenraum V/U mit der Eigenschaft induziert, dass das Dia-
gramm
A
md e
Yv/u

viv 24 viu

kommutiert.

Aufgabe 48.9. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V—V
eine lineare Abbildung und es sei U C V ein g-invarianter Untervektorraum.
Es sei uq, ..., us eine Basis von U und uy, ..., u,,vy,...,vs eine Basis von V/,

beziiglich der ¢ durch die Matrix M beschrieben werde. Durch welche Matrix
wird die in Aufgabe 48.8 definierte lineare Abbildung

Yv/u: V/U—>V/U
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beziiglich der Basis [v4], ..., [vs] von V/U beschrieben?

Zur folgenden Aufgabe vergleiche man Aufgabe 16.22.

Aufgabe 48.10. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V—V
eine lineare Abbildung und es sei U C V ein ¢-invarianter Untervektorraum.
Es sei ¢y die Einschrénkung von ¢ auf U und
ovp: VU — VU
die in Aufgabe 48.8 definierte lineare Abbildung. Zeige
det ¢ = det py - det pyp.

Aufgabe 48.11. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V—V
eine lineare Abbildung und es sei U C V ein ¢-invarianter Untervektorraum.
Es sei ¢y die Einschrénkung von ¢ auf U und

vy V/U—>V/U

die in Aufgabe 48.8 definierte lineare Abbildung. Zeige, dass fiir das charak-
teristische Polynom die Beziehung

Xe = Xeu 'XAOV/U

gilt.

Aufgabe 48.12. Es sei RN+ der reelle Vektorraum aller Folgen. Zeige, dass
die folgenden Teilmengen Untervektorrdume sind.

(1) Die Menge der konstanten Folgen.

(2) Die Menge RN+) der Folgen, fiir die nur endlich viele Folgenglieder
von 0 verschieden sind.

(3) Die Menge F' der Folgen, die bis auf endlich viele Folgenglieder kon-
stant sind.

(4) Die Menge E der Folgen, die nur endlich viele verschiedene Werte
haben.

(5) Die Menge der konvergenten Folgen.

(6) Die Menge N der Nullfolgen.

Welche Beziehungen gelten zwischen diesen Untervektorrdumen?
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Aufgabe 48.13. Wir betrachten die beiden reellen Folgen
1, wenn n gerade,
Ty =
0, sonst,

und

1, wenn n ungerade,
Yn =
0, sonst,

und wir verwenden einige Bezeichnungen aus Aufgabe 48.12.

(1) Zeige, dass die beiden Folgen x, und %, in RN+ /RM+) linear un-
abhéngig sind.

(2) Zeige, dass die beiden Folgen z,, und vy, in RN+ /F linear abhiingig
sind.

(3) Wie sieht es in RN+ /N aus?

Aufgabe 48.14. Es sei W C R+ der reelle Vektorraum aller konvergenten
Folgen und
Uucw

der Untervektorraum der Nullfolgen. Zeige
W/U = R.

Aufgabe 48.15. Zeige, dass durch die Abbildung
St xR — C\ {0}, (u,t) —> ue',

ein Gruppenisomorphismus gegeben ist. Wie ist jeweils die Gruppenstruk-
tur gegeben? Skizziere, welche markanten Teilmengen des Zylinders und der
gelochten Ebene sich unter diesem Isomorphismus entsprechen.

48.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 48.16. (2 Punkte)
Wir betrachten C als R-Vektorraum und den Untervektorraum
R=R.1cC.

Zeige, dass im Restklassenraum C/R zwei komplexe Zahlen genau dann gleich
werden, wenn ihre Imaginérteile iibereinstimmen.

Aufgabe 48.17. (3 Punkte)
Es sei V' ein K-Vektorraum und Uy, U,, U seien Untervektorrdume. Es sei
p: V—V/U

die kanonische Projektion. Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind.
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(1) Fiir die Bildrdume gilt
e(U1) Np(Uz) = 0.
(2) Es ist
UynUy+U) C U.

(3) Es ist
(U, +U)N (U, +U) C U.

Aufgabe 48.18. (4 Punkte)

Es sei V ein K-Vektorraum zusammen mit einer symmetrischen Bilinearform

(—,—) und es sei T C V der Ausartungsraum. Zeige, dass auf dem Restklas-
senraum V/T ein nichtausgeartete symmetrische Bilinearform (—, —)" mit
([v], [w])" = (v, w)

fiir alle v,w € V existiert.

Aufgabe 48.19. (6 (14+3+2) Punkte)

Es sei E ein affiner Raum iiber dem K-Vektorraum V und es sei U C V ein
Untervektorraum. Wir definieren auf E eine Relation ~ durch

P ~ @ genau dann, wenn Jv € U mit P =@ +v.

(1) Zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

(2) Zeige, dass F' := E/ ~ ein affiner Raum iiber dem Restklassenraum
V/U ist.
(3) Zeige, dass die kanonische Projektion
E—FE/~

eine affine Abbildung ist.

49. VORLESUNG - ORIENTIERUNGEN

49.1. Orientierungen auf reellen Vektorridumen.

—
~

Jeder Punkt # 0 auf einer Geraden definiert eine Orientierung. Die beiden
griinen Punkte definieren die gleiche Orientierung, der rote Punkt die andere.
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Bei einem eindimensionalen reellen Vektorraum V' (einer Geraden) ist jeder
von 0 verschiedener Vektor ein Basisvektor. Wenn man die 0 herausnimmt, so
zerfallt die Geradein zwei Hélften (zwei Halbgeraden, zwei Strahlen). Wenn
die Gerade ,horizontal vor einem liegt®, so werden die beiden Hélften als
,links® bzw. ,rechts® angesprochen. Diese Begrifflichkeit ist ziemlich proble-
matisch, wenn man die Gerade bewegt oder wenn man sie aus verschiedenen
Blickwinkeln betrachtet. Dagegen ist es ein einfacher Tatbestand, dass es zwei
Seiten gibt und es ist auch einfach zu bestimen, ob zwei Punkte der gleichen
Seite oder verschiedenen Seiten angehoren, auch wenn die einzelnen Seiten
schwer zu benennen sind. Die Gleichseitigkeit von zwei Punkten # 0 auf der
Geraden kann man dadurch ausdriicken, dass ihre Ubergangsmatrix (Basis-
wechselmatrix), die ja nur aus einer einzigen reellen Zahl besteht, positiv ist,
die Andersseitigkeit bedeutet, dass die Ubergangsmatrix negativ ist.

In der Ebene gibt es ein vergleichbares Phénomen, den Drehsinn. Wenn man
sich beispielsweise auf der Erdoberfliche um einen Baum bewegen mochte,
so kann man das mit dem Uhrzeigersinn oder gegen den Uhrzeigersinn tun.
Der Uhrzeigersinn ist durch eine Konvention festgelegt und es wird von der
Draufsicht ,,von oben® ausgegangen. Fiir den nach oben schauenden Maul-
wurf im Boden ist der Drehsinn genau umgekehrt. Wenn im Raum irgendeine
Ebene gegeben ist, so ist keineswegs klar, was in ihr der Uhrzeigersinn sein
soll. Dennoch ist fiir jede Ebene klar, dass es dort zwei entgegengesetzte
Drehrichtungen gibt und wann zwei Drehrichtungen iibereinstimmen. Auch
dieses Phéinomen kann man mit Basen und ihren Ubergangsmatrizen erfas-
sen. Der Mittelpunkt der Uhr sei der Nullpunkt der Ebene, den Zeiger fassen
wir zu jedem Zeitpunkt als einen Vektor auf. Zu zwei aufeinanderfolgenden
Zeitpunkten ¢; und t, nimmt der Zeiger die beiden Vektorpositionen v; und
vy ein, wobei darauf zu achten ist, dass in der Zeitdifferenz weniger als eine
Halbdrehung vollzogen wird. Diese beiden Vektoren v; und vy definieren eine
Basis der Ebene (nach einer Halbdrehung wire v = —v; und die beiden
Vektoren wiren linear abhéngig). Wenn man zum Zeitpunkt ¢t; = 0 den
Zeiger oben sein lésst, sie wird die Zeigerbewegung im Uhrzeigersinn durch

(sm t) parametrisiert. Die beiden Vektoren sind dann

cos t
0 sin t .
Ul_(l)’vz_(cost) mit0<t<m.
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Wurde die Uhr von vorne oder von hinten in die schrige Ebene hineingelegt?

Die Ubergangsmatrix zwischen der Standardbasis

SRS

0 sint
o o_
My = <1 cos t) '
Die Determinante davon ist — sin ¢, und diese ist im angegebenen Winkel-

bereich fiir ¢ stets negativ, fiir ¢ aus |, 27| ist sie positiv. Die Ubergangsma-
trizen zwischen den Basen

0 sin ¢ 0 sin s .
v = (1) , Uy = <cost) und w;, = (1) , Wy = <cos s) mit ¢, s €]0, 7]

haben eine positive Determinante. In diesem Sinne legt der Uhrzeigersinn
zwar keine Basis fest, aber doch eine Klasse von Basen, die untereinander
eine Ubergangsmatrix mit positiver Determinante haben. Wenn man gegen
den Uhrzeigersinn lauft, so gelangt man zu Basen vom Typ

0 —sint .
v = (1),112—( cos ) mit t €]0, 7|,

und diese haben zur Standardbasis und untereinander Ubergangsmatrizen
mit positiver Determinante.

ist

Ax

)\\/
k /
Z

y
g
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Im Raum gibt es wieder ein vergleichbares Phénomen, wobei hier die mensch-
liche Anatomie hilft. Die rechte und die linke Hand sind spiegelbildlich auf-
gebaut (die rechte Hand ist diejenige, die vom Herz weiter weg ist als die
linke). Wenn man eine Hand nimmt, den Handmittelpunkt als Nullpunkt
des Raumes ansetzt und den Daumen, Zeige- und Mittelfinger ausspreizt, so
dass Daumen und Zeigefinger eine Pistole bilden und der Mittelfinger nach
innen zeigt, so ergibt sich durch diese drei Finger in dieser Reihenfolge im
Raum eine Folge von drei Vektoren, die eine Basis bilden (man kann auch die
Finger einzeln vom Ansatz zur Spitze als Vektoren auffassen und auf einen
gemeinsamen Ursprungspunkt verzichten, das macht keinen Unterschied).
Wenn man dies mit der linken und der rechten Hand macht, so kann man
zwar Daumen und Zeigefinger parallel aneinander anlegen, aber die Mittel-
finger sind dann einander entgegen gesetzt. Die Ubergangsmatrix zwischen
den beiden Handbasen ist

0
0

oSO =
S = O

—1

ihre Determinante ist negativ. Die rechte und die linke Hand représentieren
wieder unterschiedliche Orientierungen von Raumbasen.

Wir kommen nun zur allgemeinen Definition einer Orientierung. Im Folgen-
den ist es wichtig, dass man unter einer Basis nicht die Menge der Basisvekto-
ren {vy,...,v,}, sondern das geordnete Tupel (vy, ..., v,) der Basisvektoren
versteht.

Definition 49.1. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Man
nennt zwei Basen vy,...,v, und wy,...,w, orientierungsgleich, wenn die
Determinante ihrer Ubergangsmatrix positiv ist.

Diese Relation zwischen Basen ist eine Aquivalenzrelation, und zwar eine,
bei der es nur zwei Aquivalenzklassen (genannt Orientierungen oder Orien-
tierungsklassen) gibt (aufler beim Nullraum).

Definition 49.2. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Eine
Orientierung auf V' ist eine Aquivalenzklasse von Basen von V' unter der
Aquivalenzrelation, orientierungsgleich zu sein.’

Es ist einfach, zu bestimmen, ob zwei Basen die gleiche oder die entgegenge-
setzte Orientierung besitzen, es macht aber keinen Sinn, die einzelnen Ori-
entierungen zu benennen.

9Bei einem 0-dimensionalen Vektorraum, also dem Nullraum, gibt es nur die leere Basis.
Es ist aber dennoch sinnvoll, von zwei Orientierungen auf dem Nullraum zu sprechen, die
wir durch + und — représentieren.
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Viele Objekte aus Natur und Technik machen deutlich, dass es zwei verschiedene
Orientierungen gibt. Es ist einfach, bei gleichartigen Objekten wie Federn die mit
der gleichen und die mit der entgegengesetzten Orientierung zu erkennen.

SRR

Die Benennung der beiden Orientierungen und welchen mathematischen (durch
eine Basis représentierten) Orientierungen sie entsprechen ist eine Frage der
Konvention.

Definition 49.3. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Er
heifit orientiert, wenn auf ihm eine Orientierung erklért ist.

Ein Vektorraum wird dadurch orientiert, indem man beispielsweise sagt, dass
V' die Orientierung tragen moge, die durch die Basis vy, ..., v, repréisen-
tiert wird. Der Standardraum R" trédgt, wenn nichts anderes gesagt wird,
die sogenannte Standardorientierung, die durch die Standardbasis ey, ..., e,
reprasentiert wird. Die Standardorientierung von R wird durch die 1 und
jede positive Zahl reprisentiert, die Standardorientierung des R? entpricht,
wenn man wie iiblich den ersten Standardvektor nach rechts und den zwei-
ten Standardvektor dazu senkrecht nach oben zeichnet, der Bewegung ge-
gen den Uhrzeigersinn. Im Raum entspricht die Standardorientierung der
rechten Hand, wenn man den Raum mit der ersten Achse nach rechts, der
zweiten Achse nach hinten und der dritten Achse nach oben positiv aus-
richtet. Die rechte Hand liefert eine menschlich-natiirliche Orientierung des
Anschauungsraumes und die Standardorientierung liefert eine Orientierung
auf dem R?, beides hat erstmal nichts miteinander zu tun, da es eine Viel-
zahl an Moglichkeiten gibt, ein Koordinatensystem aufzustellen. Das eben
angesprochene Koordinatensystem beruht auf einer Konvention.
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Auf einem beliebigen reellen Vektorraum gibt es keine kanonische Moglich-
keit, eine Orientierung auszuzeichnen. Es gibt zwar zu jedem reellen endlich-
dimensionalen Vektorraum eine bijektive lineare Abbildung

p: R" — V|

und dabei wird die Standardbasis auf eine Basis von V' abgebildet, allerdings
héngen diese Bildbasen und ihre Orientierungsklasse vom gewéhlten ¢ ab.
Es ist nicht moglich, auf jedem V' eine Orientierung in kanonischer Weise
festzulegen.

Unter einer Orientierung auf einem reellen affinen Raum FE versteht man eine
Orientierung auf dem zugrunde liegenden reellen Vektorraum.

Definition 49.4. Es seien V und W zwei endlichdimensionale orientierte
reelle Vektorraume. Eine bijektive lineare Abbildung

p: V—W
heifit orientierungstreu, wenn fiir jede Basis vy, ..., v,, die die Orientierung
auf V' représentiert, die Bildvektoren ¢(v1),...,¢(v,) die Orientierung auf

W représentieren.

Es geniigt, diese Eigenschaft fiir eine einzige, die Orientierung représentie-
rende Basis nachzuweisen, sieche Aufgabe 49.11. Bei einem Automorphismus
p: V. — V kann man direkt von orientierungstreu sprechen, ohne zuvor
eine Orientierung auszuzeichen. Orientierungstreu liegt vor, wenn jede Ba-
sis vy, ..., v, zu ihrer Bildbasis ¢(v1), ..., ¢(v,) orientierungsgleich ist. Dies
kann man einfach mit der folgenden Beobachtung iiberpriifen.

Lemma 49.5. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und
p: V. = V eine bijektive lineare Abbildung. Dann ist ¢ genau dann orien-
tierungstreu, wenn die Determinante von ¢ positiv ist.

Beweis. Es sei vy,...,v, eine Basis von V. Wegen der Bijektivitit von ¢
bilden auch die Bilder

30(U1), s 790(1}”)

eine Basis von V. Es sei
n

p(v;) = > i,
i=1
so dass
M = (aij)ij
die beschreibende Matrix der Abbildung beziiglich der Basis vq,...,v, ist.
Diese Matrix ist auch die Basiswechselmatrix M ) Die Positivitiit der De-

terminante dieser Ubergangsmatrix bedeutet nach Definition, dass die beiden
Basen die gleiche Orientierung représentieren. U
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Wenn auf V' ein Skalarprodukt ausgezeichnet und ¢ eine Isometrie ist, so be-
deutet positive Determinante nach Lemma 33.13 einfach, dass die Determi-
nante gleich 1 ist. In diesem Zusammenhang stimmt also orientierungsgleich
und eigentlich iiberein.

49.2. Symmetrien.

Eine Qualle (Nesseltier) ist ein typisches radialsymmetrisches Tier. Es gibt ein

vorne und hinten (oder ein oben und unten, jedenfalls eine Schwimmrichtung),

was eine Achse fixiert, und um diese Achse kann man das Tier beliebig drehen
und heraus kommt das Tier selbst. Diese Drehungen sind eigentliche Symmetrien.

7 E %
Anus Mouth

Gut

Ein schematisches bilaterales Tier. Es gibt nicht nur vorne (Maul) und hinten,
sondern auch oben und unten, was durch die Ausprigung eines Nervenstrangs
deutlich wird.

Bei einem Zweiseitentier gibt es eine Spiegelungsebene, an der gespiegelt das Tier
auf sich selbst abgebildet wird. Diese Symmetrie ist uneigentlich, ldsst sich also
nicht real durchfiihren.
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Eine rechtswinkende Winkerkrabbe. Evolutionsbiologisch ein ganz normales
Zweiseitentier, bei dem allerdings wegen der verschiedenen Krabbenarme die
Spiegelsymmetrie beeintrachtigt ist.

Die wichtigste evolutionére Aufspaltung im Tierreich (genauer der sogenann-
ten Gewebetiere) betrifft ihre Symmetrie. Es gibt die radialsymmetrischen
Tiere wie Quallen und die sogenannten Bilateria oder Zweiseitentiere. Erstere
haben nur eine strukturierende Richtung (vorne und hinten), entlang welcher
sie differenziert sind. In der zu dieser Richtung oder Achse senkrechten Ebe-
ne verfiigen sie iiber keine Ausdifferenzierung, so dass sie um diese Achse
beliebig gedreht werden konnen. Zweitere haben eine weitere strukturierende
Richtung, also neben vorne und hinten noch oben und unten, was die Ent-
wicklung von deutlich komplexeren Lebewesen ermoglicht. Die genetische
Kodierung der Raumstruktur, die eine solche komplexe Ausdifferenzierung
ermoglichte, war eine wichtige Etappe in der Evolution. Eine Folge war die
kambrische Explosion.

Definition 49.6. Es sei T C V eine Teilmenge in einem euklidischen Vek-
torraum. Eine eigentliche Isometrie

FiV—V

mit f(T') = T heiit eigentliche Symmetrie oder Bewegung von T.

Die Menge aller Symmetrien an einem solchen geometrischen Objekt 7" bilden
mit der Hintereinanderschaltung eine Gruppe, die (eigentliche) Symmetrie-
gruppe von T'. Es handelt sich um eine Untergruppe der Gruppe der (ei-
gentlichen) Isometrien des euklidischen Vektorraumes. Wenn 7" hinreichend
kompliziert ist, so wird es neben der Identitdt keine weitere Symmetrie ge-
ben. In den Fillen T = () und T = {0} ist jede Isometrie eine Symmetrie.
Die Menge aller Symmetrien unter Einschluss der uneigentlichen Isometrien
bilden ebenfalls eine Gruppe. Die eigentlichen sind die physikalisch an einem
starren Korper durchfithrbaren Symmetrien und zugleich die orientierungs-
treuen Abbildungen.

Wir besprechen als einfithrendes Beispiel die Symmetrien an einem Wiirfel.
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Beispiel 49.7. Wir betrachten einen Wiirfel W C R? mit der Seitenlinge
2 und dem Nullpunkt als Mittelpunkt. Die Eckpunkte sind also

(£1,41, +1).

Wir fragen uns, welche Moglichkeiten es gibt, den Wiirfel in sich selbst zu
iiberfithren. Dabei soll der Wiirfel nicht in irgendeiner Form deformiert wer-
den, es ist nur erlaubt, ihn als Ganzes zu bewegen, und zwar soll die Be-
wegung wirklich physikalisch durchfiithrbar sein. Man spricht auch von einer
(eigentlichen) Bewegung des Wiirfels. Bei einer solchen Bewegung verdndert
der Wiirfelmittelpunkt seine Lage nicht, und es werden Seiten auf Seiten,
Kanten auf Kanten und Ecken auf Ecken abgebildet. Ebenso werden Sei-
tenmittelpunkte auf Seitenmittelpunkte abgebildet, und gegeniiberliegende
Seitenmittelpunkte werden auf gegeniiberliegende Seitenmittelpunkte abge-
bildet. Die Seitenmittelpunkte sind die sechs Punkte

(£1,0,0), (0,%1,0), (0,0, =£1).

Wenn der Punkt (1,0,0) auf den Seitenmittelpunkt S abgebildet wird, so
wird (—1,0,0) auf den gegeniiberliegenden Punkt, also —S, abgebildet. Hier-
bei ist jede Vorgabe von S erlaubt, doch dadurch ist die Bewegung noch
nicht eindeutig bestimmt. Fiir den Seitenmittelpunkt (0,1,0) gibt es dann
noch vier mogliche Bildpunkte ( ), da man den Wiirfel um die durch S ge-
gebene Achse um ein Vielfaches von 90 Grad drehen kann. Diese Drehungen
entsprechen genau den Moglichkeiten, den Punkt (0, 1,0) auf einen der vier
verbliebenen Seitenmittelpunkte abzubilden. Durch die Wahl des zweiten Sei-
tenmittelpunktes 7" ist die Bewegung dann eindeutig festgelegt. Ist das vollig
klar?

Um sich das klar zu machen, sind folgende Beobachtungen sinnvoll.

(1) Bewegungen lassen sich hintereinander ausfiihren, d.h. wenn man zwei
Wiirfelbewegungen ¢ und v hat, so ist auch die Hintereinander-
ausfihrung 1 o @, die zuerst ¢ und dann v durchfiihrt, sinnvoll defi-
niert.
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(2) Die identische Bewegung, die nichts bewegt, ist eine Bewegung. Wenn
man zu einer beliebigen Bewegung die identische Bewegung davor
oder danach durchfiihrt, so éndert das die Bewegung nicht.

(3) Zu einer Bewegung ¢ gibt es die entgegengesetzte Bewegung ( )
¢!, die die Eigenschaft besitzt, dass die Hintereinanderausfiihrun-
gen o loyp und pop ! einfach die Identitit sind.

Mit diesen Beobachtungen kann man sich das oben erwéhnte Prinzip folgen-
dermaflen klar machen: angenommen, es gibt zwei Bewegungen ¢ und 1 , die

beide (1,0,0) auf S und (0, 1,0) auf T abbilden. Es sei ¢! die umgekehrte
Bewegung zu . Dann betrachtet man die Gesamtbewegung

0 = 1/1_lo<p.

Diese Bewegung hat die Eigenschaft, dass (1,0,0) auf (1,0,0) und dass
(0,1,0) auf (0,1,0) abgebildet wird, da ja ¢ den Punkt (1,0,0) auf S schickt
und ¢! den Punkt S auf (1,0,0) zuriickschickt ( ). 6 hat also die Eigen-
schaft, dass sowohl (1,0, 0) als auch (0, 1, 0) auf sich selbst abgebildet werden,
d.h., es handelt sich um Fixpunkte der Bewegung. Dann ist aber bereits die
gesamte z, y-Ebene fix. Die einzige physikalisch durchfiihrbare Bewegung des
Wiirfels, die diese Ebene unbewegt lédsst, ist aber die identische Bewegung.
Daher ist /"' o ¢ = Id und damit ¢ = . Man beachte, dass die Spiege-
lung an der z,y-Ebene die Punkte (0,0,1) und (0,0, —1) vertauscht, doch
ist dies eine sogenannte uneigentliche Bewegung, da sie nicht physikalisch
durchfiihrbar ist.

Damit ergibt sich, dass es fiir den Basisvektor (1,0,0) sechs mogliche Bild-
vektoren gibt, fiir den zweiten Basisvektor (0, 1,0) noch jeweils vier und dass
dadurch die Abbildung eindeutig festgelegt ist. Insgesamt gibt es also 24
Transformationen des Wiirfels. Am einfachsten beschreibt man die Bewe-
gungen durch eine 3 x 3-Matrix, wobei in den Spalten die Bildvektoren der
Basisvektoren stehen. Wenn der erste Basisvektor festgehalten wird, so sind
die vier moglichen Bewegungen durch die Matrizen

1 00 10 0 1 0 0 1 0 0
0o10),{00 -1},{0 -1 0 ],(0 0 1
0 01 01 0 0 0 -1 0 -1 0

gegeben. Dies sieht man so: wenn eine Seitenmitte auf sich selbst abgebildet
wird, so gilt das auch fiir die gegeniiberliegende Seitenmitte und dann wird
die dadurch definierte Achse nicht bewegt. Eine Bewegung, die eine solche
Seitenmittelpunktachse fest hélt, muss eine Drehung um diese Achse sein,
und zwar eine um ein Vielfaches von 90 Grad. Eine solche Drehung ist eine
Bewegung in der Ebene (némlich in der zur festen Achse senkrechten Ebene),
und diese Beobachtung fiihrt zu den angegebenen Matrizen.

Eine wichtige Eigenschaft dieser Bewegungen ist, dass es sich um Drehun-
gen des Raumes um eine fixierte Achse handelt. Diese Eigenschaft zeichnet
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Raumbewegungen nach Satz 34.8 generell aus. Da die eben besprochenen
Drehungen Vielfache einer Vierteldrehung sind, folgt, dass wenn man sie je-
weils viermal hintereinander durchfiihrt, dann wieder die Identitét vorliegt.
Bei der Halbdrehung fiithrt natiirlich schon die zweifache Ausfithrung zur
Identitét. Die Ordnungen dieser Bewegungen im Sinne der Gruppentheorie
sind also 4 bzw. 2.

Wir betrachten nun im Wiirfelbeispiel die Raumdiagonale D, die durch (1,1,
1) und durch (—1,—1,—1) geht. Auch um diese Achse kann man den Wiirfel
drehen, und zwar um Vielfache von 120 Grad. Man mache sich hierzu klar,
wie der Wiirfel aussieht, wenn diese Achse zu einem Punkt im Gesichtsfeld
wird. Die Dritteldrehung, die (1,0,0) auf (0,0, 1) schickt, muss (0,0, 1) auf
(0,1, 0) schicken. Die beiden Dritteldrehungen um diese Raumdiagonale sind
daher in Matrixdarstellung durch

0 01 010
1 00 und [O O 1
010 1 00

gegeben (die natiirlich invers zueinander sind). Als letzte Drehmoglichkeit
gibt es die Halbdrehung um eine Kantenmittelpunktsachse, als eine Ach-
se, die durch die Kantenmittelpunkte von zwei gegeniiber liegenden Kanten
gegeben ist.

Die Bewegungen am Wiirfel kann man dadurch verstehen, indem man unter-
sucht, was eine Bewegung mit den Seitenmittelpunkten macht, wie sie also
diese sechs Punkte ineinander iiberfiihrt, welche sie fest lasst, etc. Eine Bewe-
gung bestimmt dabei stets eine Bijektion dieser Punktmenge in sich selbst, al-
so eine Permutation. Es gibt aber auch andere charakteristische Punkte bzw.
allgemeiner geometrische Teilobjekte des Wiirfels, die bei einer Wiirfelbewe-
gung ineinander iiberfiithrt werden, z.B. die Menge der Eckpunkte, die Menge
der Kantenmittelpunkte, die Menge der Kanten, die Menge der Seiten, die
Menge aller Raumdiagonalen, etc. Jede Bewegung hat auf diesen Objekten
eine fiir sie charakteristische (Aus-)wirkung. Die mathematische Prézisierung
dieser Beobachtung fiithrt zum Begriff der Gruppenwirkung und des Gruppen-
homomorphismus. Wenn man die Bezeichnung der Ecken vom obigen Bild
iibernimmt, so haben die oben an zweiter Stelle angefiihrte Vierteldrehung
und die erste Dritteldrehung folgende Wirkung auf den Eckpunkten.

Vierteldrehung um Seitenmittelachse.

Punkt A|lB|C
E|A|D

E
Bildpunkt F

F
B

Q@
Q=

D
H

Dritteldrehung um Raumdiagonale
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Punkt A|B
Bildpunkt | H | D

ol Q

H
F

& &
o

QQ

D
G

Wenn man eine Drehachse fiir eine Raumbewegung gefunden hat, so ist die
Bewegung dadurch charakterisiert, wie sie auf der zur Achse senkrechten
Ebene wirkt. Von daher ist es zuerst wichtig, die Bewegungen der Ebene mit
einem fixierten Punkt zu verstehen.

Im I/
A
+1 +1
5 a
< C
0 A Re o A A=
1 0 +1 1 [ +1
-~ u
c
-1 1 E

Beispiel 49.8. Wir betrachten den Einheitskreis
St = {(z,y) e R*|2” +y* =1}.

Dieser wird bekanntlich durch die trigonometrischen Funktionen parametri-
siert. Diese ordnen einem Winkel a € [0,27) (beziiglich der z-Achse, gegen
den Uhrzeigersinn) den zugehorigen Punkt

(cos o, sin @)

auf dem Kreisbogen zu. Eine gleichméfiige Unterteilung des Intervalls [0, 27]
in n gleichgrofe Stiicke, die durch die Grenzen

o 2w 2 o 2
0, 5 270 3T n—1Z n =2
n n n n n

gegeben sind, fiihrt zu einer gleichméfligen Unterteilung des Kreises mit den
Eckpunkten

2 2 2 2
(1,0), (cos —W, sin —7T> , (cos 2—7T, sin 2—7T> ;

n n n n

2 2 2 2
<cos 3—7T, sin 3—7T) e (cos(n — 1)—7T, sin(n — 1)—7T) :
n

n n n



238

Diese Punkte sind die Eckpunkte eines regelmdfsigen n- Ecks. Das regelméaflige
»Zweieck” besitzt die Ecken (1,0) und (—1,0) , das regelméBige (gleichsei-
tige) Dreieck besitzt die Ecken

das regelméfige Viereck (Quadrat) besitzt die Ecken
(17 O)? (07 1)a (_1? O)? (Oa _1) )

usw. Wir fassen ein solches regulédres n-Eck als ein in sich starres Gebilde
auf und interessieren uns dafiir, wie man es in sich selbst iiberfithren kann.
Der Nullpunkt ist der Mittelpunkt (Schwerpunkt) des n-Eckes, und bleibt
bei einer Bewegung des n-Eckes auf sich selbst unverédndert. Da eine sol-
che Bewegung die Léngen nicht dndert, muss der Punkt (1,0) auf einen der
Eckpunkte abgebildet werden, da nur diese Punkte des n-Eckes vom Null-
punkt den Abstand eins besitzen. Da eine Bewegung auch die Winkel nicht
verdandert, muss der Nachbarpunkt (sin %“, cos 27”) auf einen Nachbarpunkt
des Bildpunktes von (1,0) abgebildet werden. Bei einer eigentlichen (physi-
kalisch in der Ebene!) durchfithrbaren Bewegung bleibt auch die Reihenfolge
(die ,,Orientierung“) der Ecken erhalten, so dass die einzigen eigentlichen
Bewegungen eines reguldren n-Eckes die Drehungen um ein Vielfaches von
27 /n sind.

Wenn man auch noch uneigentliche Bewegungen zulésst, so gibt es noch die
Spiegelungen an einer Achse, und zwar geht bei n gerade die Achse durch
zwei gegeniiberliegende Eckpunkte oder zwei gegeniiberliegende Seitenmit-
telpunkte, und bei n ungerade durch einen Eckpunkt und einen gegeniiber-
liegenden Seitenmittelpunkt.

Sei n fixiert, und setze a = 27 /n und sei ¢ die Drehung des n-Eckes um «
gegen den Uhrzeigersinn. Dann kann man jede Drehung am n-Eck schreiben
als o mit einem eindeutig bestimmten k zwischen 0 und n — 1. Dabei ist
¢? = Id die Nulldrehung (die identische Bewegung), bei der nichts bewegt
wird. Wenn man ¢ n-mal ausfiihrt, so hat man physikalisch gesehen eine volle
Umdrehung durchgefiihrt. Vom Ergebnis her stimmt das aber mit der Null-
drehung tiberein. Allgemeiner gilt, dass wenn man ¢ m-mal ausfiihrt, dass
dann das Endergebnis (also die effektive Bewegung) nur vom Rest m mod n
abhingt. Die inverse Bewegung zu ¢* ist ¢ =%, also k-mal wieder zuriick, oder
gleichbedeutend ¢ ~*) Alle Drehungen an einem regelmifigen n-Eck bilden
eine zyklische Gruppe der Ordnung n.

49. ARBEITSBLATT

49.1. Ubungsaufgaben.
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Aufgabe 49.1. Schaue in einen Spiegel. Vertauscht die Spiegelung links und
rechts, oben und unten, vorne und hinten? Durch welche lineare Abbildung
wird eine Spiegelung beschrieben?

Aufgabe 49.2. Gibt es Griinde, fiir Linkshénder andere Schrauben anzu-
fertigen als fiir Rechtshander?

Aufgabe 49.3. Gilt die Rechte-Hand-Regel auch fiir Linkshander?

Aufgabe 49.4. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Zeige,
dass auf der Menge der (geordneten) Basen die Orientierungsgleichheit ei-
ne Aquivalenzrelation ist, die bei V' # 0 aus genau zwei Aquivalenzklassen
besteht.

Aufgabe 49.5. Sei V' # 0 ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum mit
einer Basis vy, ..., v,. Zeige, dass wenn man einen Vektor v; durch sein Nega-
tives —v; ersetzt, dass dann die neue Basis die entgegengesetzte Orientierung
reprasentiert.

Aufgabe 49.6.*

Bestimme, ob die beiden Basen des R2,

(5) () me () (5):

die gleiche Orientierung reprasentieren oder nicht.
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Aufgabe 49.7.*

Bestimme, ob die beiden Basen des R?,

1 2 0 -3 —4 —6
o1, 41,1 3 und 71,151, 0 |,
4 -3 -5 2 -1 11

die gleiche Orientierung représentieren oder nicht.

Aufgabe 49.8.*
Wir betrachten im R? die drei Vektoren

1 0 T
21, 21,15
3 -2 7

a) Wie muss man x wéhlen, damit diese drei Vektoren die Standardorientie-
rung des R? reprisentieren?

b) Wie muss man x wéhlen, damit diese drei Vektoren die der Standardori-
entierung entgegengesetzte Orientierung représentieren?

Aufgabe 49.9.*

Lucy Sonnenschein befindet sich in Position (—2,3) € Z? (die Koordinaten
seien mit z und y bezeichnet) und schaut in die positive z-Richtung. Alle
folgenden Angaben beziehen sich auf ihre jeweilige Position und ihre Aus-
richtung, der Uhrzeigersinn bezieht sich auf die Draufsicht. Lucy fiihrt hinter-
einander folgende Bewegungen aus. Sie macht einen Schritt nach rechts, dann
zwei Schritte nach hinten, sie dreht sich um 180 Grad, macht drei Schritte
nach links, macht eine Vierteldrehung im Uhrzeigersinn, macht vier Schrit-
te nach rechts und zwei Schritte nach hinten, dreht sich um 360 Grad und
macht einen Schritt nach links.

Wo befindet sie sich nach der Gesamtbewegung und in welche Richtung
schaut sie?

Aufgabe 49.10. Diskutiere, ob es sinnvoll ist, die Ecken eines Dreiecks in
der Ebene immer gleichermafien gegen den Uhrzeigersinn mit A, B, C zu
bezeichnen, insbesondere unter Beriicksichtigung des Bildes unten.
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Aufgabe 49.11. Es seien V' und W zwei endlichdimensionale orientierte
reelle Vektorrdume und sei

p: V—W
eine bijektive lineare Abbildung. Zeige, dass ¢ genau dann orientierungstreu
ist, wenn es eine die Orientierung auf V représentierende Basis vy, ..., v, gibt,
deren Bildvektoren ¢(v1), ..., ¢(v,) die Orientierung auf W représentieren.

Aufgabe 49.12. Sei M = {1,...,n} und sei 7 eine Permutation auf M
und M, die zugehorige Permutationsmatrix. Zeige, dass M genau dann ori-
entierungstreu ist, wenn

sgn(m) =1
ist

Aufgabe 49.13. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und
G = GL (V) die Gruppe der bijektiven linearen Abbildungen auf V. Zeige,
dass die Menge der orientierungstreuen Abbildungen in G einen Normalteiler
bilden. Welche Beziehung besteht zum Betrag der Determinante?

Aufgabe 49.14.*

Die Puzzleteile fiir ein Puzzle haben eine grob rechteckige Form, wobei die
eine Seite erkennbar ldnger als die andere sei, und auf jeder Seite gibt es
entweder eine Einbuchtung oder eine Ausbuchtung. Wie viele Typen von
Puzzelteilen gibt es?
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Aufgabe 49.15. Bestimme die Ordnung der ebenen Drehung um 291 Grad.

Aufgabe 49.16.*

Wie viele Elemente besitzt die von der Drehung um 45 Grad, von der Dre-
hung um 99 Grad und von der Zwdélfteldrehung erzeugte Untergruppe der
Drehgruppe SO5?

Aufgabe 49.17. Betrachte die Gruppe der Drehungen am Kreis um Viel-
fache des Winkels o« = 360/12 = 30 Grad. Welche Drehungen sind Erzeuger
dieser Gruppe?

Aufgabe 49.18. Betrachte ein gleichseitiges Dreieck mit dem Nullpunkt als
Mittelpunkt und mit (1,0) als einem Eckpunkt. Bestimme die (eigentlichen
und uneigentlichen) Matrizen, die den Symmetrien an diesem Dreieck ent-
sprechen.

Aufgabe 49.19.*
Es sei Q das Quadrat im R? mit den Eckpunkten (1,0), (0, 1), (—1,0), (0, —1).

(1) Bestimme zu jeder eigentlichen Symmetrie dieses Quadrates die Ma-
trix beziiglich der Standardbasis.

(2) Bestimme zu jeder uneigentlichen Symmetrie dieses Quadrates die
Matrix beziiglich der Standardbasis.

(3) Ist die Gruppe der eigentlichen und uneigentlichen Symmetrien an
diesem Quadrat kommutativ?

Aufgabe 49.20. Bestimme sédmtliche Matrizen, die den Symmetrien eines
Quadrates mit den Eckpunkten (41, 41) entsprechen. Sehen diese Matrizen
fiir jedes Quadrat (mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt) gleich aus?

Aufgabe 49.21. Betrachte ein Rechteck in der Ebene, das kein Quadrat
sei, und dessen Mittelpunkt der Nullpunkt sei und dessen Seiten parallel
zu den Koordinatenachsen liegen mogen. Bestimme die Matrizen, die die
(eigentlichen und uneigentlichen) Symmetrien des Rechteckes beschreiben.
Erstelle eine Verkniipfungstafel fiir diese Symmetriegruppe.
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Aufgabe 49.22. Welche Zahlen treten als Ordnungen von eigentlichen Wiir-
felsymmetrien auf? Beschreibe die Wirkungsweise der Symmetrie auf den
Eckpunkten, den Kanten und den Seiten des Wiirfels sowie auf den Raum-
diagonalachsen, den Seitenmittelpunktsachsen und den Kantenmittelpunkt-
sachsen.

Aufgabe 49.23. Bestimme die vier Bewegungen an einem Wiirfel mit den
Eckpunkten (£1,+1,41) in Matrixschreibweise, die (1,0,0) auf (0,0, —1)
abbilden.

Aufgabe 49.24. Wie viele (wesentlich verschiedene) Moglichkeiten gibt es,
die Seiten eines Wiirfels von 1 bis 6 zu nummerieren, so dass die Summe
gegeniiberliegender Seiten stets 7 ergibt?

Wie viele Moglichkeiten gibt es iiberhaupt?

Aufgabe 49.25. Die Ecken (41,+1,4+1) eines Wiirfels seien mit 1,2,
3,...,8 (oder #hnlich) bezeichnet (Skizze!). Beschreibe durch Wertetabel-
len, wie die folgenden (eigentlichen oder uneigentlichen) Wiirfelsymmetrien
die Eckpunkte permutieren:

1 0 0
M (o o 1],
0 -1 0
-1 0 0
@ (o o -1,
0 -1 0
0 01
@3 [0 10
~1.0 0

Was passiert mit den Kantenmittelpunkten unter diesen Bewegungen?
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Aufgabe 49.26. Sei W der Wiirfel mit den Eckpunkten (£1,+1, £1). Fixie-
re eine Kantenmittelpunktachse (durch den Nullpunkt). Welche Bewegungen
des Wiirfels lassen sich als Drehung um diese Achse beschreiben? Wie sehen

diese Bewegungen in Matrixschreibweise aus, und was passiert dabei mit den
Eckpunkten des Wiirfels?

Aufgabe 49.27. Bestimme die Koordinaten eines Tetraeders, bei dem der
Nullpunkt der Mittelpunkt ist, die vier Eckpunkte des Tetraeders vom Null-
punkt den Abstand eins besitzen, der Punkt (0,0,1) ein Eckpunkt ist und
ein weiterer Eckpunkt Koordinaten der Form (u,0,v) besitzt.

49.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 49.28. (4 Punkte)

Bestimme, ob die beiden Basen des R?,

2 7 0 -3 —4 -5
a4, le ), 2lmwmd[6],.[a],[0],
-5 ~1 -3 2 —2 13

die gleiche Orientierung repréasentieren oder nicht.

Aufgabe 49.29. (6 Punkte)

Es sei V' ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum. Zeige, dass es auf
V', aufgefasst als reellen Vektorraum, eine natiirliche Orientierung gibt

Aufgabe 49.30. (4 Punkte)

Es sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension n und sei das Produkt
VP =V x--- x V mit der Produkttopologie versehen. Es sei I ein reelles
Intervall und

p: I — V"
eine stetige Abbildung mit der Eigenschaft, dass

p(t) = (pr(t), p2(t), .. enlt))

fiir jedes t € I eine Basis von V ist. Zeige, dass sdmtliche Basen o(t), t € I,
die gleiche Orientierung auf V' représentieren.

Aufgabe 49.31. (2 Punkte)

Wie viele Elemente besitzt die von der Drehung um 51 Grad, von der Dre-
hung um 99 Grad und von der Siebteldrehung erzeugte Untergruppe der
Drehgruppe SO5?
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Aufgabe 49.32. (2 Punkte)

Es sei W der Wiirfel mit den Eckpunkten (£1,+1,£1). Es sei ¢ eine Drit-
teldrehung um die Raumdiagonale durch (1,1,1) und (-1, —1, —1). Bestim-
me Ebenengleichungen fiir diejenigen Ebenen, auf denen je drei Eckpunkte
liegen, die durch diese Drehung ineinander iiberfithrt werden.

Aufgabe 49.33. (5 Punkte)

Man gebe fiir die in den obigen Skizzen angedeuteten Symmetrien des Te-
traeders eine geeignete Matrixdarstellung.

50. VORLESUNG - ENDLICHE SYMMETRIEGRUPPEN [

Vo6

Ein Tetraeder (ei- Ein Oktaeder (ein Ein Dodekaeder, der Ein Ikosaeder, mit
ne Pyramide mit Achtflichner). hat zwolf Seiten. 20 Seiten ..
gleichseitigen Drei-

ecken als Seiten).

Jede Symmetrie an einen Korper im Raum (beispielsweise einem Wiirfel) ist
insbesondere eine abstandserhaltende, affin-lineare Abbildung des umgeben-
den Raumes. Die Gesamtmenge der abstandserhaltenden, linearen (eigentli-
chen) Abbildungen des Raumes bildet die sogenannte orthogonale Gruppe O3
(bzw. SO3, wenn die Determinante 1 ist). Dies ist natiirlich eine sehr grofie,
unendliche Gruppe. Interessant ist aber, dass die endlichen Untergruppen
darin iibersichtlich beschrieben werden konnen. Diese endlichen Untergrup-
pen lassen sich stets als Symmetriegruppe zu einem geeigneten geometri-
schen Objekt auffassen. Dass eine einfache Klassifikation dieser endlichen
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Bewegungsgruppen moglich ist, beruht auf intrinsischen Struktureigenschaf-
ten des Raumes und liefert unter Anderem eine préizise Version dafiir, dass
es nur fiinf regulire Polyeder (die platonischen Kdrper) gibt. Den Wiirfel
haben wir schon in der letzten Vorlesung behandelt, er besitzt 24 eigentliche
Symmetrien. Ein weiteres wichtiges Beispiel ist der Tetraeder.

"
/\\\

/

Tetraeder treten auch in der Chemie auf, hier ein Methanmolekiil.

Beispiel 50.1. Wir betrachten einen Tetraeder, also eine Pyramide mit vier
gleichseitigen Dreiecken als Flachen. Das einfachste Modell dafiir ergibt sich,
wenn man bei einem Wiirfel jeden ,,zweiten“ Punkt nimmt, also beispielsweise
die Eckpunkte

(1,1,1), (=1, -1,1), (1, -1, 1), (=1,1,~1).

Der Abstand der Eckpunkte zum Nullpunkt ist dann /3 und die Kan-
tenléngen sind v/2. Eine eigentliche Bewegung des Tetraeders ist auch eine
eigentliche Bewegung des zugehorigen Wiirfels (in den der Tetraeder einge-
schrieben werden kann).'”

Die Symmetrien des Tetraeders kann man unterschiedlich beschreiben. Bei
einer solchen Symmetrie miissen die Eckpunkte aufeinander abgebildet wer-
den. Dabei miissen die zu den Eckpunkten zugehorigen Geraden, die bei der
erwihnten Beziehung zum Wiirfel dessen Raumdiagonalen sind, aufeinander
abgebildet werden und somit miissen dabei auch die Wiirfeleckpunkte auf-
einander abgebildet werden. Deshalb ist die Symmetriegruppe des Tetraeders
eine Untergruppe der Symmetriegruppe des Wiirfels. Es gibt Drehungen um
Achsen durch einen Eckpunkt und die gegeniiber liegende Seite und Drehun-
gen um Achsen durch Kantenmittelpunkte, siehe auch Aufgabe 49.33.

Definition 50.2. Zu n € N heifit die Untergruppe
A, = {o € S,| sgn(o) =1}

der geraden Permutationen die alternierende Gruppe.

10yon einem Wiirfel aus gesehen erhilt man einen Tetraeder, indem man jeden zweiten,
in einer Seite gegeniiberliegenden Eckpunkt des Wiirfels nimmt.
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Die alternierende Gruppe besitzt (bei n > 2) % Elemente. Nach Aufgabe
50.15 ist die Tetraedergruppe isomorph zu Aj.

Wir wollen im Folgenden sédmtliche endlichen Untergruppen der Bewegungs-
gruppe des Raumes verstehen. Die Bewegungsgruppe eines affinen Raumes
iiber einem euklidischen Vektorraum besteht aus allen affin-linearen eigent-
lichen Isometrien, es kommen also (im Vergleich zur eigentlichen Isometrie-
gruppe) noch zusétzlich die Verschiebungen dazu. Fiir endliche Untergrup-
pen ist dieser Unterschied unerheblich, da man mit dem folgenden Lemma
die endliche Untergruppen der affinen Bewegungsgruppe als eine Gruppe von
linearen Abbildungen realisieren kann.

Lemma 50.3. Es sei G eine endliche Untergruppe der Bewegungsgruppe ei-
nes affinen Raumes E iiber einem euklidischen Vektorraum V. Dann besitzen
die Bewegungen der Gruppe einen gemeinsamen Fizpunkt. Insbesondere kann
man eine solche Gruppe als Untergruppe der SO,, auffassen.

Beweis. Es sei n = #(G) die Ordnung der Gruppe. Es sei P € E ein belie-
biger Punkt. Wir betrachten die baryzentrische Kombination!!

geG

Da jedes h € GG insbesondere eine affin-lineare Abbildung ist, gilt nach Lem-
ma 30.9 die Gleichheit

MQ) = h (Z %gw)) = 3" Sh((P) = 3 (hog)(P)

geG geqG geG

Da eine Gruppe vorliegt, durchlauft die Menge h o g, g € G, einfach die
gesamte Gruppe. Deshalb ist der Ausdruck rechts gleich @) selbst, und somit
ist @ ein Fixpunkt fiir alle h € G. Wir wéhlen @ als Ursprung und kénnen
dann F mit V identifizieren, wodurch wegen Lemma 30.11 die affin-linearen
Abbildungen zu linearen Abbildungen werden. Dadurch erhalten wir G als
Untergruppe der Isometriegruppe von V. Da V' isometrisch zum R" mit dem
Standardskalarprodukt ist, ist G C SO,, . U

50.1. Endliche Bewegungsgruppen in der Ebene.

Bevor die Symmetiegruppen des Raumes weiter untersuchen, betrachten wir
zuerst die Ebene.

Satz 50.4. Sei G C SO, eine endliche Untergruppe der linearen Bewegungs-
gruppe der reellen Ebene. Dann ist G eine zyklische Gruppe.

Hpag ist also der Schwerpunkt der beteiligten Punkte.
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Beweis. Jedes Element aus G ist nach Satz 34.4 eine Drehung der Ebene um
einen bestimmten Winkel #. Wir betrachten den surjektiven Gruppenhomo-
morphismus

cos # —sin 0

R — 80y, 0 — D(9) = (sin@ cos@)’

der einen Winkel auf die zugehorige Drehung abbildet. Es sei H C R das Ur-
bild von G unter dieser Abbildung, d.h. H besteht aus allen Drehwinkeln zu
Drehungen, die zu G gehoren. Die Gruppe H wird von einem Représentan-
tensystem fiir die Elemente aus G zusammen mit 27 erzeugt. Insbesondere
ist also H eine endlich erzeugte Untergruppe von R. Da jedes Gruppenele-
ment aus G eine endliche Ordnung besitzt, muss jedes 8 € H die Gestalt
0 = 2mq mit einer rationalen Zahl ¢ € Q haben. Dies bedeutet, dass H eine
endlich erzeugte Untergruppe von 27Q C R ist. Damit ist H isomorph zu
einer endlich erzeugten Untergruppe der rationalen Zahlen. Nach Aufgabe

44.4 ist H zyklisch, sagen wir H = Za mit einem eindeutig bestimmten
Winkel a € [0, 27). Dann ist die Gruppe G als Bild von H ebenfalls zyklisch.
O

Der eindeutig bestimmte Winkel ist dabei o = %”, wobei n die Gruppenord-

nung von G ist. Die Gruppe besteht aus den Drehmatrizen

b0 (@ ) (8D )
(208 2y,

Wenn man auch noch uneigentliche Symmetrien zulésst, so gibt es noch eine
weitere Familie von endlichen Untergruppen der O, ndmlich die Diedergrup-
pen.

Definition 50.5. Zu einem regelméfligen n-Eck (n > 2) heifit die Gruppe
der (eigentlichen oder uneigentlichen) linearen Symmetrien die Diedergruppe
D,.
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Die Diedergruppe besteht aus den Drehungen des n-Ecks und aus den Ach-
senspiegelungen an den folgenden Achsen durch den Nullpunkt: bei n gerade
die Achsen durch gegeniiberliegende Eckpunkte und gegeniiberliegende Kan-
tenmittelpunkte, bei n ungerade die Achsen durch einen Eckpunkt und einen
gegeniiberliegenden Kantenmittelpunkt. In beiden Féllen besteht die Dieder-
gruppe aus 2n Elementen.

Im Raum lassen sich die Diedergruppen als eigentliche Symmetriegruppen einer
Doppelpyramide iiber einem regelméfliigen n-Eck realisieren.

50.2. Halbachsensysteme.

Wir betrachten nun die dreidimensionale Situation.

Es sei G C SOj eine endliche Untergruppe der Gruppe der eigentlichen,
linearen Isometrien. Jedes Element g € G, g # id, ist nach Satz 34.8 eine
Drehung um eine eindeutig bestimmte Drehachse A. Insbesondere sind an
einer endlichen Symmetriegruppe nur endlich viele Drehachsen beteiligt. Je-
des Gruppenelement bewirkt dann eine Permutation der Drehachsenmenge,
und diese Bedingung schréankt die moglichen Gruppen wesentlich ein. Eine
Drehachse zerfillt in zwei Halbachsen, und es ist sinnvoll, die Wirkungsweise
der Gruppe auf diesen Halbachsen zu untersuchen.

Bei einem Wiirfel gibt es drei verschiedene Arten von Drehachsen: Es gibt
drei Drehachsen, die durch die Seitenmittelpunkte gegeben sind, vier Dreh-
achsen, die durch die Eckpunkte gegeben sind und sechs Drehachsen, die
durch die Kantenmittelpunkte gegeben sind. Betrachtet man alle Durchsto-
Sungspunkte dieser Achsen mit der Sphéare vom Radius 1, so ergeben sich
6+ 8 4+ 12 = 26 Punkte. Diese Punkte entsprechen den Halbachsen. Dabei
gibt es zu je zwei Eckpunkten (bzw. den zugehorigen Durchstoungspunkten)
(mindestens) eine Wiirfelbewegung, die sie ineinander tiberfiihrt, ebenso zu je
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zwei Kantenmittelpunkten und zu je zwei Seitenmittelpunkten. Jede Bewe-
gung permutiert diese charakteristischen Punkte. Wenn man eine Achse (oder
einen DurchstofSungspunkt) fixiert, so kann man die Menge der Bewegungen
betrachten, die diese Achse als Drehachse haben. Es kann natiirlich auch
die Achse zwar auf sich selbst abgebildet werden, aber nicht fix sein. Dann
werden die gegeniiberliegenden Durchstolungspunkte ineinander iiberfiihrt.

%
A
- F"‘
- I-' P
{
) i
y ——
”
”
Wiirfel und Oktaeder besitzen isomorphe Symmetriegruppen.

Definition 50.6. Es sei G C SOj3 (R) eine endliche Untergruppe der Grup-
pe der eigentlichen, linearen Isometrien im R?®. Dann nennt man jede Gerade
durch den Nullpunkt, die als Drehachse eines Elementes g # 1d auftritt, eine
Achse von G. Die Halbgeraden dieser Drehachsen nennt man die Halbachsen
der Gruppe und die Gesamtmenge dieser Halbachsen nennen wir das zu G
gehorige Halbachsensystem. Es wird mit $(G) bezeichnet. Zwei Halbachsen
Hy, Hy € H(G) heiflen dquivalent, wenn es ein g € G mit g(H;) = Hs gibt.
Die Aquivalenzklassen zu dieser Aquivalenzrelation nennt man Halbachsen-
klassen.

Da jede von Id verschiedene Drehung genau eine Drehachse hat, ist das Halb-
achsensystem zu einer endlichen Symmetriegruppe endlich (und zwar ist die
Anzahl maximal gleich 2(ord (G)—1)). Wenn H eine Halbachse ist und g € G,
so ist auch g(H) eine Halbachse: wenn nédmlich h € G die durch H definierte
Achse als Drehachse besitzt, so ist

(9hg™") (9(H)) = (gh) (97" (9(H))) = (gh)(H)) = g(h(H)) = g(H).

Mit ,, dquivalenten Halbachsen® ist also wirklich eine Aquivalenzrelation de-
finiert.

Beispiel 50.7. Beim Wiirfel werden die Halbachsen durch die Eckpunkte,
die Seitenmittelpunkte und die Kantenmittelpunkte repréasentiert. Diese drei
Arten bilden dann auch die Aquivalenzklassen, also die Halbachsenklassen.
Der Vergleich mit dem Oktaeder zeigt, dass die Sprechweise mit den Halbach-
sen fiir die Bewegungsgruppe als solche angemessener ist als die Sprechweise
mit Ecken, Kanten, Mittelpunkten.
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Beispiel 50.8. Bei einem Tetraeder gibt es vier Eck-Seitenmittelpunkt-
Achsen und vier Kantenmittelpunktachsen. Die Kantenmittelpunkthalbach-
sen sind dabei alle untereinander dquivalent, wihrend die zuerst genannten
Achsen in zwei Halbachsenklassen zerfallen, namlich die Eckhalbachsen und
die Seitenhalbachsen.

An diesem Beispiel sieht man auch, dass die beiden durch eine Drehachse
gegebenen Halbachsen nicht zueinander dquivalent sein miissen.

50.3. Die Isotropiegruppe.

Lemma 50.9. Es sei G C SO3 (R) eine endliche Untergruppe der Gruppe
der eigentlichen, linearen Isometrien des R®. Zu einer Halbachse H von G
set

Gn ={9€Glg(H) =H}.
Dann sind fiir zwei dgquivalente Halbachsen Hy und Hy die Gruppen Gy, und
G, isomorph. Insbesondere besitzen sie die gleiche Ordnung.

Beweis. Es sei g(H,) = H,, was es gibt, da die beiden Halbachsen nach
Voraussetzung dquivalent sind. Dann hat man aber sofort den Gruppeniso-
morphismus

GH1 —>GH27 f'—>gofogil'
Wegen

(9fg7") (Hz) = gf (97" (Hs)) = gf(Hy) = g(H,) = H,

fithrt dieser innere Automorphismus von G in der Tat die beiden Gruppen
ineinander iiber. U

Bei Gy handelt es sich trivialerweise um eine Untergruppe von G. Man nennt
sie die Isotropiegruppe zur Halbachse H. Das Lemma besagt also, dass dqui-
valente Halbachsen isomorphe Isotropiegruppen besitzen. Wenn n = #(G)
ist und H eine Halbachse in der Halbachsenklasse K, und die Untergruppe
Gp k Elemente besitzt, so gibt es in K genau n/k verschiedene Halbachsen.
Die fixierte Halbachse H definiert nadmlich eine surjektive Abbildung

G— K, f— f(H).

Dabei geht f € Gy auf H, und ebenso gibt es fiir jede Halbachse H' € K
genau k Urbilder.

50. ARBEITSBLATT

50.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 50.1. Bestimme die Symmetriegruppe und die eigentliche Sym-
metriegruppe der Standardvektoren {ey, eq, e3} im R3.
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Aufgabe 50.2. Zeige, dass es zu jedem n € N eine Konfiguration 7" aus
n Punkten im R3 derart gibt, dass die eigentliche Symmetriegruppe von T
unendlich ist.

Aufgabe 50.3. Es sei T eine Konfiguration aus endlich vielen Punkten im
R3, die nicht alle kollinear sind. Zeige, dass die eigentliche Symmetriegruppe
von T" endlich ist.

Aufgabe 50.4. Man gebe ein Beispiel fiir eine zweielementige Menge 7" C
R3, deren eigentliche Symmetriegruppe trivial ist.

Aufgabe 50.5. Bestimme die Symmetriegruppe und die eigentliche Sym-
metriegruppe zu einer Geraden G C R? durch den Nullpunkt.

Aufgabe 50.6. Bestimme die Symmetriegruppe und die eigentliche Sym-
metriegruppe zu einer Ebene £ C R? durch den Nullpunkt.

Aufgabe 50.7.*

Es seien
SCTCR?

Teilmengen mit den zugehérigen eigentlichen Symmetriegruppen H und G.
Zeige, dass es im Allgemeinen keine Inklusionsbeziehung zwischen diesen
Gruppen gibt.

Aufgabe 50.8. Sei A, eine alternierende Gruppe mit n > 4. Zeige, dass A,
nicht kommutativ ist.

Aufgabe 50.9. Es sei F ein regelmiBiges n-Eck im R? mit dem Nullpunkt
als Mittelpunkt und mit (1,0) als einem Eckpunkt. Bestimme die Matri-
zen, die die uneigentlichen Symmetrien von E beziiglich der Standardbasis
beschreiben.

Aufgabe 50.10. Es sei G C O3(R) eine endliche Gruppe und H = G'N
SO3(R) Zeige, dass H = G oder aber die Anzahl von H die Hélfte der
Anzahl von G ist.
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Aufgabe 50.11.*
Sei n € N,. Definiere einen injektiven Gruppenhomomorphismus
On(R) — SO, 41(R)

von der Gruppe der Isometrien auf dem R" in die Gruppe der eigentlichen
Isometrien auf dem R"™*.

Die néchsten Aufgaben verwenden die sogenannte Kleinsche Vierergruppe.
Dies ist einfach die Produktgruppe Z/(2) x Z/(2).

Aufgabe 50.12. Zeige, dass die Kleinsche Vierergruppe zu einer Untergrup-
pe der Permutationsgruppe S, isomorph ist. Wie sieht eine Realisierung als
Untergruppe der Wiirfelgruppe aus?

Aufgabe 50.13. Zeige, dass die Diedergruppe Dy isomorph zur Kleinschen
Vierergruppe ist.

Aufgabe 50.14. Zeige, dass die Diedergruppe D3 isomorph zur Permutati-
onsgruppe S ist.

Aufgabe 50.15.*

Betrachte die Doppelpyramide der Hohe 5 iiber dem Quadrat mit den Eck-
punkten (+1,+1). Wie nennt man die eigentliche Symmetriegruppe dieses
Objektes? Bestimme die Matrizen beziiglich der Standardbasis, die die ei-
gentlichen Symmetrien der Doppelpyramide beschreiben.

Aufgabe 50.16.*
Zeige, dass die Diedergruppen D,,, n > 3, nicht kommutativ sind.

Aufgabe 50.17. Sei W die Gruppe der eigentlichen Bewegungen an einem
Wiirfel. Man gebe eine moglichst lange Kette von sukzessiven Untergruppen

{id}CG1CG2C...CGn:W

an derart, dass zwischen G; und G, keine weitere Untergruppe liegen kann.

Aufgabe 50.18. Bestimme die eigentliche Symmetriegruppe des Achsen-
kreuzes im R3.
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Aufgabe 50.19. Es sei G C SO3(R) eine endliche Untergruppe. Zeige,
dass die Isotropiegruppe zu einer Halbachse aus dem Halbachsensystem zu
G zyklisch ist.

Aufgabe 50.20. Es sei G C SO3 (R) die eigentliche Symmetriegruppe des
achsenparallelen Wiirfels. Man gebe explizite (in Matrixbeschreibung) innere
Automorphismen der Wiirfelgruppe an, die die folgenden Isotropiegruppen zu
Achsen ineinander iiberfithren. Welche Matrizen entsprechen dabei welchen
Matrizen?

(1) Die Isotropiegruppe zur z-Achse und zur z-Achse.

1
(2) Die Isotropiegruppe zur Raumdiagonalen R [ 1 | und zur Raumdia-
1
1
gonalen R [ 1
-1
1
(3) Die Isotropiegruppe zur Kantenmittelpunktsachse R [ 1 | und zur
0
1
Kantenmittelpunktsachse R | —1
0

Aufgabe 50.21.*

Es sei F, ein endlicher Kérper (mit ¢ Elementen). Bestimme die Anzahl der
Elemente in

GL,(F,) .
Die folgende Aufgabe verwendet das Zentrum einer Gruppe.
Sei G eine Gruppe. Das Zentrum Z = Z(G) von G ist die Teilmenge
Z = {g € G| gz = zg fir alle z € G} .

Aufgabe 50.22. Sei GG eine Gruppe. Zeige, dass das Zentrum Z C G ein
Normalteiler in G ist. Man bringe das Zentrum in Zusammenhang mit dem
Gruppenhomomorphismus

k: G — Aut (G), g — K.

Was ist das Bild von diesem Homomorphismus, und was besagen die Homo-
morphieséitze in dieser Situation?
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Aufgabe 50.23. Fiihre folgendes Gedankenexperiment durch: Gegeben sei
eine Kugeloberfliche aus Metall und n gleiche Teilchen mit der gleichen posi-
tiven Ladung. Die Teilchen stoflen sich also ab. Diese Teilchen werden auf die
Kugeloberflache gebracht, wobei sie sich nach wie vor gegenseitig abstoflen,
aber auf der Kugel bleiben. Welche Konfiguration nehmen die Teilchen ein?
Miisste sich nicht ,,aus physikalischen Griinden® eine , gleichverteilte* Konfi-
guration ergeben, in der alle Teilchen gleichberechtigt sind? Miisste es nicht
zu je zwei Teilchen P, () eine Kugelbewegung geben, die eine Symmetrie der
Konfiguration ist und die P in @) tiberfiihrt?

50.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 50.24. (2 Punkte)

Betrachte die Wirkung der Tetraedergruppe auf den vier Eckpunkten eines
Tetraeders. Zeige, dass dies eine Isomorphie zwischen der Tetraedergruppe
und der alternierenden Gruppe Ay ergibt.

Aufgabe 50.25. (3 Punkte)

Betrachte ein regelméfiges n-Eck und die zugehorige Gruppe der (eigentli-
chen und uneigentlichen) Symmetrien, also die Diedergruppe D,,. Beschreibe
D,, als Untergruppe der Permutationsgruppe .S,,. Durch welche Permutatio-
nen wird sie erzeugt? Fiir welche n handelt es sich um eine Untergruppe der
alternierenden Gruppe?

Aufgabe 50.26. (2 Punkte)

Sei G C Os eine endliche Untergruppe der (eigentlichen und uneigentlichen)
Bewegungsgruppe der reellen Ebene, und sei G & SO,. Zeige, dass es einen
surjektiven Gruppenhomomorphismus

G—17Z/(2)

gibt, dessen Kern eine zyklische Gruppe ist. Schliefle, dass die Ordnung von
G gerade ist.

Aufgabe 50.27. (3 Punkte)
Sei G eine Gruppe mit Zentrum Z(G). Zeige:

(1) G ist genau dann abelsch, wenn G/Z(G) zyklisch ist.
(2) Der Index von Z(G) in G ist keine Primzahl.

(3) Ist G von der Ordnung pq fiir zwei Primzahlen p und ¢, so ist G
abelsch oder Z(G) trivial.
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50.3. Aufgabe zum Hochladen.

Fiir die folgende Aufgabe gibt es keinen festen Abgabetermin. Sie gilt so
lange, bis eine befriedigende Losung auf Commons hochgeladen wurde.

Aufgabe 50.28. (10 Punkte)

Schreibe eine Computeranimation, die zeigt, wie sich fiinf auf einer Ku-
geloberfliche platzierte Teilchen mit der gleichen positiven Ladung aufgrund
ihrer gegenseitigen Abstoung bewegen (wobei sie aber auf der Kugelober-
fléiche bleiben), und welche Endposition (7) sie einnehmen.

51. VORLESUNG - ENDLICHE SYMMETRIEGRUPPEN 11

51.1. Numerische Bedingungen fiir endliche Symmetriegruppen im
Raum.

Lemma 51.1. Es sei G C SO3(R) eine endliche Untergruppe der Ord-
nung n in der Gruppe der eigentlichen, linearen Isometrien des R3. Es seien
Ky, ..., K,, die verschiedenen Halbachsenklassen zu G, und zu jeder dieser
Klassen sein;, i = 1,...,m, die Ordnung der Gruppe Gy, H € K;, die nach
Lemma 50.9 unabhdingig von H € K; ist. Dann ist

(=3) -2 0-3)

Beweis. Fiir zwei gegeniiberliegende Halbachsen H und —H gilt Gy = G_g.
Dagegen gilt fiir zwei Halbachsen H; und H,, die nicht zur gleichen Achse
gehoren (also insbesondere verschieden sind), die Beziehung Gy, N Gy, =
Id, da eine Isometrie mit zwei Fixachsen die Identitit sein muss. Da G die
Vereinigung aller Gy, H € H(G), ist, liegt eine Vereinigung

G\{1d} = |J (Gu\{1d})
HeH(G)

vor, wobei rechts jedes Gruppenelement g # Id genau zweimal vorkommt.
Daher ist

20n—1) = > (ord(Gy)—1).

HeH(G)
Die Halbachsenklasse K; enthélt n/n; Elemente. Daher ist

2(n—1) = Z (ord (Gg) — 1) ZZ Z

HeN(G) i=1 HEK; i=1

§|:>

Mittels Division durch n ergibt sich die Behauptung. U
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Lemma 51.2. Die numerische Gleichung

(=3) -2 (-3)

mitn >2,m e N und mit 2 < ny < ng < ... <ny < nbesitzt folgende
ganzzahlige Losungen.

(1) m = 2 undn = ny; = no.

(2) Beim = 3 gibt es die Mdglichkeiten
(a) ny = ny = 2 undn = 2ngs,
(b) ny = 2, ng = ng = 3undn = 12,
(¢c)my = 2,nyg =3, n3 =4, undn = 24,
(d) ny = 2, ng = 3, n3 = 5, undn = 60.

Beweis. Bei m = 0 ist die rechte Seite 0 und daher folgt n = 1 < 2 aus
der linken Seite. Bei m = 1 muss n; = %ﬂ gelten, was bei n > 2 keine
Losung besitzt. Bei m = 2 erhélt man die Bedingung % = % + niz, woraus
sich wegen nq,ny < n nach Aufgabe 51.4 ny = ny = n ergibt. Bei m = 3
schreibt sich die Bedingung als

2 1 1 1
I+= = —+—+—
n nq N9 ng
mit n; < ny < ng. Die linke Seite ist > 1. Daher muss wegen n; > 2
mindestens eines der n; = 2 sein. Sei also n;y = 2. Bei ny = 2 gibt es
genau die Losung n = 2n3 mit beliebigem ng > 2. Sei also ny > 3. Bei
ny = 4. wire die rechte Seite wieder < 1, so dass ny = 3 gelten muss. Der
Wert ng = 3 fithrt zur Losung n = 12, der Wert ng = 4 fiihrt zur Losung
n = 24 und der Wert ng = 5 fithrt zur Losung n = 60. Bei ng > 6 wird
die rechte Seite wieder < 1, so dass es keine weitere Losung gibt. Beim > 4
hat man eine Bedingung der Form

2 1 1 1 1 1
Mm—2+== —F =4 —F—F
die keine Losung besitzt, da die rechte Seite < m — 2 ist, da die ersten vier
Summanden maximal 2 ergeben und die weiteren durch m — 4 abgeschétzt
werden konnen. O

51.2. Geometrische Realisierungen der endlichen Symmetriegrup-
pen.

Das letzte Lemma enthélt die entscheidenden numerischen Bedingungen, wie
eine endliche Symmetriegruppe im R? aussehen kann. Wenn man von der tri-
vialen Gruppe absieht, bei der m = 0 gilt, so erfasst dieses Lemma alle end-
lichen Gruppen. Das Tupel bestehend aus den zwei bzw. drei Ordnungen der
Isotropiegruppen nennt man auch den numerischen Typ der Symmetriegrup-
pe. Jede der angegebenen Bedingungen lésst sich im Wesentlichen eindeutig
durch eine endliche Symmetriegruppe realisieren. Das geometrische Objekt
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ist aber nicht eindeutig bestimmt, wie schon das ,,duale Paar® Wiirfel und
Oktaeder zeigt.

Plato (427-347 v. C.) sagte: ,die Bedeutung der Geometrie beruht nicht auf
ihrem praktischen Nutzen, sondern darauf, daf} sie ewige und unwandelbare
Gegenstéinde untersucht und danach strebt, die Seele zur Wahrheit zu erheben“.

Lemma 51.3. Essei G C SO3(R) eine endliche Untergruppe der Ordnung n
der Gruppe der eigentlichen linearen Isometrien des R mit zwei verschiede-
nen Halbachsenklassen zu G. Dann ist G die zyklische Gruppe der Drehungen
zu den Vielfachen des Winkels 2w /n um eine einzige fizierte Drehachse.

Beweis. Aufgrund von Lemma 51.1 und Lemma 51.2 muss n = n; = nsy
sein und jede Halbachsenklasse enthélt nur eine Halbachse. Daher gibt es
iiberhaupt nur eine Drehachse und diese Bewegungsgruppe ist nach Lemma
34.1 isomorph zu einer Bewegungsgruppe in der senkrechten Ebene, also nach
Satz 50.4 isomorph zur zyklischen Gruppe der Ordnung n. O

In diesem Fall gibt es also zwei Halbachsenklassen, die jeweils aus nur einer
Halbachse bestehen.

Lemma 51.4. Es sei G C SO3(R) eine endliche Untergruppe der Gruppe
der eigentlichen, linearen Isometrien des R® vom Typ (2,2,k). Dann ist G
1somorph zur Diedergruppe Dy,.

Beweis. Es gibt drei Halbachsenklassen K, K5, K3, und zwar zwei mit der
Ordnung 2 (und je k Halbachsen in der Klasse) und eine mit der Ordnung k
und zwei Halbachsen (die Anzahlen der Halbachsen folgen mit ny = ny = 2
aus Lemma 51.2). Bei £ > 3 miissen die beiden Halbachsen aus der dritten
Klasse eine Gerade bilden, da ja die gegeniiberliegende Halbachse die gleiche
Ordnung besitzt, und bei k& = 2 muss jede Halbachse zu ihrem Gegeniiber



259

dquivalent sein. Wir bezeichnen die Achse zu K3 mit Asz. Jedes Gruppen-
element mit einer anderen Drehachse muss die beiden Halbachsen aus K3
ineinander iiberfithren, so dass alle anderen Achsen senkrecht zu As stehen.
Es sei g eine erzeugende Drehung um As. Zu einer Halbachse H; aus K7 sind
die
g'(Hy),i=0,....k—1,

genau alle Halbachsen aus K. Diese (bzw. die Punkte darauf mit der Norm
1) bilden ein regelméBiges k-Eck in der zu Az senkrechten Ebene. Entspre-
chendes gilt fiir g'( Hy) mit Hy € K,. Jede Halbdrehung um eine der Achsen
aus K uberfithrt die Halbachsen aus K5 in ebensolche. Daher liefern die
Halbachsen aus K5 eine ,,Halbierung“ des k-Ecks. Somit handelt es sich ins-
gesamt um die (uneigentliche) Symmetriegruppe eines regelméfligen k-Ecks
oder um die eigentliche Symmetriegruppe der Doppelpyramide iiber einem
regelméfigen k-Eck, d.h. um eine Diedergruppe Dy. O

In diesem Fall bestehen die beiden Halbachsenklassen der Ordnung zwei ei-
nerseits aus den Eckpunkten (oder Eckhalbachsen) und andererseits aus den
Seitenmittelpunkten (oder Seitenmittelhalbachsen) des zugrunde liegenden
regelméBigen n/2-Ecks. Bei n/2 gerade sind gegeniiberliegende Halbachsen
dquivalent, bei n/2 ungerade nicht. Bei n = 4 ist die Diedergruppe (also Ds)
kommutativ und isomorph zur Kleinschen Vierergruppe.

Lemma 51.5. Es sei G C SO3(R) eine endliche Untergruppe der Gruppe
der eigentlichen, linearen Isometrien des R3 mit einer fivierten Halbachsen-
klasse K. Dann ist die Abbildung

G — Perm (K), g— 0, : H — g(H),

ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Nach der Definition von Halbachsenklasse ist mit H € K auch
g(H) € K fir alle g € G. Daher ist die Abbildung ¢ wohldefiniert. Seien
f,g € G. Dann ist sofort

ogor(H) = (gof)(H) = g(f(H)) = g(os(H)) = o4(0s(H)) = (04007)(H).
O
Lemma 51.6. Es sei G C SO3(R) eine endliche Untergruppe der Gruppe

der eigentlichen, linearen Isometrien des R® vom Typ (2,3,3). Dann ist G
die Tetraedergruppe und damit isomorph zur alternierenden Gruppe Ay.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es drei Halbachsenklassen der Ordnung
2,3 und 3, ihre Elementanzahl ist daher 6,4 und 4. Betrachten wir eine
Halbachsenklasse K der Ordnung 3 mit ihren vier dquivalenten Halbachsen
und den zugehorigen Gruppenhomomorphismus

G — Perm (K), g — o,,.
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Sei g € G eine Dritteldrehung um eine Halbachse H € K. Sie lidsst H fest
und bewirkt eine Permutation der drei anderen Halbachsen in der Klasse.
Diese Permutation kann nicht die Identitét sein, da sonst g mindestens zwei
Achsen fest lieBe und damit g die (Raum)-Identitiat wire. Da g die Ordnung
3 besitzt, muss diese Permutation ein Dreierzykel sein. Insbesondere gehoren
die vier Halbachsen zu verschiedenen Achsen, und die Doppeldrehung g2 be-
wirkt den anderen Dreierzykel. Da man diese Uberlegung mit jeder der vier
Halbachsen aus K anstellen kann, sieht man, dass G samtliche Dreierzykel
der Permutationsgruppe der vier Halbachsen bewirkt. Das Bild des Gruppen-
homomorphismus ist daher genau die alternierende Gruppe A, und damit ist
G = A4 Diese ist nach Aufgabe 50.15 isomorph zur Tetraedergruppe. [

In der vorstehenden Aussage kann man auch direkt erkennen, dass es sich
um eine Tetradergruppe handeln muss. Dazu markieren wir auf jeder der
vier Halbachsen den Punkt mit dem Abstand 1 zum Nullpunkt. Aus dem
Beweis des Lemmas folgt, dass je zwei solche Punkte den gleichen Abstand
voneinander haben (und dass die Winkel der Halbachsen zueinander alle
gleich sind). Daher bilden diese vier Punkte die Eckpunkte eines Tetraeders.
Die gegeniiberliegenden Halbachsen entsprechen den Seitenmittelpunkten der
Tetraederflichen. Die Halbachsen der Ordnung zwei entsprechen den Kan-
tenmittelpunkten.

Lemma 51.7. Es sei G C SO3 (R) eine endliche Untergruppe der Gruppe
der eigentlichen, linearen Isometrien des R® vom Typ (2,3,4). Dann ist G
isomorph zur Permutationsgruppe Sy und zur Wiirfelgruppe.

Beweis. Wir betrachten die Halbachsenklasse K, der Ordnung 3, die also
8 zueinander dquivalente Halbachsen besitzt. Zu einer solchen Halbachse H
muss die entgegengesetzte Halbachse ebenfalls in einer der Halbachsenklassen
liegen, und zwar in einer mit der gleichen Ordnung. Daher gehort auch —H
zu Ky, so dass an K insgesamt vier Achsen beteiligt sind. Die Menge dieser
Achsen nennen wir 2. Wir betrachten den Gruppenhomomorphismus

G — Perm(A), g — (o4 : A= g(A)) .

Hier wird also nur geschaut, was mit den Achsen passiert, nicht, was mit den
Halbachsen passiert. Es konnen nicht drei dieser vier Achsen in einer Ebene
liegen. Wiren néamlich Ay, A5, A3 C FE, so wiirde eine Dritteldrehung f um
A; die dquivalenten Achsen f(As) und f(Ajs) hervorbringen, die aber nicht
in der Ebene E liegen kénnen und die nicht beide gleich A, sein konnen.
Das Element g € G habe die Eigenschaft, dass o, die Identitét ist, dass also
alle Geraden A € 2 auf sich abgebildet werden. Nach Aufgabe 51.15 muss
g die Identitét sein. Der Gruppenhomomorphismus ist also nach dem Kern-
kriterium injektiv und daher muss eine Isomorphie vorliegen. Da man diese
Uberlegung insbesondere fiir die Wiirfelgruppe durchfiihren kann, ergibt sich
auch die Isomorphie zwischen der Wiirfelgruppe und der Permutationsgruppe
Sy. O
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Mit einem dhnlichen, aber aufwindigeren Argument kann man zeigen, dass
die verbleibende numerische Moglichkeit, also eine Gruppe mit 60 Elementen
und mit den Drehordnungen 2,3 und 5 wieder nur von einem Isomorphie-
typ realisiert wird, namlich von der alternierenden Gruppe As, die zugleich
isomorph zur Dodekaedergruppe und zur Ikosaedergruppe ist.

Insgesamt haben wir (bis auf den Ikosaederfall) den folgenden Hauptsatz
tiber endliche (eigentliche) Symmetriegruppen im Raum bewiesen.

Satz 51.8. Es sei G C SO3(R) eine endliche Untergruppe der Gruppe
der eigentlichen, linearen Isometrien des R3. Dann ist G eine der folgen-
den Gruppen.

(1) Eine zyklische Gruppe Z/(n), n > 1,
(2) FEine Diedergruppe Dy, k > 2,

(3) Die Tetraedergruppe Ay,

(4) Die Wiirfelgruppe Sy,

(5) Die Ikosaedergruppe As.

51. ARBEITSBLATT

51.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 51.1. Betrachte den Beweis zu Lemma 51.1 mit der dortigen No-
tation. Begriinde die folgenden Aussagen.

(1) Eine eigentliche Isometrie mit zwei Fixachsen ist die Identitét.

(2) G ist die Vereinigung aller G .

(3) Sei g # Id. Das Element g kommt in genau zwei der Gy vor. In
welchen?

(4) Die Halbachsenklasse K; enthélt n/n; Elemente.

Aufgabe 51.2. Uberpriife die Formel

(=3) -2 0-3)

fiir den Oktaeder, den Dodekaeder und den Ikosaeder.

Aufgabe 51.3. Es sei G C SOj3 (R) eine endliche Untergruppe der Gruppe
der eigentlichen, linearen Isometrien des R?, die nur eine Halbachsenklasse
K besitze. Welche numerische Beziehung wiirde zwischen #(G), #(K) und
#(Gy) (H € K) bestehen? Folgere, dass es eine solche Symmetriegruppe
nicht geben kann.
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Aufgabe 51.4. Zeige, dass die Gleichung
2 1 1

n a b

in N bei a,b < n nur die Losungen n = a = b besitzt.

Aufgabe 51.5.*
Zeige, dass die Gleichung

in N auch Losungen a # b besitzt.

Aufgabe 51.6. Finde eine nichttriviale ganzzahlige Losung fiir das Glei-
chungssystem ab = c und (a — 1)d = ¢— 1.

Aufgabe 51.7. Es sei G C SOj (R) eine endliche Untergruppe der Gruppe
der eigentlichen, linearen Isometrien des R?® mit einer fixierten Halbachsen-
klasse K. Bestimme den Kern des Gruppenhomomorphismus

G — Perm (K), g— 0, : H — g(H).

Aufgabe 51.8. Es sei G C SOj3 (R) eine endliche Untergruppe der Gruppe
der eigentlichen, linearen Isometrien des R? mit drei Halbachsenklassen und
es sei K eine davon. Zeige, dass der Gruppenhomomorphismus

G — Perm (K), g— 0, : H — g(H),

injektiv ist. Zeige, dass dies nicht stimmt, wenn es nur zwei Halbachsenklassen
gibt.

Aufgabe 51.9. Bestimme die Winkel zwischen den Halbachsen (der Sym-
metriegruppen) der platonischen Korper.

Aufgabe 51.10. Es seien zwei Halbachsen H; und H, im R? gegeben.
Bestimme die Menge der Drehachsen und der Drehwinkel, die H; in Hs
iiberfiithren.
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Aufgabe 51.11. Betrachte ein gleichseitiges Dreieck in der z, y-Ebene mit
(0,0) als Mittelpunkt und mit (1,0) als einem der Eckpunkte. Betrachte
dariiber die doppelte Pyramide D mit oberer Spitze (0,0,2) und unterer
Spitze (0,0, —2). Bestimme die Matrizen der (eigentlichen) Bewegungen, die
D in sich iiberfiihren, ihre Drehachsen und erstelle eine Verkniipfungstabelle
fiir diese Bewegungen.

Beschreibe ferner, was unter diesen Bewegungen mit den drei Eckpunkten
des zugrundeliegenden Dreiecks geschieht.

Aufgabe 51.12.*
Betrachte den Wiirfel

Es sei a diejenige Drehung am Wiirfel um die Achse durch die Eckpunkte
A und G, die den Eckpunkt B auf D schickt, und es sei 5 die Halbdre-
hung um die vertikale Achse (also die Gerade, die durch den Mittelpunkt
der Seitenfliche A, B, C, D und den Mittelpunkt der Seitenfliche E, F, G, H
lauft).

a) Man gebe eine Wertetabelle fiir die Permutationen auf der Eckpunktmenge
{A,B,C,D,E,F,G, H}, die durch «a, 8, af8 und Ba bewirkt werden.

b) Bestimme die Drehachse von «f und von fa sowie die Ordnung dieser
Drehungen.

c) Man gebe die Zykeldarstellung der von a? bewirkten Permutation auf der
Eckpunktmenge an. Was ist o!0°1?

d) Man betrachte die Permutation o, die auf der Eckpunktmenge durch die
Wertetabelle

z |A|B|C|D
A

G| H
o(z) |B|C|D E

F

E | F
G |H

gegeben ist. Gibt es eine Drehung des Wiirfels, die diese Permutation be-
wirkt? Berechne das Signum von o.



264

Aufgabe 51.13. Sei G eine Gruppe, M eine Menge und
G — Perm (M), g — oy,

ein Gruppenhomomorphismus in die Permutationsgruppe von M. Zeige, dass
dies in natiirlicher Weise einen Gruppenhomomorphismus

G — Perm(P (M), g — (N — g(N)),

in die Permutationsgruppe der Potenzmenge induziert.

Aufgabe 51.14.%*

(1) Zeige, dass die Gruppe Z/(2) x Z/(2) x Z/(2) nicht die eigentliche
Symmetriegruppe einer Teilmenge T C R3 ist.

(2) Zeige, dass man die Gruppe Z/(2) x Z/(2) x Z/(2) als Untergruppe
der vollen Isometriegruppe O3(R) realisieren kann.

(3) Betrachte die eigentliche Symmetriegruppe eines Quaders mit drei
verschiedenen Seitenléngen. Bei ihm ist zu jeder Geraden durch ge-
geniiberliegende Seitenmittelpunkte die Halbdrehung um diese Achse
eine Symmetrie. Widerspricht dies nicht Teil (1)?

Aufgabe 51.15. Zeige, dass sich jede endliche Gruppe als Untergruppe der
SO,, (R) realisieren lésst.

51.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 51.16. (4 Punkte)

Es seien Ay, A, A3 und A, vier Geraden im R? durch den Nullpunkt mit der
Eigenschaft, dass keine drei davon in einer Ebene liegen. Es sei
fiRP— R

eine lineare, eigentliche Isometrie mit f(A;) = A; fir i = 1,2, 3, 4. Zeige, dass
f die Identitéit ist. Man gebe ein Beispiel an, dass diese Aussage ohne die
Ebenenbedingung nicht gilt.
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Aufgabe 51.17. (5 Punkte)

Es seien 1, 9, o3 Drehungen um die z-Achse, die y-Achse und die z-Achse
mit den Ordungen ¢y, (5, {3 (p1 ist also eine Drehung um den Winkel 360/¢;
Grad um die x-Achse, etc.). Es sei 1 < ¢; < {5 < /3. Fiir welche Tupel
(64,05, 3) ist die von diesen drei Drehungen erzeugte Gruppe endlich?

Aufgabe 51.18. (3 Punkte)

Es sei G eine Gruppe und seien U,V Untergruppen von G. Zeige folgende
Aussagen.

(1) UV ={uwv|u € U,v € V} ist genau dann eine Gruppe, wenn UV =
VU gilt.

(2) Ist G endlich, so gilt #(UV) = #(U) - #(V)/#UNV).

(3) Sind U und V' echte Untergruppen von G, so gilt U UV # G.

Aufgabe 51.19. (3 Punkte)

Zeige: Keine der alternierenden Gruppen A, besitzt eine Untergruppe vom
Index zwei.

Aufgabe 51.20. (4 Punkte)

Zeige, dass die Gruppe Z/(2) x Z/(4) nicht die eigentliche Symmetriegruppe
einer Teilmenge T C R3 ist.

52. VORLESUNG - AQUIVALENTE NORMEN

Auf dem R” gibt es sehr viele verschiedene Normen, allerdings héngen sehr
viele wichtige Begriffe wie die Konvergenz einer Folge, die Kompaktheit ei-
ner Teilmenge, die Stetigkeit einer Abbildung gar nicht von der Norm ab,
sondern nur von der Topologie. Daher kann man sich haufig eine fiir das
Problem besonders angemessene Norm frei wiahlen und sich dadurch viel Ar-
beit sparen. In dieser Vorlesung besprechen wir die topologischen Grundlagen
fiir diesen Zugang, wobei wir weitgehend auf Beweise verzichten, die sich in
einem Anhang finden. In den néichsten beiden Vorlesungen werden wir die-
se Methoden insbesondere auf das Konvergenzverhalten von Potenzen einer
Matrix anwenden.

52.1. Teilmengen in einem metrischen Raum.

Definition 52.1. Sei (M,d) ein metrischer Raum, = € M und ¢ > 0 eine
positive reelle Zahl. Es ist

Ulx,e) = {y € M|d(x,y) < €}
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die offene und
B(z.e) = {y € M|d(z,y) < €}

die abgeschlossene e- Kugel um x.

¥ 1

= ™
-1
My

X

| T

I
% 1

e
x

Die Gestalt der Kugelumgebungen héngt von der Norm bzw. Metrik ab.

Natiirlich miissen Kugeln nicht unbedingt kugelférmig aussehen, aber sie tun
es in der euklidischen Norm. Fiir # € R ist U (z, €) einfach das beidseitig offe-
ne Intervall |x — e, x4+ €| und B (z, €) ist einfach das beidseitig abgeschlossene
Intervall [z — €,z + €].

Definition 52.2. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U C M
heifit offen (in (M,d)), wenn fiir jedes z € U ein € > 0 mit

Ul(x,e) CU
existiert.

Definition 52.3. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C M
heifit abgeschlossen, wenn das Komplement M \ A offen ist.
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Eine Teilmenge ist offen, wenn jeder Punkt darin gleich mit einer vollen
Kugelumgebung drin liegt. Bei einer solchen Menge ist es entscheidend, ob die
Randpunkte dazu gehoren oder nicht.

Achtung! Abgeschlossen ist nicht das ,,Gegenteil* von offen. Die , allermei-
sten“ Teilmengen eines metrischen Raumes sind weder offen noch abgeschlos-
sen, es gibt aber auch Teilmengen, die sowohl offen als auch abgeschlossen
sind, z.B. die leere Teilmenge und die Gesamtmenge. Offene Bélle sind in der
Tat offen und abgeschlossene Bélle sind abgeschlossen, siche Aufgabe 52.1
und Aufgabe 51.2.

Lemma 52.4. Sei (M,d) ein metrischer Raum. Dann gelten folgende Ei-
genschaften.

(1) Die leere Menge O und die Gesamtmenge M sind offen.
(2) Es seil eine beliebige Indexmenge und seien U;, i € I, offene Mengen.
Dann ist auch die Vereinigung

Ju.
i€l

offen.
(3) Es seil eine endliche Indexmenge und seien U;, i € I, offene Mengen.
Dann ist auch der Durchschnitt

v
i€l
offen.
Beweis. Siehe Aufgabe 52.3. O

Die offenen Mengen in einem metrischen Raum bilden somit eine Topologie
im Sinne der folgenden Definition.

Definition 52.5. Ein topologischer Raum (X,T) besteht aus einer Menge
X zusammen mit einer Teilmenge 7 der Potenzmenge von X, die folgende
strukturelle Bedingungen erfiillt (die Teilmengen U C X, die zu T gehoren,
nennt man offene Mengen).
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(1) Die leere Menge und die ganze Menge X sind offen (d.h. gehoren zu
7).

(2) Der Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen ist wieder offen,
d.h. mit Ul,...,UnETiSt auch UlﬂﬂUn GT.

(3) Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Mengen ist wieder offen,
d.h. mit U; € T fiir jedes ¢ € I (zu einer beliebigen Indexmenge 1)
ist auch (J,.; U; € T.

52.2. Aquivalente Normen.

Definition 52.6. Es sei V ein K-Vektorraum. Zwei Normen || — ||; und
|| = ||2 heiBen dquivalent, wenn sie die gleiche Topologie, also die gleichen
offenen Mengen definieren.

Beispiel 52.7. Auf dem R” sind die euklidische Norm, die Summennorm
und die Maximumsnorm &dquivalent. Sei dazu x = (zq, ..., z,) € R" ein
Vektor, wobei ohne Einschriankung x; betragsméfig der grofite Eintrag sei.
Dann gelten die Abschatzungen

2] [max = |21

2
Ty

IN

\/x%+x§+~-+x3
S \/nx% = \/ﬁ’%l‘ = \/ﬁHmeax

und diese ergeben im Wesentlichen die Aquivalenz von euklidischer Norm
und Maximumsnorm.

Wir werden spéter sehen, dass auf einem endlichdimensionalen K-Vektor-
raum zwei Normen stets dquivalent sind. Dies bedarf einiger Vorbereitungen,
die insbesondere den Begriff der Kompaktheit betreffen.

52.3. Kompaktheit.

Definition 52.8. Eine Teilmenge 7" C M eines metrischen Raumes M heif3t
beschrinkt, wenn es eine reelle Zahl b mit
d(z,y) <bfurallez,yeT
gibt.
Definition 52.9. Eine Teilmenge T" C R™ heifit kompakt, wenn sie abge-

schlossen und beschrankt ist.

Die Beschrianktheit und damit nach der vorstehenden Definition auch die
Kompaktheit hdngt wesentlich von der gewahlten Metrik ab. Es ist wichtig,
auch einen Kompaktheitsbegriff zu besitzen, der rein topologisch ist.
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Definition 52.10. Ein topologischer Raum X heifit kompakt (oder tiber-
deckungskompakt), wenn es zu jeder offenen Uberdeckung

X = U U; mit U; offen und einer beliebigen Indexmenge [
iel
eine endliche Teilmenge J C [ derart gibt, dass
x=u
ieJ

ist.

Der folgende Satz heifit Satz von Heine-Borel.

Satz 52.11. Es sei T' C R™ eine Teilmenge, wober der R™ mit der euklidi-
schen Metrik versehen sei. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(

1) T ist tiberdeckungskompakt.
(2
(3
(4

)

) Jede Folge (), oy in T besitzt einen Haufungspunkt in T .

) Jede Folge (1), in T besitzt eine in T' konvergente Teilfolge.
) T ist abgeschlossen und beschrdinkt.

52.4. Stetige Abbildungen zwischen metrischen Raumen.

Ein metrischer Raum ist dadurch ausgezeichnet, dass es in ihm eine Ab-
standsfunktion gibt, und dass dadurch zwei Punkte ,ndher“ zueinander lie-
gen konnen als zwei andere Punkte. Bei einer Abbildung

fi L—M

zwischen zwei metrischen Rdumen kann man sich fragen, inwiefern der Ab-
stand im Werteraum M durch den Abstand im Definitionsraum L kontrol-
lierbar ist. Sei z € L und y = f(z) der Bildpunkt. Man méchte, dass fiir
Punkte 2/ € L, die ,nahe* an x sind, auch die Bildpunkte f(2’) nahe an f(x)
sind. Um diese intuitive Vorstellung zu prézisieren, sei ein € > 0 vorgegeben.
Dieses € reprisentiert eine ,,gewiinschte Zielgenauigkeit“. Die Frage ist dann,
ob man ein § > 0 finden kann (eine ,,Startgenauigkeit*) mit der Eigenschaft,
dass fiir alle 2’ mit d (x,2') < § die Beziehung d (f(x), f(z')) < € gilt. Dies
fithrt zum Begriff der stetigen Abbildung.

Definition 52.12. Seien (L, d;) und (M, dy) metrische Réume,
fi L—M

eine Abbildung und x € L. Die Abbildung f heifit stetig in x, wenn fiir jedes
€ > 0ein 6 > 0 derart existiert, dass

f(B(x,8)) € B(f(x).e)
gilt. Die Abbildung f heiflt stetig, wenn sie stetig in x fiir jedes x € L ist.
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Statt mit den abgeschlossenen Ballumgebungen kénnte man hier genauso
gut mit den offenen Ballumgebungen arbeiten. Die einfachsten Beispiele fiir
stetige Abbildungen sind konstante Abbildungen, die Identitét eines metri-
schen Raumes und die Inklusion 7' € M einer mit der induzierten Metrik
versehenen Teilmenge eines metrischen Raumes. Siehe dazu die Aufgaben.

oy

Satz 52.13. Es sei

f: L— M, z— f(z),
eine Abbildung zwischen den metrischen Rdumen L und M. Dann sind fol-
gende Aussagen dquivalent.

(1) f ust stetig in jedem Punkt x € L.

(2) Fiir jeden Punkt x € L und jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0 mit der
Figenschaft, dass aus d(x,z") < § folgt, dass d(f(x), f(z')) < € ist.

(3) Fiir jeden Punkt x € L und jede konvergente Folge (), oy in L mit
lim,, oo &, = x ist auch die Bildfolge (f(x,)), . konvergent mit dem
Grenzwert f(x).

(4) Fiir jede offene Menge V. C M st auch das Urbild f~*(V') offen.

neN

Die Eigenschaft (4) zeigt, dass es sich bei der Stetigkeit um eine rein topolo-
gische Eigenschaft handelt.

52.5. Lineare stetige Abbildungen.

Eine lineare Abbildung ist im Allgemeinen nicht stetig. Allerdings gibt es eine
relativ einfache Charakterisierung der Stetigkeit einer linearen Abbildung,
man muss namlich nur die Stetigkeit im Nullpunkt iiberpriifen. Weiter unten
ergibt sich, dass diese Eigenschaft bei endlichdimensionalen Vektorrdumen
stets erfiillt ist.

Satz 52.14. FEs seien V und W normierte K- Vektorrdume und
o: V—W
eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Eigenschaft dquivalent.

(1) @ st stetig.
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(2) ¢ st stetig im Nullpunkt.
(3) Die Menge
{e)lveV, [[v]=1}

1st beschrankt.

Beweis. Von (1) nach (2) ist klar. Von (2) nach (3). Es gibt insbesondere fiir
€ = 1lein é > 0 derart, dass aus

lvl[< o
die Abschétzung
()< 1
folgt. Aus
lvlf< 1

folgt dann wegen der skalaren Vertraglichkeit

le)l< 5

Von (3) nach (1). Sei C' eine obere Schranke fiir die Norm der Werte auf der
Einssphére. Sei v € V' gegeben. Es ist

d(p(v), p(w)) = [[e(v) = e(w)]]
= oo —w)]]
= flo—wll-lle (5=
< Jo-wll-C.
Zu € > 0 kann man also
0 :=¢€/C
wéhlen. 0

52.6. Aquivalenz von Normen.

Lemma 52.15. Es sei V' ein K-Vektorraum und es seien ||—||1 und || —||2
Normen auf V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) Die beiden Normen sind dquivalent.
(2) Die Identitdt

V —V

ist stetig, unabhdngig davon, ob man V' links mit der ersten und rechts
mit der zweiten Norm versieht oder umgekehrt.

(3) Die || — ||1-Einheitskugel ist beschrankt in der || — ||2-Norm und um-
gekehrt.
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(4) Es gibt reelle Zahlen a,b mit
lo]lz < aflv]ly

und
o[l < bflv]l2
fir allev € V.

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) ergibt sich aus Satz 52.13, die Aqui-
valenz von (2) und (3) aus Satz 52.14. Die Eigenschaften (3) und (4) sind
aufgrund der skalaren Vertréaglichkeit der Normen dquivalent. O

Satz 52.16. Auf einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V' sind je zwei
Normen dquivalent.

Beweis. Wir verwenden Lemma 52.15. Die Norm und die Topologie hidngen
nur von dem zugrunde liegenden reellen Vektorraum ab, wir kénnen also
K=R
annehmen. Zu einer Basis vy, ...,v, € V gibt es einen Isomorphismus
p: R" —V
mit e; — v;. Da unter dem Isomorphismus ¢ durch
[l =1l ¢(u)]]
eine Norm auf dem R"” definiert wird, konnen wir direkt V' = R™ annehmen.
Wir vergleichen nun eine beliebige Norm auf dem R™ mit der Maximumsnorm

bzw. der euklidischen Norm, von denen wir nach Beispiel 52.7 schon wissen,
dass sie untereinander dquivalent sind. Es sei v = > | a;e;. Wegen

n
ol = 11D el
i=1

n

< Z [ aie: ||
i=1
n

= D lail-llell
i=1 ‘

< n-max (|le |, i=1,...,n) ||V||max

sind hinreichend kleine || — ||max-offene Bille in || — ||-offenen Béllen enthal-

ten. Die Topologie zur Maximumsnorm ist also mindestens so fein wie die
Topologie zu jeder anderen Norm. Zum Beweis der Umkehrung betrachten
wir die Identitéat

R" — R",
wobei die Topologie links durch die euklidische (bzw. Maximumsnorm) und
rechts durch die Norm gegeben sei. Diese Abbildung ist nach der bisheri-
gen Uberlegung stetig. Die euklidische Einheitssphire S links ist kompakt
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und nach Satz Anhang B.12 ist S beziiglich der Norm || — || ebenfalls iiber-
deckungskompakt. Diese nennen wir S’. Da R™ mit jeder Norm ein Hausdorff-
Raum ist, ist S" wegen Aufgabe 53.21 insbesondere abgeschlossen. Da der
Nullpunkt nicht zu S’ gehort, gibt es ein

0>0
mit
U@0,0)nS" =10
(der offene Ball in der || — ||-Topologie). Fiir v # 0 ist wegen W €5 =29
also y
| =9
[ eu
und somit
1
[EEEI T

Satz 52.17. Es seien V und W normierte K-Vektorrdume und
p: V—W

eine lineare Abbildung. Es sei V' endlichdimensional. Dann ist ¢ stetig.

Beweis. Da das Bild der Abbildung ebenfalls ein endlichdimensionaler Vek-
torraum ist, konnen wir annehmen, dass beide Rdume endlichdimensional
sind. Ferner konnen wir annehmen, dass V = R” und W = R™ ist und
nach Satz 52.16 kénnen wir annehmen, dass beidseitig die Maximumsnorm
vorliegt. Es sei a der maximale Betrag der Eintrdge in der beschreibenden
Matrix M = (a;;);; von ¢ beziiglich der Standardbasen. Fiir v € R™ mit

V]| max < 1
ist dann
D i1 1jV; 0
| 0(0) ||max = || : | max = max (Zaim z:1m> < na.
D i1 QnjVj i=1
Daher folgt die Stetigkeit aus Satz 52.14. O

52. ARBEITSBLATT
52.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 52.1.%*

Sei (M, d) ein metrischer Raum. Zeige, dass die offenen Kugeln U (z, €) offen
sind.



274

Aufgabe 52.2. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Zeige, dass die abgeschlos-
senen Kugeln B (x, €) abgeschlossen sind.

Aufgabe 52.3. Es sei X ein Hausdorffraum und es sei Y C X eine Teil-
menge, die die induzierte Topologie trage. Es sei Y kompakt. Zeige, dass Y
abgeschlossen in X ist.

Aufgabe 52.4. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Zeige, dass folgende Eigen-
schaften gelten.

(1) Die leere Menge () und die Gesamtmenge M sind offen.
(2) Essei I eine beliebige Indexmenge und seien U, i € I, offene Mengen.
Dann ist auch die Vereinigung

v
el
offen.

(3) Es sei [ eine endliche Indexmenge und seien U;, ¢ € I, offene Mengen.
Dann ist auch der Durchschnitt

N

icl
offen.

Aufgabe 52.5. Es seien L und M metrische Raume und m € M. Zeige,
dass die konstante Abbildung

f: L — M, x — m,

stetig ist.

Aufgabe 52.6. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Zeige, dass die Identitét
M — M, v +— x,

stetig ist.

Aufgabe 52.7. Sei (M, d) ein metrischer Raum und 7" C M eine Teilmenge
mit der induzierten Metrik. Zeige, dass die Inklusion 7' C M stetig ist.

Aufgabe 52.8. Sei V' ein normierter K-Vektorraum und
Y V—V vr—v+uw,

die Verschiebung um den Vektor w € V. Zeige, dass ¢,, stetig ist.
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Aufgabe 52.9. Sei (M, d) ein metrischer Raum und sei
f: M —R

eine stetige Funktion. Es sei x € M ein Punkt mit f(x) > 0. Zeige, dass
dann auch f(y) > 0 fiir alle y aus einer offenen Ballumgebung von x gilt.

Aufgabe 52.10. Sei (M, d) ein metrischer Raum und seien a < b < ¢ reelle
Zahlen. Es seien

fila b)) — M

und

c byl — M

stetige Abbildungen mit f(b) = g(b). Zeige, dass dann die Abbildung
h: la,c] — M

Q

mit
h(t) = f(t) fir t < bund h(t) = g(t) fur t > b
ebenfalls stetig ist.

Aufgabe 52.11. Zeige, dass die Addition
KxK—K, (z,y) — z +v,
und die Multiplikation
KxK—K, (z,y) — z -y,
stetig sind.

Aufgabe 52.12. Zeige, dass eine polynomiale Funktion
[ R —= R, (x1,...,2,) — fx1,...,2,),

stetig ist.

Aufgabe 52.13. Zeige, dass eine reelle Quadrik, also eine durch ein reelles
Polynom vom Grad zwei gegebene Nullstellenmenge (siehe die 43. Vorlesung),
eine abgeschlossene Teilmenge des R™ ist.

Wie sieht das fiir polynomiale Nullstellengebilde von hoherem Grad aus?
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Aufgabe 52.14. Es seien L, M, N metrische Rdume und seien
f:L—Mundg: M — N

Abbildungen. Es sei f stetig in € L und es sei g stetig in f(x) € M. Zeige,
dass die Hintereinanderschaltung

gof: L — N, zr— g(f(x)),

stetig in x ist.

Aufgabe 52.15. Zeige, dass die Funktion
C—C, z— |z,

stetig ist.

Aufgabe 52.16. Zeige, dass die Funktion
f: R2 — R? <I7y) > max (xay)u

stetig ist.

Aufgabe 52.17. Betrachte die Funktion

f: R? — R,
die durch

0, falls x <0,

0, fallsy <0,

S y/x, fallsx >y >0,

xz/y, fallsy >z >0,

definiert ist. Zeige, dass die Einschrinkung von f auf jeder zur x-Achse oder
zur y-Achse parallelen Geraden stetig ist, dass aber f selbst nicht stetig ist.

Aufgabe 52.18. Sei (M, d) ein metrischer Raum und 7" C M eine nichtleere
Teilmenge. Zeige, dass durch

dr(x) :=inf (d(z,y), y € T)
eine wohldefinierte, stetige Funktion M — R gegeben ist.

Aufgabe 52.19. Sei (M, d) ein metrischer Raum und sei (z,,),,o eine Folge
in M. Zeige, dass die Folge in M genau dann im Sinne der Metrik konvergiert,
wenn sie im Sinne der Topologie konvergiert.
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Aufgabe 52.20. Es seien X und Y topologische Rdume und es sei
p: X —Y

eine stetige Abbildung. Es sei X kompakt. Zeige, dass das Bild ¢(X) C YV
ebenfalls kompakt ist.

Aufgabe 52.21.*

Zeige, dass das offene Einheitsintervall |0, 1] und das abgeschlossene Einheits-
intervall [0, 1] nicht homdomorph sind.

Aufgabe 52.22. Zeige, dass die Abbildung
[0, 27[— S, t — (cos t, sin t)
zwischen dem halboffenen Intervall [0, 27| und dem Einheitskreis
st ={PeR’ ||Pl=1}
stetig und bijektiv ist, dass die Umkehrabbildung aber nicht stetig ist.

Zu einer beliebigen Menge M kann man durch

0 falls x =y
d p— ) )
() {1, falls x # vy,

eine Metrik definieren, die die diskrete Metrik heifit.

Aufgabe 52.23. Es sei X = R” mit der euklidischen Metrik und ¥ = R"
mit der diskreten Metrik. Es sei

Y —X
die Identitiit. Zeige, dass f stetig ist, die Umkehrabbildung f~! aber nicht.

Aufgabe 52.24. Sei X eine nichtleere Menge versehen mit der diskreten
Metrik. Zeige, dass eine stetige Abbildung

fT R— X

konstant ist.

Aufgabe 52.25. Sei K = R oder = C. Es sei H C K"™! ein n-dimensionaler
affiner Unterraum, der den Nullpunkt nicht enthilt, und es sei H der dazu
parallele Unterraum durch den Nullpunkt. Es sei U C H eine in H = K"
offene Menge (in der metrischen Topologie) und es sei V' die Vereinigung aller
Geraden durch den Nullpunkt und durch einen Punkt von U. Zeige, dass der
Durchschnitt von V mit K"\ H offen ist.
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52.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 52.26. (2 Punkte)

Es sei V' C R" ein Untervektorraum im euklidischen Raum R". Zeige, dass
V' abgeschlossen im R™ ist.

Aufgabe 52.27. (4 Punkte)

Es sei V ein euklidischer Raum. Zeige, dass die Norm
V — R, v+—||v]|,

eine stetige Abbildung ist.

Aufgabe 52.28. (4 Punkte)

Es sei
p: R" — R™

stetig und additiv, d.h. es gelte p(z + y) = p(x) + ¢(y) fir alle z,y € R™
Zeige, dass ¢ dann R-linear ist.

Aufgabe 52.29. (5 Punkte)

Im Nullpunkt 0 € R? befinde sich die Pupille eines Auges (oder eine Linse)
und die durch = —1 bestimmte Ebene sei die Netzhaut N = R? (oder eine
Fotoplatte). Bestimme die Abbildung

R, xR x R — R?,

die das Sehen (oder Fotografieren) beschreibt (d.h. einem Punkt des Halb-
raumes wird durch den Lichtstrahl ein Punkt der Netzhaut zugeordnet). Ist
diese Abbildung stetig, ist sie linear?

53. VORLESUNG - KONVERGENZ VON MATRIXPOTENZEN

53.1. Norm von Endomorphismen und Matrizen.

Definition 53.1. Es seien V' und W endlichdimensionale normierte K-
Vektorrdume und ¢: V' — W eine lineare Abbildung. Dann nennt man

e ll:= sup ([le() ], [[v]|= 1)

die Norm von .
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genauer spricht man von der Supremumsnorm oder der Maximumsnorm.
Dies ist in der Tat eine Norm auf dem endlichdimensionalen K-Vektorraum
Homy (V,W). Sie ist ein Spezialfall der Supremumsnorm von Arbeitsblatt
32, wenn man die Inklusion Homy (V, W) C C°({v € V| ||v||= 1}, W) her-
anzieht. In dieser Situation kann man statt des Supremums auch das Ma-
ximum nehmen, da das Supremum aufgrund der Kompaktheit der Sphére
(beziiglich der gegebenen Norm) S = {v € V| ||v||= 1} angenommen wird.
Diese Norm hédngt von den gewéhlten Normen auf V' und W ab, aufgrund
der Ergebnisse der letzten Vorlesung ist allerdings die Topologie auf dem
Homomorphismenraum fiir jede Norm gleich. Eine wichtige Abschéitzung ist

o) [ <Ilell - [[v]|
fiir alle v € V, siehe Aufgabe 53.22.

Bei V= K" und W = K™ erhalt man bei fixierten Normen auf diesen
Réumen ausgewihlte Normen auf dem Matrizenraum

Mat,,x,(K) = Homg (K", K™).

Wegen
Mat,, x,(K) = K"

kann man den Matrizenraum auch mit der euklidischen Norm, der Maxi-
mumsnorm (bezogen auf die einzelnen Matrixeintrage) und der Summen-
norm versehen. Es gibt dariiber hinaus noch weitere Normen, die Bezug auf
die Matrixstruktur nehmen. Es sei die Matrix A = (a;;);; gegeben. Man

nennt
m
max <Z|a”|’j = 1,...,n)
i=1

die Spaltensummennorm und

n
max <Z!aij\,i: 1,...,m>
j=1

die Zeilensummennorm. Die Spaltensummennorm ist die Maximumsnorm im
Sinne von Definition 53.1, wenn man die beiden Rdume mit der Summennorm
versieht, siche Aufgabe 53.4.

53.2. Konvergenz von Matrixpotenzen.

Zu einer komplexen Zahl z hangt das Konvergenzverhalten der Potenzen 2",
n € N, wesentlich vom Betrag der Zahl ab. Bei |2| < 1 konvergiert die Folge
2" gegen 0, bei |z| = 1 ist die Folge zwar beschriankt, konvergiert aber nur
bei z = 1, und bei |z| > 1 ist die Folge divergent. Die entsprechende Frage-
stellung ergibt auch fiir Potenzen von quadratischen Matrizen mit Eintragen
iiber C Sinn. All diese Potenzen liegen in Maty(C) = C#. Da dies ein end-
lichdimensionaler komplexer Vektorraum ist, hingt die Konvergenz in ihm
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nach den Ergebnissen der letzten Vorlesung nicht von einer gewéhlten Norm
ab. Fiir eine Diagonalmatrix

2 0 e o0

0 2 0 - 0

M=1: - . o

0 -+ 0 2z41 O

0 - o 0 2z

héngt das Konvergenzverhalten der Potenzen

2 0 e oo 0\ 20 e 0
0 2z 0 - 0 0 =2 0 - 0
Mt =1 o = I L
0O -+ 0 2z31 O 0O -~ 0 =27, 0
0 -+ - 0 2z 0 - - 0 2z

direkt von den Eintrdgen in der Diagonalen ab. Beispielsweise konvergieren
die Potenzen der Matrix gegen die Nullmatrix, wenn der Betrag eines jeden
Diagonaleintrags kleiner als 1 ist.

Al
=)
mit A € C. Dann ist nach Aufgabe 28.14

no (A" nATTE
()

Al < 1
konvergiert diese Matrixfolge gegen die Nullmatrix, da jeder Eintrag gegen 0
konvergiert, fiir

Beispiel 53.2. Es sei

Fir

A=1

konvergiert die Folge nicht, da der Eintrag rechts oben nicht konvergiert und
noch nicht einmal beschrinkt ist. Dies ist generell bei |[A| > 1 der Fall.

Die Konvergenz von Matrixpotenzen hat viel mit Eigenvektoren der Matrix
zu tun.

Lemma 53.3. Es sei V' ein endlichdimensionaler K- Vektorraum und
p:V—V

ein Endomorphismus. Es seiv € V' derart, dass die Folge " (v) konvergiert.
Dann st der Grenzvektor

w = lim x,
n—oo

der Nullvektor oder ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert 1.
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Beweis. Es sei w der Grenzvektor. Dann ist

" (V) = e(¢e"(v)
fir alle n € N. Aufgrund der Stetigkeit (nach Satz 52.17) von ¢ sind die
Limiten (nach Satz 52.13) vertauschbar, also

w=lim ¢"(v) = lim ¢""(v) = lim ("(v)) = ¢ (JE& @”(v)) = p(w).

n—oo n—0o0

Daher ist w ein Fixpunkt von ¢, also der Nullvektor oder ein Eigenvektor
zum Eigenwert 1. O

Lemma 53.4. Es sei V ein endlichdimensionaler K- Vektorraum und
p: V=V
ein Endomorphismus mit der Zerlegung (im Sinne von Satz 28.1)
Y = Pdiag T Pnil

mit einer (untereinander vertauschbaren) diagonalisierbaren und einer nilpo-
tenten Abbildung mit

@ﬁﬂ = 0.
Dann besitzen die Potenzen von ¢ die Darstellung
n n n—1 n n—2 2
¥ =  Pdiag + ngpdiag O Pnil + 2 Spdiag © @nil

n n— n n—k k—
+ <3) (Pdiag o4+ (k B 1) SDdiag+1 o !

Beweis. Dies folgt direkt aus
0" = (Pdiag + ©ni1)"

der Vertauschbarkeit und der allgemeinen binomischen Formel. O

53.3. Asymptotische Stabilitit und Stabilitéit.

Definition 53.5. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
p: V—V

ein Endomorphismus. Dann heif3t ¢ asymptotisch stabil, wenn die Folge ™
in End (V') gegen die Nullabbildung konvergiert.

Im Folgenden werden in der reellen Situation auch die komplexen Eigenwerte
eine Rolle spielen. Diese sind die komplexen Nullstellen des charakteristischen
Polynoms bzw. die Eigenwerte der Matrix, wenn man sie iiber C auffasst. Sie
sind nicht Eigenwerte der reellen Matrix im Sinne der Definition. Auch die
jordansche Normalform, die ja im Allgemeinen nur komplex existiert, wird
ebenfalls in der reellen Situation verwendet.
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Satz 53.6. Es sei V' ein endlichdimensionaler K- Vektorraum und
p: V—V
ein Endomorphismus. Dann sind folgende Eigenschaften dquivalent.

(1) ¢ ist asymptotisch stabil.

(2) Zu jedem v € V' konvergiert die Folge ¢™(v), n € N, gegen 0 € V.

(3) Es gibt ein Erzeugendensystem vy, ...,v, € V derart, dass ¢"(v;),
j=1,...,m, gegen 0 konvergiert.

(4) Der Betrag eines jeden komplexen Figenwerts von ¢ ist kleiner als 1.

Beweis. Aus (1) folgt (2). Sei v € V. Wir kénnen mit einer beliebigen Norm
auf V und dem Endomorphismenraum arbeiten, beispielsweise mit der Ma-
ximumsnorm. Dann konvergiert wegen

™ ()< 11" llmasc - [0 ]

die Folge ¢™(v) gegen 0. Von (2) nach (3) ist klar. Wenn umgekehrt (3) erfiillt
ist, und
V= a1 + -+ AU,

eine Linearkombination ist, so ist
©" (a1vy + -+ apvm) = a19™ (1) + -+ A" (V)

und aus der Konvergenz der beteiligten Folgen ¢"(v;) gegen 0 folgt die Kon-
vergenz dieser Summenfolge gegen 0. Von (2) bzw. (3) nach (4). Wir kénnen
K = C annehmen: Im reellen Fall kann man von V = R? ausgehen und
die Abbildung durch eine reelle Matrix ausdriicken und diese als komplexe
Matrix auffassen. Das gegebene reelle Erzeugendensystem ist dann auch ein
komplexes Erzeugendensysten fiir den C¢. Es sei A ein Eigenwert und v € V
ein Eigenvektor zu A. Da nach Voraussetzung

e"(v) = N
gegen 0 konvergiert, muss A" gegen 0 konvergieren und daher ist
Al < L.
Fiir den Schluss von (4) auf (1) verwenden wir Lemma 53.4, es ist also

n n n—1 n n—2 2 n n—3 3
¥ - Spdiag + ngpdiag O ¢nil + ) Sodiag © @il + 3 Spdiag O @il +

n
n—k+1 k—1
+ E—1 Sodiag © $nil >

wobei k die Nilpotenzordnung des nilpotenten Anteils ¢,; ist. Die Eigenwerte
von ¢ sind nach Aufgabe 28.3 die Eigenwerte des diagonalisierbaren Anteils
Pdiag, Sie seien mit z; bezeichnet. Die Summanden sind von der Form

P(N)Piiag © Pril
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zu einem festen s < k und einem Polynom p(n). Die Diagonaleintrige von
p(n)@gi.s sind (nach Diagonalisieren) von der Form

p(n)z;

und wegen |z;| < 1 konvergiert dies fiir n — oo gegen 0. Daher konvergiert
p(n)¢gi.e gegen die Nullabbildung und das gilt nach Aufgabe 54.19 auch
fiir das Produkt mit der festen Abbildung ¢2,. Daher konvergiert auch die
Summe gegen die Nullabbildung. O

Definition 53.7. Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
p: V—V
ein Endomorphismus. Der Spektralradius von  ist
p(p) = max (|A|, A ist ein komplexer Eigenwert von ¢).
Da es im endlichdimensionalen Fall nur endlich viele (komplexe) Eigenwerte
gibt, ist der Spektralradius wohldefiniert. Geméafl Satz 53.6 ist der Endo-
morphismus genau dann asymptotisch stabil, wenn der Spektralradius < 1

ist. Wir betonen, dass im Reellen der Spektralradius unter Bezug auf die
Komplexifizierung berechnet wird.

Lemma 53.8. Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
p:V—V

ein Endomorphismus. Es sei eine Norm auf V' gegeben und || — ||max die ent-
sprechende Norm auf dem FEndomorphismenraum. Dann gilt fiir den Spek-
tralradius die Abschdtzung

p(¢) <@ ]lmax -

Beweis. Es sei A ein Eigenwert von ¢ mit

Al = p(p).
Es sei v € V' ein Eigenvektor zu A. Dann ist

Aol =1 vl =[le@) | <[l lmax - [[0]]

und Division durch ||v || liefert die Behauptung. O
Definition 53.9. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und

p: V=V
ein Endomorphismus. Dann heifit ¢ stabil, wenn die Folge ¢™ in End (V)
beschrankt ist.

Beispielsweise ergibt sich aus dem folgenden Satz, dass eine Isometrie auf
einem euklidischen Raum V' stabil ist, da fiir jeden Vektor v € V ja || @™ (v) ||
sogar konstant ist.
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Satz 53.10. Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
p: V—V
ein Endomorphismus. Dann sind folgende Eigenschaften dquivalent.

(1) ¢ ist stabil.

(2) Zu jedem v € V ist die Folge p™(v), n € N, beschrankt.

(3) Es gibt ein Erzeugendensystem vy,...,v, € V derart, dass ¢"(v;),
7 =1,...,m, beschrdinkt ist.

(4) Der Betrag eines jeden komplexen Eigenwerts von ¢ ist kleiner oder
gleich 1 und die Eigenwerte mit Betrag 1 sind diagonalisierbar, d.h.
thre algebraische Vielfachheit ist gleich threr geometrischen Vielfach-
heit.

(5) Fir eine beschreibende Matriz M von ¢, aufgefasst iber C, sind die
Jordan-Blicke der jordanschen Normalform gleich

A1 0o --- 0
o x 1 -+ 0
: 0 X 1
0 0 A
mit |A| < 1 oder gleich (\) mit |A\|] = 1.

Beweis. Aus (1) folgt (2). Sei v € V. Wir kénnen mit einer beliebigen Norm
auf V und dem Endomorphismenraum arbeiten, beispielsweise mit der Ma-
ximumsnorm. Dann ist wegen

™ ()| < TT@" [lmas - [[0]]
auch ¢"(v) beschrinkt. Von (2) nach (3) ist klar. Wenn umgekehrt (3) erfiill
ist, und
v = a1V + -+ apUn,

eine Linearkombination ist, so ist
" (a1vr 4+ ) = a19"(01) + -+ A" (vm)

und aus der Beschrénktheit der beteiligten Folgen ¢"(v;) folgt die Beschrénkt-
heit dieser Summenfolge. Die Aquivalenz von (4) und (5) ist klar, da iiber
C die jordansche Normalform existiert und man die Eigenwerte und die
Vielfachheiten aus den Jordan-Blocken ablesen kann. Von (2) nach (5). Wir
kéonnen K = C annehmen. Es sei

A1 0 -+ 0
o x 1 --- 0
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ein Jordan-Block der jordanschen Normalform. Bei
Al > 1
ergibt sich fiir einen zugehorigen Eigenvektor v wegen
™) [[= (A" [[v]]
direkt ein Widerspruch zur Beschrinktheit. Sei also
Al =1

und sei angenommen, dass der Jordan-Block mindestens die Lange zwei be-
sitzt. Nach Aufgabe 53.17 ist

A1 o0 - 0\" /N1 A 4+ Al
. . . . . 0 — O
: 0 A 1 : :
0 0 A 0 0

Dabei ist aber die erste Komponente
N AT = NN\ 4 n)

nicht beschrénkt im Widerspruch zur Voraussetzung.

Fiir den Schluss von (5) auf (1) konnen wir die einzelnen Jordan-Blocke
getrennt voneinander analysieren, da die Stabilitdt nach Aufgabe 53.15 mit
einer Zerlegung in direkte Summanden vertréglich ist. Fiir den ersten Typ
folgt die Aussage aus Satz 53.6, fiir den Typ A mit A = 1 ist es klar, da die
Norm der Potenzen konstant gleich 1 ist. U

Fiir die Konvergenz der Matrixpotenzen gibt es die folgende Charakterisie-
rung.

Satz 53.11. Es sei V' ein endlichdimensionaler K- Vektorraum und
p: V—V
ein Endomorphismus. Dann sind folgende Eigenschaften dquivalent.

(1) Die Folge ¢" konvergiert in End (V).

(2) Zu jedem v € V' konvergiert die Folge ©"(v), n € N.

(3) Es gibt ein Erzeugendensystem vy, ...,v, € V derart, dass ¢"(v;),
j=1,...,m, konvergiert.

(4) Der Betrag eines jeden komplexen Eigenwerts von ¢ ist kleiner oder
gleich 1 und falls der Betrag 1 ist, so ist der Eigenwert selbst 1 und
diagonalisierbar.



286

(5) Fiir eine beschreibende Matriz M von ¢, aufgefasst iber C, sind die
Jordan-Blicke der jordanschen Normalform gleich

A1 0o --- 0
0 A 1 -0
: 0 A1
0 0 A

mit || < 1 oder gleich (1).

Beweis. Siehe Aufgabe 53.18. 0

53. ARBEITSBLATT

53.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 53.1. Es seien VV und W endlichdimensionale normierte K-Vektor-
rdume. Zeige, dass die Maximumsnorm auf dem Homomorphismenraum
Hom (V, W) in der Tat eine Norm ist.

Aufgabe 53.2. Es seien V und W euklidische Vektorraume und sei
p: V—W
eine lineare Abbildung. Zeige, dass es einen Vektor v € V, ||v||= 1, mit

o)l =1ell
gibt.

Aufgabe 53.3. Berechne fiir die Matrix

(3

(1) die Maximumsnorm, die Summennorm, und die euklidische Norm,

(2) die Maximumsnorm zu Maximumsnorm, Summennorm oder euklidi-
scher Norm auf dem R? in allen Kombinationen,

(3) die Spaltensummennorm und die Zeilensummennorm.

Aufgabe 53.4. Zeige, dass die Spaltensummennorm auf dem Matrizenraum
Mat,;, xr (K) gleich der Maximumsnorm im Sinne von Definition 53.1 ist, wenn
man die Rdume K" und K™ mit der Summennorm versieht.
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Aufgabe 53.5. Betrachte die lineare Abbildung

. T2 2 L 0\ [z
QDR —>R,(x,y)>—>(1 0 y )

wobei der R? mit der euklidischen Norm versehen sei. Bestimme die Eigen-
werte, die Eigenvektoren und die Norm von ¢.

Aufgabe 53.6. Es sei
p: R" — R, (z1,...,2,) — Zaixi,
i=1
eine lineare Abbildung # 0. Bestimme einen Vektor v € R™ auf der abge-
schlossenen Kugel mit Mittelpunkt 0 und Radius 1, an dem die Funktion
B(0,1) — R, v— [p(v)],

ihr Maximum annimmt. Bestimme die Norm von .

Aufgabe 53.7. Zeige, dass die Matrizenmultiplikation
Mat,xn (K) X Maty,x,(K) — Mat,,«,(K), (A, B) — Ao B,
stetig ist.

Es sei
f: L— M, z— f(z),

eine Abbildung zwischen den metrischen Rédumen L und M. Die Abbildung
heifit Lipschitz-stetig, wenn es eine reelle Zahl ¢ > 0 mit

d(f(z), f(y) < c-d(z,y)
fiir alle x,y € L gibt.

Aufgabe 53.8. Es seien V und W endlichdimensionale normierte K-Vektor
-rdume und

p: V—W
eine lineare Abbildung. Zeige, dass ¢ Lipschitz-stetig ist.

Aufgabe 53.9.*

Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und ¢: V' — V eine lineare
Abbildung.
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(1) Zeige, dass fiir jeden Vektor v € V' die Abschitzung
o) [ <]lvl]
genau dann gilt, wenn fiir die Supremumsnorm
el <1

gilt.
(2) Zeige, dass o, wenn es die Bedingungen aus Teil (1) erfiillt, stabil ist.
(3) Man gebe ein Beispiel fiir ein ¢, das stabil ist, das aber nicht die
Eigenschaften aus Teil (1) besitzt.

Aufgabe 53.10. Zeige, dass eine lineare Abbildung
p: V—W

zwischen endlichdimensionalen normierten K-Vektorrdaumen V und W genau
dann stark kontrahierend ist, wenn || ¢||< 1 ist.

Aufgabe 53.11.*
Sei
i1
(i)

(1) Erstelle eine Formel fiir M™.
(2) Ist die Folge M™ beschrénkt, ist sie konvergent?

Aufgabe 53.12.*

Bestimme eine Formel fiir die Potenzen

11 oo0\"

05 1

00 ;3
Aufgabe 53.13. Sei

W = End (V)

der Endomorphismenraum zu einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V.
Welche Eigenschaften einer Norm erfiillt der Spektralradius ¢ — p(p), welche
nicht?

Aufgabe 53.14. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und v,
n € N, eine Folge in V. Zeige, dass die Folge genau dann konvergiert (beziig-
lich einer beliebigen Norm), wenn fiir eine (jede) Basis sémtliche Komponen-
tenfolgen in K konvergieren.
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Aufgabe 53.15. Zeige, dass ein nilpotenter Endomorphismus
p: V—V

auf einem K-Vektorraum V' asymptotisch stabil ist.

Aufgabe 53.16.*

Zeige, dass ein Endomorphismus
p: V—V

mit endlicher Ordnung auf einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V' sta-
bil ist.

Aufgabe 53.17. Zeige mit jeder Charakterisierung von Satz 53.10, dass eine
Isometrie ¢: V' — V auf einem euklidischen Vektorraum V' stabil ist.

Aufgabe 53.18. Es sei
V=UsW

eine direkte Summenzerlegung eines endlichdimensionalen K-Vektorraumes
und es sei

p: V=V
ein Endomorphismus mit einer direkten Summenzerlegung
o =19ve&h.

Zeige, dass ¢ genau dann asymptotisch stabil ist, wenn sowohl ¢ als auch 6
asymptotisch stabil sind.

Aufgabe 53.19. Es sei
V=UaoW

eine direkte Summenzerlegung eines endlichdimensionalen K-Vektorraumes
und es sei

p:V—V
ein Endomorphismus mit einer direkten Summenzerlegung
o =19 Dd0o.

Zeige, dass ¢ genau dann stabil ist, wenn sowohl ¢ als auch 6 stabil sind.
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Aufgabe 53.20. Es sei
V=UaW

eine direkte Summenzerlegung eines endlichdimensionalen K-Vektorraumes
und es sei

p: V—V
ein Endomorphismus mit einer direkten Summenzerlegung

o =9veh.

Zeige, dass die Folge ™ genau dann konvergiert, wenn sowohl 9" als auch
0™ konvergieren.

Aufgabe 53.21. Zeige

A1 O -+ 0 " 1 /\n_’_n/\nfl
0 )\ 1 -+ 0 1 A\

0 X 1
0 0 A 0 0

Aufgabe 53.22. Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
p: V=V

ein Endomorphismus. Zeige, dass die folgenden Eigenschaften &quivalent
sind.

(1) Die Folge ¢™ konvergiert in End (V).

(2) Zu jedem v € V konvergiert die Folge ¢"(v), n € N.

(3) Es gibt ein Erzeugendensystem vy,...,v, € V derart, dass ¢"(v;),
j=1,...,m, konvergiert.

(4) Der Betrag eines jeden komplexen Eigenwerts von ¢ ist kleiner oder
gleich 1 und falls der Betrag 1 ist, so ist der Eigenwert selbst 1 und
diagonalisierbar.

(5) Fiir eine beschreibende Matrix M von ¢, aufgefasst iiber C, sind die
Jordan-Blocke der jordanschen Normalform gleich

A1 0o --- 0
0 A 1 -0
: 0 A1
0 0 A

mit |A| < 1 oder gleich (1).
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Aufgabe 53.23. Es seien V und W endlichdimensionale normierte K-
Vektorrdume und

v V—W
ein Isomorphismus. Es sei
f:V—V
ein Endomorphismus und
g=tofoy

der entsprechende Endomorphismus auf W. Zeige, dass f genau dann stabil
(asymptotisch stabil) ist, wenn dies auf g zutrifft.

Aufgabe 53.24. Es sei ¢: V — V ein Endomorphismus eines endlichdi-
mensionalen K-Vektorraumes V. Zeige die folgenden Aussagen.
(1) Wenn ¢ asymptotisch stabil ist, dann konvergiert die Folge (det ¢)",
n € N, gegen 0.
(2) Wenn ¢ stabil ist, dann ist die Folge (det ¢)", n € N, beschrinkt.
(3) Wenn die Folge ¢", n € N, konvergiert, dann konvergiert die Folge
(det )", n € N, gegen 0 oder gegen 1.

Aufgabe 53.25.*

Man gebe ein Beispiel fiir eine Matrix, die nicht stabil ist, fiir die aber die
Folge (det )", n € N, gegen 0 konvergiert.

Es sei T eine Menge, M ein metrischer Raum und
fo: T — M

(n € N) eine Folge von Abbildungen. Man sagt, dass die Abbildungsfolge
punktweise konvergiert, wenn fiir jedes x € T die Folge

(fn () pen

konvergiert.

Aufgabe 53.26. Es sei My, = ((@ij)k)1<i<m,1<j<n €ine Folge von reellen m x
n-Matrizen und

Pk - R"® — R™
die zugehorige Folge von linearen Abbildungen. Zeige, dass die Folgen der

Eintrdge (a;;); fiir alle ¢,j genau dann konvergieren, wenn die Folge der
Abbildungen punktweise konvergiert.
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53.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 53.27. (2 Punkte)

Es seien V und W endlichdimensionale normierte K-Vektorrdume und
w: V — W eine lineare Abbildung. Zeige die Abschétzung

@) <Ilell - [v]|
fir alle v € V.

Aufgabe 53.28. (5 (1+3+1) Punkte)
Berechne fiir die Matrix
6 -2
-5 7

(1) die Maximumsnorm, die Summennorm, und die euklidische Norm,

(2) die Maximumsnorm zu Maximumsnorm, Summennorm oder euklidi-
scher Norm auf dem R? in allen Kombinationen,

(3) die Spaltensummennorm und die Zeilensummennorm.

Aufgabe 53.29. (3 Punkte)
Sei V ein euklidischer Vektorraum und sei
p:V—V

eine lineare Abbildung derart, dass eine Orthogonalbasis aus Eigenvektoren
von  existiert. Zeige, dass

[|o|| = max (|]A], A ist Eigenwert von )
gilt.

Aufgabe 53.30. (6 Punkte)

Es sei M eine n x n-Matrix {iber K. Zeige, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind.

(1) In der Folge M™, n € N, gibt es eine Wiederholung, d.h.
M" =M™
fiir ein Zahlenpaar n < m.
(2) In der Folge M™, n € N, kommen nur endlich viele verschiedene
Matrizen vor.

(3) Die Folge M™, n € N, wird letztlich (also ab einer bestimmten Stelle)
periodisch.
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(4) Die Jordanblécke zu M iiber C haben die Gestalt

o 1 0 --- 0
o o0 1 --- 0
oo 00 1
0 -« -« 0 0

oder (A) mit einer komplexen Einheitswurzel .

Aufgabe 53.31. (6 Punkte)

Die reelle Ebene R? sei mit der euklidischen, der Summen- oder der Maxi-
mumsmetrik versehen. Bestimme, abhéngig von der gewéhlten Metrik, die
maximale Anzahl von Punkten P, ..., P, € R? derart, dass die Metrik auf
der Teilmenge T'= {P,..., P,} die diskrete Metrik induziert.

54. VORLESUNG - STOCHASTISCHE MATRIZEN

54.1. Stochastische Matrizen.

00.05

©

0.7U 0_:\)

Definition 54.1. Eine reelle quadratische Matrix
M = (aij)i<ij<n
heifit spaltenstochastisch, wenn alle Eintrage
a;; > 0
sind und fiir jede Spaltensumme (also jedes j)

n

Zaij =1

i=1
gilt.
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Die zugrunde liegende Interpretation fiir eine spaltenstochastische Matrix

ist folgendermaflen: Man hat eine Menge von n moglichen Platzen, Posi-

tionen, Netzwerkknoten, Internetseiten oder &hnliches, in denen man sich

mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit (einer Verteilung, einer Gewichtung)
U1

V2
aufhalten kann. Eine solche Verteilung wird durch ein n-Tupel | . | mit

Up,
reellen nichtnegativen Zahlen v; mit .  v; = 1 beschrieben. Man spricht
von einem Verteilungsvektor. Eine spaltenstochastische Matrix beschreibt die
Ubergangswahrscheinlichkeiten des gegebenen Netzwerks in einem bestimm-
ten Zeitabschnitt. Der Eintrag a;; ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein im
Knoten j befindliches Objekt (ein Besucher der Netzseite j) zur Position ¢
hiniiberwechselt (sich zur Netzseite ¢ weiterklickt). Der j-te Standardvektor
entspricht der Verteilung, in der alles im j-ten Knotenpunkt konzentriert ist.
Die j-te Spalte der Matrix beschreibt das Bild dieses Standardvektors unter
der Matrix. Generell wird zu einer Verteilung v durch Anwenden der Ma-
trix die Bildverteilung Mv ausgerechnet, siche Aufgabe 54.1. Naheliegende
Fragen sind, ob es Verteilungen gibt, die stationér sind (Stationdre Vertei-
lung oder Fizverteilung oder Eigenverteilung), also in sich selbst iiberfiihrt
werden, ob es periodische Verteilungen gibt, ob es bei ,,unendlich vielen* Ite-
rationen der Matrix Grenzverteilungen gibt, und wie man diese ausrechnen
kann.

Beispiel 54.2. Eine spaltenstochastische 2 x 2-Matrix hat die Form

D1 D2
1—p1 1—po

0 < p,p2 <L

mit

Das charakteristische Polynom ist

(X —p)(X = 1+p2) = (1 —p1)po
= X°+(p—p — DX +pi(1—p2) —pa(1 — p1)
= X’+(p2—p1— )X +p1—p2
= X -DX +p2—p1)

Eigenwerte sind also 1 und p; — po. Eine stationédre Verteilung ist (der Fall
p1 = 1 und py = 0 ist fiir die folgende Rechnung auszuschlieen) durch

p2
(ml_p}%fl) gegeben, es ist ja
p2—p1+1

D2 D 1-p
( D1 D2 ) (pzl—pI%H) — plpzprlJrl +p2p2*p11+1 )
— — —P1 b2 —P1
l=pr 1=p» p2—p1+1 (1 _pl)pz—pﬁ—l +(1 _p2)p2—p1+1
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p1p2+p2(l—p1)
— p2—p1+1
- (1=p1)p2+(1=p2)(1—p1)

p2—p1+1

b2
_ p2—p1+1
- 1-p1 .
p2—p1+1

Beispiel 54.3. Die spaltenstochastische 2 x 2-Matrix
0 1
10

fithrt die Verteilung <1 g p) in die Verteilung (1 ;p ) iiber. Die Verteilung

1
(%) wird in sich selbst iiberfiihrt, ist also eine stationdre Verteilung. Die

2

0 1
um periodische Verteilungen der Periodenldnge 2.

Verteilung (1) wird in (0) iiberfiihrt und umgekehrt, es handelt sich also

Beispiel 54.4. Die spaltenstochastische n x n-Matrix

11 --- 1
00 --- 0
00 --- 0
U1
fithrt die Verteilung | : | in die Verteilung
Un
11 -+ 1 V1 Z?:l V; 1
00 -0 Uy 0 0
00 -~ 0 Up 0 0

iiber. Der erste Standardvektor ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1, die
weiteren Standardvektoren werden, wie jeder Verteilungsvektor, in den ersten
Standardvektor {iberfithrt. Der Kern wird von den Vektoren e; —e;, j > 2,
erzeugt und enthéalt keine Verteilungsvektoren.

Beispiel 54.5. Es sei N ein Netzwerk (oder ein , gerichteter Graph®), beste-
hend aus einer Menge K aus Knotenpunkten und einer Menge an gerichteten
Verbindungen, die zwischen Knotenpunkten bestehen konnen. Beispielsweise
ist K die Menge aller Seiten im Internet und von der Seite j € K besteht ein
Verbindungspfeil nach ¢ € K, falls es auf der Internetseite 5 einen Link auf
die Seite 7 gibt. Die Verlinkungsstruktur kann man durch die Adjazenzmatriz

A = (ai;)



296

ausdriicken, wobei

{1, falls es einen Link von j auf ¢ gibt,
CLZ'j =

0, sonst,

festgelegt ist (in der j-ten Spalte sind die von j ausgehenden Links ablesbar),
oder aber durch die spaltenstochastische Matrix

B = (by),

wobei
Qs
bij = d—]

J

und d; die Anzahl der Links angibt, die vom j-ten Knoten iiberhaupt ausge-
hen. Diese Division sichert, dass die Spaltensummennorm gleich 1 wird (es
sei vorausgesetzt, dass von jedem Knoten mindestens ein Link ausgeht).

Die Adjazenzmatrix und die spaltenstochastisch gemachte Adjazenzmatrix
zum Graphen rechts (wobei wir durchgéngig Selbstlinks hinzunehmen) sind

und

== = =
O = O = O
=== O O
-0 OO
_ o o OO
U = | = = | =t =
Owi-= Owi- O
WwFwIR O O
RiFI= O O O
— O O OO
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54.2. Potenzen von stochastischen Matrizen.

Wir untersuchen nun die Potenzen von stochastischen Matrizen mit Hilfe der
Summennorm und den Ergebnissen der letzten Vorlesung.

Korollar 54.6. Eine spaltenstochastische Matrix ist stabil.

Beweis. Fiir einen beliebigen Vektor v € V' ist Wegen

I Mo|lam = D [(Mo)
=1

s3]

7j=1

S (gon)

IN

=1
n n
- Sl (Y
7j=1 i=1
n
= > |yl
j=1

= |[v|lsum -
Iterative Anwendung dieser Beobachtung zeigt, dass Satz 53.10 (2) erfiillt
ist. U
Lemma 54.7. Es set
M = (aij)1<ij<n
eine reelle quadratische Matriz mit nichinegativen Eintrdgen. Dann ist M

genau dann spaltenstochastisch, wenn M fiir Vektoren mit nichtnegativen
Fintrdagen isometrisch beziiglich der Summennorm ist, wenn also

||A44)Hsunlzzllv|lmnn

fir alle v € RY, gilt.

Beweis. Es sei M eine spaltenstochastische Matrix und

U1

Un

ein Vektor mit nichtnegativen Eintrédgen. Dann ist

n

[ Mollam = Y (Mu);

i=1

n

-y (Z aijvj)

i=1 \j=1
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n n
j=1 i=1
n
-3
=1
= [|v]|sum -

Wenn umgekehrt die angegebene isometrische Eigenschaft gilt, so gilt insbe-
sondere fiir die Bilder der Standardvektoren, dass ihre Summennorm gleich
1 sein muss. Diese Bilder stehen in der entsprechenden Spalte der Matrix,
alle Spaltensummen haben also den Wert 1. U

Lemma 54.8. Es sei M eine spaltenstochastische Matrixz. Dann gelten fol-
gende Aussagen.

(1) Es gibt Eigenvektoren zum Figenwert 1.

(2) Wenn es eine Zeile gibt, in der alle Fintrdge positiv sind, so gilt fir
jeden Vektor v € V', der sowohl positive als auch negative Eintrige
besitzt, die Abschdtzung

|| MV |]sum < ||V ]|sum -

(3) Wenn es eine Zeile gibt, in der alle Eintrage positiv sind, so ist der
Eigenraum zum Eigenwert 1 eindimensional. Es gibt dann einen Ei-
genvektor, der nur nichtnegative Fintrdge hat und insbesondere eine
eindeutig bestimmte stationdre Verteilung.

Beweis. (1). Die transponierte Matrix ist zeilenstochastisch und besitzt daher
1
1

den Eigenvektor | . | zum Eigenwert 1. Daher besitzt nach Satz 23.2 das
1

charakteristische Polynom der transponierten Matrix eine Nullstelle an der

Stelle 1 und dies gilt nach Aufgabe 23.19 dann auch fiir die urspriingliche

Matrix. Daher besitzt M einen Eigenvektor zum Eigenwert 1.

(2). Es seien nun zusatzlich alle Eintrige der k-ten Zeile positiv und v € V sei
ein Vektor mit (mindestens) einem positiven und einem negativen Eintrag.
Dann ist

| Mollam = Y (M)
i=1

n
= E E iV
j=1

i=1

= Z Zaijvj +
j=1

ik

E : AkjUj

J=1
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< Zzam |vs| + Z |ax;jvj

z;ékj 1

= ZZ%’ |vj

i=1 j=1
n n

- Sl (o)
j=1 i=1
n

= > |l
=1

= ||v]|sum -

(3). Wie im Beweis zu (2) seien alle Eintrige der k-ten Zeile positiv. Fir
einen jeden Eigenvektor v zum Eigenwert 1 sind nach (2) entweder alle Ein-
tréige nichtnegativ oder nichtpositiv. Somit ist fiir einen solchen Vektor wegen
Mv = v der k-te Eintrag ungleich 0. Seien v, w solche Eigenvektoren. Dann
gehort auch k’U w zum Fixraum. Allerdlngs ist die k-te Komponente davon
gleich 0 und daher ist es der Nullvektor. Das bedeutet, dass v und w linear
abhéngig sind. Somit ist dieser Eigenraum eindimensional. Wegen (2) gibt
es einen Figenvektor zum Eigenwert 1 mit nichtnegativen Eintrdgen. Durch
Normieren sieht man, dass es auch eine stationéire Verteilung gibt. U

Beispiel 54.9. Wir betrachten die spaltenstochastische 3 x 3-Matrix

Wity Owl-

OO || =
O W=

bei der alle Eintrége der ersten Zeile positiv sind. Nach Lemma 54.8 gibt es
eine eindeutige Eigenverteilung. Um diese zu bestimmen, berechnet man den
Kern von

11 1 2 1 1
100 73 3 5, T3 s
2 1
2
Dieser wird von | 3 | erzeugt und die stationédre Verteilung ist
1

[ e[ el | \]
OO [0 [

Beispiel 54.10. Fiir die spaltenstochastische 3 x 3-Matrix

10
01
00

W = || =
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ist der Eigenraum zum Eigenwert 1 gleich (eq, e5), also zweidimensional. Die
Aussage Lemma 54.8 gilt also nicht, wenn es eine Spalte (aber keine Zeile)
mit ausschlielich positiven Eintrdgen gibt.

Satz 54.11. Es sei M eine spaltenstochastische Matriz mit der Eigenschafft,
dass es eine Zeile gibt, in der alle Fintrige positiv sind. Dann konvergiert zu
jedem Verteilungsvektor v € R, mit Y ,v; = 1 die Folge M™v gegen die
eindeutig bestimmte stationdre Verteilung von M.

Beweis. Es sei w € R die nach Lemma 54.8 (3) eindeutig bestimmte stati-
onére Verteilung und
Uy n
U = 1D w=0p C R
u, i=1
Dies ist ein Untervektorraum von R"™ der Dimension n — 1. Nach Lemma 54.8

(2) hat w ausschliellich nichtnegative Eintrige und gehort damit nicht zu U.
Wegen

S - 35 (Sn)

i=1 =1 7j=1
n n
= E U E i
j=1 i=1
n
j=1

ist U invariant unter der Matrix M. Somit ist

V =U®Rw
eine direkte Summenzerlegung in invariante Untervektorrdume. Fiir jedes
uw € U mit ||u||sum = 1 ist

|| Mu||gum < 1

nach Lemma 54.8 (2). Da die Sphére zum Radius 1 beziiglich jeder Norm
kompakt ist, ist die induzierte Maximumsnorm von M|y kleiner als 1. Nach
Lemma 53.8 und Satz 53.6 konvergiert daher die Folge M™u fiir jedes u € U
gegen den Nullvektor.

Es sei nun v € V ein Verteilungsvektor, den wir wegen

n n
ZUZ' =1= sz
i=1 i=1
als

vV=w+u
mit u € U schreiben konnen. Wegen

M' = M"(w+u) = M"w+ M"u = w+ M"u
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und der Voriiberlegung konvergiert diese Folge gegen w. U

Bemerkung 54.12. In der Situation von Lemma 54.8 kann man die Eigen-
verteilung dadurch finden, dass man ein lineares Gleichungssystem 16st. Wenn
es sich um eine sehr grofie Matrix (man denke an > 10° Knoten) handelt, ist
eine solche Rechnung sehr aufwéndig. Hédufig muss man die Eigenverteilung
aber gar nicht genau kennen, sondern es reicht eine gute Approximation aus.
Dann kann man zu einer beliebigen Startverteilung endlich viele Iteratio-
nen ausrechnen und weifl aufgrund von Satz 54.11, dass dieses Verfahren die
Eigenverteilung beliebig gut approximiert. Eine Suchmaschine im Internet
erstellt beispielsweise zu einem Suchbegriff eine Reihenfolge von Seiten, die
diesen Begriff enthalten. Wie kommt diese Reihenfolge zustande? Die wah-
re Antwort ist, zumindest fiir die ersten Eintréige, dass dies davon abhéngt,
wer am meisten dafiir zahlt. Ansonsten ist ein natiirlicher Ansatz, der auch
Grundlage des Page ranks ist, die numerische Ordnung in der Eigenverteilung
als ausschlaggebend anzusehen. Der oberste Eintrag ist derjenige, bei dem
die meisten Leute ,schliellich® landen, wenn sie mit gleicher Wahrschein-
lichkeit den mdoglichen Links folgen. Diese Wanderungsbewegung wird eben
durch die stochastische Matrix, die man im Sinne von Beispiel 54.5 erhélt,
modelliert.'?

Den numerischen Unterschied zwischen dem exakten Losen eines linearen
Gleichungssystems zur Bestimmung eines Eigenvektors und der Potenzme-
thode kann man folgendermaflen erfassen. Sei eine n x n-Matrix gegeben. Das
Gaussche Eliminationsverfahren braucht, um die erste Variable in n —1 Glei-
chungen zu eliminieren, n(n — 1) ~ n? Multiplikationen (Additionen sind
vom Rechenaufwand her einfacher und werden hier nicht berticksichtigt), die
Groflenordung der Multiplikationen der Gesamtelimination ist somit

1
n+m—-1724+n—-27>%+--+1~ 6713.

Dagegen sind fiir die Auswertung der Matrix auf einen Vektor n? Multiplika-
tionen notig. Wenn man k Iterationen berechnen méochte, braucht man also
kn? Operationen. Wenn also k£ deutlich kleiner als n gewihlt werden kann,
so ist der Gesamtrechenaufwand deutlich kleiner.

54. ARBEITSBLATT

54.1. Ubungsaufgaben.

12

Unter Modellierung versteht man in der (insbesondere angewandten) Mathematik den
Vorgang, realweltliche Phinomene mathematisch zu erfassen, zu verstehen und zu beein-
flussen. Mathematisch modelliert werden physikalische Prozesse, Wetterphdnomene, Fi-
nanzaktionen, etc.
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Aufgabe 54.1.*

Es sei M eine spaltenstochastische Matrix. Zeige, dass das Bild eines jeden
Verteilungsvektors wieder ein Verteilungsvektor ist.

Aufgabe 54.2. Diskutiere in der Situation von Beispiel 54.2 die Spezialfélle
(1) pr =1 und py =1,

(2) p1 =1 und py =0,
(3) pr =0 und py = 1,
(4) p1 =0 und py =0,
(5) b1 = P2,

(6) b1 =DP2 = %

Aufgabe 54.3.*

Finde einen Eigenvektor zur Matrix

P P2
1—p1 1—po

0 < p,p <1
zum Eigenwert p; — py. Handelt es sich um eine Eigenverteilung?

mit

Aufgabe 54.4.*
Wir betrachten die spaltenstochastische Matrix

P 0 1—r

1—p ¢ 0
0 1—g¢q r

mit 0 < p,q,r < 1.

(1) Berechne die Eigenwerte der Matrix.
(2) Berechne eine Eigenverteilung.

Aufgabe 54.5.*
p1

Wir betrachten eine stochastische Matrix, bei der jede Spalte gleich

n
ist. Bestimme die Eigenverteilung und eine Basis des Kerns zu dieser Matrix.
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Aufgabe 54.6. Man interpretiere eine Permutationsmatrix als eine stocha-
stische Matrix. Was sind die Eigenverteilungen?

Aufgabe 54.7. Was bedeutet es fiir eine spaltenstochastische Matrix, dass
in einer Zeile alle Eintrage positiv sind, und was bedeutet es, dass in einer
Spalte alle Eintrége positiv sind?

Aufgabe 54.8. Zeige, dass die Menge der spaltenstochastischen Matrizen in
der Sphére zum Radius 1 beziiglich der Spaltensummennorm enthalten ist.
Gilt hierbei Gleichheit?

Aufgabe 54.9. Man mache sich klar, dass die Konzepte Relation auf einer
Menge M (im Sinne von Definition 45.1, wobei die beiden beteiligten Mengen
gleich sein mogen) und gerichteter Graph (im Sinne eines Pfeildiagrammes,
wobei es von einem Punkt zu einem weiteren Punkt maximal einen Pfeil
geben darf) mathematisch dquivalent sind.

Aufgabe 54.10.*

Erstelle die Adjazenzmatrix zum gerichteten Graphen rechts.

Aufgabe 54.11. Welche Besonderheiten zeichnet eine Adjazenzmatrix zu
einer Aquivalenzrelation aus?

Aufgabe 54.12. Driicke fiir die Gruppe C' der Fufiball-Europameisterschaft
2016 die Gewinnstruktur als eine Relation, durch ein Pfeildiagramm (einen
gerichteten Graphen) und durch eine Adjazenzmatrix aus.
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Aufgabe 54.13. Erstelle fiir die Gruppe C' der Fufiball-Europameisterschaft
2016 die stochastische Matrix, die sich aus der erweiterten Adjazenzmatrix
zur Gewinnstruktur ergibt, bei der in der Diagonalen iiberall Einsen (Selbst-
sieg) stehen (damit keine Nullspalte auftritt). Wie lautet die zugehorige Ei-
genverteilung?

Aufgabe 54.14. In einer Fuballgruppe mit n Mannschaften (beispielswei-
se einer EM-Gruppe oder einer Bundesligahinrunde) spielt jede Mannschaft
gegen jede andere Mannschaft, bei einem Sieg gibt es 3 Punkte, bei einem
Unentschieden 1 Punkt und bei einer Niederlage keinen Punkt. Die Ergeb-
nisse werden in einer n X n-Matrix derart verbucht, dass der Eintrag an der
Stelle (M, N) angibt, wie viele Punkte die Mannschaft M im Spiel gegen
N erzielt hat (an der Stelle (M, M) steht 0). Welcher Vektor kommt heraus,
1

wenn man diese Matrix auf den Vektor | | | anwendet? Erstelle diese Matrix
1
fiir die Gruppe C' der Fufiball-Europameisterschaft 2016.

Aufgabe 54.15. Bei Studierenden verschiedender Facher wurden von einem
Semester zum néchsten folgende Wanderungsbewegungen statistisch festge-
stellt:

a) Wer Mathematik studiert, bleibt zu 60% bei der Mathematik, wechselt
zu 10% zur Philosophie, zu 10% zur Physik und nimmt sich zu 20% ein
Freisemester.

b) Wer Philosophie studiert, bleibt zu 40% bei der Philosophie, wechselt
zu 10% zur Mathematik, zu 20% zur Physik und nimmt sich zu 30% ein
Freisemester.

c) Wer Physik studiert, bleibt zu 50% bei der Physik, wechselt zu 30% zur
Mathematik und nimmt sich zu 20% ein Freisemester.

d) Wer ein Freisemester eingelegt hat, bleibt zu 40% beim Freisemester und
wechselt jeweils zu 20% zur Mathematik, zur Philosophie oder zur Physik.

(1) Erstelle eine stochastische Matrix, die diese Wanderungsbewegungen
darstellt.

(2) Durch welche Matrix wird die Wanderungsbewegung vom dritten zum
sechsten Semester beschrieben?

(3) Die Erstsemester fangen zu einem Drittel mit den Studienfichern
Mathematik, Philosophie oder Physik an. Wie grof ist der Anteil der
Studierenden, die in ihrem vierten Semester ein Freisemester einle-
gen?
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Aufgabe 54.16. Berechne die ersten fiinf Iterationen zur spaltenstochasti-

schen Matrix
11
i)
2 3
(0): () we (3)

Aufgabe 54.17. Berechne die ersten vier Iterationen zur spaltenstochasti-
schen Matrix

zu den Startverteilungen

L1 1
P
bol
zur Startverteilung
1
0
0

Aufgabe 54.18.*

Es sei ein Kreis mit sechs (dquidistanten) Knoten gegeben, die mit 1,2, 3, 4,5,
6 bezeichnet seien. Bei einem Bewegungsprozess seien die Wahrscheinlichkei-
ten, stehen zu bleiben oder zu dem linken oder rechten Nachbarn zu wechseln,
konstant gleich % Erstelle die zugehorige stochastische Matrix und berechne
die Eigenverteilung(en).

Aufgabe 54.19. Es sei M eine spaltenstochastische n x n-Matrix. Zeige
direkt, dass 1 ein Eigenwert von M ist.

Aufgabe 54.20. Unter welchen Bedingungen gilt fiir reelle Zahlen ay, as, . . .,
a,, die Gleichheit
= _lail?
i=1

n

D

=1

Aufgabe 54.21. Es sei M eine n x n-spaltenstochastische Matrix und
Uy n
u, i=1

Zeige, dass U invariant unter M ist und dass M|y asymptotisch stabil ist.
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Aufgabe 54.22.*

Es sei M eine spaltenstochastische Matrix, bei der eine Zeile ausschliefSlich
aus positiven Eintrédgen bestehe. Zeige, dass die Folge M"™ gegen eine Matrix
N konvergiert, bei der jede Spalte gleich ist.

Aufgabe 54.23.*

Wir wollen Aussagen iiber die Determinante einer spaltenstochastischen dx d-
Matrix machen.

(1) Zeige, dass fiir die Determinante einer spaltenstochastischen Matrix
M die Beziehung

|det M| < 1

gilt.
(2) Man gebe ein Beispiel fiir eine spaltenstochastische Matrix, die nicht
die Einheitsmatrix sei, mit

det M =1

(3) Es sei d > 2 und M besitze zusitzlich die Eigenschaft, dass es eine
Zeile mit ausschliellich positiven Eintragen gebe. Zeige

|det M| < 1

54.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 54.24. (3 Punkte)

Zeige, dass die Menge der spaltenstochastischen Matrizen eine abgeschlossene
Teilmenge im Matrizenraum Mat,, (R) ist.

Aufgabe 54.25. (4 Punkte)

Berechne die ersten vier Iterationen zur spaltenstochastischen Matrix

[oo~tinczor—

21

DO | s [ s | =
Sleaoimeni—

zur Startverteilung

= || =
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Aufgabe 54.26. (3 Punkte)

Berechne die Eigenverteilung zur spaltenstochastischen Matrix

DO [ [ s =
S eaotmeni—
N Joomaivoes 1=

Aufgabe 54.27. (3 Punkte)

Zeige, dass das Produkt von zwei spaltenstochastischen Matrizen wieder spal-
tenstochastisch ist. Ist die inverse Matrix zu einer invertierbaren spaltensto-
chastischen Matrix wieder spaltenstochastisch?

Aufgabe 54.28. (8 Punkte)

Eine (Fufiball-)Spielgruppe bei einer Europa- oder Weltmeisterschaft besteht
aus vier Mannschaften, und jede spielt gegen jede. Ein Spiel kann unent-
schieden oder mit einem Sieg fiir eine der beiden Mannschaften enden. Wir
interessieren uns fiir die diskrete Struktur einer Spielgruppe, die man durch
einen gerichteten Graphen beschreiben kann, wobei man einen Sieg von A
tiber B durch einen Pfeil von A nach B (und ein Unentschieden durch keine
Verbindung) ausdriicken kann.

Definiere einen Isomorphiebegriff fiir Spielgruppen und klassifiziere die Spiel-
gruppen entlang geeigneter numerischer Invarianten. Wie viele Spielgruppen
gibt es? Aus welchen Isomorphietypen ldsst sich die Tabellenordnung ablei-
ten, aus welchen nicht?

55. VORLESUNG - TENSORPRODUKT I

Beispiel 55.1. Sei K ein Korper. Wir betrachten zu zwei endlichen Index-
mengen [ und J die Abbildungsraume Abb (7, K) und Abb (J, K), die beide
K-Vektorrdaume sind. In welcher Beziehung stehen sie zur Abbildungsmenge

Abb (I x J,K)?
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Zu Abbildungen f € Abb (I, K) und g € Abb (J, K) kann man einfach eine
Abbildung auf I x J erhalten, die man f ® g nennt (sprich f tensor g) und
die durch

(f ®@9)(i,5) = f(@)-9())
festgelegt ist. Fiir die Standardvektoren gilt dabei

€ X € = €(iy)-

Jedes Element h € Abb (I x J, K) kann man insbesondere als eine Line-
arkombination zu Elementen f ® g schreiben, aber nicht jedes h hat diese
einfache Gestalt. Es gilt

(arfi +azfe) ®g = a1(fi ®g) + aa(f2 ® g)

und entsprechend in der zweiten Komponente.

In dieser Vorlesung fithren wir eine wichtige Konstruktion fiir Vektorrdume
ein, das sogenannte Tensorprodukt, das im soeben betrachteten Spezialfall
den Abbildungsraum auf der Produktmenge ergibt; es ist also

Abb (I, K) @ Abb (I, K) 2 Abb (I x J,K).

Die Eigenschaften des konstruierten Objektes sind dabei wichtiger als die
Konstruktion selbst. Die Konstruktion ist sehr abstrakt und beruht auf der
Konstruktion von Restklassenrdumen und folgender Konstruktion.

Zu einer beliebigen Symbolmenge S und einem Korper A kann man den
Vektorraum K ) konstruieren, der aus allen Abbildungen

S — K

besteht, die iiberall bis an endlich vielen Stellen den Wert 0 besitzen. Wenn
man mit ey diejenige Abbildung bezeichnet, die an der Stelle s den Wert 1
und sonst iiberall den Wert 0 besitzt, so besteht K aus allen endlichen

Summen
E (sCy .

seS
Die e, bilden also eine Basis dieses Raumes.

Diese Konstruktion ist wiederum ein Spezialfall der direkten Summe von
(im Allgemeinen) unendlich vielen K-Vektorraumen, und zwar wird hier die
direkte Summe des Vektorraums K mit sich selbst so oft genommen, wie es
S vorgibt.

55.1. Das Tensorprodukt von Vektorraumen.

Es sei K ein Korper und Vi, ..., V, seien K-Vektorrdume. Wir erinnern dar-
an, dass eine multilineare Abbildung in einen weiteren K-Vektorraum W eine
Abbildung

v Vi XXV, — W
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ist, die in jeder Komponente K-linear ist, wenn man alle anderen Kompo-
nenten festlasst. Wir wollen einen Vektorraum U konstruieren zusammen mit
einer multilinearen Abbildung

p: Vix.---xV, —U

derart, dass es zu jeder multilinearen Abbildung 1 wie oben eine lineare
Abbildung
L:U—W

mit ¢ = L o ¢ gibt. Dadurch werden multilineare Abbildungen auf lineare
Abbildungen auf einem neuen Vektorraum zuriickgefiihrt.

Definition 55.2. Es sei K ein Korper und Vi, ..., V,, seien K-Vektorraume.
Es sei F' der von sdmtlichen Symbolen (vq,...,v,) (mit v; € V) erzeugte
K-Vektorraum (wir schreiben die Basiselemente als e(%.wn)). EsseiU C F
der von allen Elementen der Form

(1) Te(vl,~~~:Uz‘717'Ui’vi+17--~7’0n) - e(vl,...,vi,1,rvi,viﬂ,...,vn),

(2) C(V1 e Vi 1 UA W1 eeeVn) T C(V1 400 Vi1, U Vi 1 5e00) T C(V1 40y Vi 1,W, 054 150, 0n ) 3

erzeugte K-Untervektorraum von F'. Dann nennt man den Restklassenraum
F/U das Tensorprodukt der V;, i € {1,...,n}. Es wird mit

Vi®r Vo QK -+ Qk Vy

bezeichnet.

Héufig schreibt man einfach V; ® - -- ® V,,. Die Bilder von e(,, ..
Vo QK -+ @k Vi, bezeichnet man mit

) in Vi @

n

U1®”'®Un'

Dies ist also die Aquivalenzklasse VoI €(y,,...v,) 2U der durch den Untervek-

torraum U gegebenen Aquivalenzrelation. Jedes Element aus V; ®k - - - Qg V,
besitzt eine (nicht eindeutige) Darstellung als

a1U1,1®"'®U1,n+"’+amvm,1®"'®Um,n

(mit a; € K und v;; € V;). Insbesondere bilden die zerlegbaren Tensoren
1 ®- - -®u, ein K-Erzeugendensystem des Tensorprodukts. Die definierenden
Erzeuger des Untervektorraums werden zu Gleichungen im Tensorprodukt,
sie driicken die Multilinearitét aus. Insbesondere gilt

v1®---®vi,1®rvi®vi+1®---®vn = vl®---®vj,1®rvj®vj+1®---®vn
fiir beliebige 7, j und

U1®...®Ui_1®(u+w)®vi+l®"'®Un:7.}l®"'
V-1 QURV1 Q- QU+ V1 Q- Q V1 QWRVip1 & -+ & Uy
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Beispiel 55.3. Zu K = Rund V; = R? und V; = R3 sind die Elemente
aus F' (im Sinne der Definition 55.2) Linearkombinationen wie

3 1 2
((2)7 -1 ((7), 3D (<4), 7D
5 4 8
Mit den Standardvektoren des R? bzw. des R? ist dies

46(3e1+262,661—62+563) - 5661+762,361+362+463 + 66(261—1—4627—4614—762—1—863) .
Da die Tupel untereinander verschieden sind, kann man diesen Ausdruck in
F nicht vereinfachen. Das Bild dieses Elementes in F/U = R? @ R? ist
4(3ey + 2e5) ® (61 — ea + Hes) — 5(ey + Teg) @ (3ey + 3eq + 4des)
+ 6(261 + 462) X (—461 + 762 + 863).

Diesen Ausdruck kann man wesentlich vereinfachen.

Wichtiger als die Konstruktion des Tensorprodukts ist die folgende univer-
selle Figenschaft.

Lemma 55.4. Es set K ein Korper und seien Vi, ..., V, Vektorrdume tber
K.

(1) Die Abbildung
T VixXo o xV, — ViQg Qg Vi, (V1,...,0) > 01 @ -+ - @ vy,

ist K-multilinear.
(2) Es sei W ein weiterer K -Vektorraum und

Y Vi xoexV, — W

eine multilineare Abbildung. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
K-lineare Abbildung

Vv Vi®kg - @V, — W
mit | = om.

Beweis. (1) folgt unmittelbar aus der Definition des Tensorprodukts. (2). Da
die v; ® - - - ® v, ein K-Erzeugendensystem von V] @ --- ®g V,, sind und

V(v @ - @ vy) = Y(vy,...,0p)

gelten muss, kann es maximal eine solche lineare Abbildung geben. Zur Exi-
stenz betrachten wir den K-Vektorraum F' aus der Konstruktion des Tensor-
produktes. Die e(,, . .,) bilden eine Basis von F, daher legt die Vorschrift

zz(e(vl ,,,,, Un)) = Y(vg, ..., 0,)

.....

eine lineare Abbildung
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fest. Wegen der Multilinearitdt von ¢ wird der Untervektorraum U auf 0
abgebildet. Daher induziert diese Abbildung nach dem Faktorisierungssatz
eine K-lineare Abbildung
Y FIlUSV, @ -+ Qx Vi, — W.
0

Korollar 55.5. Es sei K ein Kérper und seien Vi,...,V, und W Vek-
torrdaume tiber K. Dann ¢ibt es eine natirliche Isomorphie

Homg (Vi @ -+ @ V,, W) — Mult (V1,...,V,,, W), o — por.

Beweis. Aus Lemma 55.4 (2) folgt unmittelbar, dass eine Bijektion vorliegt.
0

Korollar 55.6. Fs sei K ein Korper und seien Vi, ..., V, Vektorriume tber
K. Dann ¢ibt es eine natiirliche Isomorphie

N @ V,)" — Mult (Vy,...,V,, K), p— porm.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Korollar 55.5, angewendet auf W = K.
O

Bemerkung 55.7. Bei V =V} = 1V, und W = K sind die multilinearen
Abbildungen von V; x V5 nach W einfach die Bilinearformen auf V. Korollar
55.6 besagt in dieser Situation, dass der Dualraum zu V ® V' alle Bilinearfor-
men reprasentiert. Bei V' = K" entspricht das Standardskalarprodukt (diese
Bezeichnung ist nur bei K = R korrekt) der Linearform ¢: V @ V — K,
die durch

(,0(6i & 6]') = 51
festgelegt ist.

Das Tensorprodukt ist durch diese universelle Eigenschaft bis auf (eindeutige)
[somorphie festgelegt, damit ist folgendes gemeint.

Satz 55.8. Es sei K ein Korper und seien Vi, ..., V, Vektorrdume iber K.
Es sei Z ein K-Vektorraum zusammen mit einer multilinearen Abbildung

p: Vi x--xV, — Z,

die zusammen die universelle Figenschaft aus Lemma 55.4 (2) erfillen. Dann
gibt es einen eindeutig bestimmten Isomorphismus

We -V, — 2.

Beweis. Da Vi x --- x V, — Z multilinear ist, gibt es aufgrund der uni-
versellen Eigenschaft des Tensorproduktes eine eindeutig bestimmte lineare
Abbildung

Vi -V, — Z.
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Wegen der vorausgesetzten universellen Eigenschaft von Z und der Multi-
linearitdt von m: Vi x --- xV,, - Vi ® --- ® V, gibt es auch eine lineare
Abbildung

J—Vi®- -V,
Wegen der universellen Eigenschaft miissen diese invers zueinander sein. [

Daher ist diese universelle Eigenschaft wichtiger als die oben durchgefiihrte
Konstruktion des Tensorprodukts.

Lemma 55.9. Es set K ein Korper und seien Vi, ..., V,, Vektorrdume tber
K. Dann gelten die folgenden Rechengesetze.

(1) Fir Vektoren v; € V; und ¢ € K st
VR RURCQU® QUp = c(V1® - VOV OV Q- ® vp).
(2) Fiir Vektoren vj € V; ist
MR - QURIRVI Q- Qv, =0

(3) Es seien vyj, ..., Um,; € V; und a;; € K. Dann ist

(i ailvn) X & (i amvm>

=1 i=1

= > @iy * - @i, Vi1 @ - @ Vi,

Beweis. (1) ergibt sich unmittelbar aus der Konstruktion. (2) folgt aus (1).
(3) folgt aus dem Distributivgesetz fiir multilineare Abbildungen. O

Beispiel 55.10. Im R? ®p R? gilt

) -3
(_7) ® ( 4 ) = (bey — Tey) ® (—3eq + 4es)
= —1561 X e + 2061 X eq + 2].62 XK e; — 2862 X es.

Lemma 55.11. Es sei K ein Korper und V' ein K -Vektorraum. Dann gelten
folgende Figenschaften.

(1) Es ist

Vo0 =0.
(2) Es st

VeorK =1V,

wobei v ® s dem Vektor sv entspricht.

Beweis. (1) folgt aus Lemma 55.9 (2).
(2). Die Skalarmultiplikation

VxK-—YV, (v,s) — sv,
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ist multilinear, daher gibt es nach Lemma 55.4 eine lineare Abbildung
VK —V, v®sr— sv.

Diese ist surjektiv, da v ® 1 auf v abgebildet wird. Ein Element im Tensor-
produkt hat die Gestalt

Z CLi<UZ‘ X Si) = Z(aisi)(vi X ].) = (Z aisivi> ® 1.

i=1 i=1 i=1
Wenn dieses auf 0 abgebildet wird, so ist also

n
E a;S;v; — 0
i=1

und damit ist das Tensorelement auch 0, die Abbildung ist also auch injektiv.

t

Satz 55.12. Es set K ein Korper und seien Vi, ..., V, Vektorrdume tiber K.
Es seien Jy, ..., J, Indexmengen und

vij)j € Ji7
Vektoren in V;. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Wenn die Familien jeweils ein Erzeugendensystem von V; bilden, so
st die Familie
U1j1®"’®vnjn mait (jl;ujn) - Jl X e X Jn
ein Erzeugendensystem von Vi @ --- ®@ V,.
(2) Wenn die Familien jeweils linear unabhdngig in V; sind, so ist die
Familie
U1j1®"'®vnjn mit (jl,,jn) € Jp XX Jn

linear unabhdngig in V1 ® --- @ V.
(3) Wenn die Familien jeweils eine Basis von V; bilden, so ist die Familie

Vijy @+ @ Upj, mat (1, ..., Jn) € J1 X o0 Xy
ewne Basis von Vi ® ---® V,.

Beweis. (1). Nach Konstruktion bilden die zerlegbaren Tensoren vy ® - - - ® v,
ein Erzeugendensystem des Tensorproduktes. Somit muss man nur von diesen
nachweisen, dass sie als Linearkombination der gegebenen Familie darstellbar
sind. Dies ergibt sich aber aus Lemma 55.9 (3).

(2). Zum Beweis konnen wir uns auf endliche Familien beschrianken. Wir
wollen Lemma 14.7 anwenden. Sei (r4,...,7,) fixiert. Wegen der linearen
Unabhéngigkeit der Familien v;; in V; gibt es Linearformen

mit ;(vy,) # 0 und @;(v;;) = 0 fiir j # r;. Somit ist
Vixe - xV,— K, (wy,...,w,) —> p1(wy) - @n(wy),
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nach Aufgabe 16.37 eine multilineare Abbildung. Die geméfl Korollar 55.6
zugehorige lineare Abbildung
VeV, — K

schickt v1,, ® -+ ® vy, auf

©1(V1ry) - PnlVnr,) # 0
und alle anderen Elemente vy, - - - v, der Familie auf 0.
(3) folgt aus (1) und (2). d
Korollar 55.13. Es ser K ein Korper und seien Vi, ..., V, endlichdimen-
stonale Vektorrdume tiber K. Dann ist die Dimension des Tensorproduktes

gleich
dim(Vi®---®V,) = dim (V) ---dim (V,,) .

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 55.12 (3). O

Bemerkung 55.14. Wir verbinden das motivierende Beispiel 55.1 mit der
allgemeinen Konstruktion des Tensorproduktes. Die Abbildung (mit der di-
rekten Bedeutung von f ® g aus dem Beispiel)

Abb (I, K) x Abb (J,K) — Abb (I x J,K), (f,9) — f® g,

ist nach Aufgabe 16.10 multilinear. Nach Lemma 55.4 (2) gibt es daher eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung

Abb (I, K) ®x Abb (J, K) — Abb (I x J,K),

wobei sich die Tensorprodukte entsprechen. Die Surjektivitét ergibt sich dar-
aus, dass die Basiselemente e(; ;) im Bild liegen. Die Injektivitit ergibt sich
aus Korollar 55.13.

i?j

55. ARBEITSBLATT

55.1. Ubungsaufgaben.

Wir erinnern an die beiden folgenden Aufgaben.

Aufgabe 55.1. Es sei K ein Korper und [ eine Indexmenge. Zeige, dass
K' = Abb (I, K)

mit stellenweiser Addition und skalarer Multiplikation ein K-Vektorraum ist.

Aufgabe 55.2. Es sei K ein Korper, sei I eine Indexmenge, und K! =
Abb (I, K) der zugehorige Vektorraum. Zeige, dass

E={f €K' f(i) =0 fiir alle i € I bis auf endlich viele Ausnahmen }

ein Untervektorraum von K7 ist.
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Zu jedem i € I sei e; € K! durch

) 1, falls j =1,
61‘(]) = {

0 sonst ,

gegeben. Man zeige, dass sich jedes Element f € E eindeutig als Linearkom-
bination der Familie ¢;, i € I, darstellen lésst.

Aufgabe 55.3. Es sei K ein Korper und seien S und T" Mengen. Zeige, dass
durch eine Abbildung
v: S — T
eine lineare Abbildung
Abb (T, K) — Abb (S, K), p — p o1,

festgelegt ist.

Aufgabe 55.4. Es sei K ein Korper und seien S und 1" Mengen. Es sei
: S —T

eine Abbildung.

a) Zeige, dass durch e, — ey, eine lineare Abbildung
K® _y g

festgelegt ist.

b) Es habe nun ¢ zusétzlich die Eigenschaft, dass simtliche Fasern endlich
seien. Zeige, dass dadurch eine lineare Abbildung

K(T) — K(S)v Y ()0077/17
festgelegt ist.

Aufgabe 55.5.*

Sei K ein Korper und seien [ und J endliche Indexmengen. Zeige, dass die
Abbildung

Abb (I, K) x Abb (J,K) — Abb (I x J,K), (f,9) — f®g,
mit
(f®g9)i,j) == f(i)-9(j)

multilinear ist.

Aufgabe 55.6. Zeige, dass im Allgemeinen in einem Tensorprodukt V & g W
nicht jeder Vektor von der Form v ® w ist.
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Mit berechnen ist in den folgenden Aufgaben gemeint, die Tensorproduk-
te als Linearkombinationen von Tensorprodukten zu den Standardvektoren
auszudriicken.

Aufgabe 55.7. Berechne in R? @z R? das Tensorprodukt

6 5)
(%) (%)
Aufgabe 55.8.*

Berechne in R? @z R? das Tensorprodukt
3
()= (7
4

Aufgabe 55.9. Berechne in R3 @z R3 das Tensorprodukt

5 -8
3|l ®| 9
7 —4

Aufgabe 55.10. Berechne in R? ®p R? @r R? das Tensorprodukt
-7
6 -5
(_7) o3 |e ( ; ) |
-3
Aufgabe 55.11. Berechne in R? @ R?® @r R* das Tensorprodukt
9 —7
3| ® ®
7

Aufgabe 55.12. Berechne in C? @¢ C? das Tensorprodukt

| 6
<34_+?) S
2+ 3i

[SI[ N[
Wik O = W

Aufgabe 55.13. Berechne in C ®g C ®r C das Tensorprodukt
(4-5)®(3—-"T)® (-2 —6i).
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Aufgabe 55.14.*

Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum mit dem Dualraum V*. Zeige,
dass es eine Linearform

VeV —K
gibt, die f ® v auf f(v) abbildet.

Aufgabe 55.15. Es sei K ein Korper und es seien V' und W Vektorrdume
iiber K. Es sei V* der Dualraum zu V. Zeige die folgenden Aussagen.

a) Es gibt eine multilineare Abbildung
V* x W — Homg (V,W), (f,w) — (v f(v)w).

b) Es gibt eine lineare Abbildung
Y VW — Homyg (V, W),
die f ® w auf die lineare Abbildung v — f(v)w abbildet.

¢) Wenn V und W endlichdimensional sind, so ist 1 aus Teil (b) ein Isomor-
phismus.

Aufgabe 55.16. Es sei K ein Korper und seien
(‘/17 <_7 _>1)7 SRR (Vn7 <_7 _>n)

Vektorrdume iiber K, auf denen jeweils eine Bilinearform (—, —), fixiert sei.
Zeige, dass auf den Tensorprodukt V; @ --- ® V,, eine Bilinearform (—, —)
gegeben ist, fiir die

(v1®---®vn,w1®-~-®wn) = (vl,w1>1---(vn,wn)n

gilt.

Aufgabe 55.17. Der R* sei mit der Minkowski-Standard-Form versehen.
Bestimme die zugehorige Linearform auf R* @ R*.

55.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 55.18. (2 Punkte)

Berechne in R? @z R? das Tensorprodukt
6 -5
-3 ®|-1
8 4
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Aufgabe 55.19. (3 Punkte)
Berechne in C? ®¢ C? ®c C? das Tensorprodukt

. 5 .
(2_—11) o319 o (—21++11> ‘
4 — 31

Aufgabe 55.20. (3 Punkte)

Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und (—, —) eine Bilinear-
form auf V, die beziiglich der Basis vy,...,vy von V durch die Gramsche
Matrix M = (a;;) beschrieben werde. Beschreibe die zugehorige Linearform
auf V ®g V beziiglich der zugehorigen Basis.

Aufgabe 55.21. (4 Punkte)

Es sei K ein Korper und seien U, V,W Vektorrdume iiber K. Stifte eine
lineare Abbildung

Hompg (U, V) ® Homy (W W) — Hompg (U, W) s
die ¢ ® ¢ auf ¢ o1 abbildet.

56. VORLESUNG - TENSORPRODUKT II

56.1. Basiswechsel bei Tensorprodukten.

Lemma 56.1. Es sei K ein Korper und seien Vi, ..., V, endlichdimensionale
Vektorriume iiber K. Es seien vij,] € Ji,...,0Vn5,7 € Jpn, und wy;,j €
Ji, .. Wy, J € Jp, Basen von Vi, ..., V,, mit den Basiswechselmatrizen

Bi = M:;ll = (airs)lgr,sgdim(%) .
Dann ist die Basiswechselmatriz (mit J = Jy X -+ X J,, ) zwischen den Basen
Uljl K- Q& Unjnv (jl?' e 7.]71) € J und wljl X ® wnjna (jla s 7]n) S J
des Tensorproduktes durch die J x J-Matrix mit den Eintrdgen
Cltsdn)s(kisekn) = Qljiks """ Anjnky

beschrieben.

Beweis. Nach der Definition 9.2 der Basiswechselmatrix ist

Vis = E QjrsWiy+

red;

Somit ist unter Verwendung von Lemma 55.9 (3)

jleJl ]nEJn
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= E A1jiky Ok, Wij; @ v+ @ Wy, s

und diese Koeflizienten bilden die Basiswechselmatrix. O

Beispiel 56.2. Wir betrachten den R? mit den Basen v = (2) , <_83>

und der Standardbasis tv und C als reellen Vektorraum mit den Basen r =
3 — 21,4+ 50 und y = 1,7. Damit sind die Basiswechselmatrizen, wie sie in
Lemma 56.1 auftreten, gleich

5 —3
=)
3 4
32:<_2 5).

Wir folgen der Anordnung (1,1),(1,2),(2,1),(2,2) und erhalten die Basis-
wechselmatrix

und

15 20 -9 -—-12
—-10 25 6 —15
18 24 24 32
—12 30 —-16 40

In der zweiten Spalte steht beispielsweise, wie man v; ® x5 als Linearkombi-
nation der wy; ® y1, w; ® Yo, Wo @ Yy, We ® Yo ausdriickt.

56.2. Tensorprodukt und Dualraum.

Satz 56.3. Es sei K ein Korper und seien Vi, ..., V, endlichdimensionale
Vektorraume tber K. Dann gibt es eine natiirliche Isomorphie

We -V, —=WVe V) e Q f,—
(01 ©@ - @ vp = fr(v1) -+ fulva))-

Beweis. Fiir fixierte Linearformen f; € Vi*,... f, € V,,” ist die Abbildung
Vix-xV,— K, (v1,...,0,) — fi(v1) - fu(vn),
nach Aufgabe 16.37 multilinear und definiert daher eine Linearform auf V; ®
-+ ® V,. Dies ergibt die Abbildung
WX x V) — (V@@ V) (f1, oy fn) —
(11 ® - @vn) = fi(v1) -+ fa(vn)).

Diese Gesamtzuordnung W ist ebenfalls multilinear und ergibt somit eine
lineare Abbildung

%*@...@Vn*_)(vl@...@vn)*

Nach Korollar 55.13 und Korollar 13.12 haben die Rédume die gleiche Di-
mension. Es seien v;;, 1 < j < dim (V;), Basen der V;. Dann bilden die
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V1j, @ -+ @ vy, nach Satz 55.12 (3) eine Basis von Vi ® --- ® V,, und die
Dualbasis dazu eine Basis des Dualraumes. Wir behaupten die Gleichheit der
linearen Abbildungen

(o], ® - @ vy ) = (U1, @+ ® Uny,)" -
Diese ergibt sich, da beide Abbildungen, angewendet auf die Basiselemente

Vigy @ -+ @ Upg,, bel (k1,...,kn) = (41,...,Jn) den Wert 1 und andernfalls
den Wert 0 ergeben. Daher ist W surjektiv und damit auch injektiv. U

Lemma 56.4. Es sei K ein Kdorper und U, V, W seien K -Vektorriume. Dann
gelten folgende Aussagen (im Sinne einer kanonischen Isomorphie).

(1) Es st

UgV 2V egU.
(2) Es st
Uk (VorgW) =2 (UegV)ex W.

Beweis. Siehe Aufgabe 56.2. U

56.3. Tensorprodukte von linearen Abbildungen.
Lemma 56.5. Es sei K ein Korper und seien Vi,...,V,,Wq,..., W, Vek-
torrdume tber K. Es seien
i Vi — W,

K-lineare Abbildungen. Dann g¢ibt es eine wohldefinierte lineare Abbildung

Vi -V, —W®- W,
mit

¢(U1 Q- Un) = 901@1) Q@ ‘Pn(vn)‘
Beweis. Die Gesamtabbildung
VixeooxV, "5 Wix oo X Wy Z W @ - @ Wy

ist nach Aufgabe 16.29 multilinear. Dies induziert nach Lemma 55.4 eine
lineare Abbildung

V@ @V, —= W - QW, t1® & vy — 0(11) ® - ® (vy,).
O

Definition 56.6. Es sei K ein Korper und seien Vi, ..., V,,, Wy, ..., W, Vek-
torrdume iiber K. Zu K-linearen Abbildungen

o Vi — W,
heifit die lineare Abbildung
Vi -V, —mWQ- - W,, U1®"'®Un'—>S01(U1)®"'®S0n(vn)7
das Tensorprodukt der ¢;. Es wird mit ¢; ® - - - ® ¢, bezeichnet.
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Proposition 56.7. Es sei K ein Korper und seien U, V, Z Vektorrdume iiber
K. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Zu einer K-linearen Abbildung ¢: U — V gibt es eine natiirliche
K-lineare Abbildung ¢ @k ldz: U Rk Z —V QR Z.

(2) Wenn ¢ surjektiv ist, ist auch ¢ @k 1dz surjektiv.

(3) Wenn ¢ injektiv ist, so ist auch p @k Idz injektiv.

Beweis. (1). Dies ist ein Spezialfall von Lemma 56.5.
(2). Die Surjektivitét der Abbildung
UQxZ —V Rk Z

ist klar, da die v ® z ein K-FErzeugendensystem von V ®j Z bilden und diese
im Bild der Abbildung liegen.

(3). Wegen der Injektivitéit konnen wir
UcCcvVvV

als Untervektorraum auffasen. Eine Basis u;, ¢ € I, von U kénnen wir zu
einer Basis u;, ¢ € J, mit I C J von V ergéinzen. Sei z;, £ € L, eine Basis
von Z. Dann ist nach Satz 55.12 die Familie v; ® 2, (j,¢) € J x L, eine Basis
von V& Z und v; ® 24, (i,£) € I x L, ist eine Teilmenge davon, die eine Basis
von U ® Z ist. Also wird unter

UZ — VeI

eine Basis auf linear unabhéngige Elemente abgebildet und somit ist diese
Abbildung injektiv. O

Von daher werden wir zu Untervektorraumen U; C V4,...,U, C V, das
Tensorprodukt U ® - - -® U, als Untervektorraum von V; ® - - -® V,, auffassen.

Korollar 56.8. Es set K ein Kdorper und U, V,W seien K-Vektorriume.
Dann ist

Uk (VoW) =2 (UgV)d (U W).
Beweis. Siehe Aufgabe 56.5. U

56.4. Korperwechsel.

Schon héufig haben wir ein reelles Problem dadurch vereinfacht, dass wir es
als Problem iiber den komplexen Zahlen aufgefasst haben. Wenn die Situati-
on mit einer reellen Matrix formuliert werden kann, so kann man diese direkt
als eine komplexe Matrix auffassen und dafiir die (nichtreellen) komplexen
Eigenwerte berechnen und &hnliches. Matrizen sind im Allgemeinen von der
Wahl von Basen abhingige Beschreibungen mathematischer Objekte. Mit
dem Tensorprodukt kann man den Ubergang zum Komplexen auf der Ebene
der Objekte selbst sinnvoll beschreiben. Wir betrachten daher hier den Fall
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des Tensorproduktes, wenn iiber K ein K-Vektorraum V und eine Korperer-
weiterung K C L vorliegt. Wir fixieren die verwendeten Sprechweisen.

Definition 56.9. Eine Teilmenge K C L eines Korpers L heifit Unterkdrper
von L, wenn folgende Eigenschaften gelten.

1) Esist 0,1 € K.

2) Mit a,b € K ist auch a +b € K.

3) Mit a,b € K ist auch a-b € K.

4) Mit a € K ist auch —a € K.

(5) Mit a € K,a # 0, ist auch ! € K.

Definition 56.10. Sei L ein Koérper und K C L ein Unterkérper von L.
Dann heiBt L ein Erweiterungskirper (oder Oberkdrper) von K und die In-
klusion K C L heif3t eine Korpererweiterung.

Lemma 56.11. Se: K C L eine Korpererweiterung. Dann ist L in natiirli-
cher Weise ein K-Vektorraum.

Beweis. Die Skalarmultiplikation
KxL— L, (\z)+— Az,

wird einfach durch die Multiplikation in L gegeben. Die Vektorraumaxiome
folgen dann direkt aus den Korperaxiomen. O

Definition 56.12. Zu einem K-Vektorraum V iiber einem Korper K und
einer Korpererweiterung K C L nennt man L Qg V den durch Korperwechsel
gewonnenen L-Vektorraum.

Statt L ®g V schreibt man auch V7.

Proposition 56.13. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und K C L
eine Korpererweiterung. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Das Tensorprodukt L @ V' ist ein L-Vektorraum.
(2) Es gibt eine kanonische K -lineare Abbildung

V —>LogV,v— 1®wv.

Bei K = L ist dies ein Isomorphismus.
(3) Zu einer K-linearen Abbildung p: V. — W ist die induzierte Abbil-
dung

ldy®p: L&V — LRxg W
eine L-lineare Abbildung.
(4) ZuV = K™ ist
L&k K" = L".
(5) Zu einem endlichdimensionalen K -Vektorraum V' ist
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(6) Zu einer weiteren Kéorpererweiterung L C M ist
MekV =2 Mo, (LeogV)

(eine Isomorphie von M -Vektorrdiumen).

Beweis. (1). Die Multiplikation
LxL— L, (r,s)—>rs,

ist L-bilinear und insbesondere K-bilinear und fiithrt nach Lemma 55.4 zu
einer K-linearen Abbildung

L®xg L — L.

Dies induziert nach Lemma 56.4 (2) und nach Proposition 56.7 eine K-lineare
Abbildung

Leog (LeogV)=2(LOk L)@V — LRk V.
Dies ergibt eine wohldefinierte Skalarmultiplikation
Lx(LegV)— (LogV),
die explizit durch

n

S - (Zm@mj) = Z(S’f’j)@?ﬂj

j=1

gegeben ist. Aus dieser Beschreibung folgen direkt die Eigenschaften einer
Skalarmultiplikation. (2). Die K-Homomorphie folgt direkt aus der Bilinea-
ritdt des Tensorprodukts. Bei L = K ist die Abbildung surjektiv. Die Ska-
larmultiplikation K x V' — V induziert eine K-lineare Abbildung

Die Verkniipfung der kanonischen Abbildung V — K ®x V mit dieser Ab-
bildung ist die Identitdt auf V', so dass die erste Abbildung auch injektiv
ist. (3) folgt aus der expliziten Beschreibung in (1). (4) folgt aus Korollar
56.8. (5) folgt aus (4). (6). Nach Teil (2) haben wir einerseits eine K-lineare
Abbildung V' — L ®k V. Dies fiihrt zu einer K-multilinearen Abbildung

MxV —Mx(LogV)— Mo, (LexV),
die eine K-lineare Abbildung
MgV — M@, (LegV)
induziert. Andererseits haben wir eine L-lineare Abbildung
LegV — M®gV.

Rechts steht ein M-Vektorraum, daher kann man die Skalarmultiplikation
als eine L-multilineare Abbildung

Mx (Lo V) — L@gV
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auffassen, die ihrerseits zu einer L-linearen Abbildung

fithrt. Diese beiden Abbildungen sind invers zueinander, was man auf den
zerlegbaren Tensoren {iberpriifen kann. Daran sieht man auch, dass sich die
M-Multiplikationen entsprechen. O

Lemma 56.14. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und K C L eine
Korpererweiterung. Es sei v;, © € I, eine Familie von Vektoren aus V. Dann
gelten folgende Aussagen.

(1) Die Familie v;, i € I, ist genau dann ein K-Erzeugendensystem von
V, wenn 1 ®v;, © € I, ein L-Erzeugendensystem von L @ V' ist.

(2) Die Familie v;, i € I, ist genau dann K -linear unabhdngig (iber K)
in'V, wenn 1 ® v, i € I, linear unabhingig (iber L) in L @ V ist.

(3) Die Familie v;, i € I, ist genau dann ein K-Basis von V', wenn 1®v;,
1€ 1, eatn L-Basis von L ® V ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 56.15. O

Beispiel 56.15. Es sei V' ein reeller Vektorraum. Die Tensorierung mit der
R-Algebra C, also

Ve = C@rY,
nennt man die Komplexifizierung von V. Wenn V' die Dimension n besitzt,
so besitzt V¢ als komplexer Vektorraum ebenfalls die Dimension n. Wenn

man V¢ als reellen Vektorraum betrachtet, so besitzt er die reelle Dimension
2n.

56. ARBEITSBLATT

56.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 56.1. Es seien im R? die Basen v = (_37) , (_25 und die Stan-
dardbasis ¢ und in C die reellen Basen r = 8 —2i,6 + 3i und y = 1,1 gegeben.
Bestimme die Ubergangsmatrix zu den zugehérigen Basen auf dem Tensor-

produkt R? ®@g C.

Aufgabe 56.2. Es sei K ein Korper und U, V, W seien K-Vektorrdume.
Zeige die folgenden Aussagen (im Sinne einer kanonischen Isomorphie).

(1) Esist
UV 2V erU.
(2) Es ist
Uk (VorgkW) =2 (Ueg V) W.
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Aufgabe 56.3. Die linearen Abbildungen
¢: R? — R?

und
¥ R? — R?

seien beziiglich der Standardbasen durch die beiden Matrizen (_3 4 3) und

(8 g) gegeben. Bestimme die Matrix zur linearen Abbildung

e®Y: RPQR? — R? @ R2

Aufgabe 56.4. Es sei K ein Korper und sei Z ein Vektorraum iiber K.
Wir betrachten die Zuordnung V — V ®g Z, die einem Vektorraum V das
Tensorprodukt V ®x Z und einer K-linearen Abbildung

o V—W
die Tensorierung ¢ ® Id; zuordnet. Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Zur Identitét
Idvi V —V
ist auch
Idv ®Idz = Id\/@Z
die Identitét.
(2) Zu linearen Abbildungen
U-Sv-Sw
ist
Wop)@lds = (p@1dg) o (P @1dy).
(3) Zu einem Isomorphismus
o: V—W

ist auch ¢ ® Idz ein Isomorphismus, und fiir die Umkehrabbildung
gilt
(peldy) ™ = ¢ ©ldy.

Aufgabe 56.5. Es sei K ein Korper und seien U, V, W Vektorrdume iiber
K. Zeige, dass eine kanonische Isomorphie

Uk (VeW) =2 (UegV)® Uk W)

vorliegt.
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Aufgabe 56.6.*
Es seien Vi,...,V, endlichdimensionale K-Vektorraume und es seien
Ui CUpC...CUidgimv) CVi,...,Upg CUp2 C ... CUpdimv,) C Vo

Fahnen in den beteiligten Vektorrdumen. Zeige, dass es keine Fahne in V] ® i
-+ ®g V, geben muss, in der die einzelnen Unterrdume die Gestalt

Ul,j:l Q- ® Un,jn
haben.

Aufgabe 56.7. Es seien U; C Vi, U C Va, ..., U, CV, Untervektorrdume
mit den Restklassenrdumen V; /Uy, ..., V, /U,. Gibt es eine kanonische Iso-
morphie

Vi@ V)/(Uhe U, = V/U)®- & (V,/U,)?

Aufgabe 56.8. Es sei K ein Korper und seien Vi, ..., V,, Vektorrdume iiber
K. Es seien diagonalisierbare K-lineare Abbildungen

i Vi —V;
gegeben. Zeige, dass auch das Tensorprodukt
¢1®...®¢n; V1®"‘®Vn—>vl®"'®vn

diagonalisierbar ist.

Aufgabe 56.9. Es sei K ein Korper und seien Vi, ..., V,, Vektorrdume iiber
K. Es seien trigonalisierbare K-lineare Abbildungen

pir Vi— Vi
gegeben. Zeige, dass auch das Tensorprodukt
1R Qpp: VI®--- 0V, - Vi® -0V,

trigonalisierbar ist.

Aufgabe 56.10. Die lineare Abbildung ¢: V — V sei beziiglich der Basis

v1, vy durch die Jordan-Matrix ((1) }) und die lineare Abbildung ¢: W —

W sei beziiglich der Basis wy, wy durch die Jordan-Matrix (é i) gegeben.

(1) Bestimme die Matrix von
eRY: VoW — VoW

beziiglich der Basis v; ® wy, v1 ® ws, v9 ® w1y, Vg @ ws.
(2) Bestimme die jordansche Normalform von ¢ ® .
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Aufgabe 56.11. Es sei K ein Korper und seien Vi, ..., V,, Wy, ..., W, Vek-
torrdume iiber K. Zeige, dass die Abbildung

Homyg (%,Wl) X -+ X Hompg (Vn,Wn) —
Homg (Vi@ -+ @ Vo, W1 @ - @ Wo), (01, -+, 0n)p1 @ -+ @ @y,

multilinear ist.

Aufgabe 56.12. Es sei K ein Korper und seien Vi,...,V,, Wq,..., W, end-
lichdimensionale K-Vektorrdume. Zeige, dass es einen kanonischen Isomor-
phismus

Hompg (Vi,W1) ® - -- @ Homg (V,,, W,,) —
Homg (Vi®@ - @ V,, W1 ®---®@ W,)
gibt.

Aufgabe 56.13. Sei K C L eine Korpererweiterung und z € L. Zeige, dass
die Abbildung
L — L, x+— zx,

K-linear ist.

Aufgabe 56.14. Sei K C L eine Korpererweiterung und es sei a € L. Zeige,
dass die Einsetzungsabbildung, also die Zuordnung

v: K[X| — L, P+— P(a),
folgende Eigenschaften erfiillt (dabei seien P, Q € K[X]).

(1) (P+Q)(a) = P(a) + Q(a),
(2) (P-Q)(a) = P(a) - Qa),
(3) 1(a) = 1.

Aufgabe 56.15. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und K C L eine
Korpererweiterung. Es sei v;, ¢ € I, eine Familie von Vektoren aus V. Zeige
die folgende Aussagen.

(1) Die Familie v;, i € I, ist genau dann ein K-Erzeugendensystem von
V, wenn 1 ® v;, i € I, ein L-Erzeugendensystem von L ® V ist.

(2) Die Familie v;, i € I, ist genau dann K-linear unabhéngig (iiber K)
in V, wenn 1 ® v;, @ € I, linear unabhéngig (iiber L) in L ® V ist.

(3) Die Familie v;, ¢ € I, ist genau dann eine K-Basis von V', wenn 1®v;,
1 € I, eine L-Basis von L ® V ist.
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Aufgabe 56.16. Sei K C L eine Korpererweiterung. Wir betrachten die Zu-
ordnung V — V;, = L ®g V, die einem K-Vektorraum V den L-Vektorraum
L ®p V und einer K-linearen Abbildung

p: V—W
die Tensorierung  zuordnet. Zeige die folgenden Aussagen.
(1) Zur Identitét
Idy: V —V
ist
(IdV)L = IdL®KV

die Identitét.
(2) Zu linearen Abbildungen

U-v-Sw
ist
(Yop)L = Yrowpr.
(3) Zu einem Isomorphismus
p: V—W
ist auch ¢y ein Isomorphismus, und fiir die Umkehrabbildung gilt

()™ = (¢ 1),

Eine Korpererweiterung K C L heifit endlich, wenn L ein endlichdimensio-
naler Vektorraum iiber K ist.

Sei K C L eine endliche Kérpererweiterung. Dann nennt man die K-(Vektor-
raum-)Dimension von L den Grad der Kérpererweiterung.

Aufgabe 56.17.*

Bestimme den Grad der Kérpererweiterung R C C.

Aufgabe 56.18. Seien K C L C M Korpererweiterungen derart, dass M
iiber K endlich ist. Zeige, dass dann auch M iiber L und L iiber K endlich
sind.

Aufgabe 56.19. Sei K C L eine endliche Korpererweiterung und sei z, . . .,
rn, € L eine K-Basis von L. Zeige, dass die Multiplikation auf L durch die
Produkte

rir;, 1 <i<j<mn,
eindeutig festgelegt ist.
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Aufgabe 56.20. Sei K C L eine endliche Koérpererweiterung und seien
vy,...,v, € L Elemente, die eine K-Basis von L bilden. Sei x € L, z # 0.
Zeige, dass auch zvq,...,zv, € L eine K-Basis von L bilden.

Aufgabe 56.21. Sei K C L eine Korpererweiterung und seien V4, ..., V,, K-
Vektorrdume. Zeige, dass es eine kanonische Isomorphie der L-Vektorrdume

Lok (Vi®k Qg V,) = (LRgk V1) QL+ Q@ (L®g Vy).

Aufgabe 56.22. Zeige, dass die Korpererweiterung Q C R nicht endlich ist.

Es sei K ein Korper und sei A ein K-Vektorraum. Man nennt A eine kom-
mutative K- Algebra , wenn es ein ausgezeichnetes Element 1 und eine Ver-
kniipfung, genannt Multiplikation,

AxA— A, (a,b) —> a-b,
gibt, die die Bedingungen
(1) Esist

fiir alle a € A.
(2) Die Verkniipfung ist assoziativ.
(3) Es ist
a-b="b-a

fiir alle a € A.
(4) Fiir ce K und a € A ist

ca = (cl)-a,
wobei ca und ¢l die Skalarmultiplikation bezeichen.
erfiillen.

Wichtige Beispiele fiir K-Algebren werden durch Koérpererweiterungen K C
L gegeben. Aber auch der Polynomring K[X] ist eine K-Algebra.

Aufgabe 56.23. Es sei K ein Korper und seien A und B Algebren iiber K.
Zeige, dass A ®g B ebenfalls eine K-Algebra ist, wobei die 1 durch 1®1 und
die Multiplikation fiir zerlegbare Tensoren durch

(a®b)-(c®d) := (a-c)®(b-d)
festgelegt ist.

In den folgenden Aufgaben bedeutet =, dass sich die Addition, die Multipli-
kation, die 0 und die 1 entsprechen.
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Aufgabe 56.24. Sei K C L eine Korpererweiterung. Zeige, dass fiir den
Polynomring die Gleichheit

Lok K[X] = L[X]

gilt.

Aufgabe 56.25. Es sei K ein Korper. Zeige, dass fiir Polynomringe die
Gleichheit

KXok K[Y] = K[X,Y]
gilt.

Aufgabe 56.26. Es sei K C L eine Korpererweiterung und A eine K-
Algebra. Zeige, dass L @ A eine L-Algebra ist.

56.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 56.27. (4 Punkte)

Es seien im R? die Basen v = _65 , <_74 und die Standardbasis ¢ und
-3 2 5

im R3 die Basist = | 4 |, -1, (2| und die Standardbasis gegeben.
-5 6 4

Bestimme die Ubergangsmatrix zu den zugehorigen Basen auf dem Tensor-
produkt R? ®@r R3.

Aufgabe 56.28. (2 Punkte)
Es sei K ein Korper und seien Uy, ..., U,, Vi,...,V,,Wy,..., W, Vektor-

rdume iiber K. Es seien

Vi Ui —V;
und

pir Vi— W,
K-lineare Abbildungen. Zeige

(9010@01)@9“‘@(%0@%) = (801®®90n)0(1/11®®¢n)
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Aufgabe 56.29. (2 Punkte)
Es seien Vi,...,V, Vektorrdume iiber dem Koérper K und
wi: Vi—V,
lineare Abbildungen und
P=p1® - Qp: V1®--- @V, = Vi®--- 3V,

die zugehorige Tensorproduktabbildung. Es sei a; ein Eigenwert von ;. Zeige,
dass a; - - - a, ein Eigenwert von ¢ ist.

Aufgabe 56.30. (4 Punkte)
Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Zeige, dass die Abbildung
End (V) — K,
die sich aus der Identifizierung
End (V) = V'@gV

geméafl Aufgabe 55.15 und der natiirlichen Abbildung

VergV — K, fov+— f(v),
im Sinne von Aufgabe 55.14 ergibt, gleich der Spur ist.

Aufgabe 56.31. (6 (24+4) Punkte)
Die lineare Abbildung ¢: V — V sei beziiglich der Basis vy, vy durch die

Jordan-Matrix (é 1) und die lineare Abbildung ¢: W — W sei beziiglich

110
der Basis wq, wo, w3 durch die Jordan-Matrix [ 0 1 1| gegeben.
001

(1) Bestimme die Matrix von
pRY: VW — VW

beziiglich der Basis v; ® w1y, v1 ® ws, v1 ® w3, Vo @ w1, Vg X Wa, Vg @ wW3.
(2) Bestimme die jordansche Normalform von ¢ ® .

Aufgabe 56.32. (4 Punkte)

Es seien Uy C Vi,Uy C Vs, ..., U, C V,, Untervektorraume mit den Restklas-
senrdumen V; /Uy, ..., V, /U,. Zeige, dass der Kern der kanonischen Abbil-
dung

Vi@ @V — W) & (Vo/U)
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gleich
SVie - @ViaeUeViue- o,
j

ist.

Aufgabe 56.33. (4 Punkte)

Es sei K C L eine Korpererweiterung. Zeige, dass L ®x L kein Korper sein
muss.

57. VORLESUNG - DACHPRODUKT I
57.1. Lineare Abbildungen bei Koérperwechsel.

Definition 57.1. Zu einer linearen Abbildung
p: V—W

zwischen K-Vektorrdumen V und W und einer Kérpererweiterung K C L
heilt die L-lineare Abbildung

Q- VL:L®KV—>WL:L®KVV, b®vr—>b®go(v),
die durch Korperwechsel gewonnene lineare Abbildung.
Diese Abbildung ist nicht nur K-linear, sondern, wie in Proposition 56.13 (3)

gezeigt wurde, auch L-linear.

Lemma 57.2. Es sei K ein Korper und sei V' ein n-dimensionaler K-
Vektorraum mit einer Basis v = vq,...,v, und sei W ein m-dimensionaler
K-Vektorraum mit einer Basis o = wyq, ..., W,,. s sei

p: V—W

eine lineare Abbildung mit der beschreibenden Matriz M = My (@) = (ai;) -
Es sei K C L eine Kérpererweiterung. Dann wird die durch den Korper-
wechsel gewonnene lineare Abbildung

Q- VL — WL
beziiglich der Basen 1 ®@uvy,...,1®v, von Vy und 1 @wy, ..., 1R w, von W,
ebenfalls durch die Matrix M, aufgefasst tiber L, beschrieben.

Beweis. Wegen Lemma 56.14 liegen in der Tat Basen vor. Das Basiselement
v; von V wird unter ¢ auf

p(v) = Y ajw;
=1
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abgebildet. Somit wird das Basiselement 1 ® v; von V;, unter ¢, auf
e(1®v) = 1®e;) =1® (Z aijwi) =D _a;(1@w).
i=1 i=1
Die Koeffizienten a;; konstituieren also die beschreibende Matrix von ¢y.

g

57.2. Das Dachprodukt.

Unter den multilinearen Abbildungen spielen die alternierenden Abbildungen
eine besondere Rolle, das wichtigste Beispiel ist die Determinante. Wir fithren
hier eine Konstruktion fiir das sogenannte Dachprodukt durch, dass fiir die
alternierenden Abbildungen eine dhnliche Rolle spielt wie das Tensorprodukt
fiir die multilinearen Abbildungen.

Wir erinnern an alternierende Abbildungen.

Es sei K ein Korper, V und W seien K-Vektorrdume und sei n € N. Eine
multilineare Abbildung

P V'"=Vx-- - xV —W
—_———

n—mal
heifit alternierend, wenn folgendes gilt: Falls in v = (vq,. .., v,) zwei Eintrige
ibereinstimmen, also v; = v; fiir ein Paar ¢ # j, so ist
d(v) = 0.

Konstruktion 57.3. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und n € N.
Wir konstruieren das sogenannte n-te Dachprodukt von V mit sich selbst,
geschrieben A" V. Dazu betrachten wir die Menge S aller Symbole der Form

(v1,...,0,) mit v; € V
und die zugehorige Menge der e(,, ... 4,). Wir betrachten den Vektorraum
H = K(S),
das ist die Menge aller (endlichen) Summen
ajes, + -+ +ages, mit a; € K und s; € S,

die e, bilden eine Basis. Dies ist mit der natiirlichen Addition und der natiirli-
chen Skalarmultiplikation ein Vektorraum, und zwar ein Untervektorraum
des Abbildungsraumes Abb (S, K) (es handelt sich bei H um die Menge der-
jenigen Vektoren, die fiir fast alle Elemente s € S den Wert 0 haben). In H
betrachten wir den Untervektorraum U, der von den folgenden Elementen
erzeugt wird (die man die Standardrelationen des Dachprodukts nennt).

C(V1,0e 01— 1,0F W04 150y Vn) T (VL0 1,00 1o 0n) T GV 05— 1, W,V 15,0

fiir beliebige vy, ..., v;_1,Vi11,..., Uy, v, w € V.

C(V140e 0= 1,040,041 500050m) T AC(V1 00— 1,0,0i 41,00,V
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fiir beliebige vy, ..., v;_1,Vi11,..., U0, v € V und a € K.

€ (V11 Vim 1 VUi 1oy VUj— 10,054 15+ Un )

fiir 7 < j und beheblge U1y 53 Vi—1,Vig1,- - o5, V-1, V415 - - -, U, U eV.
Dabei ist der Leitgedanke, die Regeln, die fiir eine alternierende multilineare
Abbildung gelten miissen, dadurch zu erzwingen, dass man die obigen Re-
lationen zu 0 macht. Der erste Typ reprisentiert die Additivitdt in jedem
Argument, die zweite die Vertraglichkeit mit der skalaren Multiplikation, die
dritte die alternierende Eigenschaft.

Man setzt nun

/n\V = H/U,

d.h. man bildet den Restklassenraum von H modulo dem Unterraum U.

Die Elemente e, ....,) bilden dabei ein Erzeugendensystem von H. Die Rest-

klasse von ey, . ,,) modulo U bezeichnen wir mit'?

(O IANNVAN )0
Die Standardrelationen werden dann zu den Rechenregeln'
VA AV AW+ w) Avigr A A,
ANV ANVANU g AN AN, U A LAV AW AV N A Uy,
VANV NAQUONANVI Ao AUy, = a- U1 N AV AUAVr AL AUy
und

vl/\.../\vi_l/\v/\leA.../\vj_l/\v/\vj+1/\...Avn = 0.

Definition 57.4. Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Man nennt
den (in Konstruktion 57.3 konstruierten) K-Vektorraum A"V die n-te dufe-
re Potenz (oder das n-te Dachprodukt) von V. Die Abbildung

n
V”H/\V,(vl,...,vn)n—ml/\...Avn,

nennt man die universelle alternierende Abbildung.
13

Es ist nicht einfach, sich unter den Ausdriicken v A ... A v, bzw. A etwas vorzustellen.
Wichtiger als die ,,Bedeutung® dieser Symbole ist ihr Transformationsverhalten und die
Rechenregeln, die dafiir gelten. Erst der operative Umgang mit diesen Symbolen lisst die
Bedeutung entstehen. Wenn man aber eine ungefahre Vorstellung haben mochte, so kann
man sagen, dass v; A...Av, das von den Vektoren vy, ..., v, erzeugte ,orientierte“ Paral-
lelotop in V repriisentiert. Das Dachprodukt A" V besteht dann aus Linearkombinationen
von solchen Parallelotopen.

lpg gilt die Klammerungskonvention ,, Dachprodukt vor Punktrechnung“, d.h. der Aus-
druck avy A...Awv, ist als a(vy A... Av,) zu lesen. Es gelten aber ohnehin die Gleichheiten

a(vi A Avy) = (av1) A Av, = v AL A (avy).
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57.3. Rechenregeln fiir das Dachprodukt.

Lemma 57.5. Es sei K ein Korper und V' ein K -Vektorraum. Dann gelten
fiir die dufleren Potenzen folgende Aussagen.

(1) Die Elemente der Form vy A ... Av, mitv; € V bilden ein Erzeugen-
densystem von \" V.
(2) Die Abbildung

n
V”—>/\V,(vl,...,vn)»—>vl/\.../\vn,

18t multilinear und alternierend.

(3) Es st
VA AV ANUNWA Vo AN AUy, = —U1 AL AUy AWAUV AV N AUy,
(4) Seien uy, ..., um €V gegeben und seien

m
Uj = E aijui
i=1

fir g =1,...,n. Dann ist

n
mN..oNY, = Z ( aijj>uil/\.../\uin
j=1

(115eeyin)E{1,...,m}"

— Z (Z sgn(ﬂ') Haiﬂ(i)j> Uiy N AU,
1

1<i1<..<in<m \7wES, j=

Beweis. (1) folgt direkt aus der Konstruktion. (2). Es liegt die zusammenge-
setzte Abbildung

Vvt — H=KY") — H/U

vor, wobei (vi,...,v,) auf eg, . ,,) und dies auf die Restklasse v; A ... A
vpabgebildet wird. Dabei sichert die Definition des Unterraums U, dass je-
weils die Eigenschaften einer multilinearen alternierenden Abbildung erfiillt
sind. (3) gilt nach Lemma 16.8 fiir jede alternierende Abbildung. (4). Die erste
Gleichung gilt nach Lemma 16.6 fiir jede multilineare Abbildung. Wenn sich
in dem Indextupel (i1, ..., i,) ein Eintrag wiederholt, so ist u;, A...Au;, = 0
wegen alternierend. Wir miissen also nur noch Tupel betrachten, wo al-
le Eintrage verschieden sind. Diese kénnen nach Umordnen auf die Form
1 <14 < ... <1, <m gebracht werden. Bei einem fixierten aufsteigenden
Indextupel ist die Summe {iber alle dazu permutierten Indextupel gleich

n n
E H Wiy Wiy NN - N Ui = E sgn(m) H Qi (i Win A oo AU,
=1

TeSy, j=1 TES

g
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Korollar 57.6. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum der Dimen-
sion n. Es seien vy,...,v, und wy,...,w, Vektoren in V', die miteinander
in der Beziehung

U1 w1

=M

Up Wy,
stehen, wobei M eine n X n-Matriz bezeichnet. Dann gilt in \"'V die Bezie-
hung

VI A A, = (det M)wy A ... Aw,,.

Beweis. Mit M = (bj,) ist v; = > ,_, bjswy und mit der transponierten
Matrix M™ = (a;;) ist v; = >, | a;;w;. Damit sind wir in der Notation von
Lemma 57.5 (4) und es gilt

n
mAN...\Nv, = ( Sgn H m)]> wi, N AN wg,
1<21< <ipn<n \mweS, j=1
n
= E sgn l_Ia7r jW1 A oA\ Wy,
TES, j=1

da dann i; = j sein muss. Daher folgt die Aussage aus der Leibniz-Formel
fiir die Determinante. U

57.4. Die universelle Eigenschaft des Dachproduktes.

Die folgende Aussage beschreibt die universelle Eigenschaft des Dachproduk-
tes.

Satz 57.7. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und n € N. Es sei
vVt — W

eine alternierende multilineare Abbildung in einen weiteren K-Vektorraum
W. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

E /\ V—W
derart, dass das Diagramm
vr — A"V
N
w

kommutiert.

Beweis. Wir verwenden die Notation aus Konstruktion 57.3. Durch die Zu-
ordnung
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wird nach Satz 10.10 eine K-lineare Abbildung
v H—W

definiert. Da ¢ multilinear und alternierend ist, wird unter ¢ der Untervek-
torraum U C H auf 0 abgebildet. Nach Satz 48.7 gibt es daher eine K-lineare
Abbildung

v HIU — W,
die mit v vertréiglich ist. Die Eindeutigkeit ergibt sich daraus, dass die v; A
... A\ v, ein Erzeugendensystem von A"V bilden und diese auf ¢ (vy, ..., v,)
abgebildet werden miissen. U

Es bezeichne Alt"(V, K) die Menge aller alternierenden Abbildungen von V™
nach K. Diese Menge kann man mit einer natiirlichen K-Vektorraumstruktur
versehen, siche Aufgabe 16.27.

Korollar 57.8. Es sei K ein Kérper, V ein K-Vektorraum und n € N.
Dann gibt es eine natiirliche Isomorphie

(;\V) — AW (V. K), Y — ((v1,...,00) = (1 Ao Awy)).

Beweis. Die Abbildung ist einfach die Verkniipfung ) — 104, wobei §: V' x
- x V — A"V die kanonische Abbildung bezeichnet. Die Linearitit der
Zuordnung ergibt sich aus den linearen Strukturen des Dualraumes und des

Raumes der alternierenden Formen. Die Bijektivitéit der Abbildung folgt aus
Satz 57.7, angewendet auf W = K. O

Satz 57.9. Es sei K ein Kiorper und V' ein K-Vektorraum und k € N,.
Dann gibt es eine kanonische surjektive lineare Abbildung

Ve -V -—=VA.. . AV - Qug+—>v1 NA... N\
Beweis. Dies ergibt sich aus der alternierenden Abbildung

k
Vk—>/\V,(vl,...,vk)>—>vl/\.../\vk,

geméB Lemma 55.4 (2). Die Surjektivitdt beruht darauf, dass das Erzeugen-
densystem vy A ... A v im Bild liegt. Il

Wenn V' endlichdimensional ist, so ergibt sich aus der vorstehenden Aussage
und Korollar 55.13, dass das Dachprodukt endliche Dimension besitzt. Diese
werden wir in der letzten Vorlesung bestimmen.
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57. ARBEITSBLATT

57.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 57.1. Sei K C L eine Korpererweiterung, V' ein endlichdimensio-
naler K-Vektorraum und

p: V—V
eine lineare Abbildung. Zeige, dass das charakteristische Polynom zu ¢ mit
dem charakteristischen Polynom der Tensorierung ¢y, iibereinstimmt.

Allerdings kénnen beim Ubergang von K nach L neue Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms und damit neue Eigenwerte und Eigenvektoren auf-
treten.

Aufgabe 57.2. Sei K C L eine Korpererweiterung und seien V' und W
Vektorraume iiber K.

a) Definiere eine L-lineare Abbildung

L ®x Homy (‘/, W) — Homjp, (VL, WL) ,
die ¢ ® ¢ auf ¢ (Id;, ®¢) abbildet.

b) Seien die beiden Vektorrdume nun endlichdimensional. Zeige, dass die
Abbildung aus Teil (a) ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 57.3. Sei K C L eine Korpererweiterung, V' ein K-Vektorraum
und W ein L-Vektorraum. Es sei

o V—W

eine K-lineare Abbildung. Zeige, dass es eine L-lineare Abbildung
o: Vp — W

gibt, die ¢ fortsetzt (also auf V' C V; mit ¢ iibereinstimmt).

Aufgabe 57.4. Vereinfache in /\2 R3 den Ausdruck

€1 N (62 — 463) — €9 A (561 + 362 — 463) -+ (763) A €1 — 4 (561 A 263)
+ (2e1 — 8ez) A (2e1 — 8ey).

Aufgabe 57.5. Vereinfache in A®R? den Ausdruck

(1 — e2) A (e2 — 4e3) A (Ber — Sez + 4e) + (Tes) A (er — 4des)
A (563 - 61) - (463 — 262) N eay A (461 + 362 — 463).
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Aufgabe 57.6. Vereinfache in A®R? den Ausdruck
—TeiNeaNes+6egAesAer+4esNeaAer+3eaAei Aes+besAeg Aeg—11lea AesAey .

Aufgabe 57.7. Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Zeige die Gleich-
heit V = A\'V.

Aufgabe 57.8. Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum der Dimension
n. Zeige, dass \" V nicht der Nullraum ist.

Aufgabe 57.9. Sei K ein Korper und V' ein m-dimensionaler K-Vektor-
raum. Es sei n > m. Zeige A"V = 0.

Aufgabe 57.10. Es sei K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum. Es seien fi,..., fi € V*. Zeige, dass die Abbildung

Vx.o-xV— K, (1)1, R, ,’Uk> —— det (fi(vj))lgi,jgka

multilinear und alternierend ist.

Aufgabe 57.11. Zeige folgende Aussage iiber das Dachprodukt: Es sei K

ein Korper und V' ein K-Vektorraum der Dimension n. Es seien vy, ..., v,
und wy, ..., w, Vektoren in V', die miteinander in der Beziehung
w1 U1
=M
wT U'f‘

stehen, wobei M eine r x r-Matrix bezeichnet. Dann gilt in A"V die Bezie-
hung
wy AL Aw, = (det M)vyp AL A,

Aufgabe 57.12. Beweise Satz 57.9 direkt aus der Konstruktion fiir das
Tensorprodukt und der Konstruktion fiir das Dachprodukt.

Aufgabe 57.13. Es sei V ein K-Vektorraum und sei n € N.
(1) Kann man durch die Zuordnung
VANV Q- QU
eine (lineare) Abbildung von A"V nach V@ --- ® V festlegen?
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(2) Kann man auf die kanonische Abbildung
VXXV —V -V

die universelle Eigenschaft fiir das Dachprodukt anwenden, um eine
lineare Abbildung von A"V nach V ® --- ® V zu erhalten?

Aufgabe 57.14. Es sei V ein K-Vektorraum und sei
VXXV —V -V

(mit n Faktoren) die kanonische multilineare Abbildung.

(1) Es sei 0 € S,, eine Permutation. Zeige, dass es eine multilineare Ab-

bildung

Toog: VX -+ XV —2V® - -V
mit

(moo)(vi,...,Un) = Vo) ® -+ ® Vo(n)
gibt.

(2) Zeige, dass ) g sgn(o)m o o multilinear und alternierend ist.
(3) Zeige, dass es eine lineare Abbildung

v AV—Ve-eV
mit
V(g Ao Awy) = Z sgn(0) V1) @« @ Uo(n)

oc€Sh

gibt.

Aufgabe 57.15. Sei K C L eine Korpererweiterung, V' ein K-Vektorraum
und n € N. Zeige, dass es eine kanonische Isomorphie der L-Vektorrdume

A\ Vi und (A V),
(wobei links das Dachprodukt iiber L steht) gibt.

57.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 57.16. (2 Punkte)

Sei K C L eine Korpererweiterung, V' ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum und
p: V—V
eine lineare Abbildung. Zeige
det ¢ = det ¢r.
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Aufgabe 57.17. (4 Punkte)

Es sei
p: V=V

ein Endomorphismus auf einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum V'
und

©c - V@—>V@

die zugehorige Komplexifizierung. Zeige, dass ¢ genau dann (asymptotisch)
stabil ist, wenn dies fiir ¢ gilt.

58. VORLESUNG - DACHPRODUKT II
58.1. Eigenschaften des Dachprodukts.

Satz 58.1. Es sei K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K -Vektor-
raum der Dimension m. Es sei vy, ..., v, eine Basis von V und es sein € N.
Dann bilden die Dachprodukte

Vi, N A, mitl < <Ll <d, <M

eine Basis von \" V.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass ein Erzeugendensystem vorliegt. Da die
Elemente der Form w; A ... A w, nach Lemma 57.5 (1) ein Erzeugendensy-
stem von A"V bilden, geniigt es zu zeigen, dass man diese durch die an-
gegebenen Elemente darstellen kann. Fiir jedes w; gibt es eine Darstellung
w; = Y ", a;;v;, daher kann man nach Lemma 57.5 (4) die wy A ... A wy,
als Linearkombinationen von Dachprodukten der Basiselemente darstellen,
wobei allerdings jede Reihenfolge vorkommen kann. Sei also v, A ... A vy,
gegeben mit k; € {1,...,m}. Durch Vertauschen von benachbarten Vektoren
kann man nach Lemma 57.5 (3) (unter Inkaufnahme eines anderen Vorzei-
chens) erreichen, dass die Indizes (nicht notwendigerweise streng) aufsteigend
geordnet sind. Wenn sich ein Index wiederholt, so ist nach Lemma 57.5 (2)
das Dachprodukt 0. Also wiederholt sich kein Index und diese Dachprodukte
sind in der gewiinschten Form.

Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit zeigen wir unter Verwendung von
Lemma 14.7, dass es zu jeder n-elementigen Teilmenge I = {iy,...,i,} C
{1,...,m} (mit iy < ... <1i,) eine K-lineare Abbildung

/\ V—K
gibt, die v;, A ... Awv;, nicht auf 0 abbildet, aber alle anderen in Frage ste-

henden Dachprodukte auf 0 abbildet. Dazu geniigt es nach Satz 57.7, eine
alternierende multilineare Abbildung

AV — K
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anzugeben mit A (vj,,...,v;,,) # 0, aber mit A (vj,,...,v;,) = 0 fir jedes
andere aufsteigende Indextupel. Es sei U der von den v;, ¢ # i, erzeugte
Untervektorraum von V und W = V/U der Restklassenraum. Dann bilden
die Bilder der v;,, k = 1,...,n, eine Basis von W, und die Bilder von al-
len anderen n-Teilmengen der gegebenen Basis bilden dort keine Basis, da
mindestens ein Element davon auf 0 geht. Wir betrachten nun die zusam-
mengesetzte Abbildung

AV W (KM i

Diese Abbildung ist nach Satz 16.9 multilinear und nach Satz 16.10 alternie-
rend. Nach Satz 16.11 ist A(zy, ..., 2,) = 0 genau dann, wenn die Bilder von
z; in W keine Basis bilden. O

n det

Bei V. = K™ mit der Standardbasis ey, ..., e, nennt man die e;; A ... Ae;,
mit iy < ... <1, die Standardbasis von \" K™.

Bemerkung 58.2. Zu Basen vy, ..., v, und wy, ..., w,, eines K-Vektorrau-
mes V' mit den Beziehungen

m
U] = E aijwi
i=1

erhdlt man zwischen den Basen
vy Ao A, mitl <gp <Ll <d, <mound wi, AL Aw;,
mitl<iy<... <1, <m
des A"V die Beziehung

n
Vi A A, = Z <Z sgn(ﬂ)Haisjﬂs)) Wi, A Aw;,
s=1

1<i1 < <in<m \7wESn

Dies beruht geméfi Lemma 57.5 (4) auf

m m
(o VANPINWAN V5, = (Z aijlwz-) VANIAN <Z aijnwi>

i=1 i=1

= Z (Z sgn(m H azsyw(s)> wi, N ..o AN w;,.

1<ii<-<in<m \TESH s=1

3

Korollar 58.3. Es sei K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K -
Vektorraum der Dimension m. Dann besitzt das n-te dufSere Produkt \"V

die Dimension
m
o

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 58.1 und Aufgabe 3.15 (Analysis (Osna-
briick 2014-2016)). O
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Insbesondere ist die duBere Potenz fiir n = 0 eindimensional (es ist /\O V=
K) und fiir n = 1 m-dimensional (es ist A\'V = V). Fiir n = m ist A"V
eindimensional, und die Determinante induziert (nach einer Identifizierung
von V mit K™) einen Isomorphismus

/\V—)K, (U1, ..y U) — det (v1, ..., V).

Fiir n > m sind die duleren Produkte der Nullraum und besitzen die Di-
mension 0.

Wir erweitern die in der letzten Vorlesung gezeigte natiirliche Isomorphie
(A" V)" = Alt"(V, K) zu einer natiirlichen Isomorphie

/n\v* o (/n\v> >~ AI™(V, K).

Satz 58.4. Es sei K ein Korper und V' ein n-dimensionaler Vektorraum. Es
sei k € N. Dann gibt es eine natiirliche Isomorphie

k k *
P /\V* — (/\ V)

maut

(¢<f1 VANIAN fk))<’U1 VANPIRNWAN Uk) = det (fZ(U]))Z]
(mit fi € V¥ undv; € V).
Beweis. Wir betrachten die Abbildung (mit k& Faktoren)

Vix-o-xV*— Abb(V x --- x V. K)

mit

(Froeeos i) — ((Ul, o) — det (fi@j))ij) .

Fiir fixierte f1,..., fi ist die Abbildung rechts multilinear und alternierend,
wie eine direkte Uberpriifung unter Verwendung der Determinantenregeln
zeigt. Daher entspricht diese nach Korollar 57.8 einem Element in < /\k V> .

Insgesamt liegt also eine Abbildung

k *
Y

vor. Eine direkte Priifung zeigt, dass die Gesamtzuordung ebenfalls multiline-
ar und alternierend ist. Aufgrund der universellen Eigenschaft gibt es daher
eine lineare Abbildung

o A (M)



344

Diese miissen wir als Isomorphismus nachweisen. Sei dazu vq,...,v, eine
Basis von V' mit der zugehorigen Dualbasis v, ..., v}. Nach Satz 58.1 bilden
die

v;/\.../\vfk,lgil <...<ip<n,

eine Basis von /\k V*. Ebenso bilden die
Uil/\-”/\vimlgil <. o< <n,

eine Basis von A"V mit zugehoriger Dualbasis (v;, A ... A v;,)*. Wir zeigen,
dass vj, A... Av; unter i auf (v; A...Avy)* abgebildet wird. Fiir 1 < j; <
o< Jr <nist

w (v;‘1 A A vfk)) (vj, Ao Avj,) = det (U; (vjs)lgnsgk) )

Bei {i1,...,ix} # {Jj1,-..,Jx} gibt es ein ¢, das von allen js verschieden
ist. Daher ist die r-te Zeile der Matrix 0 und somit ist die Determinante 0.
Wenn dagegen die Indexmengen iibereinstimmen, so ergibt sich die Einheits-
matrix mit der Determinante 1. Diese Wirkungsweise stimmt mit der von
(viy A... A, )" iiberein. d

58.2. Dachprodukte bei linearen Abbildungen.

Korollar 58.5. FEs sei K ein Korper, V und W seien K-Vektorrdume und
p: V—W

sei eine K-lineare Abbildung. Dann gibt es zu jedem n € N eine K-lineare

Abbildung
/\gp: /\V — /\W
mit v A ... A vy = e(v) A A p(uy).

Beweis. Die Abbildung

VIR L AW

ist nach Aufgabe 16.28 multilinear und alternierend. Daher gibt es nach Satz
57.7 eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

AV — AW
mit v1 A ... A v, = (o) AL A (). O

Proposition 58.6. Fs set K ein Korper, V und W seien K-Vektorrdume
und

p: V—W
sei eine K -lineare Abbildung. Zun € N sei

Aer Av— Aw
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die zugehorige K-lineare Abbildung. Dann gelten folgende Figenschaften.

(1) Wenn ¢ surjektiv ist, dann ist auch \" ¢ surjektiv.
(2) Wenn ¢ injektiv ist, dann ist auch \" ¢ injektiv.
(3) Wenn U ein weiterer K -Vektorraum und

ViU —V

eine weitere K -lineare Abbildung ist, so gilt
Npov) = (/\w) 0 (/\1/1) -

Beweis. (1). Seien wy, ..., w, € W gegeben und seien vy, ..., v, € V Urbilder
davon, also ¢(v;) = w;. Dann ist

(/n\@) (VI A LAU) = Wi AL A Wy,

Nach Lemma 57.5 (1) ergibt sich die Surjektivitit. (2). Wir kénnen aufgrund
der Konstruktion des Dachproduktes annehmen, dass V' und W endlichdi-
mensional sind. Die Aussage folgt dann aufgrund der expliziten Beschreibung
der Basen in Satz 58.1. (3). Es geniigt, die Gleichheit fiir das Erzeugenden-
system u; A ... A u, mit u; € U zu zeigen, wofiir es klar ist. U

58.3. Orientierungen und das Dachprodukt.

Unter Bezug auf das Dachprodukt kann man generell die Orientierung auf
einem reellen Vektorraum auf die Orientierung einer Geraden zuriickfiihren,
wie die folgende Aussage zeigt.

Lemma 58.7. Es sei V # 0 ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum
der Dimension n. Dann entsprechen durch die Zuordnung

(U1, .., U] > [Ur AL Ay

die Orientierungen auf V' den Orientierungen auf \" V.

Beweis. Es seien vy, ...,v, und wy, ..., w, zwei Basen von V' mit der Bezie-
hung
(%1 w1
=M
Un Wy,

Dann gilt nach Korollar 57.6
VIA . A, = (det M)wy A ... Awy,
woraus die Wohldefiniertheit der Abbildung und die Aussage folgt. O
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58. ARBEITSBLATT

58.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 58.1.%*

2 4
Driicke das Dachprodukt | 3 | A [ —1 | in der Standardbasis von A*R? aus.
2 5
Aufgabe 58.2. Es sei
¢: R? — R3
die durch die Matrix
4 -1
0 7
2 3

gegebene lineare Abbildung. Bestimme die Matrix zu /\2g0 beziiglich der
Standardbasen der Dachprodukte.

Aufgabe 58.3. Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei
vy, ..., U, eine Basis von V. Beschreibe die Matrix zur natiirlichen Abbildung
(n Faktoren)

V®K---®KV—>/\V

beziiglich der zugehorigen Basen.

Aufgabe 58.4. Es sei

V=UasoW
eine direkte Zerlegung in Untervektorrdume der Dimension dim (U) = r und
dim (U) = s. Zeige, dass es eine kanonische Isomorphie

r+s T s
AV = A\Ue AW

gibt.

Aufgabe 58.5. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Es seien
Ui, ..., u, € V. Zeige, dass es zu jedem k € N eine eindeutig bestimmte

lineare Abbildung
k
AV — AV
mit vy AL AV U AL AV Aug AL Ay, gibt.
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Aufgabe 58.6.*
Es sei V' ein Vektorraum iiber dem Kérper K und
p: V—V
ein Endomorphismus. Es sei
Ne: AN\V— AV
das m-te Dachprodukt von . Es seien vq,...,v,, linear unabhéngige Fi-

genvektoren zu ¢ zu den Eigenwerten aq,...,a,,. Zeige, dass a; - --a,, ein
Eigenwert von A" ¢ ist.

Aufgabe 58.7. Es sei K ein Korper und sei V' ein K-Vektorraum. Es sei
p: V=V

eine diagonalisierbare K-lineare Abbildung. Zeige, dass auch das Dachpro-

dukt . . .
Ne: A\V— AV

diagonalisierbar ist.

Aufgabe 58.8. Es sei K ein Korper und sei V' ein K-Vektorraum. Es sei
p: V—V

eine trigonalisierbare K-lineare Abbildung. Zeige, dass auch das Dachpro-

dukt . ; .
/\go: /\V—>/\V

trigonalisierbar ist.

Aufgabe 58.9. Beweise den Determinantenmultiplikationssatz mit Hilfe des
Dachproduktes.

58.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 58.10. (4 Punkte)
Driicke das Dachprodukt

2 1 -3 0 7 1
4131 A10)+51 2 A0 —=2[-5]A][ 3
4 3 3 1 3 —4

im /\2 R? als Linearkombination der Dachprodukte e; Aes, e; Aes und es Aes
aus.
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Aufgabe 58.11. (2 Punkte)

—2 7
Driicke das Dachprodukt [ 5 | A | =2 | in der Standardbasis von /\2 R3
—4 4
aus.
Aufgabe 58.12. (4 Punkte)
Driicke das Dachprodukt
3 2 0 1 1 7
6 7 3 2 -1 6
=2 oAl S A s A oA s
5 0 —2 4 3 —4
in der Standardbasis von /\3 R* aus.
Aufgabe 58.13. (5 Punkte)
Wir betrachten die Basis
9 4 2
V1 = 8 , Vg = 7 , Ug = 5
1 -3 -2

von R3 und die dadurch induzierte Basis
v = v A Vg, U1 A\ V3, Vg A Vs

von \° R?. Bestimme die Ubergangsmatrizen (in beide Richtungen) zwischen
der Basis v und der Standardbasis e; A e, €1 A e3, €3 A e3.

Aufgabe 58.14. (5 Punkte)

Es sei
0: R — R?
die durch die Matrix
4 -2 b
6 8 -3
1 4 -1

gegebene lineare Abbildung. Bestimme die Matrix zu /\290 beziiglich der
Standardbasen der Dachprodukte.
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ANHANG A: BILDLIZENZEN

Die Bilder dieses Textes stammen aus Commons (also http://commons.wiki-
media.org), und stehen unter unterschiedlichen Lizenzen, die zwar alle die
Verwendung hier erlauben, aber unterschiedliche Bedingungen an die Ver-
wendung und Weitergabe stellen. Es folgt eine Auflistung der verwendeten
Bilder dieses Textes (nach der Seitenzahl geordnet, von links nach rechts,
von oben nach unten) zusammen mit ihren Quellen, Urhebern (Autoren)
und Lizenzen. Dabei ist Quelle so zu verstehen, dass sich, wenn man

http://commons.wikimedia.org/wiki/File:

unmittelbar davor setzt, die entsprechende Datei auf Commons ergibt. Autor
benennt den Urheber des Werkes, falls dieser bekannt ist. Benutzer meint den
Hochlader der Datei; wenn keine weitere Information iiber den Autor vorliegt,
so gilt der Benutzer als Urheber. Die Angabe des Benutzernamen ist so zu
verstehen, dass sich, wenn man

http://commons.wikimedia.org/wiki/User:

unmittelbar davor setzt, die Benutzerseite ergibt. Wenn das Bild urspriinglich
in einem anderen Wikimedia-Projekt hochgeladen wurde, so wird die Doméne
(bspw. de.wikipedia.org) explizit angegeben.

Die Lizenz ist die auf der Dateiseite auf Commons angegebene Lizenz. Dabei
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e GFDL: Gnu Free Documentation License (siehe den angehéngten Text, falls
diese Lizenz vorkommt)

e CC-BY-SA-2.5 (3.0): Creative Commons Attribution ShareAlike 2.5 (oder
3.0)

e PD: gemeinfrei (public domain)
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