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Invariantentheorie
Vorlesung 6

Die alternierende Gruppe

Wir haben gesehen, dass der Invariantenring zur Operation der symmetri-
schen Gruppe S, auf dem Polynomring isomorph zum Polynomring in den
elementarsymmetrischen Polynomen ist. Eine wichtige Untergruppe der sym-
metrischen Gruppe ist die alternierende Gruppe A,, C 5,,, an deren Definition
wir erinnern.

DEFINITION 6.1. Zu n € N heifit die Untergruppe
A, = {o € S,|sgn(o) =1}

der geraden Permutationen die alternierende Gruppe.

Die alternierende Gruppe ist der Kern des Signumshomomorphismus und
damit ein Normalteiler. Die A,, operiert wie die S,, auf dem Polynomring
K[X;,...,X,]. Wir interessieren uns fiir den Invariantenring K[X1, ..., X,]"".
Nach Proposition 5.1 (1) haben wir die Inklusionen

K[E.,...,E,)] = K[X,,...,X,]”" C K[X,,...,X,]" C K[X\,...,X,].

Zur Beschreibung des Invariantenringes unter der alternierenden Gruppe ist
der Begriff der relativen Invarianten beziiglich eines Charakters sinnvoll.

Relative Invarianten

DEFINITION 6.2. Es sei K ein Korper und R eine kommutative K-Algebra,
auf der eine Gruppe G als Gruppe von K-Algebraautomorphismen operiere.
Es sei

x: G— K*
ein Charakter auf (G. Dann nennt man

RS := {f € R| fo = x(0) - f fiir alle 0 € G}

die x-relativen Invarianten oder Semiinvarianten beziiglich x.

Der Invariantenring ist also die Menge der Invarianten relativ zum trivialen
Charakter. Die y-relativen Invarianten sind ein R“-Untermodul von R. Wenn
namlich ¢ invariant und f x-invariant ist, so ist

(9f)o = (g)o - (f)o = gx(o)f.



Der Invariantenring zur alternierenden Gruppe

LEMMA 6.3. Es sei K ein Korper der Charakteristik # 2. Dann gilt fir die
natirliche Operation der Permutationsgruppe S, auf dem K™ die Gleichheit

K[Xy,.. Xl = K[X1,..., X% A,
wobei A =TT, _;(X; — X;) die Vandermondesche Determinante ist.

Beweis. Das Polynom A hat offenbar die Eigenschaft, dass es signumsin-
variant ist, dass sich also sein Vorzeichen bei einer ungeraden Permutation
umkehrt. Hierzu muss man sich nur klar machen, dass sich bei einer Trans-
position das Vorzeichen um —1 dndert. Dabei kann man sich sogar auf solche
Transpositionen beschrianken, die zwei Nachbarn ¢ und 7+ 1 miteinander ver-
tauschen. Dann wird aus dem Faktor X;.; — X; der Faktor X; — X;,; und
alle anderen Faktoren werden allenfalls vertauscht. Insgesamt wird A auf —A
abgebildet. Wir miissen also zeigen, dass jedes signumsinvariante Polynom F
ein Vielfaches von A ist. Der andere Faktor ist dann automatisch invariant.

Fiir diese Teilerbeziehung geniigt es wegen der Faktorialitiat von K[V] zu
zeigen, dass X; — X ein Teiler von F ist (¢ # j). Wir schreiben F' in den
neuen Variablen Xy, k #14,7, X; + X;, X; — X als

F =) Gu(Xe, Xi + X;) (X — X;)" .

n=0
Dann ist einerseits
F(Xim X;) = Y (=1)"G (Xi Xi + X;) (X, — X))
n=0

und anderseits (da F' signumsinvariant ist)

n=0
Daraus folgt wegen char(K) # 2, dass fiir n gerade G,, = 0 sein muss.
Insbesondere ist Gy = 0. Also ist F' = H (X; — X;), wie behauptet. O

Noch einmal explizit: Es geht um die Polynome, die relativ zur Signumsab-
bildung invariant sind, fiir die also

Fo = sgn(o)F
fiir alle Permutationen gilt. Fiir eine gerade Permutation o muss also
Fo=F
sein, fiir eine ungerade Permutation dagegen
Fo = —F.
Insbesondere sind solche Polynome invariant unter der alternierenden Grup-
pe.
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SATZ 6.4. Es sei K ein Korper der Charakteristik char(K) # 2. Die alter-
nierende Gruppe A,, operiere natirlich auf V = K™. Dann ist

K[V = K[V @ K[V]|Sr = K[E,...,E,]® K[E,...,E,]- .

sgn

Beweis. Die Gleichheit rechts ergibt sich aus Satz 1.7 und Lemma 6.3. Auf
K[V]4» operiert die Restklassengruppe S,/A4, = {1,—1} = Z/(2) wie in
Proposition 5.1 beschrieben. Sei 7 das nichttriviale Element daraus. Dieses
wird représentiert durch eine beliebige ungerade Permutation, etwa durch
eine Transposition. Sei F' € K[V]4" ein Polynom, das invariant unter der
alternierenden Gruppe ist. Nach Proposition 5.1 (3) ist F'7 unabhéngig von
dem gewahlten Reprisentanten 7. Es ist

1 1
F = §(F+ Fr)+ E(F — Fr),

wobei die beiden Summanden symmetrisch bzw. signumsinvariant sind. Dies
tiberpriift man, indem man die (geraden oder ungeraden) Permutationen dar-
auf anwendet. Die Summe ist direkt, da der Durchschnitt 0 ist: Ein Polynom,
das sowohl symmetrisch als auch signumsinvariant ist, muss 0 sein. |

BEISPIEL 6.5. Die natiirliche Operation der alternierenden Gruppe Az &
Z/(3) auf dem K? wird durch den Zykel

€1 ——> €9, € —— €3, €3 —— €]

erzeugt. Besitzt K dritte primitive Einheitswurzeln, so kann man die zu-
gehorige Matrix diagonalisieren und man erhélt eine neue Basis mit den
Eigenvektoren

€1+ es + e3, e1 + Cea + (e, e 4 ey + Ces.
Wir fithren die neuen Variablen
U=X+Y+Z,V=X+Y+CZW=X+CY+(Z
ein. In dieser Basis ist der erzeugende Automorphismus durch
Ur— U, ViV, W — C*W
gegeben und der Invariantenring ist in dieser Basis gleich
K[U, V3 VW, W?].
Die einzige Relation ist gegeben durch V3W?3 = (VIW)3.

Wie sieht der Unterring der symmetrischen Polynome aus? Die Transposition
Y < Z ldsst U unverdndert und vertauscht V' und W. Das bedeutet fiir
den alternierenden Invariantenring, dass V3 und W3 vertauscht werden. Der
symmetrische Invariantenring ist daher

K[U,VW,V? 4+ W?].
Dabei sind
VW = X2+ Y2+ 22 + (XY + CXY + (XZ+ PXZ+(YZ + Y Z,



V3=X34+ Y34+ 22+ 6XYZ+32XY? +36X2Y + 36X 2%+ 3¢2 X327
+383Y 2% +3¢Y*Z
und

W3=X34+ Y3+ 234+ 6XYZ+3EXY? +3682X2Y + 362X 7% +3¢X?Z
+36Y 2% + 3¢6%Y? 7.
Fiir die Vandermondsche Determinante gilt

A = (Y-X)Z-X)Z-Y)
= XY?- X+ XZ-XZ2+YZ -YZ

1 3 113
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Reynolds-Operator

DEFINITION 6.6. Es sei R C S ein Unterring eines kommutativen Ringes S.
Man sagt, das R ein direkter Summand von S ist, wenn es einen R-Modul
M gibt mit S = R@® M (es liegt also ein R-Modulisomorphismus vor).

Diese Eigenschaft ist dquivalent dazu, dass es einen R-Modulhomomorphis-
mus

v: S— R

mit ¢ o = idg gibt. Eine stéirkere Eigenschaft ist die Existenz eines Ring-
homomorphismus

v: S— R

mit ’QZ}OL: ldR

BEISPIEL 6.7. Es sei K ein Kérper und A eine von 0 verschiedene K-Algebra.
Dann ist K ein direkter Summand von A. Dies beruht darauf, dass man
die 1 zu einer K-Basis von A ergénzen kann. Mit dem von den anderen
Basiselementen erzeugten K-Untervektorraum V' C Aist dann A = K-1@V.
Im Allgemeinen muss es aber keinen K-Algebrahomomorphismus A — K
geben. Bei einer (nichttrivialen) Kérpererweiterung K C L gibt es keinen
Ringhomomorphismus von L nach K.

Fiir einen Invariantenring R C R nennt man einen R“-Modulhomomorphi-
smus

p: R — R®
mit pot = Idge auch einen Reynolds-Operator. Ein Reynolds-Operator muss
im Allgemeinen nicht existieren, er existiert aber unter der folgenden Bedin-

gung.
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LEMMA 6.8. Es sei G eine endliche Gruppe, die auf einer kommutativen K -
Algebra R als Gruppe von K -Algebraautomorphismen operiere. Die Gruppen-
ordnung sei kein Vielfaches der Charakteristik von K. Dann ist die Abbildung

1
p: R—)RG,frHMZf@

ein Reynolds-Operator. Insbesondere ist R C R ein direkter Summand.

oceG

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung an die Charakteristik ist #(G) eine
Einheit in K und damit in R, also ist die angegebene Abbildung wohldefi-
niert. Die Abbildung ist offenbar ein Gruppenhomomorphismus. Fiir g € R
und f € R ist ferner

p(gf) = = (9f)o
G)

= gp(f),

daher liegt ein R“-Modulhomomorphismus vor. Fiir g € R ist

1 1 1
plg) = MU;QU = mgg = m(#(G)g) =g,

also ist
pot = Idge.
O

Die Bedingung, dass die Gruppenordnung zur Charakteristik teilerfremd ist,
ist fiir viele Resultate der Invariantentheorie eine wesentliche Voraussetzung.
Der andere Fall, dass die Gruppenordnung ein Vielfaches der Charakteristik
ist, bildet ein eigenes Kapitel der Invariantentheorie, und besitzt sogar einen
eigenen Namen. Man spricht von modularer Invariantentheorie.

BEISPIEL 6.9. Es sei K ein Korper der Charakteristik 0 und A = K[X,Y].
Auf der A-Algebra

B = A[S,T|/(XS+YT+1) = K[X,Y,S,T]/(XS+YT +1)
operiert die additive Gruppe (K, +), indem ein A € K durch
X=X Y=Y S—=S4+NY,T—T-)X
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wirkt. Wegen
XS+NY)+Y (T —-2X) = XS+YT = —1

sind diese zunichst auf K[X,Y, S, T] definierten Ringautomorphismen auch
auf der Restklassenalgebra Automorphismen. Der Invariantenring ist A =
K[X,Y], wobei die Inklusion

AC B¢
unmittelbar klar ist. Zum Beweis der Umkehrung betrachten wir die Nenne-
raufnahme A — Ay und B — Byx. Es ist

Bx = (K[X,Y,S,T]/(XS+YT+1))y = (Ax[S,T]) /(XS+YT+1) = Ax[T],
wobei beim letzten Isomorphismus S auf %YT abgebildet wird. Ebenso ist
By = Ay[S]. Die Operation ldsst sich auf diese beiden Nenneraufnahmen

fortsetzen. Fiir die Operation auf Bx = Ax[T] ist Ax der Invariantenring.
Zu einem \ € K, X\ # 0, wird ein Polynom

F=a+aT+...4+a, 17" +a,T"
auf
ag+ a1 (T —AX) + ...+ an (T = AX)"' +a, (T — AX)"
abgebildet. Bei n > 1 ist der Koeffizient zu 77!
n—1 — nAXa,
und dies ist bei A # 0 nicht gleich a,_;. Also ist ein solches Polynom nicht
invariant. Das gleiche Argument gilt fiir Ay C Ay[S] = By.

Es sei nun F' € B invariant. Dann ist F’ auch als Element in Bx bzw. in By
invariant und daher ist sowohl F' € Ay als auch ' € Ax. Aus

G H
F pu— —_— pu— —_—
Xn ym
folgt
GY™ = HX"

und aus der Faktorialitit von KX, Y] ergibt sich, dass G ein Vielfaches von
X" sein muss. Somit gehort F' zu A. Der Invariantenring ist also A. Dieser
ist aber kein direkter Summand in B. Esist 1 ¢ (X,Y)in A, aber 1 € (X,Y)
in B, was unmittelbar aus der definierenden Gleichung XS+ YT = —1 folgt.
Nach Aufgabe 6.10 kann daher kein direkter Summand vorliegen.



