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Invariantentheorie

Vorlesung 5

Invariantenringe zu Untergruppen

PROPOSITION 5.1. Es sei R x G — R eine Operation einer Gruppe G auf
einem kommutativen Ring durch Ringautomorphismen. Sei H C G eine Un-
tergruppe. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) R¢ C RH.
(2) Sind Hy und Hy Untergruppen in G mit G = Hy - Ho, so ist
RN R™ = RY.

(3) Ist H ein Normalteiler in G, so operiert die Restklassengruppe G /H
auf R durch

flo] == fo.
Dabes ist
RY = (RM)¥".

Beweis. (1) ist klar. (2). Die Voraussetzung bedeutet, dass man o = [, o;

mit gewissen o; € Hy oder o; € Hy schreiben kann.

Die Inklusion D ist nach (1) klar. Die Inklusion C ist wegen

fo = f]oi = foui [[oi = f]]oi = £
=2 =2

i=1
klar. (3). Die Operation ist zunéchst wohldefiniert, d.h. unabhéngig vom
Repriisentanten. Seien dazu 0,0’ € G gegeben mit o’oc~! € H. Dann ist

fo' = fo'o7lo = fo.
Wegen der Normalteilereigenschaft gibt es fiir c € Gund 7 € H ein 7 € H
mit o7 = 7'0. Fiir f € RY ist
(fo)r = fr'lo = fo
und somit gehort fo ebenfalls zu R¥. Wir haben also eine Abbildung
R x G — RY.

Diese Abbildung ist in der Tat eine Gruppenoperation. Das neutrale Element
wirkt identisch und die Assoziativitat ergibt sich aus

follr]) = flot] = flo7) = (fo)r = (flo])7 = (flo])[7].
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Es liegt also eine Operation von G auf R¥ vor, und da die Elemente o € H
identisch wirken, induziert dies eine Operation von G/H auf RY. Bei den
Abbildungen f + fo handelt es sich um Ringautomorphismen, da es sich
um Einschrédnkungen von Ringautomorphismen auf R handelt, wobei sich
die Surjektivitit aus der Existenz von o~! ergibt.

Wir kommen zur Gleichheit

RY = (R")“™
Zum Beweis der Inklusion C sei f € RY. Dann ist insbesondere f € RF.
Wegen flo] = fo = fist f auch G/H- invariant. Zum Beweis der Inklusion

Dsel f € (RH)G/H C RH. Doch dann ist fiir ¢ € G wiederum fo = flo] =
7. 0

LEMMA 5.2. Es set
RxG—R

eine Operation einer Gruppe G auf einem kommutativen Ring R durch Ring-
automorphismen. Es seien H, H C G konjugierte Untergruppen. Dann sind
die Invariantenringe R™ und R™' in natiirlicher Weise isomorph.

Beweis. Die beiden Untergruppen seien vermoge 7 € G zueinander konju-
giert, d.h. die Abbildung

H—H, o— 7 'or,

sei ein Gruppenisomorphismus. Wir betrachten den zu 7 gehérenden Ring-
automorphismus
R— R, fr— fT,
und seine Einschriankung auf R C R. Fiir f € R” und ¢’ € H' mit o/ =
7 loT ist
(fr)o" = (fr)(r7loT) = for = [T,

also liegt das Bild in R”’. Da man die Rollen von H und H’ vertauschen
kann, liegt ein Isomorphismus vor. O

Polynomiale Dreiecksinvarianten

BEISPIEL 5.3. Wir betrachten die Menge der Dreiecke, aufgefasst mit der
Operation der Kongruenzabbildungen, siehe Beispiel 1.1. Die Vektoren v €
R? fasst man als Verschiebungen 7, und damit als Kongruenzabbildungen
auf. Mit einer beliebigen Kongruenz ¢ besteht die Beziehung ¢ o T, =
Ty © . Daher bilden die Verschiebungen einen Normalteiler in der Kon-
gruenzgruppe G (der uneigentlichen affinen Isometriegruppe). Nach Propo-
sition 5.1 kann man den Invariantenring R[X1, Y}, X, Ya, X3, Y3]¢ sukzessive
berechnen. Unter der Untergruppe V' der Verschiebungen ist der Invarian-
tenring offenbar gleich

R[lei/laXQ;}/QaX?)aY})]V - R[Xl - X3aYi - }/E%XQ - X37Yé - Y3]
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Dieser Ubergang entspricht geometrisch der Verschiebung des dritten Eck-
punktes in den Nullpunkt. Die Operation der Restklassengruppe, die ja die
uneigentliche Drehgruppe ist, auf diesem Polynomring in vier Variablen (die
wir jetzt Uy, Vi, Us, Vo nennen) rithrt von der natiirlichen (und linearen) Ope-
ration der Drehgruppe auf dem R? her. Die Determinante induziert einen
surjektiven Gruppenhomomorphismus

Oy (R) — {1, -1},

deren Kern die eigentliche Drehgruppe SO; (R) ist (das Urbild von —1 bilden
die Drehspiegelungen). Daher gibt es eine natiirliche Operation der Z/(2) auf

R[Ulu ‘/17 U27 %]SOQ(R) )

und man sollte zuerst diesen Invariantenring ausrechnen. Aufgrund der geo-
metrischen Interpretation (die drei Quadrate der Léngen des Dreiecks, das
Skalarprodukt der Seiten am Nullpunkt, der orientierte Flacheninhalt (bis
auf Skalierung)) miissen

U2+ V2 U2+ V2 (U = U, + (Vi = Va)*, UyUs + Vi Vi, UV — UV

invariante Polynome sein, was man auch direkt durch Rechnungen bestétigen
kann. Das Skalarprodukt ist dabei unmittelbar mit den ersten drei Langen-
quadraten polynomial ausdriickbar. Da die drei Léngen zwar die unorientier-
te Kongruenzklasse des Dreiecks bestimmen, es zu einem (nicht entarteten)
Léangentripel aber zwei entgegengesetzt orientierte Dreiecke gibt, muss es ein
weiteres SO (R)-invariantes Polynom geben, das aber nicht Oq (R)-invariant
ist, sondern Orientierungswechsel respektiert. Die Orientierung ist am fiinften
Polynom, der Determinante, ablesbar. Die drei Langenquadrate und die De-
terminante bestimmen die orientierte Kongruenzklasse des Dreiecks eindeu-
tig, somit représentieren diese vier Funktionen die Quotientenabbildung. Das
Quadrat der Determinante kann man als Polynom in den Langenquadraten
ausdriicken (beispielsweise ausgehend von der Heronschen Flichenformel).

LEMMA 5.4. Die Drehgruppe

SO, (R) — {(COS @ —sin O‘) lae [o,%)}

sin & Cos «

operiere linear und simultan auf dem R* = R? x R2. Dann ist der Invari-
antenring der zugehirigen Operation auf dem Polynomring R[Uy, Vi, Us, V3|
gleich

R[U1, Vi, Us, Vo32®) = R[U} + V2, Uz + Vi, U Uy + Vi Va, Ui Vo — Us V).

Dabei sind die ersten drei Erzeuger algebraisch unabhdngig, und das Quadrat
von U Vo — UsVy ldsst sich durch die ersten drei Erzeuger ausdriicken.
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Beweis. Die Invarianz der angegebenen Polynome sowie ihre inhaltliche Be-
deutung wurden schon in Beispiel 5.3 bemerkt. Wir betrachten die Erweite-
rung

R[U,, V1, Us, Vo] € C[Uy, Vi, Us, Vo).
Die angegebene Operation der SO5 (R) auf dem reellen Polynomring lésst sich
direkt auf den komplexen Polynomring fortsetzen, da das Gruppenelement

_ [cosa —sin«
9= \sina cosa
durch U; — cos aU; — sin a'V; etc. wirkt, und diese Ringhomomorphismen
reell oder komplex aufgefasst werden kénnen.! Ein Polynom F € R[Uy, V;,
Us, V5] ist genau dann invariant, wenn es aufgefasst in C[Uy, V1, Us, V5] inva-
riant ist. Wir fithren neue komplexe Variablen ein, ndmlich
Wy =U, +iWVy, 2y = Uy — iV, Wo = Uy + 1V, Zy = Uy —iVs.
Es bestehen die Beziehung
Wiz, = (U +iVy) (U —iVy) = UE + VP,
WoZy = (Uy +iVa) (Uy — iVa) = Us + Vy,
WiZy = (Uy +iVy) (Uy — iVa) = U Uy + ViVa — i (U1 Vo — Us Vi)
und
WaZy = (Uy+iVa) (U —iVh) = U Uy + ViVa + i (U Vo — U V1) .

Die beiden letzten Gleichungen zeigen, dass sich umgekehrt auch UU, +
ViVa und U Vy — UsVy durch Wi Zs und W52, ausdriicken lassen. Die beiden
Systeme erzeugen also die gleiche C-Unteralgebra von

C[U17 ‘/17 U27 ‘/2] = C[Wla Zl; W27 ZQ]
Wir schreiben die Elemente der operierenden Gruppe als

_ (cos a —sin «

. = cos a + ¢ sin «,
sin & cos «

wobei wir die Drehgruppe mit den komplexen Zahlen vom Betrag 1 (zusam-
men mit der komplexen Multiplikation) identifizieren. Die Operation wird
dann zu (e bezeichne die aus dem Reellen fortgesetzte Operation und - die
komplexe Multiplikation)

Wieo = (Uy+iV))eco
= (cosa)U; — (sina)Vi+i((sin o) Uy + (cos a) V7)
= (Uy+iV1)(cos a +isin )
= W, -0
(ebenso fiir W5) und
Zieo = (Up—iVy)eco
= (cosa)U; — (sin ) Vi —i((sin a)U; + (cos o) V1)

IDie operierende Gruppe wird also nicht komplexifiziert.



= (U; —iVy) (cos a —i sin )
= Zl.o'il

(ebenso fiir Z,). Wir betrachten auf C[Wy, Z1, Wy, Z,] die Z-Graduierung?,
bei der Wy, W5 den Grad 1 und Z;, Zs den Grad —1 bekommen. Die Ope-
ration der Gruppe ist homogen beziiglich dieser Graduierung. Daher ist der
Invariantenring ein graduierter Unterring. Auf der d-ten Stufe des Ringes ist
die Operation fiir t € S' € C* durch H > t*H gegeben. Fiir d = 0 ist dies
die Identitit, so dass die 0-te Stufe invariant ist. Fiir d # 0 gibt es t € S*
mit t? # 1, so dass es aufler 0 keine weiteren invarianten Polynome gibt. Der
Invariantenring ist also die 0-te Stufe. Diese besteht aus Linearkombinatio-
nen von Monomen der 0-ten Stufe, und ein Monom vom nullten Grad muss
ein Produkt der Elemente W;Z; sein. Der Invariantenring ist also

C[Wla Zla W27 ZZ]SOQ(R) = C[WIZD W1227 WZZD W2Z2]
= ClUZ+ V3 UE + V3, U\Uy + ViVa, UiVa — U VA).

Wir kehren zur reellen Situation zuriick. Es sei F' € R[Uy, Vi, Uy, V5] ein in-
variantes Polynom. Dann gibt es ein komplexes Polynom P in vier Variablen
mit

F = PU} + V2, U + V&, U Uy + ViVa, U Vo — U V)).

Mit Hilfe der komplexen Konjugation sieht man, dass es auch ein reelles
Polynom mit dieser Eigenschaft geben muss. Daher gilt fiir den reellen Inva-
riantenring

R[UL, Vi, Uz, VoJ*®®) = R[UF + V7, U + V5, UnUz + ViVa, UV — UaVA].
Fiir den Zusatz siehe Aufgabe 5.4. U

Der folgende Satz ist die polynomial-invariantentheoretische Version der Aus-
sage, dass die Kongruenzklasse eines Dreiecks durch die drei Seitenlédngen
(SSS) bzw. einen Winkel und zwei anliegende Seitenldngen (SWS) festgelegt
ist. Aufgrund dieses elementar-geometrischen Satzes weifl man, dass man jede
Invariante der Kongruenzklasse eines Dreiecks ,irgendwie” als eine Funktion
der drei Langen ausdriicken kann. Daraus folgt aber keineswegs automatisch,
dass man eine polynomiale Invariante auch polynomial ausdriicken kann.

SATZ 5.5. Die orthogonale Gruppe Oq (R) (der Drehungen und der Drehspie-
gelungen) operiere linear und simultan auf dem

R* = R? x R2.

Dann ist der Invariantenring der zugehérigen Operation auf dem Polynom-
T’mg R[Uh ‘/17 U27 ‘/2] gleZCh

R[UY, Vi, Uy, V5] 02 ®) = RUZ + V2, U2 + V2, U Uy + ViVa).

2Wir werden Graduierungen mit einer beliebigen graduierenden Gruppe und die zu-
gehorige Operation der Charaktergruppe in der siebten Vorlesung besprechen.
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Die drei Erzeuger sind daber algebraisch unabhdingig. Jede polynomiale In-
variante eines (nummerierten) Dreieckes ldsst sich polynomial in den drei
Seitenquadraten ausdriicken.

Beweis. Wie in Beispiel 5.3 erwahnt, gibt es eine kurze exakte Sequenz
1 — S0y (R) — O (R) — {1, -1} — 1.

Wir kénnen daher aufgrund von Proposition 5.1 den Invariantenring
R[Uy, Vi, Uy, V5] %2

aus dem Invariantenring zu
R[U1, V1, Uy, Vo] 502(®)

ausrechnen, der in Lemma 5.4 zu

B =R[U? + V2, U} 4+ V2, UUy + ViV, UiV — Uy V]

bestimmt wurde. Das nichttriviale Element der Restklassengruppe {1, —1}
wirkt auf B durch einen beliebigen Reprisentanten, beispielsweise durch

1) Der zugehorige Ringautomorphismus lésst Uy, Uy

unverdndert und schickt Vi, V5 auf ihr Negatives. Unter dieser Abbildung
sind die drei vorderen Erzeuger invariant und der hintere Erzeuger wird
auf sein Negatives abgebildet. Da das Quadrat des vierten Erzeugers zu
A=R[U2+ V2 U2+ V2, UUy+ V,Vs] gehort, liegt eine Operation auf einem
Ring der Form A[X]/(X? —a) durch X «+» —X vor. In einem solchen Fall ist
A der Invariantenring. O

die Spiegelung ( (1)

Quotientenkorper von Invariantenringen

PROPOSITION 5.6. Es sei G eine Gruppe, die auf einem Integrititsbereich R
als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Dann gelten folgende Figen-
schaften.

(1) Der Invariantenring RC ist ein Integrititsbereich.
(2) Die Operation induziert eine Operation von G auf dem Quotien-
tenkorper Q(R) als Gruppe von Kérperautomorphismen.
(3) Es ist Q (R®) € (Q(R))C.
(4) Es ist
RN(Q(R)® = RC.

Beweis. (1) ist wegen RY C R klar. (2). Es sei K = Q(R) der Quoti-
entenkorper von R. Zu jedem o € G setzt sich der Ringautomorphismus
f — fo aufgrund der universellen Eigenschaft der Nenneraufnahme zu ei-
nem Korperautomorphismus % > % fort. (3). Ein Element aus dem Quoti-
entenkorper @) (RG) hat die Form § mit invarianten Elementen f,g € RC.
Es ist also insbesondere invariant unter der induzierten Operation auf K.
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Daher gilt @ (RY) C (Q(R))“. (4). Die Inklusion R C RN Q(R)“ ist di-
rekt klar. Die andere Inklusion ergibt sich, da die Operation von G auf Q(R)
eingeschrénkt auf R die urspriingliche Operation ist. Wenn also f € R ist
und aufgefasst in QQ(R) invariant ist, so ist es iiberhaupt invariant. O

BEMERKUNG b5.7. Mit Proposition 5.6 hingt die Invariantentheorie von In-
tegritiatsbereichen eng mit der Galoistheorie des Quotientenkorpers zusam-
men. In der Situation des Satzes ist bei endlichem G die Kérpererweiterung
K% C K eine Galoiserweiterung, wie aus dem Satz von Artin folgt. K¢ ist ja
gerade der Fixring unter den Koérperautomorphismen zu G. Die Untergrup-
pen H C G liefern Zwischenkoérper K¢ € M = K" C Kund MNR = RHY
ist der zugehorige Zwischenring (man darf aber nicht erwarten, dass es eine
bijektive Korrespondenz zwischen Zwischenringen und Untergruppen gibt).
Héaufig besitzen Aussagen der Invariantentheorie stirkere Analoga aus der
Galoistheorie. Zu Proposition 5.1 (3) vergleiche man etwa die Riickrichtung
von Satz 16.4 (Koérper- und Galoistheorie (Osnabriick 2011)) (1).

Es gibt aber auch erhebliche Unterschiede zwischen Invariantentheorie und
Galoistheorie. Beispielsweise geht man in der klassischen Galoistheorie eher
von einem Grundkérper K aus und untersucht Kérpererweiterungen K C L
zusammen mit der K-Automorphismengruppe, wihrend man in der klassi-
schen Invariantentheorie eher mit dem Erweiterungsring anfingt und ver-
sucht, die Fixringe zu einer gewissen Operation zu bestimmen. Auch in der
Invariantentheorie wird héufig ein Grundkorper k£ vorausgesetzt, doch tritt
dieser kaum als Invariantenring auf, sondern iibernimmt die Rolle, dass alle
beteiligten Ringe k-Algebren iiber diesem Korper und alle Ringhomomor-
phismen k-Algebrahomomorphismen sind. Beispielsweise ist die Bestimmung
von Invariantenringen zum Polynomring k[X7, ..., X,,] zu (linearen) Grup-
penoperationen schon ein riesiges Teilgebiet der Invariantentheorie.

Bei einer endlichen Gruppe gilt in Proposition 5.6 (3) sogar Gleichheit, wie
die folgende Aussage zeigt.

LEMMA 5.8. Es set G eine endliche Gruppe, die auf einem Integritdtsbereich
als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Dann ist

Q (RY) = (Q(R))°.

Beweis. Die Inklusion @ (R%) C (Q(R))“ gilt nach Proposition 5.6 (3) fiir
jede Gruppe. Zum Beweis der Umkehrung seien f,g € R, g # 0, mit % €
(Q(R))Y gegeben. Wir betrachten

h = H go.

c€G,0#eq
Dann gelten in Q(R) die Identitéten
fo_

g hg



hf

(HGGG’, oc#eq gU) g
hf
HUEG go .
Nach Voraussetzung ist der Bruch und in dieser Darstellung offenbar auch
der Nenner invariant. Also muss auch der Zéhler invariant sein und somit ist

LeqQ(RY). O

BEISPIEL 5.9. Es sei K ein unendlicher Kérper. Wir betrachten auf R =
K[X,Y] die Operation von K* durch skalare Multiplikation. Zu A € K*
gehort also der durch X — AX, Y — A\Y gegebene K-Algebrahomomorphis-
mus. Der Invariantenring dazu ist K, also ein Koérper. Der Quotientenkorper
von K[X,Y] ist der Funktionenkorper K(X,Y') in zwei Variablen. Sein In-
variantenring unter der Operation ist K (%), also der Funktionenkorper in
einer Variablen. In dieser Situation gilt also

Q (RY) # (Q(R)“.




