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Invariantentheorie
Vorlesung 20

Beweis der Hinrichtung

Wir kommen zum Beweis der Hinrichtung im Satz von Chevalley-Shephard-
Todd, d.h. wir zeigen, dass eine Spiegelungsgruppe einen Polynomring als
Invariantenring besitzt. Wir werden wiederholt mit partiellen formalen Ablei-
tungen arbeiten. Diese verhalten sich wie die iiblichen partiellen Ableitungen
iiber R oder iiber C.

DEFINITION 20.1. Es sei K ein Korper. Zu einem Polynom
F=> aX cKX,.. X,
und 7, 1 <17 < n, heifit das Polynom

or
ox;, =

S v XY XX X
die formale partielle Ableitung von F nach X;.

Wir beweisen nun die Hinrichtung.

Beweis. Wir betrachten das Ideal I C K[X,...,X,], das von allen homo-
genen invarianten Polynomen positiven Grades erzeugt wird. Es sei I5 =
(fi,..., fm) ein homogenes minimales Erzeugendensystem fiir dieses Ideal.
Aufgrund von Lemma 12.6 bilden diese fi,..., f,, ein Algebraerzeugenden-
system von K[X1,...,X,]¢ Wir zeigen, dass die f; algebraisch unabhiingig
sind und nehmen an, dass g(f1, ..., f,n) = Oist mit g € K[Y3,...,Y,], 9 # 0,
ist. Sei dabei g von minimalem Grad.

Das Monom Y aus g wird nach Einsetzen zu f*, was ein homogenes Polynom
vom Grad ) . v; grad (f;) ist. Wir kénnen daher annehmen, dass alle Mono-
me, die in g(f1,..., fm) vorkommen, den gemeinsamen Grad d haben (die
Monome, die zu einem anderen Grad fiihren, werden einfach weggelassen).

Wir betrachten

9y
T ayl(flv s 7fm)7
die zum Invariantenring KX, ..., X,,|¢ gehéren. Die g; sind 0 oder sie haben
den Grad d — grad (f;). Da g(v1, ..., ym) nicht konstant ist, ist

dg
90, (Y15 Ym) # 0




2
fiir zumindest ein 7, da wir Charakteristik 0 voraussetzen. Dann muss auch
g; # 0 fiir ein i sein, da ¢ nach Annahme minimalen Grad besitzt.

Wir betrachten das Ideal J = (g1,...,9m) € K[Xi,...,X,], und sei nach
Umnummerierung k (> 1) so gewéhlt, dass

J = (917"'7916)
ist, aber keine echte Teilmenge davon dieses Ideal erzeugt. Fiir ¢ > k schreiben

wir i
g; = thjgp
j=1

wobei h;; = 0 ist oder aber homogen vom Grad grad(g;) — grad(g;) =

grad (f;) — grad (f;). Es folgt

0
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Wegen g1 ¢ (g2, ..., gx) gehort fiir jedes s das homogene Element

of 8f
(9:101 Z hivg,

j=k+1
nach Lemma 19.12 zu I5. Daraus ergibt sich durch Multiplikation mit x,

et > Y B = (grad () + St erad ()

Jj=k+1 s=1 j=k+1
< (331,...,33'”)[0
g (mlflw"axnfl)+<f27"'7fm)-
Die hinteren Summanden in diesem Polynom gehéren zu (fs, ..., f,), daher

ist

fr€(@fi,oxnfi) + (for s fn) -
Aus Gradgriinden ist f; € (fs, ..., fim), was ein Widerspruch zur Minimalitét
des Idealerzeugendensystems von I ist. U



Laurent-Entwicklung der Hilbert-Reihe

Wir wenden uns nun der Riickrichtung im Satz von Chevalley-Shephard-Todd
zu. Zuerst erinnern wir an die Laurent-Entwicklung. Eine rationale Funktion
besitzt eine Laurent-Entwicklung

F(z) . i

Q(Z> - G(Z) - ;azza
wobei k eine eventuell negative Zahl ist. Ist a # 0 und & minimal und
negativ, so heifit —k die Polstellenordnung (Zik hat einen Pol der Ordnung

k).

LEMMA 20.2. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper der Charakter-
istik 0. Es sei G C GL,, (K) eine endliche Untergruppe und sei r die Anzahl
der Pseudoreflektionen in G. Dann ist die Laurent-Entwicklung der Hilbert-
Reihe des Invariantenringes um z = 1 gleich

(I)G(Z) =

—2z) "4 (1—2) "
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Beweis. Nach der Molien-Formel ist
1

1
do(z) = — S — —
() = G 0; det (Id —z0)

Die Summanden haben die Gestalt
1 1 1 1 1

[Gldet (Id—z0) |G (1—26.)  (1—26,)
wobei die &, ; die Eigenwerte (mit Wiederholungen) von o seien. Fiir 0 = Id
hat der entsprechende Summand in z = 1 einen Pol der Ordnung n. Fiir
o # Id haben die Summanden an z = 1 einen Pol von maximaler Ordnung
n — 1. Diese Maximalitédt tritt genau dann ein, wenn der Eigenwert 1 die

Vielfachheit n — 1 besitzt, wenn also o eine Pseudoreflektion ist. In diesem
Fall ist

1 1 1

det Id—z0) (1—2)"1 (1—zdeto)’
da bei einer Pseudoreflektion der andere Eigenwert gleich der Determinante
ist. Daher ist der Koeffizient zu (1—2z)~""! in der Laurent-Entwicklung gleich

1 1
@ Z 1 —det o

o Pseudoreflektion

(im hinteren Faktor wird z = 1 gesetzt). Das Inverse einer Pseudoreflektion
ist ebenfalls eine Pseudoreflektion, daher ist
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o Pseudoreflektion o Pseudoreflektion
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o Pseudoreflektion

Beweis der Riickrichtung

Wir beweisen nun die Riickrichtung des Satzes von Chevalley-Sheppard-
Todd, dass also ein algebraisch unabhéngiges Algebraerzeugendensystem nur
bei einer Reflektionsgruppe vorliegen kann. Die Strategie ist, die von den
Pseudoreflektionen erzeugte Untergruppe H C G zu untersuchen und dabei
letztlich auf H = G zu schlieflen.

KOROLLAR 20.3. Es set K ein algebraisch abgeschlossener Korper der Cha-
rakteristik 0. Es set G C GL, (K) eine endliche Gruppe derart, dass der
zugehorige Invariantenring von n algebraisch unabhdngigen homogenen In-
varianten 0y, . .., 0, erzeugt werde. Es sei d; = grad (0;) und r die Anzahl der
Pseudoreflektionen in GG. Dann ist

IGl=dy---dp undr=dy+...+d, —n.

Beweis. Nach Lemma 19.2 ist
1 1

Os(z) = (]_—Zdl)”'(l_zdn).

Wegen 1 — 24 = (1 —2) (14 z+ ...+ 2z%1) ist dies gleich

1 1 1
(I—2)" Tdz+...+201 Tqz+.. . +z0 1"

Der Bruch W hat um z = 1 die Potenzreihenentwicklung
1 d-1
- — —1)+...

was sich durch Einsetzen und Ableiten ergibt. Die Laurent-Entwicklung um
z = 1 ergibt sich durch Einsetzen zu

) = 1—2)™" " 1—z2) "4
a(2) dl"'dn( 27"+ 2, ---d, (1-2) T
Der Vergleich mit Lemma 20.2 ergibt die Behauptung. O

Wir beweisen nun die Riickrichtung im Satz von Chevalley-Shephard-Todd.



Beweis. Es sei

K[X1,..., X, = K[b,...,0,)
mit 6; algebraisch unabhéngig, und es sei grad (6;) = d;. Es sei H C G die
durch alle Pseudoreflektionen erzeugte Untergruppe. Aufgrund der Hinrich-
tung des Satzes von Chevalley-Shephard-Todd wissen wir bereits

K[X1,..., X% = K[pr,..., ¢ D K[X1,...,X,]°

mit grad (¢;) = e; und ¢); algebraisch unabhéngig. Jedes 6; ist ein Poly-
nom in den ;. Wir kénnen annehmen, dass beide Polynomfamilien nach
aufsteigendem Grad geordnet sind, es ist also d; < dy < ... < d, und
e1 <ey <...<eg,. Dabei muss

e; < d;
fiir alle ¢ gelten, da andernfalls nach Aufgabe 20.12
K[0y,...,0)] C K[1,... i)

gelten wiirde, was aber wegen der algebraischen Unabhéngigkeit der Familien
nicht sein kann. Es sei r die Anzahl der Pseudoreflektionen in G und in H.
Nach Korollar 20.3 ist

n

r = Z(di— D) = (e;—1).

i=1
Daher muss e; = d; gelten. Damit ist aber
|G| — dldn =€ e, = |H’

und damit
H=GG.



