Prof. Dr. H. Brenner Osnabriick WS 2012/2013

Invariantentheorie

Vorlesung 18

In dieser Vorlesung machen wir uns klar, dass das Spektrum einer Hopf-
Algebra eine Struktur aufweist, die dhnlich zu einer Gruppe ist, und wir er-
klaren, wie Gruppenoperationen mit Hopfalgebren beschrieben werden kon-
nen.

Affine Gruppenschemata

DEFINITION 18.1. Es sei K ein kommutativer Ring und H eine kommutative
K-Hopf-Algebra. Dann nennt man das Spektrum G = Spek (H) zusammen
mit den induzierten K-Morphismen

A" GxgG— G,
€ Spek (K) — G

und
S*: G — G

das zugehorige affine Gruppenschema.

Die Gruppenschemata sind im Allgemeinen keine Gruppen im eigentlichen
Sinne, allein schon weil die Primideale, also die Punkte, unterschiedliche Hohe
und unterschiedliche Restklassenkorper besitzen. Solche Primideale kénnen
nicht sinnvoll miteinander verkniipft werden. Wir werden gleich sehen, dass
Punkte, deren Restklassenkorper zusammenpassen, miteinander verkniipft
werden kénnen.

LEMMA 18.2. Es sei K ein kommutativer Ring, H eine kommutative Hopf-
Algebra und G = Spek (H) das zugehirige affine Gruppenschema. Dann gel-
ten folgende Aussagen.

(1) Die folgenden Diagramme von K-Morphismen kommutieren:

GXKGXKG AlIC)iG GXKG
Tdg xA* | 1A
G xx G 2 G

¢ "1 Gxga

1de N\ LA
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¢ B Gxka
L* \l/ \I/A*
Spek (K) N G

(2) Fir jede kommutative K-Algebra L ist G(L) mit den induzierten
Operationen eine Gruppe.

Beweis. (1) folgt unmittelbar aus der Kommutativitét der entsprechenden
Diagramme fiir die Hopf-Algebra. (2) folgt aus (1) und aus

(G xxG)(L) = Hom%® (H®x H, L)
— Hom®%® (H,L) x Hom%# (H, L)
= G(L) x G(L),

wobei die mittlere Gleichung auf Satz 17.5 beruht. O

Die vorstehende Aussage erkldrt auch teilweise die Bezeichnung Gruppen-
schema. Einem Gruppenschema ist nicht nur eine Gruppe zugeordnet, son-
dern gleich eine ganze Familie von Gruppen. Das affine Schema legt dabei die
algebraische Struktur der Gruppenverkniipfung fest, wihrend die Anzahl der
Elemente in der Gruppe vom gewéhlten Grundring K abhéngt. Wir erlautern
das Konzept der K-Punkte an einigen Hopf-Algebren.

BEISPIEL 18.3. Es sei (G, 1, ) eine endliche Gruppe und K ein Kérper. Die
geméf Beispiel 17.8 zugehorige Hopf-Algebra ist einfach H = Abb (G, K),
also das #(G)-fache direkte Produkt von K mit sich selbst. Ein K-Algebra-
homomorphismus

¢: Abb (G,K) — K

muss (wegen e, -e, = 0 fiir 0 # 7) eine Projektion auf eine Komponente sein.
D.h. ¢ muss die Auswertung von f € Abb (G, K) an einem Gruppenelement
o € (G sein. Daher ist

K —Spek (Abb (G, K)) = G.
Dartiber hinaus ist
Spek (Abb (G, K)) = K—Spek (Abb (G, K)).

Wir identifizieren also Gruppenelemente, Primideale von Abb (G, K) und
ihre zugehorigen K-Algebrahomomorphismen (einen Gruppenelement o € G
entspricht die Projektion p, auf die o-Komponente und ihr Kern). Ebenso
ist

G x G = K—Spek (H) xx K—Spek (H) = K—Spek (H®x H).
Ein Paar (0,7) € G x G entspricht dabei dem K-Algebrahomomorphismus
Hox H— K, fi ® far— o(f1) 7(f2).
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Die durch die Hopf-Algebrastruktur induzierte Multiplikation p auf G von o
und 7, angewendet auf e,, ist

p(o,7)(e,) = ((e@7)oA)(e)

= (U®T)( Z 601®€p2>
= D olen) T(en)-

p1-p2=p

Die Summanden sind nur dann gleich 1 (andernfalls sind sie 0), wenn p; = o
und po = 7 ist. Daher ist die Summe nur im Fall

p =0T
gleich 1 und sonst gleich 0. Dies bedeutet wiederum
p(o,7) = or,

da ja o7 ebenfalls genau an e,, den Wert 1 und sonst iiberall den Wert 0
besitzt und die K-Algebrahomomorphismen von H nach K auf der Basis
festgelegt sind. Also stimmt die durch die Hopf-Struktur gegebene Multipli-
kation mit der vorgegebenen Multiplikation iiberein. Das gleiche gilt fiir das
neutrale Element und die Inversen. Insgesamt gewinnt man also die endliche
Gruppe als affines Gruppenschema zur Hopf-Algebra zuriick.

BEISPIEL 18.4. Es sei K ein kommutativer Ring und H = K[X] der Poly-
nomring versehen mit der in Beispiel 17.9 eingefiihrten (additiven) K-Hopf-
Algebrastruktur. Zu einer kommutativen K-Algebra L haben wir die natiirli-
che Bijektion

L — Hom%® (H,L),

wobei ein Element a € L auf den K-Algebrahomomorphismus abgebildet
wird, der durch X — a festgelegt ist. Unter dieser Bijektion wird die durch
die Hopf-Struktur induzierte Verkniipfung zur Addition auf L, sieche Aufgabe
18.1. Daher nennt man Spek (K[X]) auch die additive Gruppe tiber K.

BEISPIEL 18.5. Es sei K ein kommutativer Ring und H = K[X, X!| =
K[X]x sei mit der in Beispiel 17.10 eingefiihrten (multiplikativen) K-Hopf-
Algebrastruktur versehen. Zu einer kommutativen K-Algebra L haben wir
die natiirliche Bijektion

L* — Hom%® (H,L),

wobei eine Einheit a € L* auf den K-Algebrahomomorphismus abgebildet
wird, der durch X +— a festgelegt ist. Da a eine Einheit ist, ist dies auf genau
eine Weise moglich. Unter dieser Bijektion wird die durch die Hopf-Struktur
induzierte Verkniipfung zur Multiplikation auf L*, sieche Aufgabe 18.6. Daher
nennt man Spek (K[X, X~!]) auch die multiplikative Gruppe iiber K.
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BEISPIEL 18.6. Es sei K ein kommutativer Ring und n € N. Wir mo6chten
eine Hopf-Algebra konstruieren, derart, dass die Menge ihrer K-Punkte mit
der induzierten Gruppenstruktur gleich der Gruppe der invertierbaren n x n-
Matrizen GL,, (K) iiber K ist. Eine solche Matrix besteht aus n? Eintréigen,
von daher betrachten wir zunéchst den Polynomring

Einen K-Punkt dieses Ringes, also eine Belegung der Variablen, fassen wir als
eine Matrix auf. Die Bedingung, dass die Matrix invertierbar ist, kann man
iiber die Determinante ausdriicken, und zwar muss diese eine Einheit in K
sein. Eine Belegung der Variablen, die einer invertierbaren Matrix entspricht,
muss also aufgrund der universellen Eigenschaft der Nenneraufnahme durch

H = K[X;;,1<14,j <n]p
faktorisieren, wobei D die Determinante in den Variablen X;; bezeichnet.
Wir erkldaren auf H eine Hopf-Algebrastruktur, wobei wir uns von der Grup-

penstruktur auf der allgemeinen linearen Gruppe leiten lassen. Die Komulti-
plikation wird durch

H— H®g H, Xij — ZEk@ij’
k=1
definiert. Die Koeinheit wird durch

1firi=y
X)) = ’
(i) {O sonst,

festgelegt, das Koinverse wird mit Hilfe der Formel
1
M = CAdj M
det M !
erstellt, wobei die adjungierte Matrix ein Polynom in den Eintrégen der Ma-
trix ist. Das Koinverse bildet demnach X;; auf den (7, j)-ten Eintrag in der
rechten Seite der obigen Formel ab.

Gernerell gilt, dass man eine Gruppe, die man allein mit algebraischen (po-
lynomialen) Ausdriicken hinschreiben kann, auch durch eine Hopf-Algebra
gewinnen kann.

BEISPIEL 18.7. Die spezielle lineare Gruppe wird als Hopf-Algebra durch
H = K[Xi;, 1 <i,j <n]/(D—1)
festgelegt, wobei D die Determinante in den Variablen X;; bezeichnet. Die

Komultiplikation, die Koeinheit und das Koinverse sind wie in Beispiel 18.6
zu wéahlen.



Operationen von affinen Gruppenschemata

Wir wollen nun auch Gruppenoperationen mit Hopf-Algebren ausdriicken.
Dabei wird die Menge, auf der operiert wird, ein Spektrum eines kommuta-
tiven Ringes sein. Um die Operation richtig algebraisieren zu konnen, {iber-
setzen wir die Axiome einer Gruppenoperation in die Sprache der kommuta-
tiven Diagramme. Eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer Menge
X liegt genau dann vor, wenn die Diagramme (es sei p die Verkniipfung auf
der Gruppe und v die Operationsabbildung)

,U,XIdX

GxGExX — GxX
Idg xv | v
GxX SN X
und
X M ogxx
dy N, v
X
kommutieren.

DEFINITION 18.8. Es sei K ein kommutativer Ring, H eine kommutative K-
Hopf-Algebra und R eine kommutative K-Algebra. Unter einer Kooperation
von H auf R versteht man einen K-Algebrahomomorphismus

N: R— H®gR

derart, dass die beiden Diagramme

N | JA®Idg
H®r R 1 QY H®r H®r R
und
R Y HexR
=N L e®Idp
K®r R
kommutieren.

DEFINITION 18.9. Es sei K ein kommutativer Ring, H eine kommutative
K-Hopf-Algebra und G = Spek (H) das zugehérige affine Gruppenschema.
Es sei

N: R— H®gR
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eine Kooperation von H auf einem kommutativen Ring R mit dem Spektrum
X = Spek (R). Dann nennt man den zu N gehorenden K-Morphismus

N*: G xg X =Spek (H @k R) — X
eine (K-rationale) Operation des affinen Gruppenschemas G auf X.
LEMMA 18.10. Es sei K ein kommutativer Ring, H eine kommutative Hopf-
Algebra und G = Spek (H) das zugehorige affine Gruppenschema. Es sei R
eine weitere kommutative K-Algebra, auf der eine Kooperation von H und
damit eine Operation von G auf X = Spec R vorliege. Dann gelten folgende

Aussagen (dabei ist p = AN*, v = N* und j* bezeichnet den Strukturmorphis-
mus X — Spek (K)).

(1) Die folgenden Diagramme von K-Morphismen kommutieren:

puxIdx

GxgGxrgX "— GxgX
Idg xv | v
GxxgX s X
und
x I G x
Idx N\ v
X

(2) Fir jede kommutative K-Algebra L liegt eine Gruppenoperation von
G(L) auf X(L) vor.

Beweis. Dies wird dhnlich wie Lemma 18.2 bewiesen. O

BEISPIEL 18.11. Zu einem kommutativen Ring K l&sst sich die skalare Mul-
tiplikation auf dem K™ bzw. auf dem Polynomring R = K[Xq,...,X,] fol-
gendermaBen als eine Kooperation der Hopf-Algebra H = K|[U,U~!] zur
multiplikativen Gruppe realisieren: Man definiert die Kooperation durch

K[Xy,...,X,] — KU, U@k K[X1,...,X,], Xi — U ® X;.

Ein K-Punkt von H ®x R ist dabei nach Satz 17.5 durch einen K-Punkt von
H und einen K-Punkt von R gegeben, also durch eine Einheit t € K* und
ein n-Tupel (ai,...,a,) € K" festgelegt. Dieser wird unter der Kooperation
wie gewiinscht auf (tay, ..., ta,) abgebildet.



