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VORWORT

Dieses Skript gibt die Vorlesung Grundkurs Mathematik I wieder, die ich
im Wintersemester 2018/19 an der Universitdt Osnabriick im Studiengang
Mathematik (Bildung Erziehung Unterricht) gehalten habe.

Der Grundkurs Mathematik I und IT stellt die grundlegende mathematische
Ausbildung im Lehramtsstudiengang Mathematik fiir die Grund-, Haupt-
und Realschule dar. Er bildet zusammen mit dem im zweiten Studienjahr
durchgefiihrten Grundkurs Didaktik Mathematik das Riickgrat dieser Aus-
bildung. Diese Zweiteilung ist so gewollt und entspricht der allgemeinen Uber-
zeugung der Lehrenden der Mathematik und der Mathematikdidaktik. Der
Lehrerberuf erfordert eine wissenschaftlich fundierte mathematische Grund-
lage, die sicher gelegt werden muss, um darauf die didaktischen Ansétze auf-
bauen zu kénnen. Die in der Schule erworbenen mathematischen Kompeten-
zen reichen dafiir nicht aus, auch wenn letztlich ., nur* Kinder bis zur zehnten
Klasse die Adressaten sein werden. In der Schule stehen algorithmische Me-
thoden im Mittelpunkt, die weitgehend durch das Nachahmen von typischen
Beispielen eingeiibt werden. Der mathematische Hintergrund, die Tragweite
und die Grenzen, innere Zusammenhéinge, Begriindungen und Rechtferti-
gungen, kurz das Verstandnis dieser Methoden werden in der Schule selten
diskutiert, stehen aber hier im Mittelpunkt.

Als Lernziele kann man folgende Punkte hervorheben, wobei wir auch deren
Bedeutung fiir den spéteren Beruf schildern.

(1) Argumentationsfihigkeit. Eine konzise mathematische Argumention
einer bestimmten Aussage (Satz) nennt man Beweis. Mathematisches
Argumentieren tritt bereits in der vorschulischen Begegnung mit ma-
thematischen Sachverhalten auf.

(2) Problembewusstsein. Dass iiberhaupt wohlvertraute Beziehungen,
Formeln, Rechenoperationen begriindet werden miissen, setzt ein Pro-
blembewusstsein voraus, das haufig erst entwickelt werden muss.

(3) Begriffliche Prizision. Dies schligt sich in der begrifflichen Fixierung
in Definitionen nieder. Betrachte beispielsweise die hiufig ungenau
verwendeten Worter Dezimalzahl, Dezimalbruch, Dezimalziffer, De-
zimalsystem, Dezimalentwicklung. Oder: Potenzfunktionen und Ex-
ponentialfunktionen. Dies ist auch fiir den didaktischen Diskurs un-
erlasslich. Mathematik findet spéter nicht nur im Klassenzimmer
statt, sondern auch im Austausch mit Kollegen, im Elterngespréch,
auf Fortbildungen.

(4) Sprachliche Prézision, Logik und logisch-mathematische Sprache. Ne-
gation und logische Verkniipfungen. Gebrauch der Quantoren ,es
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gibt* und fiir alle“. Annahmen und Voraussetzungen explizit ma-
chen, Ausnahmen mitbedenken und mitaussprechen, Giiltigkeitsbe-
reiche explizit machen, Unterschied zwischen sprachlicher Prézision
und (im Allgemeinen unnétiger) formaler Darstellung.

(5) Systematik. Argumentiert wird auf der Grundlage von allgemein
akzeptierten logischen Regeln und begrifflichen Festlegungen. Dies
schlagt sich im axiomatischen Aufbau der Mathematik nieder, der im
schulischen Bereich nicht explizit gemacht wird. Es besteht aber eine
grofle Analogie zwischen diesem systematischen hierarchischen Auf-
bau und der kindlichen Lernentwicklung (man vergleiche beispielswei-
se die Zahlentwicklung beim Kind mit den Dedekind-Peano-Axiomen
und den daraus abgeleiteten Operationen und Strukturen).

(6) Der Aufbau des Zahlensystems ist ein inhaltlicher Schwerpunkt. Im
ersten Semester stehen die natiirlichen Zahlen, die ganzen Zahlen,
die rationalen Zahlen im Mittelpunkt. Die Operationen und ihre Ge-
setzméBigkeiten werden dabei von Grund auf begriindet.

(7) Vielfalt der Interpretationen und Modelle, beispielsweise fiir die
Addition (Nachfolgermodell, Vereinigungsmodell, Umlegeeigenschaft,
schriftliches Addieren). Dies hilft spater auch, die Perspektive wech-
seln und auf Kinder individuell eingehen zu kénnen. Dies gilt fiir beide
Seiten des Leistungsspektrums.

(8) Durchdringung von Algorithmen. Anfangsbedingungen, rekursiver
Aufbau, Schleifen und Invarianzprinzipien, Extremfille und Abbruch-
bedingungen. Dies ist nicht nur fiir die klassischen Rechentechniken
wichtig, sondern auch fiir die Beriicksichtigung von Fragen der Infor-
matik im Unterricht relevant.

(9) Eine mathematische Sicherheit zu erreichen, um sich spéter auf die
Vermittlung konzentrieren zu koénnen und schwierigeren Themen
nicht auszuweichen. In der Vorbereitung auf den Unterricht wer-
den spéter didaktische und padagogische Vorgehensweisen konzipiert,
nicht der Stoff rekapituliert.

(10) Eine realistische Selbsteinschitzung der eigenen mathematischen
Fahigkeiten und Begabungen erwerben. Kritische Selbstreflexion:
,Kann von mir jemand (alle) auf mathematischem Gebiet etwas
lernen?“. Eigene Defizite durch verstirktes Engagement ausgleichen
(Aufgaben allein und in Gruppen bearbeiten). Dies hilft auch bei der
Leistungseinschétzung und Forderung von Kindern.

(11) Mathematische Vorkenntnisse aus der Oberstufe sichern und vertie-
fen. Eine Lehrkraft braucht eine Gesamtiibersicht iiber das Anforde-
rungsprofil aller Schularten.

(12) Eine solide Grundlage fiir die weitere mathematisch-fachliche Ausbil-
dung erwerben.

Zum Skript selbst: Der Text wurde auf Wikiversity geschrieben und steht
unter der Creative-Commons-Attribution-ShareAlike 4.0. Die Bilder wurden



12

von Commons iibernommen und unterliegen den dortigen freien Lizenzen. In
einem Anhang werden die einzelnen Bilder mit ihren Autoren und Lizenzen
aufgefiihrt. Die CC-BY-SA 4.0 Lizenz ermdglicht es, dass das Skript in seinen
Einzelteilen verwendet, verdndert und weiterentwickelt werden darf. Ich be-
danke mich bei der Wikimedia-Gemeinschaft und insbesondere bei Benutzer
Exxu fiir die wichtigen Beitrdge im Projekt semantische Vorlagen, die eine
weitgehend automatische Erstellung des Latexcodes ermdglichen.

Bei Ilia Pirashvili bedanke ich mich fiir die Durchfithrung des Ubungsbe-
triebs, die Korrekturen und die Vertretungen, bei den Tutoren Daniel Geist,
Pia Hofbauer, Mara Jeddeloh, Annika Weichert fiir ihre Mitarbeit. Bei den
Mitwirkenden im begleitenden Projekt ., Lehrzeit®, Maike Drosten, Hedwig
Gasteiger, Mona Gerve, Christoph Hammer, Judith Pliimer, Oliver Rondigs,
Lea-Marie Sieve, Johanna Visser bedanke ich mich fiir verschiedene Anre-
gungen und Diskussionen. Bei Frau Marianne Gausmann bedanke ich mich
fiir die Erstellung der Pdf-Files und bei den Studierenden fiir einzelne Kor-
rekturen und viele Anregungen.

Holger Brenner
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1. VORLESUNG - EINFUHRUNG

Wenn der Wind der
Verédnderung weht, bauen die
einen Mauern und die
anderen Windmiihlen

Chinesische Weisheit

1.1. Rechengesetze fiir natiirliche Zahlen.

Wir geben eine Einfithrung in typische Fragestellungen, wie sie in diesem
Kurs im Mittelpunkt stehen.

(1) Welche Rechengesetze fiir natiirliche Zahlen kennen Sie?

(2) Was bedeuten sie, sind sie inhaltlich einsichtig? Gibt es geeignete
[lustrationen, Visualisierungen, Veranschaulichungen?

(3) Gibt es Anwendungen?

(4) Gelten die GesetzmafBigkeiten auch fiir andere Zahlbereiche, wie fiir
die ganzen, die rationalen, die reellen Zahlen? Fiir Polynome?

(5) Warum gelten sie?

(6) Gibt es innerhalb dieser Rechengesetze logische Abhéngigkeiten, d.h.
kann man die Giiltigkeit des einen Gesetzes auf die Giiltigkeit eines
anderen Gesetzes logisch zuriickfithren?

(7) Gibt es innerhalb dieser Rechengesetze entwicklungspsychologische,
lernpsychologische, didaktische Abhéngigkeiten? Gibt es im Lernen
und im Lehren der Gesetze eine natiirliche Reihenfolge?

Als Rechengesetze wurden genannt:

e Das Kommutativgesetz, und zwar fiir die Addition und die Multiplikation.
Also die Identitaten a+b = b+aund a-b = b-a (hier und im Folgenden
fiir beliebige a,b € N).

e Das Assoziativgesetz, ebenfalls fiir diese beiden Verkniipfungen, also (a +
b)+c=a+(b+c)und (a-b)-c =a-(b-c).

e Die binomischen Formeln, siehe unten.
Das Distributivgesetz, also die Beziehung
c-(a+b) =c-a+c-b.

Auf der rechten Seite verwenden wir die Konvention Punktrechnung vor
Strichrechnung, um Klammern zu sparen.

0+a = a,
d.h. 0 ist das neutrale Element der Addition.

1-a = a,
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d.h. 1 ist das neutrale Element der Multiplikation.
0-a =0.

In diesem Kurs stehen die Fragen von Typ (5) und (6) an erster Stelle,
das Warum'. Die Frage nach der logischen Abhingigkeit ist eine Frage nach
dem Warum, da man versucht, Gesetzmafligkeiten auf grundlegendere Ge-
setzméfigkeiten zuriickzufithren. Das Zuriickfiihren auf fundamentalere Sach-
verhalte nennt man argumentieren, begriinden, zeigen, ableiten, beweisen. Da
man irgendwo anfangen muss, spielen in der Mathematik die Logik, Axiome
und Definitionen eine fundamentale Rolle. Die Frage nach dem Warum soll
zu einem vertieften Verstédndnis der Mathematik fiihren.

(2) ist auch ein wichtiger Punkt, die inhaltliche Bedeutung der Zahlen und
die damit erméglichten Anwendungen sind letztlich der Grund, sich mit
Mathematik zu beschéftigen, Rechengesetze vereinfachen Rechnungen, An-
wendungen der elementaren Mathematik sind allgegenwiirtig.? Die logische
Abhéngigkeit ist zwar in den Einzelschritten unmittelbar einleuchtend, da
aber hiufig eine Vielzahl an solchen Einzelschritten aufgetiirmt werden muss,
um zu einer pragnanten Aussage zu kommen, siecht man manchmal den Wald
vor lauter Bdumen nicht. In Interpretationen, Veranschaulichungen, Visua-
lisierungen tritt die inhaltliche Bedeutung einer Formel deutlich hervor, zu-
gleich ist es nicht die Formel selbst. In diesem Zusammenhang ist es wichtig,
die Argumentationsebenen auseinander zu halten. Diese reflexive Fihigkeit
zu entwickeln ist ein wesentliches Lernziel. Beispielsweise sind manche Vi-
sualisierungen auf den ersten Blick sehr einsichtig, bei genauerem Hinsehen
muss man sich aber eingestehen, wie viel an Vorwissen und Vorannahmen
eingehen.?

Die Fragestellungen (1) und (4) sind auch wichtig, sie stellen aber kein ern-
stes Problem dar, da die Rechengesetze und sonstige Formeln aus der Schule
bekannt sind (sein sollten) und da es letztlich auch nicht so viele gibt. Auch
die Formulierungen sind eher einfach, zumindest, wenn man sich auf algebrai-
sche Eigenschaften konzentriert, wie sie im ersten Semester im Mittelpunkt
stehen (bei der Einfithrung der reellen Zahlen sieht dies etwas anders aus).

"m didaktischen Kontext beschreibt man solche unterschiedlichen Aspekte gerne als
Kompetenzen. (1) und (4) représentieren in diesem Sinne die inhaltliche Kompetenz, die
Aspekte (5) und (6) laufen unter Argumentations- und Kommunikationskompetenz, wo-
bei auch die Problemlésekompetenz mit eingeht, da es eben oft schwierig ist, aus einer
Gegebenheit etwas anderes herzuleiten. In (2) findet sich die Darstellungskompetenz und
die Modellierungskompetenz wieder.

2Und banal. Auch die historischen Anfangsgriinde der Mathematik in den frithen Hoch-
kulturen sind eher banal, sie liegen wie fiir die Schrift in der Biirokratie fiir eine wachsende
Stadtbevolkerung begriindet.

3Man betrachte beispielsweise das Rechteck zur Erlduterung der ersten binomischen
Formel weiter unten.
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Zur Kenntnis der Gesetzméafigkeiten gehort das korrekte algorithmische An-
wenden (rechnen) in passenden Situationen (3).

Die Fragestellungen in (7) sind auch sehr wichtig, insbesondere in Hinblick
auf den angestrebten Beruf. Fiir die didaktischen Aspekte gibt es einen ei-
genen einjéhrigen Kurs (Grundkurs Mathematikdidaktik (BEU)). Mit etwas
Wohlwollen - insbesondere, wenn man Begrifflichkeiten, Formulierungen nicht
iiberbewertet und und sich auf das Verstdndnis konzentriert - erkennt man
grofe Parallelen zwischen der Lern- und Lehrreihenfolge und dem logischen
Aufbau der Mathematik.* In den Aufgaben werden gelegentlich gewisse di-
daktische Szenarien angesprochen. Eine gewisse Gefahr liegt darin, die Di-
daktik bzw. die angebliche berufliche Situation gegen eine fundierte mathe-
matische Ausbildung vorzubringen. Ein Ziel der angestrebten Reflexionsstufe
ist es, dies als ein oberfldchliches Ausweichmanover zu durchschauen.

Die Herausstellung der beiden Punkte (5) und (6) gilt fiir diesen Kurs, ist
aber keine Gesamtbewertung iiber verschiedene Aspekte der Mathematik.
Die Mitberiicksichtigung der anderen Aspekte schlagt sich an vielen Stellen
nieder, ist aber auch eine Aufgabe fiir die Studierenden.

1.2. Beispiel: Die binomischen Formeln.

Als Beispiel betrachten wir die binomischen Formeln genauer.

Aus der Schule sind sicherlich die binomischen Formeln bekannt, also die
Beziehungen

(a+b)?* = a*+ 2ab+ V?,

(a —b)* = a* — 2ab + b*
und

(a+b)(a—b) = a® — b

Wir stellen uns die folgenden Fragen.

1

2) Gibt es eine Beziehung zwischen ihnen?

3) Wie wichtig bzw. wie grundlegend sind sie?

4) Welche Anwendungen haben diese Formeln?

5) Wie intuitiv sind diese Formeln?

6) Warum gelten diese Formeln, worauf beruhen sie, wie kann man sie
begriinden?

(7) Kann man die Giiltigkeit der Formeln in einem bestimmten Zahlbe-

reich auf die Giiltigkeit der Formeln in einem kleineren Zahlbereich

zuriickfithren?

Was fallt uns dazu ein?

4Konkret: Das Wort Halbgruppe hat in der Schule nichts verloren. Dennoch erfasst es
sehr genau ein Biindel an Rechenkompetenzen, das in einem bestimmten mathematischen
Entwicklungsstadium vorliegt.
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(1) Vermutlich kann man sich an keine Einschrankung erinnern, die For-
meln gelten fiir alle ,,Zahlen“, also fiir natiirliche Zahlen, ganze Zah-
len, rationale Zahlen, reelle Zahlen.® Dennoch kann es grofe Unter-
schiede geben, wie man jeweils die Giiltigkeit der Formeln beweist.
Etwas sonderbar ist allerdings schon, dass man die zweite binomische
Formel explizit formuliert, wenn die erste fiir beliebige ganze Zahlen

gilt.
(2) Denn dann kann man ja das b in der zweiten binomischen Formel
als b = —c schreiben und erhélt unter Verwendung von einfachen

Rechengesetzen fiir —1

(a—0)* = (a+c)?
= a®*+2ac+
= a® 4 2a(=b) + (—c)?
= a®> —2ab+ b

und so ergibt sich die zweite binomische Formel unmittelbar aus der
ersten. Die zweite ist also als eigene Regel iiberfliissig, wenn man
negative Zahlen zur Verfiigung hat und mit ihnen umgehen kann.
Wenn man hingegen nur mit den natiirlichen Zahlen arbeitet, so kann
man den Trick von eben nicht anwenden und die zweite binomische
Formel braucht die zusétzliche Voraussetzung, dass a > b ist, da
sonst a—b (in N) nicht definiert ist. Aber auch im Fall von natiirlichen
Zahlen kann man die zweite Formel auf die erste zuriickfithren. Dazu
berechnen wir

2

oo = ((a=b)+ +b)?

= (a—b)*+2(a—b)b+ b
(a — b)* + 2ab — 2b* + b*

= (a—b)*+2ab—V*.

Dabei haben wir im ersten Schritt einfach das a kompliziert geschrie-
ben, im zweiten Schritt die erste binomische Formel angewendet,
dann (distributiv) ausmultipliziert und zusammengefasst. Eine ein-
fache Umstellung (siehe die Abziehregel) ergibt nun

(a —b)* = a* — 2ab + b*.

(3) Sie kommen héufig in der Schule vor, doch welche Schlussfolgerung
kann man daraus ziehen? Vielleicht sind ja eigentlich wichtigere Sa-
chen fiir die Schiiler und Schiilerinnnen (oder die Lehrer und Leh-
rerinnen) zu schwierig? Keine Panik, so ist es nicht, man kann viel
iiber die Gewichtung von Schulstoff diskutieren, aber vollig abwegig
ist die Stoffauswahl nicht. Eine andere Frage ist die nach grundlegend.

®Man spricht auch vom Permanenzprinzip. Eine wichtige Fragestellung beim Ubergang
von kleineren Zahlbereichen zu gréfieren Zahlbereichen ist, ob dabei GesetzméfBigkeiten er-
halten bleiben. Insbesondere werden Regeln, die ,,immer® gelten, besonders herausgestellt,
bekommen einen eigenen Namen, werden zu einem Axiom, u.s.w..
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Wir haben gerade gesehen, dass man die zweite binomische Formel
auf die erste binomische Formel zuriickfithren kann. Vielleicht stecken
grundlegendere Sachverhalte hinter diesen Formeln? (Siehe 6.)

(4) Die binomischen Formeln haben eine Vielzahl von Anwendungen. Da
ist zunéchst die Anwendung bei der Multiplikation von natiirlichen
Zahlen und speziell beim Quadrieren. Beispielsweise berechnet man

252 = (20+5)* = 20° +2-5-20+ 5% = 400 + 200 + 25 = 625
oder
104-96 = (100 4 4)(100 — 4) = 100* — 4* = 10000 — 16 = 9984.

Weiterhin spielt es beim quadratischen Ergénzen bzw. dem Losen
quadratischer Gleichungen eine herausragende Rolle. Es verallge-
meinert sich auf allgemeinere algebraische Strukturen (kommutati-
ve Halbringe) und auf hohere Potenzen, also Ausdriicke der Form
(a + b)", siehe die allgemeine binomische Formel.

(5) Die erste binomische Formel kann man sich einfach durch Flachenin-
halte wie im Bild veranschaulichen.

a b

a| a2 |ab

b| ab |b?

Dies erfordert natiirlich Grundkenntnisse iiber Flacheninhalte von
Rechtecken, was letztlich mathematisch ein deutlich schwierigeres
Konzept als das rein arithmetisch-algebraische Konzept der bino-
mischen Formel ist. Es ist eine wichtige Bemerkung und ein Lern-
ziel im Mathematikstudium, dass man das Intuitiv-anschauliche vom
Logisch-mathematischen trennen und ihre jeweilige Bedeutung ein-
ordnen kann. Beides ist wichtig. Fiir das mathematische Argumentie-
ren ist aber das zweite das entscheidende.

(6) Die binomischen Formeln (und zwar alle drei) sind in allen Rechenbe-
reichen, in denen sie gelten, Spezialfille des Distributivgesetzes und
des Kommutativgesetzes fiir die Multiplikation. Ersteres besagt fiir
beliebige Zahlen a, b, ¢ die Gleichheit

c-(a+b) = (c-a)+(c-b)
und letzteres besagt
a-b=">s-a.

Unter Verwendung dieser beiden Regeln kann man die erste binomi-
sche Formel durch (wir verwenden schon die Regel Punktrechnung
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vor Strichrechnung, um Klammern zu sparen)

(a+b)?

(a+0b)-(a+Db)
(@a+b)-a+(a+0b)-b
= a-a+b-at+ta-b+b-b

a-a+a-b+a-b+b-b
= a®+ 2ab+ b?

erhalten. Es ist eine wichtige Zielsetzung des Mathematikstudiums,
die Abhéngigkeiten und Hierarchien zwischen mathematischen Ge-
setzméBigkeiten zu erkennen und zu klédren. Fiir die natiirlichen Zah-
len gelten die binomischen Formeln genauso wie das Distributivge-
setz und das Kommutativgesetz. Letztere sind aber grundlegender,
da man aus ihnen die binomischen Formeln ableiten kann. Ein tie-
fes Verstidndnis fiir die Hierarchien zwischen mathematischen Sach-
verhalten wird erst im begriffsorientierten axiomatischen Aufbau der
Mathematik moglich.

Diese logischen Hierarchien haben auch einen grofien Einfluss auf
die Didaktik der Mathematik: das Distributivgesetz ist wichtiger als
die binomischen Formeln und es sollte im Schulunterricht mindestens
so breit behandelt werden wie diese (Schliisse von der logischen Hier-
archie auf die didaktische Gewichtung sind nie zwingend; es kann
auch Griinde geben, didaktisch anders zu verfahren, und das Distri-
butivgesetz durch die binomischen Formeln zu motivieren, etc.).
Uber die Beziehung zwischen natiirlichen und ganzen Zahlen haben
wir schon gesprochen. Gehen wir davon aus, dass die binomischen
Formeln fiir die ganzen Zahlen schon bekannt sind. Wir hétten die
binomischen Formeln gern fiir die Briiche, also fiir rationale Zahlen.
Wir schreiben die beteiligten rationalen Zahlen als

a=—und b= -
m 5

und erhalten, unter Verwendung von grundlegenden Rechenregeln fiir
Briiche, die Gleichheiten

(a+b)? = <ﬁ+r)2
_ <k:s+rm)

(ks +rm)?
~(ms)?
(ks)? + 2ksrm + (rm)?
(ms)?
(ks)? ksrm  (rm)?

= (sl (sl T (me)?
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2 ks rm 7 2
(B ok

m ms ms s
= a®+2ab+ b,

also die erste binomische Formel. Der Ubergang von Q nach R ist
deutlich schwieriger.

1.3. Die Verkniipfungen auf den natiirlichen Zahlen.

Wir haben gesehen, dass das Distributivgesetz grundsétzlicher als die bino-
mischen Formeln sind. Werden wir noch grundsétzlicher: Was ist eigentlich
die Addition und was ist die Multiplikation auf den natiirlichen Zahlen? Was
ist fiir Sie die Addition, wie ist sie definiert? An was denken Sie zuerst?
Welche Zuginge zu diesen Operationen kennen Sie, wie ist Ihr Verhéltnis
zueinander? Worin unterscheiden sich die Zugénge, welche sind besonders
intuitiv, welche sind einfach begriindbar, kommunizierbar, dokumentierbar?

1. ARBEITSBLATT

1.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 1.1. Zeige, dass man das Multiplizieren von natiirlichen Zahlen
durch das Quadrieren, Addieren, Subtrahieren und durch das Halbieren aus-
driicken kann.

1.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 1.2. Berechne 10012,

Aufgabe 1.3. Berechne
ala —)? + (za® + a®) —alr —a)(a + ).

Aufgabe 1.4. Welches mathematische Wissen geht ein, um das Bild rechts
als eine einleuchtende Begriindung fiir die erste binomische Formel akzeptie-
ren zu koénnen?
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Aufgabe 1.5. Gelten die binomischen Formeln fiir Polynome? Gelten sie fiir
beliebige Terme? Kann man fiir a, b auch komplexere Ausdriicke wie 72 — stu
oder 7t5 — 4rs? einsetzen?

Aufgabe 1.6. Berechne (a — b)(b — a) in Z.

Aufgabe 1.7. Veranschauliche das Distributivgesetz fiir reelle Zahlen mit
der Hilfe von Rechtecken.

Aufgabe 1.8. Man leite die dritte binomische Formel aus der ersten bino-
mischen Formel her, indem man

(a+b)(a+b)+ (a+b)(a—0b)

distributiv ausrechnet.

Aufgabe 1.9. Berechne
(a+b+c)?
mit Hilfe der ersten binomischen Formel.

Aufgabe 1.10.*
Berechne
(a+0b)?
mit Hilfe der ersten binomischen Formel und des Distributivgesetzes.

Aufgabe 1.11. Berechne
(a—1b) (a® +ab+1b?) .

16 9 4 1
co0Ce®e CO0O® OCOe o
co0e 0O o0
coo0e @00
0000
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Aufgabe 1.12. Man begriinde anschaulich und mit der ersten binomischen
Formel, dass die Differenz zwischen zwei aufeinanderfolgenden Quadratzah-
len stets ungerade ist.

Aufgabe 1.13. Welche Rechengesetze fiir Briiche wurden in der Vorlesung
verwendet, um die erste binomische Formel fiir rationale Zahlen auf die bi-
nomische Formel fiir ganze Zahlen zuriickzufiithren?

Aufgabe 1.14.*

Fiihre die zweite binomische Formel fiir rationale Zahlen auf die zweite bi-
nomische Formel fiir ganze Zahlen zuriick.

Die Addition und die Multiplikation von 2 x 2-Matrizen kennen Sie aus der
Schule.

Aufgabe 1.15.*

Gilt fiir quadratische Matrizen die erste binomische Formel?

Aufgabe 1.16. In welcher Reihenfolge haben Sie die verschiedenen Zugénge
zur Addition und zur Multiplikation der natiirlichen Zahlen (kennen)gelernt?
In welcher Reihenfolge wiirden Sie sie lehren?

1.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 1.17. (2 Punkte)

Berechne
1000000000000010000000002

mit Hilfe der ersten binomischen Formel.

Aufgabe 1.18. (2 Punkte)

Berechne
(r+s—t)2 -+t —s{t®—r)(r+t?).

Aufgabe 1.19. (2 Punkte)

Berechne
(a—1)(a+1)(a®—a+1)(a®+a+1).
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Aufgabe 1.20. (3 Punkte)
Zeige

V10+ V22 + VA0 + V60 = V3 + V3 + V5.

Aufgabe 1.21. (3 Punkte)

Fiihre die dritte binomische Formel fiir rationale Zahlen auf die dritte bino-
mische Formel fiir ganze Zahlen zuriick.

Aufgabe 1.22. (2 Punkte)

Zeige, dass man das Multiplizieren von natiirlichen Zahlen durch das maximal
zweifache Quadrieren, das Addieren, Subtrahieren und durch das Halbieren
ausdriicken kann.

1.4. Die Aufgabe zum Aufgeben.

Losungen zu der folgenden Aufgabe direkt an den Dozenten (Postkasten).
Bis Weihnachten. Die Konzepte Tupel, Betrag, Abbildung, Iteration werden
bald eingefiihrt, sind aber vermutlich schon bekannt.

Aufgabe 1.23. Wir betrachten die Abbildung
¥: N* — N,
die einem Vierertupel (a,b, ¢, d) das Vierertupel
(Ib—al,lc=0],|d—¢[,|a—d])

zuordnet. Man gebe ein Beispiel fiir ein Vierertupel (a, b, c,d) mit der Ei-
genschaft an, dass simliche Iterationen U"(a,b,c,d) fiir n < 25 nicht das
Nulltupel liefern.

Uberpriife das Ergebnis auf http://www.vier-zahlen.bplaced.net /stufe4.php

2. VORLESUNG - MATHEMATISCHES ARGUMENTIEREN

Die Schiilerinnen und Schiiler
e verwenden eingefithrte mathematische Fachbegriffe sachgerecht.

e beschreiben mathematische Sachverhalte mit eigenen Worten und finden
dazu Fragestellungen.

e stellen Vermutungen iiber mathematische Sachverhalte an, begriinden und
iiberpriifen sie.

e entdecken und beschreiben mathematische Zusammenhénge.
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e beschreiben und begriinden eigene Losungswege und reflektieren dariiber.

e iiberpriifen mathematische Aussagen, kennzeichnen sie als richtig oder
falsch und begriinden dies.

Die erwarteten Kompetenzen am Ende des Schuljahrganges 4 im Kompetenz-
bereich Kommunizieren/Argumentieren aus dem niederséchsischen Kerncur-

riculum fiir die Grundschule (2006)

2.1. Mathematisches Argumentieren.

In einer Argumentation versucht man, eine Behauptung mittels allgemein
anerkannter Prinzipien zu begriinden, als wahr (oder sinnvoll) zu erweisen.
Grundsétzlich kann man mit sich selbst argumentieren, typischerweise gibt es
ein Publikum, das man von der Behauptung iiberzeugen mochte. Argumen-
tationen gibt es in den unterschiedlichsten Kontexten, in der Wissenschaft, in
der Politik, in Beziehungen. Dabei gibt es kontextspezifische Prinzipien und
Argumentationsmuster, im politischen Kontext beruft man sich gerne auf
weitgehend anerkannte Grundsétze wie Menschenrechte, Grundgesetz, den
Willen des Volkes, um daraus unter Beriicksichtigung von Daten und Fakten
eine politische Entscheidung herzuleiten. Die Erfahrung lehrt, dass dort die
Argumente nicht so gut sind, um alle iiberzeugen zu kénnen, und dass dort
auch die Interessen von spezifischen Gruppen vertreten werden.

Auch in der mathematischen Argumentation versucht man, die Wahrheit
von Behauptungen (oder die Korrektheit eines Rechenweges oder die Ange-
messenheit einer Modellierung) zu begriinden. Die eingesetzten Mittel, die
Argumentationsstrenge héngen auch da von der Zielgruppe, ihrem Vorwis-
sen und ihrer Motivation, der Beziehung (Bindung, Vertrauen) zwischen der
Person, die die Behauptung vertritt, und den Personen, die iiberzeugt werden
sollen (beispielsweise Lehrer und Schiiler), ab.

Die mathematische Argumentation im wissenschaftlichen Kontext verfiigt
in mehrfacher Hinsicht iiber gewisse Argumentationsstandards. Eine wissen-
schaftliche Argumentation zeichnet sich durch (insbesondere im mathema-
tisch-naturwissenschaftlichen Kontext) folgende Punkte aus.

e Die starke Présenz von Fachbegriffen, die definiert werden miissen und
geméf ihrer Definition eingesetzt werden.

e Die Existenz weniger benennbarer Grundprinzipien.®

e Der Einsatz von Logik zum Erschliefen neuer Erkenntnisse.
e Die freie Zugénglichkeit und Uberpriifbarkeit der Ergebnisse.”

5Uber die selbst wiederum reflektiert wird und wo die Grenze zwischen Wissenschaft
und Philosophie verlauft.

"Dies ist ein grofler Unterschied zur Esoterik, wo das ,, Wissen* nur unter ganz speziellen
Bedingungen (Verschwiegenheit, Wiirdigkeit, ...) von Eingeweihten weitergegeben wird.
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e Die freie Verwendung von in der Wissenschaft bereits etabliertem Wissen.

e Der Anspruch, dass die (Giiltigkeit der) Erkenntnisse unabhéngig von sub-
jektiven Wiinschen und Empfindungen® sind, dass sie zeitlos und kulturun-
abhingig sind.’

In der mathematischen Argumentation im wissenschaftlichen Kontext treten
diese Punkte besonders deutlich hervor,'® was sich insbesondere schon darin
niederschléagt, dass es einen eigenen Begriff fiir das mathematische Argumen-
tieren gibt: Beweis. Eine bewiesene mathematische Behauptung nennt man
einen Satz.

e Die mathematischen Begriffe werden alle exakt und nur unter Verwendung
von anderen mathematischen Begriffen definiert. Die Definitionen sind so an-
gelegt, dass jedes sinnvolle mathematische Objekt entweder unter den Begriff
féllt oder nicht, und zwar unabhéngig davon, ob man das immer entscheiden
kann.!'!

e Die Mathematik wird heute (seit ca. 120 Jahren) auf Mengen aufgebaut. Sie
ist axiomatisch-logisch organisiert, aber realweltlich-anschaulich motiviert.

e Die Logik ist das Handwerkszeug der Mathematik. Es gibt (im Prinzip)
eine vollstandige Liste von erlaubten Schlussweisen der Aussagenlogik und
der Pradikatenlogik.!?

e Mathematik wird in Zeitschriften und Biichern veroffentlicht, in Vorlesun-
gen gelehrt, ist im Internet und in Bibliotheken zuginglich.'

e Bewiesene mathematische Aussagen, also Sitze, werden weiterverwendet.
Fiir eine systematische Darstellung eines Teilgebietes der Mathematik (wie
einer Vorlesung oder einem Buch) bedeutet dies, dass man die grundlegenden
Sachen zuerst darstellt und darauf zunehmend komplexere Sachen aufbaut.
Wenn ein zuvor bewiesener Satz dann irgendwo eingesetzt wird, wird iiber
diesen Satz nicht nachgedacht, sondern nur, ob in der jetzigen Situation alle
Voraussetzungen erfiillt sind, damit man den Satz anwenden kann.

8Das heiBt keineswegs, dass die Erkenntnisse und ihre Entdeckungen nicht von Gefiihlen
begleitet wiirden. Im Gegenteil, Wissenschaft macht denen, die sie betreiben, ziemlich viel
Spass.

9Die Generierung von Wissen ist sehr stark zeit- und kulturabhiingig.

0Dafiir fehlt der Mathematik ein entscheidender Punkt der Naturwissenschaften, die
Beobachtung, die Empirie, das Experiment. Deshalb wird die Mathematik oft nicht zu den
Naturwissenschaften gerechnet. Aber auch die Zuordnung zu den Geisteswissenschaften ist
schwierig, so spricht man von Strukturwissenschaft.

Hnsbesondere sind beispielhafte Definitionen vom Typ etwas wie ... nicht zuléissig.

2Djes ist Gegenstand der mathematischen Logik.

BEinschriinkung: Dies gilt nicht unbedingt fiir sicherheitsrelevante kryptologische For-
schung, die zum Teil an regierungsnahen Forschungsinstituten durchgefiihrt wird.

HGje sind auch nicht patentierbar.
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e Die Mathematik wird heute in einer erdumspannenden Gemeinschaft ent-
wickelt.?

2.2. Geldscheine und Miinzen.

Wir mochten an einem alltédglichen Beispiel typische Argumentationsmuster
der Mathematik vorstellen. Grundlegende Eigenschaften der natiirlichen Zah-
len setzen wir hierfiir voraus.

Wir betrachten die Euromiinzen und Euroscheine (Bargeldmittel), die be-
kanntlich die Werte

1,2,5,10, 20, 50,100, 200, 500

haben (um nicht immer von Miinzen bzw. Scheinen sprechen zu miissen,
nennen wir diese Zahlen schlicht Eurozahlen). Einen zu zahlenden vollen
Betrag, beispielsweise 37 Euro, kann man auf viele verschiedene Weisen (ohne
Riickgeld) begleichen, etwa durch 37 1-Euro Miinzen oder durch

37=1-10+4-5+2-2+3-1

oder durch
37 =20+ 10+ 5+ 2.

Wir fragen uns, ob es stets eine ,optimale* Art gibt, einen gegebenen Betrag
zu begleichen, ob sie eindeutig ist und wie man sie finden kann. Ein nahe-
liegender Ansatz ist es, diejenige Bezahlung als optimal anzusehen, bei der
die wenigsten Miinzen bzw. Scheine verwendet werden. Im Beispiel kommt
die zuletzt genannte Moglichkeit mit vier Miinzen/Scheinen aus. Gibt es ei-
ne bessere Moglichkeit? Wie kann man an eine solche Frage herangehen?
Wenn jemand eine Darstellung mit nur zwei oder drei Miinzen/Scheinen
finden wiirde, ware die Frage direkt negativ entschieden, denn dann gébe
es eine bessere Moglichkeit. Wenn man ein bisschen rumprobiert und keine

BWobei das Hauptgewicht nach wie vor auf den Industrielindern liegt. Die anderen
Lander holen aber schnell auf. Die wichtigste mathematische Auszeichnung, die Fields-
Medaille, ging 2014 an eine Iranerin, einen Brasilianer, einen Kanadier indischer Herkunft
und einen Osterreicher.
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bessere Moglichkeit findet, so sagt das relativ wenig, wenn man sich nicht si-
cher sein kann, dass man alle Moglichkeiten systematisch tiberpriift hat. Ein
solches systematisches und nachvollziehbares Uberpriifen ist eine mathema-
tische Argumentation. Wenn die mathematische Argumentation eine prézise
formulierte Aussage begriindet, so spricht man von einem Beweis (fiir diese
Aussage). Unsere Aussage ist also

,Die Zahl 37 lisst sich nicht als eine Summe (wobei Wiederholungen erlaubt
sind) von weniger als vier Zahlen aus den Eurozahlen 1,2, 5,10, 20,50, 100,
200, 500 darstellen®.

Wie kann man das systematisch begriinden? Grundsétzlich kénnte man al-
le Summen mit einer Eurozahl, alle Summen mit zwei Eurozahlen und alle
Summen mit drei Eurozahlen ausrechnen und dann feststellen, dass nie 37
rauskommt. Das ist durchfiithrbar, aber sehr aufwéndig. Zu einer guten ma-
thematischen Argumentation gehort auch, dass sie geschickt und 6konomisch
ist, dass sie abwegige Situationen schnell ausschlieft und sich auf wesentli-
che Gesichtspunkte konzentriert. Im Beispiel heifit das, dass man Summen, in
denen ein Schein mit einem Wert von mindestens 50 vorkommt, gar nicht be-
trachten muss, da eine solche Summe immer gréflergleich 50 und somit grofier
als der Zielbetrag 37 sein wird. Hier fillt sofort eine typische Eigenschaft
einer mathematischen Argumentation auf: Sie nimmt Bezug auf schon eta-
blierte oder bekannte oder allgemein anerkannte Eigenschaften, hier namlich
die Eigenschaft, dass eine Summe von natiirlichen Zahlen gréfergleich jedem
Summanden der Summe ist. In einer mathematischen Argumentation geht
man nicht immer ,,zuriick auf Los*, sondern man verwendet Bekanntes, das
seinerseits irgendwann durch eine mathematische Argumentation begriindet
worden ist.

Eine weitere Beobachtung, die das rechnerische Uberpriifen von sehr vielen
Summen eriibrigt, geht folgendermafien: Man betrachtet den 20-Euro-Schein.
Das ist der grofite Schein, von dem man noch nicht weifl; ob und wie oft er
verwendet wird. Wie oft kann/konnte er verwendet werden? Zunéchst darf
er hochstens einmal verwendet werden, da ja

2-20 = 40 > 37

schon zu grof ist. Muss er in einer minimalen Darstellung verwendet werden?
Hier begegnen wir einer typischen Denkfigur im Rahmen einer mathemati-
schen Argumentation: Wir zeigen, dass in einer minimalen Darstellung der
37 mit Eurozahlen die 20 vorkommen muss, indem wir zeigen, dass eine Dar-
stellung ohne den 20-Schein nicht minimal sein kann. Man spricht von einem
Beweis durch Widerspruch. Dabei formuliert man eine Annahme, die dann
durch die mathematische Argumentation als unhaltbar erwiesen wird, al-
so als widerspriichlich zu den gegebenen Voraussetzungen der Aussage. Wir
machen also die Annahme:
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Es ist moglich, die 37 als eine Summe mit maximal drei Summanden aus den
Zahlen 1,2,5,10 (also ohne die 20!) darzustellen.

Durch die Abschétzung, die ihrerseits auf Rechengesetze der natiirlichen Zah-
len Bezug nimmt,

a-14+b-24¢-5+d-10 < (a+b+c+d)10 < 3-10 = 30 < 37

sieht man aber schnell, dass dies nicht moglich ist. Die Annahme ist also
falsch und eine jede Darstellung der 37 mit maximal drei Eurozahlen muss
die 20 verwenden, und zwar genau einmal.

An dieser Stelle tritt eine weitere wichtige Strategie bei einer mathematischen
Argumentation auf, die Vereinfachung der Situation unter Verwendung des
schon Gezeigten. Wir wissen bereits, dass 20 genau einmal vorkommt. Wir
ziehen daher 20 ab und gelangen zur Fragestellung, ob es moglich ist, die
17 als Summe von maximal zwei der Zahlen 1, 2,5, 10 darzustellen. In einem
gewissen Sinn sind wir jetzt wieder in der Ausgangssituation, wobei allerdings
die Zahlen einfacher (geworden) sind. Mit der schon verwendeten Strategie
kann man hier weiterargumentieren: Man zeigt, dass die 10 genau einmal in
einer solchen minimalen Darstellung vorkommen muss, zieht es wieder ab
und gelangt zur Frage, ob man die 7 also Summe von Eurozahlen mit nur
einem Summanden'® darstellen kann, was offenbar nicht méglich ist.

Hier, wie hdufig in der Mathematik, héngt also die Giiltigkeit einer mathema-
tischen Aussage mit der Giiltigkeit einer anderen mathematischen Aussage
von gleichem oder dhnlichem Typ zusammen. Von daher ist es sinnvoll, eine
moglichst allgemeine mathematische Aussage zu formulieren und diese zu be-
weisen, wobei man im Beweis zeigt, dass man kompliziertere (grofiere Zahlen)
auf einfachere Situationen (kleinere Zahlen) zuriickfithren kann. Ein wichtiges
Beweisprinzip entlang dieses Schemas ist der Beweis durch Induktion.'”

Wir haben also gezeigt (bewiesen, durch eine mathematische Argumenta-
tion begriindet), dass man mindestens vier Eurozahlen braucht, um die 37
als Summe darzustellen: Mit weniger als vier ist es nicht moglich, und die
eingangs beschriebene Zerlegung

37 =20+10+5+2
zeigt, dass es mit vier Eurozahlen moglich ist.

Die 37 ist eine Zahl unter vielen, wir hétten gerne zu einer jeden natiirlichen
Zahl eine entsprechende Aussage. Zunéchst gibt es zu jedem vollen Eurobe-
trag w eine minimale Anzahl an Eurozahlen, mit der man den Betrag als
Summe erhalten kann, aus den drei einfachen Griinden, dass (1) {iberhaupt

Eine Summe mit nur einem Summanden mag sich sonderbar anhdren. In der Mathe-
matik sind aber solche Grenzfille wichtig und stets mitzubetrachten, da man bei einer
Situationsvereinfachung héufig - wie hier - bei einer solchen Extremsituation ankommt.

Das Induktionsprinzip werden wir in der siebten Vorlesung genau besprechen, und
gelegentlich schon verwenden.
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jeder Betrag darstellbar ist (beispielsweise als hinreichend grofie Summe der
1 mit sich selbst), dass (2) es zu jeder Anzahl an Summanden grundsétz-
lich die beiden Mdoglichkeiten gibt, dass der Betrag durch eine Summe aus
Eurozahlen mit £ Summanden darstellbar ist oder nicht, und dass (3) das Mi-
nimum einer nichtleeren Menge aus natiirlichen Zahlen existiert.'® Wenn wir
den Betrag mit w bezeichnen, so kann man die minimale Summandenanzahl
als

m(w)=min (k € N, w lasst sich als eine Summe mit k

Summanden aus Eurozahlen darstellen)
schreiben. Wir fragen uns:

(1) Ist die minimale Darstellung eines Betrages w eindeutig?
(2) Wie kann man sie charakterisieren?
(3) Wie kann man sie finden?

Dabei suchen wir nicht nur nach einer Antwort, sondern diese Fragen sind
stets so zu verstehen, wie man mathematisch begriinden kann, dass die Ant-
wort auch richtig ist. Solche mathematischen Fragen kénnen im Allgemeinen
sehr schwierig sein, und es ist von vornherein nicht klar, ob man eine Lésung
finden wird. Wir listen einige Herangehensweisen auf.

(1) Probieren.

(2) Systematischer Probieren.

(3) Extremfélle betrachten.

(4) Hypothese formulieren.

(5) Voraussetzungen leicht abdandern, um mogliche Griinde und Schwie-
rigkeiten zu erkennen.

(6) Hypothese préziser formulieren.

(7) Hypothese unter stérkeren zusétzlichen Voraussetzungen beweisen.

(8) Die Perspektive éndern.

(9) Reduktionsmoglichkeiten erkennen.

10) Hypothese beweisen.

(

Wir erlautern dies an der ersten Frage, ob es eine eindeutig bestimmte mini-
male Darstellung gibt.

(1) Nehmen wir die 37. Es fallt uns keine weitere Darstellung mit vier
Eurozahlen ein. Man kann die obige Argumentation, bei der wir ge-
zeigt haben, dass es keine Darstellung mit drei Eurozahlen gibt, et-
was abwandeln, und erhilt so eine Begriindung, dass die minimale
Darstellung fiir die 37 eindeutig ist. Welche Zahl probieren wir als
néchstes? Die 1467

18Djes ist unmittelbar klar (7). Wir werden in Lemma 10.11 diese Aussage aus dem
Induktionsprinzip herleiten.
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(2) Es ist systematischer, erstmal die kleinsten Zahlen durchzugehen, die
1,2,3=14+24=2+2,5,6=25+ 1, bei denen man recht schnell
erkennen kann, dass die Darstellungen eindeutig sind.

(3) Extremfille sind beispielsweise die einzelnen Eurozahlen selbst, diese
sind offenbar durch sich selbst eindeutig minimal darstellbar. Wie
sieht es mit der Summe von zwei Eurozahlen aus, kann es fiir sie eine
weitere Darstellung als Summe von zwei Eurozahlen geben? Warum
nicht?

(4) Nach diesen Beobachtungen bzw. Uberlegungen formulieren wir die
optimistische Hypothese, dass die minimale Darstellung eindeutig ist.

(5) Wie allgemein konnte eine solche Aussage stimmen? Betrachten wir
die gleiche Fragestellung fiir eine Wihrung,'? fiir die die Bargeldmittel
gleich

1,3, 5,10, 30, 50, 100, 300, 500

sind. Das sieht auf den ersten Blick nicht so anders aus. Allerdings
gibt es hier die beiden verschiedenen Darstellungsmoglichkeiten

6 =5+1=3+3,

die beide minimal sind, da man die 6 sicher nicht mit einer Miinze dar-
stellen kann. Die Hypothese kann also nur stimmen aufgrund spezifi-
scher Eigenschaften der Eurozahlen, eine grobe Argumentation wird
man somit wohl nicht erwarten und eine Argumentation, die nicht
direkt auf die Eurozahlen Bezug nimmt, kann nicht funktionieren.
Auch wenn man die Riickgabe von Geld erlaubt, geht die Eindeutig-
keit verloren, beispielsweise ist

15 = 10+5 = 20 — 5,

bei beiden Darstellung werden zwei Scheine bewegt.
(6) Wir meinen natiirlich bei eindeutig ,eindeutig bis auf die Reihenfol-
ge*, natiirlich ist

37 =20+10+5+2 = 2+ 20+ 5+ 10.

Es konnte sich als sinnvoll erweisen, immer mit einer bestimmten Rei-
henfolge der Summanden zu arbeiten, beispielsweise in absteigender
Grofe.

(7) Wir beweisen die Aussage zuerst nur fiir alle Betrdge < 10 oder <
100 oder nur fiir alle Betrédge, die als Summe von drei Summanden
darstellbar sind.

(8) Wir wollen etwas iiber Zerlegungen

w=a-1+b-2+c-5+d-10+...

YHier werden also die Voraussetzungen kurz abgeéndert, um sie besser verstehen zu
konnen.
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aussagen. Das kann man von links, also von w aus betrachten, aber
auch von der rechten Seite aus. Kann man einer Darstellung

a-14+b-24¢c-5+d-10+ ...

ohne Bezug auf den dargestellten Wert ansehen, ob sie minimal ist?
Hier gibt es viele GesetzméafBigkeiten, z.B. kann a nicht 2 sein, da man
andernfalls die zwei 1—Furomiinzen sofort durch eine 2-Euromiinze
ersetzen und so mit einer kleineren Anzahl von Eurozahlen auskom-
men wiirde.

(9) Hangt die eindeutige Zerlegung fiir grofie Zahlen irgendwie mit der
eindeutigen Zerlegung fiir kleinere Zahlen zusammen? Eine zweite
Darstellung fiir w fiihrt zu einer Gleichheit

a-1+b-24¢c-5+d-104+... =a - 1+V -2+ -5+d -10+....

Hier kann man links und rechts, falls eine Furozahl auf beiden Sei-
ten positiv vorkommt, diese Eurozahl abziehen, und erhélt so eine
Gleichheit fiir einen kleineren Ausdruck.

(10) Siehe unten.

In einem mathematischen Buch (bzw. in der Vorlesung) werden mathemati-
sche Aussagen haufig direkt bewiesen, ohne dass die Voriiberlegungen erléau-
tert werden, die zu dem Beweis gefiihrt haben. Dies ist von der Okonomie
her begriindet, man maochte einen Beweis haben, und nicht Uberlegungen
dokumentieren, die fiir sich allein genommen ziemlich aussagelos (wie das
Durchrechnen von einigen Beispielen) sind und von denen ein Grofiteil auch
in eine falsche Richtung geht. Beim Auffinden von Beweisen und beim Lésen
von Aufgaben (zwischen diesen beiden Aspekten gibt es keinen grundséatzli-
chen Unterschied) ist der Weg dorthin sehr wichtig, und es sollte viel probiert,
Strategien entwickelt und diskutiert werden, auch wenn sich das nicht in der
Dokumentation der letztlich gefundenen iiberpriifbaren Argumentation nie-
derschligt.?

Nach all diesen Voriiberlegungen kénnen wir den folgenden Satz beweisen.
Satz 2.1. FEs gelten die folgenden Aussagen.

(1) Jede natiirliche Zahl w besitzt eine eindeutige Summendarstellung
w=a;-1+as-2+as-5+as-10+as-204+ag-50+ar-100+ ag- 200+ ag - 500

(mit ay,...,a9 € N) mit der Figenschaft, dass die Gesamtanzahl der
Summanden (also a1+as+- - -+ag ) unter allen Darstellungen minimal
15t.

(2) FEine solche Darstellung ist genau dann minimal, wenn die folgenden
Koeffizientenbedingungen erfillt sind.

20Dag gilt auch fiir die abzugebenden Aufgaben. Geben Sie ein iiberzeugendes Endpro-
dukt der Uberlegungen ab, keine Dokumentation der Uberlegungen.
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a) Die Koeffizienten a;, die sich auf 1,5,10,50,100 beziehen, sind
<1.

b) Die Koeffizienten a;, die sich auf 2,20,200 beziehen, sind < 2.

c¢) Falls der Koeffizient, der sich auf 2 (bzw. 20 bzw. 200) bezieht,
gleich 2 ist, so ist der vorhergehende Koeffizient (der sich also auf 1
bzw. 10 bzw. 100 bezieht) gleich 0.

(3) Die eindeutige Darstellung findet man, indem man sukzessive abstei-

gend ay, . .., a; bestimmt, wobei man folgendermafen®' vorgeht

ag 1st die maximale natirliche Zahl mit ag - 500 < w ,

definiere
wg = w — ag - H00.

ag 1st die maximale natirliche Zahl mit ag - 200 < wg ,

definiere
wy = wg — ag - 200,

etc.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass jede minimale Darstellung von w die in (2)
angegebenen Koeffizientenbedingungen erfiillt. Sei also

w=ay-1+as-2+az-5+as-10+as-20+ag-50+ar-1004 ag- 200+ ag - 500

eine minimale Darstellung. Wenn der Koeffizient vor 1 (also a1) grofler als
1 wiére, also mindestens 2, so kénnte man zwei 1-Euromiinzen durch eine
2-Euromiinze ersetzen und hétte eine Darstellung mit weniger Summanden
im Widerspruch zur Minimalitit (ebenso fiir den Koeffizienten vor 10 und
vor 100). Wenn der Koeffizient vor 5 grofler als 1 wire, also mindestens 2, so
konnte man zwei 5-FEuroscheine durch einen 10-Euroschein ersetzen und hétte
eine Darstellung mit weniger Summanden im Widerspruch zur Minimalitét
(ebenso fiir den Koeffizient vor 50). Wenn der Koeffizient vor 2 grofler als
2 ware, also mindestens 3, so konnte man drei 2-Euromiinzen durch eine
1-Euromiinze und einen 5-Euroschein ersetzen und hétte eine Darstellung
mit weniger Summanden im Widerspruch zur Minimalitdt (ebenso fiir den
Koeffizienten vor 20 und vor 200). Wenn eine 2-Euromiinze doppelt und eine
1-Euromiinze einfach vorkommt, so kann man dies durch einen 5-Euroschein
ersetzen im Widerspruch zur Minimalitdt der Darstellung, ebenso bei einem
doppelten Vorkommen von 20 oder 200.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der minimalen Darstellung und nehmen an,
dass zwei Zerlegungen

w = ai-l+ay-24+a3-5+ag-104+as5-20+ ag-50+ a7 - 100+ ag - 200 + ag - 500
= b1-14+by-24b3-5+bg-104 b5 204 bg-50+ b7 - 100 + bg - 200 + bg - 500

21Djes ist ein sogenannter , gieriger Algorithmus“, da er sich bei jedem Einzelschritt
daran orientiert, wie man moglichst viel von dem (verbleibenden) Geldbetrag abzahlen
kann.
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vorliegen. Da beide Darstellungen minimal sind, miissen nach der bisherigen

Uberlegung die Koeffizienten jeweils die Koeffizientenbedingungen erfiillen.
Wir werden zeigen, dass es iiberhaupt nur eine Darstellung gibt, die die
Koeffizientenbedingungen erfiillt. Wir miissen also zeigen, dass

a; = bz
fir alle e =1,...,9 gilt. Wenn fiir ein bestimmtes ¢ die Koeffizienten a; und
b; beide > 1 sind, so kann man beidseitig die zugehorige Eurozahl (even-

tuell zweimal) abziehen und erhélt dann eine kleinere Zahl w’, fiir die zwei
Darstellungen vorliegen, die die Koeffizientenbedingungen erfiillen. Da man

diese Uberlegung fiir jedes i durchfiihren kann, gelangt man zu einer Gleich-
heit, bei der jeweils mindestens einer der Koeffizienten a;, b; gleich 0 ist. Es
ist dann zu zeigen, dass auch der andere Koeffizient gleich 0 ist. Dies zeigen

wir absteigend, beginnend mit ag bzw. by. Da die Situation symmetrisch??
ist, konnen wir annehmen, dass ag = 0 ist. Aufgrund der Koeffizienten-
bedingungen ist (die Klammern sind suggestiv und sollen die verwendeten
Abschétzungen verdeutlichen, die erste ist echt)
(a1-14a2-24a3z-5)+ (as-10+ as - 20 + as - 50) + (a7 - 100 4+ as - 200) < 10+ 90 + 400
= 500.

Daher kann by nicht groBergleich 1 sein und ist ebenfalls 0. So zeigt man
absteigend, dass alle Koeffizienten 0 sind und dass die Darstellung also ein-
deutig ist.

Wir zeigen nun die andere Richtung aus Teil (2), dass eine Darstellung
mit den gegebenen Koeffizientenbedingungen die eindeutige Darstellung sein
muss. Mit der gleichen Argumentation wie eben, angewendet auf eine solche
Darstellung und die minimale Darstellung, ergibt sich, dass die Darstellungen
iibereinstimmen.

Der dritte Teil ergibt sich daraus, dass die entstehende Darstellung die in (2)
formulierten Koeffizientenbedingungen erfiillen muss. O

Die Aufgabe 2.22 zeigt, dass das Verfahren aus Satz 2.1 (3) nicht bei jeder
Bargeldverteilung zur minimalen Darstellung fiihrt.

2. ARBEITSBLATT

2.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 2.1. Wie viele ganzzahlige Geldbetrége zwischen 1 und 100 Euro
kann man mit maximal zwei Euromiinzen bzw. Scheinen (ohne Riickgeld)
begleichen?

22Dje Situation ist symmetrisch, da die beiden Darstellungen gleichberechtigt sind. In
einer solchen Situation bedeutet es keine Einschrinkung der Aussagekraft der Argumen-
tation, wenn man eine Umbenennung vornimmt bzw. eine Eigenschaft, die eines der be-
teiligten Objekte hat, dem ersten zuweist. In einer solchen Situation finden sich haufig
Formulierungen wie ,,wir kénnen annehmen, dass ...*.
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2.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 2.2. Sie wollen im Unterricht in der Grundschule vermitteln, dass
man nicht durch 0 teilen darf. Wie argumentieren Sie, wenn folgende Erfolgs-
quoten feststehen.

(1) Mit einem stichhaltigen mathematischen Argument bewirkt man,
dass 80 Prozent der Schiiler und Schiilerinnen nicht durch 0 teilen.

(2) Mit dem Argument, dass die 0 ganz ganz traurig wird, wenn durch sie
geteilt wird, bewirkt man, dass 90 Prozent der Schiiler und Schiile-
rinnen nicht durch 0 teilen.

(3) Mit dem Argument, dass die Schiiler Gummibérchen bekommen,
wenn sie nicht durch 0 teilen, bewirkt man, dass 100 Prozent der
Schiiler und Schiilerinnen nicht durch 0 teilen.

Aufgabe 2.3. Aus der Schule ist bekannt, dass man nicht durch 0 dividieren
darf. Warum eigentlich nicht?

Aufgabe 2.4. Gabi Hochster hat Mathematikunterricht (vierte Klasse), der
von Frau Doris Maier-Sengupta (mit den Fachern Deutsch und buddhisti-
sche Philosophie) gehalten wird. Gummibérchen hin oder her, Gabi Hoch-
ster mochte sich nicht damit abfinden, dass man anscheinend nicht durch 0
teilen darf. Die Zahlen 1/0,2/0 u.s.w. wiirde es geben, ihr Gehalt sei nur
etwas mysterios, und sie mochte sich damit weiter beschéftigen. Man kénne
fiir diese Zahlen die Bruchrechenregeln nicht naiv anwenden, beispielsweise
gelte nicht die Kiirzungsregel

Gabi Hochster

10—1
5 = 1.

Ansonsten konne man aber mit diesen neuen Zahlen ziemlich gut rechnen,
es gelten die Kommutativgesetze, die Assoziativgesetze und das Distributiv-
gesetz, und es gelte nach wie vor 0 -a = 0 fiir alle Zahlen a, auch fiir die
neuen.
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(1) Frau Maier-Sengupta weif nicht so recht, wie sie darauf reagieren soll
und wendet sich an Sie, da Sie die Fachleiter/In Mathematik an der
Schule sind. Wie beurteilen Sie die Situation? Hat Gabi recht? Was
ist Ihr Rat an die Kollegin?

(2) Gabi hat mittlerweile Spa8 an ihren neuen Zahlen gefunden und
bringt die ganze Klasse durcheinander, weil sie stdndig sagt ,,man
darf doch durch 0 teilen“. Frau Maier-Sengupta befiirchtet, dass dies
die anderen Schiiler zu Fehlschliissen verleitet und ermahnt Gabi,
nicht mehr davon zu sprechen, das sei halt so, dass man nicht durch 0
teilen darf. Darauthin sagt Gabi: , Frau Maier-Sengupta versteht gar
nix von Mathe, noch nicht einmal, dass man durch 0 teilen darf“. Dies
vermerkt Frau Maier-Sengupta im Klassenbuch als eine Beleidigung.
Wie hétten Sie reagiert?

(3) Da es der dritte Vermerk war, kommt es zu einem Elterngespriich,
zu dem neben Frau Maier-Sengupta, den Eltern, Melissa und Mel-
vin Hochster, und der Schulleitung auch Sie als Fachleiter/In teilneh-
men sollen. Die Eltern beschweren sich, dass Frau Maier-Sengupta die
kreativen Ansétze ihrer Tochter nicht positiv aufnehmen wiirde, son-
dern abblocke. Sie befiirchten, dass ihre Tochter in der Schule geistig
verarme. Was ist Thre Position?

Aufgabe 2.5. Berechne den Geldbetrag, wenn man von jeder Cent-Miinze
und von jeder Euro-Miinze genau ein Exemplar besitzt.

Aufgabe 2.6. Mit den {iblichen Eurozahlen soll ein Betrag von 10 Euro be-
glichen werden. Mit welcher Anzahl von Miinzen/Scheinen ist dies moglich?

Aufgabe 2.7. Es sei vorausgesetzt, dass man einen konkreten Eurobetrag
w mit k& Eurozahlen begleichen kann. Zeige, dass man dann den Eurobetrag
w + 1 mit £+ 1 Eurozahlen begleichen kann.

Aufgabe 2.8. Wie viele volle Geldbetrage zwischen 1 und 100 Euro kann
man mit genau 1,2,3,4,5,6 Euromiinzen bzw. Scheinen (ohne Riickgeld)
begleichen? Was ergibt die Summe dieser Zahlen?

Aufgabe 2.9. Wie viele volle Geldbetréige zwischen 1 und 100 Euro kann
man mit genau 1,2,3,4,5,6 Euromiinzen bzw. Scheinen (ohne Riickgeld)
minimal begleichen.
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Aufgabe 2.10. (1) Mit den Eurozahlen kann man zdhlen, indem man
fiir jede natiirliche Zahl die minimale Darstellung angibt, also:
Ein Einer, ein Zweier, ein Einer und ein Zweier, zwei Zweier, ein
Fiinfer, ein Einer und ein Fiinfer, ein Zweier und ein Fiinfer, ein Einer
und ein Zweier und ein Fiinfer, etc.
Zahle in dieser Weise bis 50, ohne auf die iibliche Zdhlweise im
Dezimalsystem Bezug zu nehmen.
(2) Die Koeffizienten in der minimalen Darstellung einer Zahl mit den
FEurozahlen schreiben wir als Tupel, also in der Form

(CLI,CL27CL3, ceey CLg) )

wobei sich die a; auf die i-te Miinze (bzw. Geldschein) in aufsteigender
Reihenfolge bezieht. Das Tupel

(1,1,1,0,2,0,1,0,0)
bedeutet also 1 -1 +1-24+1-5+2-20+1-100 = 148. Berechne
(1,0,1,1,1,0,0,2,0) +(1,1,0,1,1,0,1,0,0)

(das Ergebnis soll wieder in minimaler Darstellung sein).

Aufgabe 2.11.%*

Zu n € N sei f(n) der minimale Eurobetrag, fiir den man mindestens n
Miinzen/Scheine braucht, um diesen Betrag zu begleichen.

(1) Erstelle eine Tabelle, aus der die Werte fiir f(n) ablesbar sind?
(2) Was ist f(1000000)?

Aufgabe 2.12. Wie kann man das Dezimalsystem fiir natiirliche Zahlen mit
einem Bargeldsystem wie in Satz 2.1 in Verbindung bringen? Wie beweist
man in diesem Fall die Eindeutigkeit der Darstellung? Wéare das Dezimalsy-
stem fiir den Geldverkehr sinnvoll?

Aufgabe 2.13. An welcher Stelle bricht der Eindeutigkeitsbeweis zu Satz
2.1 zusammen, wenn man mit den Zahlen 1,3,5,10, u.s.w. statt mit den
Eurozahlen rechnet.

Aufgabe 2.14. (1) Ein Minzsystem bestehe aus 1-; 3- und 10-Taler-

Miinzen. Ist die minimale Darstellung eines jeden Betrages eindeutig?

(2) Ein Miinzsystem bestehe aus 1-, 4- und 10-Taler-Miinzen. Ist die mi-
nimale Darstellung eines jeden Betrages eindeutig?
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Aufgabe 2.15.*

Auf Ruggetong heifit die Wihrung Riggating und es gibt nur zwei Miinzen
(mit vollen Riggatingbetrigen). Es kann jeder volle Geldbetrag damit bezahlt
werden. Zeige, dass dann die minimale Darstellung eines jedes Geldbetrages
eindeutig ist. Wie kann man sie berechnen?

Aufgabe 2.16. Auf Riggatong gibt es £ Miinzen mit den Werten 1,2, 3,
..., k—1, k. Ist die minimale Darstellung eines jedes Geldbetrages eindeutig?
Ist die Darstellung, die so viele k-Miinzen wie moglich verwendet und den
Rest mit einer der anderen Miinzen auffiillt, minimal?

Aufgabe 2.17. Ein Geldfilscher stellt 3- und 7-Euro-Scheine her.

(1) Zeige, dass es nur endlich viele Betrige gibt, die er nicht (exakt)
begleichen kann. Was ist der héchste Betrag, den er nicht begleichen
kann?

(2) Was ist der kleinste Betrag, den er auf zwei verschiedene Weisen be-
gleichen kann?

(3) Beschreibe die Menge M der vollen Eurobetrige, die er mit seinen
Scheinen begleichen kann.

Aufgabe 2.18. Wir erlauben, dass Geldbetrdge auch mit Hilfe von Riick-
geld (mit den iiblichen Eurozahlen) beglichen werden. Eine Darstellung eines
Betrages heifit minimal, wenn die Gesamtzahl der bewegten Miinzen bzw.
Scheine minimal ist.

(1) Fiir welche Geldbetrdge w < 20 verringert sich die minimale An-
zahl an Bargeldmitteln, die bewegt werden miissen (im Vergleich zur
Situation, in der kein Riickgeld erlaubt ist)?

(2) Fiir welche Geldbetrige w < 20 ist die minimale Darstellung eindeu-
tig?

Aufgabe 2.19. Welche der folgenden Aussagen sind wissenschaftliche Fak-
ten? Zu welcher Wissenschaft gehoren sie? Worauf beruht ihre Giiltigkeit
bzw. Nichtgiiltigkeit?

) Die Dinosaurier sind vor ca. 65 Millionen Jahren ausgestorben.
) Die Dinosaurier sind gar nicht ausgestorben.

) So etwas wie Dinosaurier hat es nie gegeben.

) Die Evangelien wurden nicht von Augenzeugen geschrieben.

) Die abe-Vermutung ist inzwischen ein Satz.

)

(1
(2
(3
(4
(5
(6
(7) Die abc-Vermutung ist immer noch eine Vermutung.
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(8) Die Relativitétstheorie ist bestétigt.
(9) Es ist nicht moglich, Gold aus anderen Stoffen herzustellen.
(10) Die Welt wird bald untergehen.

Aufgabe 2.20. In der Vorlesung wurde ein vergleichsweise positives Bild
von Wissenschaft angedeutet. Es gibt auch vollig andere Einschétzungen,
wie in den folgenden Formulierungen zum Ausdruck kommt. Was ist Thre
Meinung?

(1) Wissenschaft ist in erster Linie ein Herrschaftsinstrument.

(2) Wissenschaft dient hauptséchlich zur abgedrehten Selbstbeschéfti-
gung einer kleinen Elite.

(3) Wissenschaft ist ein modernes Mérchen, ein sprachliches Konstrukt,
ein diskursives Narrativ, das man ebenso dekonstruieren kann.

(4) Wissenschaft dient allein der Aufrechterhaltung des Patriarchats.

(5) Wissenschaft ist gegen Gott.

(6) Wissenschaft besteht aus einer willkiirlichen Ansammlung von Aus-
sagen, das Gegenteil ist stets genauso wahr.

(7) Die sogenannte Wissenschaft liefert nur ein sehr oberflachliches Bild.
Wahre Erkenntnis erfordert das Einswerden mit der Welt.

2.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 2.21. (4 Punkte)

Auf wie viele Arten kann man mit den iiblichen Miinzen einen Betrag von
50 Cent begleichen?

Aufgabe 2.22. (2 Punkte)

Ein Land besitze Miinzen im Nennwert von 1,4,5 und 6 Talern. Zeige, dass
es nicht unbedingt zu einer minimalen Anzahl von Miinzen fiihrt, wenn man
einen Betrag sukzessive mit der groffitmoglichen Miinze begleicht.

Aufgabe 2.23. (3 Punkte)

Zu den Eurozahlen soll eine zusétzliche Miinze mit dem ganzzahligen Wert
k < 10 eingefiithrt werden. Fiir welche k ist die minimale Darstellung aller
Geldbetrage eindeutig, fiir welche nicht?

Aufgabe 2.24. (4 (2+2) Punkte)

Auf den quadratischen Inseln, die wegen der anndhernd quadratischen Ge-
stalt der Inseln so heiflen, sind die Nennwerte der Miinzen und Geldscheine
die Quadratzahlen 1,4,9,16,.. ..
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(1) Bestimme fiir w < 20 die minimale(n) Darstellung(en) von w.
(2) Ist die minimale Darstellung fiir alle (!) w eindeutig?

Aufgabe 2.25. (6 (2+2+2) Punkte)
Ein Geldfalscher stellt 4-; 9- und 11-Euro-Scheine her.

(1) Zeige, dass es nur endlich viele Betrdge gibt, die er nicht (exakt)
begleichen kann. Was ist der héchste Betrag, den er nicht begleichen
kann?

(2) Was ist der kleinste Betrag, den er auf zwei verschiedene Weisen be-
gleichen kann?

(3) Beschreibe explizit die Menge M der vollen Eurobetrige, die er mit
seinen Scheinen begleichen kann.

3. VORLESUNG - AUSSAGEN

Was Hénschen nicht lernt,
lernt Hans nimmermehr

Volksmund

, Was Hénschen nicht lernt,
lernt Hans nimmermehr® hat
heute keine Geltung mehr

Bundesministerium fiir
Bildung und Forschung , 2008

3.1. Aussagen.

Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, das wahr oder falsch sein kann.?

Es ist durchaus erlaubt, dass man nicht entscheiden kann, ob die Aussage
wahr oder falsch ist, weil man dazu Zusatzinformationen benotigt. Wichtig
ist allein, dass die Préadikate wahr und falsch sinnvolle Préadikate des Gebildes
aufgrund seiner syntaktischen und semantischen Gestalt sind.

Die Bedingung der Bedeutungsklarheit wird von natiirlich-sprachlichen Aus-
sagen selten erfiillt. Nehmen wir z.B. den Satz

Dieses Pferd ist schnell.

Einerseits haben wir keine Information, um welches Pferd es sich handelt, von
dem da die Rede ist, und die Giiltigkeit der Aussage hingt vermutlich davon
ab, welches Pferd gemeint ist. Andererseits ist die Bedeutung von , schnell®
nicht so fest umrissen, dass, selbst wenn es klar wére, um welches Pferd es

23Statt ,,wahr® sagt man auch, dass die Aussage gilt oder dass sie richtig ist, statt
,falsch® auch, dass sie nicht gilt.
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sich handelt, vermutlich Uneinigkeit herrscht, ob es als schnell gelten soll
oder nicht. Weitere alltagssprachliche Aussagen sind

Marsmenschen sind griin.
Ich fresse einen Besen.
Heinz Ngolo und Mustafa Miiller sind Freunde.

In der natiirlichen Sprache besteht die Moglichkeit, durch Zusatzinforma-
tionen, Kontextbezug, intersubjektive Vereinbarungen und kommunikative
Bedeutungsangleichungen eine Gesprachsituation zu erzeugen, in der man
iiber die Giiltigkeit von solchen nicht scharf definierten Aussagen weitgehen-
de Einigkeit erzielen kann. In der Logik und in der Mathematik hingegen
sind diese praktischen Notlosungen nicht erlaubt, sondern die Bedeutung ei-
ner Aussage soll allein aus der Bedeutung der in ihr verwendeten Begriffe
erschliebar sein, wobei diese Begriffe zuvor klar und unmissverstéandlich de-
finiert worden sein miissen. Einige mathematische Aussagen (egal ob wahr
oder falsch) sind

5> 3.

2 < 3.

5 ist eine natiirliche Zahl.
Esist 745 = 13.
Primzahlen sind ungerade.

Die minimale Darstellung eines Geldbetrages durch die Eurozahlen ist
eindeutig.

Wenn man diese Aussagen versteht, und insbesondere die in ihnen verwen-
deten Begriffe und Symbole kennt, so sieht man, dass es sich um Aussagen
handelt, die entweder wahr oder falsch sind, und zwar unabhéngig davon, ob
der Leser weif}, ob sie wahr oder falsch sind. Ob ein sprachliches Gebilde eine
Aussage ist hingt nicht vom Wissen, ob sie wahr oder falsch ist, oder vom
Aufwand ab, mit dem man durch zusétzliches Nachforschen, durch Experi-
mente oder durch logisch-mathematisches Uberlegen entscheiden kénnte, ob
sie wahr oder falsch ist. Bei den folgenden Beispielen handelt es sich zwar
um mathematische Objekte, aber nicht um Aussagen:

5

5+11

Die Menge der Primzahlen
ANB

Eine Summe von fiinf Quadraten

12 f(tya.
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Statt uns jetzt mit konkreten Aussagen auseinander zu setzen, nehmen wir
im Folgenden den strukturellen Standpunkt ein, dass eine Aussage eine Aus-
sagenvariable p ist, die einen der beiden Wahrheitswerte wahr oder falsch
annehmen kann. Zunéchst interessiert uns dann, wie sich diese Wahrheits-
belegungen bei einer Konstruktion von neuen Aussagen aus alten Aussagen
verhalten.

3.2. Verkniipfungen von Aussagen.
Man kann aus verschiedenen Aussagen neue Aussagen bilden. Aus der Aus-
sage
Ich fresse einen Besen
kann man die negierte Aussage
Ich fresse nicht einen Besen?*
machen, und aus den beiden Aussagen
Marsmenschen sind griin
und
Ich fresse einen Besen
kann man beispielsweise die folgenden neuen Aussagen basteln.
Marsmenschen sind griin und ich fresse einen Besen
Marsmenschen sind griin oder ich fresse keinen Besen
Wenn Marsmenschen griin sind, dann fresse ich einen Besen

Wenn nicht gilt, dass Marsmenschen griin sind, dann fresse ich einen
Besen

Wenn Marsmenschen griin sind, dann fresse ich keinen Besen

Wenn nicht gilt, dass Marsmenschen griin sind, dann fresse ich keinen
Besen

Marsmenschen sind genau dann griin, wenn ich einen Besen fresse

Hierbei werden die einzelnen Aussagen fiir sich genommen nicht verdndert
(bis auf gewisse grammatische Anpassungen), sondern lediglich in einen logi-
schen Zusammenhang zueinander gebracht. Eine solche logische Verkniipfung
ist dadurch gekennzeichnet, dass sich ihr Wahrheitsgehalt allein aus den

2Dje sicherste Art, zur Negation zu kommen, ist eine Konstruktion wie ,es ist nicht
der Fall, dass ...“ zu verwenden. Dies ist insbesondere beim anderen Beispielsatz zu be-
denken, die Aussage ,Marsmenschen sind nicht griin“ kann man so verstehen, dass alle
Marsmenschen nicht-griin sind, oder, dass eben nicht alle Marsmenschen griin sind, es also
Ausnahmen gibt. Siehe auch den Abschnitt {iber Quantoren weiter unten.
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Wahrheitsgehalten der beteiligten Aussagen und der Bedeutung der gramma-
tischen Kongunktionen (aussagenlogisch spricht man von Junktoren) ergibt
und keine weitere Information dafiir erforderlich ist. Die Aussage

Marsmenschen sind griin und ich fresse keinen Besen

ist beispielsweise genau dann wahr, wenn sowohl Marsmenschen griin sind
und ich keinen Besen fresse. Das ist jedenfalls die Bedeutung der logischen
y,und“-Verkniipfung. Eine inhaltliche Beziehung zwischen den beiden Teil-
aussagen ist nicht notig.

Betrachten wir zum Vergleich eine Aussage wie
Die griinen Marsmenschen fressen Besen

Hier entsteht eine vollig neue Aussage, die lediglich einzelne Vokabeln oder
Prédikate der vorgegebenen Aussagen verwendet, ihr Wahrheitsgehalt l&sst
sich aber keineswegs aus den Wahrheitsgehalten der vorgegebenen Aussagen
erschlieflen.

Eine logische Verkniipfung von Aussagen liegt vor, wenn sich der Wahrheits-
gehalt der Gesamtaussage aus den Wahrheitsgehalten der Teilaussagen er-
gibt. Die beteiligten Verkniipfungen legen dabei fest, wie sich die Wahrheits-
werte der Gesamtaussage bestimmen lassen.

3.3. Aussagenvariablen und Junktoren.

Um sich die Abhéngigkeiten von zusammengesetzten Aussagen allein von den
einzelnen Wahrheitsgehalten der beteiligten Teilaussagen und den Junktoren,
nicht aber von den konkreten Aussagen und ihren Bedeutungen klarer zu
machen, ist es sinnvoll, mit Aussagenvariablen zu arbeiten und die Junktoren
durch Symbole zu reprisentieren. Fiir Aussagen schreiben wir jetzt

p’Q?""

und wir interessieren und also nicht fiir den Gehalt von p, sondern ledig-
lich fiir die moglichen Wahrheitswerte (oder Belegungen) von p, die wir mit
w (wahr) oder f (falsch) bezeichnen (gelegentlich verwendet man auch die
Wahrheitswerte 1 und 0). Bei der Negation werden einfach die Wahrheits-
werte vertauscht, was man mit einer einfachen Wahrheitstabelle ausdriickt:

Negation
p -p
A f

f W

Bei einer konkreten Aussage gibt es in der Regel mehrere sprachliche Moglich-
keiten, die Negation zu formulieren. Um die Aussage ,ich fresse einen Besen“
zu negieren, ist es egal, ob man sagt:

Ich fresse nicht einen Besen.



42

Ich fresse keinen Besen.
Es ist nicht der Fall, dass ich einen Besen fresse.
Es trifft nicht zu, dass ich einen Besen fresse.

Die Negation wirkt auf eine einzige Aussage, man spricht von einem ein-
stelligen Operator. Kommen wir nun zu mehrstelligen Operatoren, die von
mindestens zwei Aussagen abhéngen. Bei der Verkniipfung von zwei Aus-
sagen gibt es insgesamt vier mogliche Kombinationen der Wahrheitswerte,
so dass jede logische Verkniipfung dadurch festgelegt ist, wie sie diesen vier
Kombinationen einen Wahrheitswert zuordnet. Daher gibt es insgesamt 16
logische Verkniipfungen, die wichtigsten sind die folgenden vier.

Die Konjunktion ist die Und-Verknipfung. Sie ist genau dann wahr, wenn
beide Teilaussagen wahr sind; sie ist also falsch, sobald nur eine der beteilig-
ten Aussagen falsch ist. Die Wahrheitstabelle der Konjunktion sieht so aus.

Konjunktion
Pl q|pPAg
wlw| w

w | f f
flw f
f|f f

Die Disjunktion (oder Alternation) ist die einschlieBende Oder-Verkniipfung.
Sie ist wahr sobald mindestens eine der Teilaussagen wahr ist, und insbeson-
dere auch dann wahr, wenn beide Aussagen zugleich wahr sind. Sie ist nur in
dem einzigen Fall falsch, dass beide Teilaussagen falsch sind. Offensichtlich
sind bei einer Konjunktion und einer Disjunktion die beteiligten Teilaussagen
gleichberechtigt.

Disjunktion

pVq
W

| S S
A RS

| =

Die Implikation ist die in der Mathematik wichtigste Verkniipfung. Mathema-
tische Sétze haben fast immer die Gestalt einer (verschachtelten) Implikation.
Der logische Gehalt einer Implikation ist, dass aus der Giiltigkeit einer Vor-
aussetzung die Giiltigkeit einer Konklusion folgt.?> Sie wird meistens durch
»,Wenn p wahr ist, dann ist auch ¢ wahr* (oder kurz: Wenn p, dann ¢) aus-
gedriickt. Thre Wahrheitsbedingung ist daher, dass wenn p mit wahr belegt

25Genauer gesagt haben mathematische Sitze fast immer die Gestalt py ApaA. .. Apn —
q.
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ist, dann muss auch ¢ mit wahr belegt sein. Dies ist erfiillt, wenn p falsch ist
oder wenn ¢ wahr ist.? Thre Wahrheitstabelle ist daher

Implikation

q9|pP—4
w

w
f
w
f

f
w
w

Bei einer Implikation sind die beiden beteiligten Teilaussagen nicht gleich-
berechtigt, die Implikationen p — ¢ und ¢ — p sind verschiedene Aussagen.
Eine Implikation hat also eine ,,Richtung®.?” Im allgemeinen Gebrauch und
auch in der Mathematik werden Implikationen zumeist dann verwendet, wenn
der Vordersatz der ,,Grund“ fiir die Konklusion ist, wenn die Implikation al-
so einen kausalen Zusammenhang ausdriickt. Diese Interpretation spielt aber
im aussagenlogischen Kontext keine Rolle.

Wenn die beiden Implikationen p — ¢ und ¢ — p zugleich gelten, so wird das
durch ,genau dann ist p wahr, wenn ¢ wahr ist® ausgedriickt. Man spricht
von einer Aquivalenz der beiden Aussagen, die Wahrheitstabelle ist

Aquivalenz

q|P4q
w

w
f f
A\ f
f W

Beispiele fiir eine mathematische Aquivalenzaussage sind:

Eine natiirliche Zahl n ist genau dann gerade, wenn sie im Zehnersystem
auf 0,2,4,6 oder 8 endet.

26An die Wahrheitsbelegung einer Implikation fiir den Fall, wo der Vordersatz falsch
ist, muss man sich etwas gewohnen. Der Punkt ist, dass wenn man eine Implikation p — q
beweist, dass man dann p als wahr annimmt und davon ausgehend zeigen muss, dass auch
q wahr ist. Der Fall, dass p falsch ist, kommt also in einem Implikationsbeweis gar nicht
explizit vor. In diesem Fall gilt die Implikation, obwohl sie keine , Schlusskraft® besitzt.
Nehmen wir als Beispiel die mathematische Aussage, dass wenn eine natiirliche Zahl n
durch vier teilbar ist, sie dann gerade ist. Dies ist eine wahre Aussage fiir alle natiirlichen
Zahlen, sie gilt insbesondere auch fiir alle Zahlen, die nicht durch vier teilbar sind. Es
gibt auch jeweils fiir alle drei Wahrheitsbelegungen, die eine Implikation wahr machen,
Beispiele von natiirlichen Zahlen, die genau diese Wahrheitsbelegung représentieren, nicht
aber fiir die vierte.

2TBej einer Implikation p — ¢ sagt man auch, dass p eine hinreichende Bedingung fiir
q und dass ¢ eine notwendige Bedingung fiir p ist. Siehe dazu auch die Wahrheitstabelle
zur Kontraposition weiter unten.
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Ein Dreieck ist genau dann rechtwinklig, wenn es eine Seite gibt, deren
Quadrat gleich der Summe der beiden anderen Seitenquadrate ist.

Die Hinrichtung im zweiten Beispielsatz ist dabei der Satz des Pythagoras,
die Riickrichtung gilt aber auch. Achtung: In gewissen Kontexten werden
Aquivalenzen als Implikationen formuliert. Dies gilt beispielsweise fiir Beloh-
nungen, Bestrafungen und auch in mathematische Definitionen. Wenn man
sagt: ,wenn du nicht durch 0 teilst, bekommst du ein Gummibérchen®, so
meint man in aller Regel, dass man auch nur dann eines bekommt, aber
nicht, wenn man durch 0 teilt. Mathematische Definitionen wie ,eine Zahl
heifit gerade, wenn sie ein Vielfaches der 2 ist®, sind als genau dann, wenn
zu verstehen.

Unter Verwendung der Negation kann man jede logische Verkniipfung durch
die angefiihrten Verkniipfungen ausdriicken, wobei man noch nicht mal alle
braucht. Z.B. kann man die Konjunktion (und ebenso die Implikation und
die Aquivalenz) auf die Disjunktion zuriickfiihren, die Wahrheitstabelle?®

Konjunktion als Disjunktion

pla —(=pV —q)
W | W W
w|f f
flw f
f]f f

zeigt namlich, dass die Wahrheitsfunktion von —(—pV —¢) mit der Wahrheits-
funktion von p A ¢ iibereinstimmt. Daher sind die beiden Ausdriicke logisch
gleichwertig. Bei einem solchen nur leicht verschachtelten Ausdruck kann man
die Wahrheitswerte noch einfach berechnen und damit die Wahrheitsgleich-
heit mit der Konjunktion feststellen. Bei komplizierteren (tiefer verschachtel-
ten) Ausdriicken ist es sinnvoll, abhéingig von den Belegungen der beteiligten
Aussagenvariablen die Wahrheitswerte der Zwischenausdriicke zu berechnen.
Im angegebenen Beispiel wiirde dies zur Tabelle

Konjunktion als Disjunktion

plal-p|-g|-pV-g|-(=pV g
w|w| f | f f A
w|f] f|w w f
flw|lw]|f w f
fif|lw|w W f

fithren. Natiirlich kann man statt zwei auch beliebig viele Aussagenvariablen
verwenden und daraus mit den Verkniipfungen neue Aussagen konstruieren.

281m Folgenden verwenden wir, um Klammern zu sparen, die Konvention, dass die
Negation stédrker bindet als alle mehrstelligen Junktoren, und dass die Konjunktion stérker
bindet als die anderen zweistelligen Junktoren.
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Die Wahrheitsbelegung der zusammengesetzten Aussagen lassen sich dann
ebenfalls in entsprechend grofleren Wahrheitstabellen darstellen.

3.4. Tautologien.

Bei Einzelaussagen und zusammengesetzten Aussagen ist jeder Wahrheits-
wert erlaubt, und die Wahrheitswerte bei den verkniipften Aussagen ergeben
sich aus den Einzelbelegungen iiber die Wahrheitsregeln, die die Junktoren
auszeichnen. Abhéngig von den Belegungen kénnen somit alle Aussagen wahr
oder falsch sein. Besonders interessant sind aber solche Aussagen, die un-
abhéngig von den Einzelbelegungen stets wahr sind. Solche Aussagen nennt
man Tautologien (oder allgemeingiiltig). Sie sind fiir die Mathematik vor al-
lem deshalb wichtig, weil sie erlaubten Schlussweisen entsprechen, wie sie in
Beweisen haufig vorkommen. Wenn man beispielsweise schon die beiden Aus-
sagen p und p — ¢ bewiesen hat, wobei hier p und ¢ fiir konkrete Aussagen
stehen, so kann man daraus auf die Giiltigkeit von ¢ schlielen. Die zugrunde
liegende aussagenlogische Tautologie ist

(eANp—q)—q.

Wie gesagt, eine Tautologie ist durch den konstanten Wahrheitswert wahr
gekennzeichnet. Der Nachweis, dass eine gegebene Aussage eine Tautologie
ist, verlduft am einfachsten iiber eine Wahrheitstabelle.

Ableitungsregel (Modus Ponens)

plalp—q[pAlp—=q9) | (PA(p—4q) —q
wlw| w w w
w| f f f w
flw W f W
f|f w f w
Doppelnegation
p | —p|~(=p) | p < (D)
w| I w w
f|w f w

Tertium non datur
pl-p| pV-p

w| T W

| w w

Die Regel Tertium non datur geht auf Aristoteles zuriick und besagt, dass
eine Aussage (entweder) wahr oder falsch ist und es keine dritte Moglichkeit
gibt. Die obige Regel driickt formal gesehen nur aus, dass mindestens ein
Wahrheitswert gelten muss, die Regel davor sagt, dass p wahr zugleich —p
wahr ausschliefit, was man auch den Satz vom Widerspruch nennt (zusam-
menfassend spricht man auch vom Bivalenzprinzip). Die Giiltigkeit dieser
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Regeln ist bei vielen umgangssprachlichen Aussagen fragwiirdig, im Rah-
men der Aussagenlogik und der Mathematik haben sie aber uneingeschrinkt
Giiltigkeit, was wiederum damit zusammenhéngt, dass in diesen Gebieten nur
solche Aussagen erlaubt sind, denen ein eindeutiger Wahrheitswert zukommt.
Als Beweisprinzip schliagt sich dieses logische Prinzip als Beweis durch Fall-
unterscheidung nieder, wobei die folgende Tautologie dieses Beweisprinzip
noch deutlicher ausdriickt.

Fallunterscheidung
g |p=q|p|p=2qa|(P=>9AN(p—q) | (P2 A(P—q) =g
w|w w f w w W
w | f f f W f A
f|w w w w w W
f|f W w f f W

Bei der Fallunterscheidung will man ¢ beweisen, und man beweist es dann
einerseits (Fall 1) unter der zusétzlichen Annahme p und andererseits (Fall 2)
unter der zusétzlichen Annahme —p. Man muss dabei zweimal was machen,
der Vorteil ist aber, dass die zuséitzlichen Annahmen zusétzliche Methoden
und Techniken erlauben.

Die Kontraposition wird haufig in Beweisen verwendet, ohne dass dies immer
explizit gemacht wird. In einem Beweis nimmt man einen pragmatischen
Standpunkt ein, und manchmal ist es einfacher, von —¢ nach —p zu gelangen
als von p nach gq.

Kontraposition

plg |p—=q|-p|~qg|~qg—p|(p—q) < (g — p)
W | W A f|f W A

w| f f f|w f W

flw w w | f w W

f]f W w | w W A4

Die Widerspruchsregel ist auch ein haufiges Argumentationsmuster. Man
zeigt, dass aus einer Aussage p ein Widerspruch, oft von der Form g A —g,
folgt, und schliefit daraus, dass p nicht gelten kann, also —p gelten muss.

Widerspruchsregel

plg | poqap>—q| P2 ANP—=>q) | p| (P29 ApP— g = p
w|w w f f f w

w | f f w f f w

flw w w w w w

f1f w w w w w
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3. ARBEITSBLATT

3.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 3.1. Folgende Implikationen stehen fest.

(1) Wenn Mustafa Miiller lustige Grimassen macht, dann muss sich Heinz
Ngolo den Bauch halten.

(2) Wenn er zu viele Gummibérchen isst, dann muss sich Heinz Ngolo
den Bauch halten.

(3) Wenn er einen Ball gegen den Bauch bekommt, dann muss sich Heinz
Ngolo den Bauch halten.

Im Moment muss sich Heinz Ngolo nicht den Bauch halten. Was kann man
daraus schlieflen?

Heinz Ngolo

3.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 3.2. Warum ist Mathematik schwierig, obwohl darin doch alles
logisch ist?

Aufgabe 3.3. Die Implikation p — ¢ sei bereits bewiesen. Die Aussage p’
hort sich dhnlich an wie die Aussage p. Kann man daraus die Implikation
p’ — g beweisen?

Aufgabe 3.4. Paraphrasiere die folgenden Aussagen als Wenn-dann-Aus-
sagen.

(1) Was Hanschen nicht lernt, lernt Hans nimmermehr.
(2) Was der Bauer nicht kennt frisst er nicht.
(3) Sobald die Sonne scheint geht Lucy nach draufen.
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(4) Ab 32 Punkten bekommt man eine 1.

(5) Mit dieser Einstellung sollten Sie nicht Lehrer werden.

(6) Was uns nicht umbringt macht uns hérter.

(7) Friih tibt sich, wer ein Meister werden will.

(8) Wer A sagt muss auch B sagen.

(9) Wer nicht kommt zur rechten Zeit, der muss sehn, was iibrig bleibt.
10) Wer selber ohne Siinde ist werfe den ersten Stein.

(

Aufgabe 3.5. Erstelle die Kontrapositionen zu den in Aufgabe 3.4 formu-
lierten Aussagen. Vermeide dabei Doppelnegationen.

Aufgabe 3.6. Negiere eine Implikationsaussage. Fiihre dies am Beispiel der
in der Vorlesung zitierten Aussage des Bildungsministeriums durch.

Aufgabe 3.7. Die folgenden Implikationen stehen fest.

(1) Genau dann freuen sich die Regenwiirmer, wenn es regnet oder
schneit.

(2) Genau dann freuen sich die Kinder, wenn die Sonne scheint oder es
schneit.

Welche Schlussfolgerung kann man in den folgenden Féllen ziehen.
a) Die Kinder und die Regenwiirmer freuen sich.
b) Die Kinder freuen sich und die Regenwiirmer freuen sich nicht.

c¢) Die Kinder freuen sich nicht und die Regenwiirmer freuen sich.

Aufgabe 3.8. Immer wenn es schneit, dann unternimmt Mustafa Miiller
(mindestens) eine der folgenden Tétigkeiten.

(1) Er fahrt Schlitten.

(2) Er baut einen Schneemann.

(3) Er macht mit Heinz, Gabi und Lucy eine Schneeballschlacht.

(4) Er schippt fiir seine Oma den Schnee weg und trinkt mit ihr Tee.

Nun schneit es, und Mustafa trinkt keinen Tee, er fahrt nicht Schlitten und
er baut keinen Schneemann.

a) Welche Tatigkeit fiihrt er aus?
b) Kann man eine Aussage dariiber treffen, ob er Schnee schippt?

c) Kann man eine Aussage dariiber treffen, ob er fiir seine Oma Schnee
schippt?
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Mustafa Miiller

Aufgabe 3.9.*

Folgende Aussagen seien bekannt.

1) Der frithe Vogel fangt den Wurm.

2) Doro wird nicht von Lilly gefangen.

3) Lilly ist ein Vogel oder ein Igel.

4) Fiir Igel ist 5 Uhr am Morgen spét.

5) Doro ist ein Wurm.

6) Fiir Vogel ist 5 Uhr am Morgen friih.

7) Lilly schlift bis 5 Uhr am Morgen und ist ab 5 Uhr unterwegs.

(
(
(
(
(
(

(

Beantworte folgende Fragen.

(1) Ist Lilly ein Vogel oder ein Igel?
(2) Ist sie ein frithes oder ein spétes Tier?
(3) Fangt der spate Igel den Wurm?

Aufgabe 3.10.*

Beurteile die Snookerweisheit ,,Ein Snookerspiel kann man in der ersten Ses-
sion nicht gewinnen, aber verlieren* vom logischen Standpunkt aus.

Aufgabe 3.11.*

Im Pokal spielt Bayern Miinchen gegen den TSV Wildberg. Der Trainer vom
TSV Wildberg, Herr Tor Acker, sagt ,, Wir haben in dem Spiel nichts zu ver-
lieren“. Die Logiklehrerin von Wildberg, Frau Loki Schummele, sagt ,, Wenn
die Wildberger in dem Spiel nichts zu verlieren haben, dann haben auch
die Miinchner in dem Spiel nichts zu gewinnen“. Der Trainer von Bayern
Miinchen, Herr Roland Rollrasen, sagt , Wir haben in dem Spiel etwas zu
gewinnen®.

(1) Ist die Aussage von Frau Schummele logisch korrekt?



50

(2) Es sei vorausgesetzt, dass die Aussage des Bayerntrainers wahr ist.
Welche Folgerung kann man dann fiir die Aussage von Herrn Acker
ziehen?

Aufgabe 3.12. Die Mama sagt: , Wenn die Kinder heute lieb sind, dann
gehen wir morgen in den Zoo“. Am Abend stellt man fest, dass die Kinder
heute nicht lieb waren. Der Papa sagt: ,Wir gehen morgen in den Zoo“.
Besteht ein logischer Widerspruch zwischen den Aussagen der Eltern?

Aufgabe 3.13. Die Lehrerin fragt Gabi Hochster ,,Stimmt das oder stimmt
das nicht“? Darauf antwortet Gabi mit den Worten ,,Ja, das stimmt oder das
stimmt nicht“. Wie beurteilen Sie die Antwort von Gabi? Gelten aussagen-
logische Gesetze im Fragekontext?

Aufgabe 3.14. Die Klasse 6b hat an jedem Wochentag eine Stunde Mathe-
matik. Die Lehrerin, Frau Maier-Sengupta, sagt am Freitag: , Nachste Wo-
che werden wir eine Klassenarbeit schreiben, der genaue Tag wird aber eine
Uberraschung sein“. Daraufhin sagt Gabi Hochster: ,,Sie liigen!“ An welche
Argumentation denkt Gabi?

Aufgabe 3.15. Beweise mittels Wahrheitstabellen, dass die folgenden Aus-
sagen Tautologien sind.

(1) aNB+— BAa.
(2) aVpB+— BVa.

Aufgabe 3.16. Beweise mittels Wahrheitstabellen, dass die folgenden Aus-
sagen Tautologien sind.

(1) (@AB) Ay = an(BAY).
(2) (aVB)Vys—aV(BVy).

Aufgabe 3.17. Beweise mittels Wahrheitstabellen, dass die folgenden Aus-
sagen Tautologien sind.

1) (e Na) < a.

2) aNf — a.

3) a—= (6 — a).

4) (@ = (=) = ((a = ) = (a = 7))
5) (a = B) < (ma VvV p).
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Aufgabe 3.18. Man beweise mittels Wahrheitstabellen die Regeln von de
Morgan, ndamlich dass

~(BVy) < (28N )
und

~(BAy) < (=8V )
Tautologien sind.

Aufgabe 3.19.*

Zeige, dass der aussagenlogische Ausdruck

(r—=(@A-q) = (-p—=(-rVag)
allgemeingiiltig ist

Aufgabe 3.20.*

Finde einen moglichst einfachen aussagenlogischen Ausdruck, der die folgen-
de tabellarisch dargestellte Wahrheitsfunktion ergibt.

plal”?
w|w|f
w| f]|f
flw|w
flff

Aufgabe 3.21. Finde einen moglichst einfachen aussagenlogischen Aus-
druck, der die folgende tabellarisch dargestellte Wahrheitsfunktion ergibt.

gl =|

Aufgabe 3.22. Es sei n eine natiirliche Zahl. Zeige mittels einer Fallunter-
scheidung, dass n? — n stets gerade ist.
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Aufgabe 3.23.*

(1) Lose das folgende Minisudoku

- - 9 _
3 — — 4

- 4 — 1

(2) Begriinde, dass das Minisudoku aus (1) nur eine Losung besitzt.
(3) Welche mathematischen Beweisverfahren finden sich als typische Ar-
gumentationsschemata beim Losen eines Sudokus wieder?

3.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 3.24. (1 Punkt)

Es gilt: Wenn keine Ferien sind und kein Wochenende ist und er nicht krank
ist, dann muss Heinz Ngolo in die Schule. Heute muss Heinz Ngolo nicht in
die Schule. Was kann man daraus schlielen?

Aufgabe 3.25. (4 Punkte)

Folgende Aussagen stehen fest.

(1) In den Sommerferien fahren wir nach Italien.

(2) In den Winterferien fahren wir nach Osterreich.

(3) Wenn wir in Osterreich sind, besuchen wir auch die Oma.

(4) Wenn wir nach Italien fahren, fahren wir durch die Schweiz oder durch
Osterreich.

Beantworte die folgenden Fragen.

a) Wir fahren nach Italien, aber nicht durch die Schweiz. Besuchen wir die
Oma?

b) Es sind Sommerferien und wir fahren nicht durch die Schweiz. Besuchen
wir die Oma?

¢) Kann man die Aussage ,Wenn wir die Oma nicht besuchen, dann sind
keine Winterferien“ aus den Voraussetzungen erschliefen?

d) Kann man die Aussage ,In den Sommerferien und in den Winterferien
besuchen wir die Oma“ aus den Voraussetzungen erschlieflen?

Aufgabe 3.26. (3 Punkte)

Bestimme den Wahrheitswert der Aussage

(=(=@) = (=) V (=(r))) < (=(r) A (9)),

wenn p und r falsch sind und wenn ¢ wahr ist.
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Aufgabe 3.27. (2 Punkte)

Beweise mittels Wahrheitstabellen, dass die folgenden Aussagen Tautologien
sind.

(1) (A (BV 7)) = (@ AB)V (A7)
(2) (Vv (BAY)) <= (aVB)AlaVy).

Aufgabe 3.28. (3 Punkte)

Man beweise mittels Wahrheitstabellen die (verallgemeinerten) Regeln von
de Morgan, ndmlich dass

(@ A=(BVY)) ¢ (aA=B)A(a A=)
und

(@A=(BAY) & (A=) V(A=)
Tautologien sind.

Aufgabe 3.29. (2 Punkte)

Finde einen moglichst einfachen aussagenlogischen Ausdruck, der die folgen-
de tabellarisch dargestellte Wahrheitsfunktion ergibt.

r—h»—hé‘é’@
r—hé»—h‘é@
| 2|2 ] ] o

4. VORLESUNG - QUANTOREN UND MENGEN

4.1. Quantoren.

Betrachten wir nochmal die beiden Beispielaussagen
Marsmenschen sind griin

und
Ich fresse einen Besen,

und schauen uns die innere Struktur genauer an. In der ersten Aussage wird
einer gewissen Art von Lebewesen eine Eigenschaft zugesprochen, so wie wenn
man sagt, dass Geparden schnell sind oder dass Faultiere faul sind. Damit
kann man meinen, dass Marsmenschen ,,im Normalfall“ oder ,fast immer*
griin sind, oder aber im strengeren Sinn, dass wirklich alle Marsmenschen
griin sind. In der Mathematik interessiert man sich fiir Aussagen, die ohne
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Ausnahmen gelten (wobei man allerdings in einer mathematischen Aussa-
ge die Ausnahmen auch explizit machen kann), so dass wir die Aussage im
strengen Sinn verstehen wollen. Es handelt sich um eine sogenannte Allaus-
sage. In ihr kommen zwei Pradikate (Eigenschaften, Attribute) vor, ndmlich
einerseits, ein Marsmensch zu sein, andererseits, griin zu sein. Ein Pradikat P
ist etwas, was einem Objekt (grammatisch spricht man von einem Subjekt),
einem Gegenstand, einem Element zukommen oder nicht zukommen kann.
Ein Pradikat ist fiir sich genommen keine Aussage; aus einem Pridikat kann
man aber grundsétzlich auf zwei verschiedene Arten eine Aussage machen,
indem man némlich einerseits (durch einsetzen) fiir ein konkretes Objekt a
die Aussage

P(a)

bildet, die bedeutet, dass das Objekt a die Eigenschaft P besitzt, was wahr
sein kann oder eben auch nicht. Andererseits kann man daraus durch Quan-
tifizierung eine Aussage gewinnen. So kann man die Aussage bilden, dass
alle? Objekte (typischerweise aus einer bestimmten Grundmenge) die Ei-
genschaft P haben, was wiederum wahr oder falsch sein kann. Das driickt
man formallogisch durch

VzP(z)
aus. Das Symbol
v
ist eine abkiirzende Schreibweise fiir ,,fiir alle“””, und besitzt ansonsten keine

tiefere Bedeutung. Es wird Allquantor genannt. Die obige Marsmenschen-
aussage kann man als

«30

Ve(M(z) = G(x))

schreiben. Das bedeutet, dass fiir alle Objekte ohne weitere Einschriankung
gilt: wenn es sich um einen Marsmenschen handelt (wenn also M zutrifft),
dann ist er auch griin. Fiir jedes  steht in der groflen Klammer eine Aussage
in der Form einer Implikation, die eben besagt, dass wenn der Vordersatz
wahr ist, dann auch der Nachsatz wahr sein muss.

Die zweite Beispielaussage kann bedeuten, dass ich genau einen Besen fresse
oder aber mindestens einen Besen. Die Wortbedeutung des unbestimmten
Artikels ist nicht eindeutig, in einer Aussage wie ,,eine Pflanze braucht Was-
ser” bedeutet ,eine* sogar ,alle. In der Mathematik bedeutet es fast immer
,mindestens einen“. Die Besenaussage kann man also paraphrasieren als

Es gibt einen Besen, den ich fresse.

29 Andere Formulierungen sind: jedes, ein beliebiges, irgendein Objekt/Element aus der
Grundmenge. Wenn die Grundmenge rdumlich ist, so spricht man auch von {iberall, wenn
sie zeitlich ist, so spricht man von immer, stets, ....

30Man kann mit einiger Berechtigung sagen, dass die Vokabeln , fiir alle“ und ,,es gibt*
die wichtigsten Formulierungen der Mathematik sind.
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Dies ist eine Eristenzaussage.> Eine formallogische Reprisentierung ist
dz(B(z) A F(x)),

wobei B(x) bedeutet, dass das Objekt z ein Besen ist und wobei F(z) be-
deutet, dass ich dieses z fresse. Man kénnte genauso gut

Jz(F(x) A B(x))

schreiben. Das Zeichen

3

wird ,es gibt“ oder ,es existiert* gesprochen und wird der Ezistenzquantor
(oder Eristenzoperator) genannt.

Eine Allaussage behauptet, dass ein gewisses Pridikat allen Objekten (aus
einer gewissen Grundmenge) zukommt. Wie alle Aussagen kann dies wahr
oder falsch sein. Eine Allaussage ist genau dann falsch, wenn es mindestens
ein Objekt (aus der Grundmenge) gibt, dem das Pradikat nicht zukommt.
Daher sind die beiden Quantoren, also der Allquantor und der Existenzquan-
tor, iiber die Negation eng miteinander verkniipft und lassen sich gegenseitig
ersetzen, und zwar gelten die Regeln

—(VaxP(z)) ist gleichbedeutend mit Jz(-P(z)),

—(3zP(x)) ist gleichbedeutend mit Vz(—P(z)),

VaP(z) ist gleichbedeutend mit —(3z(—=P(z)))

und
Jx P(z) ist gleichbedeutend mit —~(Va(—P(z))) .

Neben einstelligen Préadikaten wie P(z) gibt es auch mehrstellige Préadikate
der Form

P(z,y) oder Q(x,y, 2) etc. |

die eine Beziehung zwischen mehreren Objekten ausdriicken, wie z.B. ,ist
verwandt mit“, ist grofler als®, ,sind Eltern von“ u.s.w. Entsprechend kann
dann iiber die verschiedenen Variablen quantifiziert werden, d.h. man hat
mit Ausdriicken der Form

Vo (3yP(z,y)), Jx(VyP(z,y)), Va(Iy(V2Q(z,y, 2))) usw.
zu tun.

Die Variablenbezeichnung in einer quantifizierten Aussage ist grundsétzlich
unwichtig, d.h. es ist egal, ob man VaP(a) oder VtP(t) schreibt. Man darf

3INeben ,es gibt* trifft man auf Formulierungen wie ,.es existiert“, ,man findet“, ,man
kann finden“. Wenn die Existenz eines Objektes bekannt ist, so wird in einer mathema-
tischen Argumentation hiufig ein solches Element ,hergenommen®, irgendwie bezeichnet
und dann weiterverarbeitet.
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dabei aber nur Variablennamen (also Buchstaben) verwenden, die im ge-
genwiartigen Kontext nicht schon anderweitig verwendet sind.

Die Logik, die sich mit quantifizierten Aussagen auseinandersetzt, heift Prd-
dikatenlogik oder Quantorenlogik. Wir werden sie nicht systematisch ent-
wickeln, da sie in der Mathematik als Mengentheorie auftritt. Statt P(z),
dass also ein Pradikat einem Objekt zukommt, schreiben wir x € P, wobei
dann P die Menge aller Objekte bezeichnet, die diese Eigenschaft haben.
Mehrstellige Préadikate treten in der Mathematik als Relationen auf.

4.2. Mengen.

Die Sprache der Mathematik wird in der Sprache der Mengen formuliert, die
eng mit der Quantorenlogik verwandt ist.

Eine Menge ist eine Ansammlung von wohlunterschiedenen Objekten, die
die Elemente der Menge heiflen. Mit , wohlunterschieden“ meint man, dass
es klar ist, welche Objekte als gleich und welche als verschieden angesehen
werden. Die Zugehdrigkeit eines Elementes x zu einer Menge M wird durch

reM
ausgedriickt, die Nichtzugehorigkeit durch
Fiir jedes Element(symbol) gilt stets genau eine dieser zwei Moglichkeiten.

Die wichtigste mathematische Menge ist im Moment fiir uns die Menge der
natiirlichen Zahlen

N = {0,1,2,3,.. .}.

g ‘.:. 5 s
David Hilbert (1862-1943) nannte sie

Georg Cantor (1845-1918) ist der ein Paradies, aus dem die
Schopfer der Mengentheorie. Mathematiker nie mehr vertrieben

werden diirfen.
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Fiir Mengen gilt das Eztensionalitdtsprinzip, d.h. eine Menge ist durch die
in ihr enthaltenen Elemente eindeutig bestimmt, dariiber hinaus bietet sie
keine Information. Insbesondere stimmen zwei Mengen iiberein, wenn beide
die gleichen Elemente enthalten.

Definition 4.1. Unter der leeren Menge versteht man diejenige Menge, die
kein Element besitzt. Sie wird mit

bezeichnet.

Eine Menge N heifit Teilmenge einer Menge M, wenn jedes Element aus N
auch zu M gehort. Man schreibt dafir N C M (manche schreiben dafiir
N C M). Beispielsweise ist die Menge aller durch 6 teilbaren natiirlichen
Zahlen eine Teilmenge der Menge aller geraden Zahlen. Bei einer Teilmengen-
beziehung sagt man auch, dass eine Inklusion N C M vorliegt. Im Nachweis,
dass N C M ist, muss man zeigen, dass fiir ein beliebiges Element z € N
ebenfalls die Beziehung x € M gilt.3? Dabei darf man lediglich die Eigen-
schaft x € N verwenden. Im Beispiel wiirde man so argumentieren: x ist eine
durch 6 teilbare Zahl. Daher kann man

r = 6y
mit einer gewissen natiirlichen Zahl y schreiben. Dies kann man als
r = 6y = 2(3y)

schreiben, was eben bedeutet, dass x gerade ist.

Aufgrund des Extensionalitétsprinzips hat man das folgende wichtige Gleich-
heitsprinzip fiir Mengen, dass

M = N genau dann, wenn N C M und M C N

gilt. In der mathematischen Praxis bedeutet dies, dass man die Gleichheit von
zwei Mengen dadurch nachweist, dass man (in zwei voneinander unabhéngi-
gen Teilargumentationen) die beiden Inklusionen zeigt. Dies hat auch den
kognitiven Vorteil, dass das Denken eine Zielrichtung bekommt, dass klar die
Voraussetzung, die man verwenden darf, von der gewiinschten Schlussfolge-
rung, die man aufzeigen muss, getrennt wird. Hier wiederholt sich das Prin-
zip, dass die Aquivalenz von zwei Aussagen die wechselseitige Implikation
bedeutet, und durch den Beweis der beiden einzelnen Implikationen bewie-
sen wird.

32In der Sprache der Quantorenlogik kann man eine Inklusion verstehen als die Aussage
Vae(z € N = x € M).
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4.3. Beschreibungsmoglichkeiten fiir Mengen.

Es gibt mehrere Moglichkeiten, eine Menge anzugeben. Die einfachste ist
wohl, die zu der Menge gehorenden Elemente aufzulisten, wobei es auf die
Reihenfolge der Elemente nicht ankommt. In der Abgabegruppe H sind die
Personen {F, Jo,Je,V, Z}. Dies sind genau die Personen, die Sonntags im
Schwimmbad morgens um 7 Uhr am Tisch unter der Ulme sitzen. Es handelt
sich dann um zwei verschiedene Beschreibungen fiir die gleiche Menge.

Die wichtigste Beschreibung einer Menge ist die durch eine Eigenschaft. Es
sei eine Grundmenge M gegeben (wie die Menge der natiirlichen Zahlen,
die Leute im Kurs) und ferner eine gewisse Eigenschaft £ (Préadikat), die
man auf alle Elemente der Grundmenge sinnvoll anwenden kann und die auf
manche Elemente zutrifft, auf manche nicht (wie gerade zu sein oder sich
auf die Weihnachtsferien zu freuen). Zu der Eigenschaft E gehort innerhalb
von M die Teilmenge bestehend aus allen Elementen aus M, die diese Eigen-
schaft, diese Bedingung, erfiillen. Man beschreibt eine durch eine Eigenschaft
definierte Teilmenge meist als

{r e M|E(x)} = {x € M|z besitzt die Eigenschaft E'}
= {z € M| E trifft auf z zu}.

Dies geht natiirlich nur mit solchen Eigenschaften, fiir die die Aussage F/(x)
eine wohldefinierte Bedeutung hat. Wenn man eine solche Teilmenge einfiihrt,
so gibt man ihr hiufig sofort einen Namen (in dem auf die Eigenschaft F
Bezug genommen werden kann, aber nicht muss). Z.B. kann man einfiihren

G = {z € N|z ist gerade},
U = {x € N|z ist ungerade},
Q) = {z € N|z ist eine Quadratzahl} ,

P = {x € N|z ist eine Primzahl} .

Fiir die Mengen in der Mathematik sind meist eine Vielzahl an mathemati-
schen Eigenschaften relevant und daher gibt es meist auch eine Vielzahl an
relevanten Teilmengen. Aber auch bei alltdglichen Mengen, wie etwa die Men-
ge K der Studierenden in einem Kurs, gibt es viele wichtige Figenschaften,
die gewisse Teilmengen festlegen, wie etwa

O = {z € K|z kommt aus Osnabriick},

E = {z € K|z studiert im Nebenfach evangelische Theologie} ,

D = {x € K|z hat im Dezember Geburtstag} .
Die Menge K ist dabei selbst durch eine Eigenschaft festgelegt, es ist ja

K = {z|z ist Studierender in diesem Kurs} .
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4.4. Mengenoperationen.

So, wie man Aussagen zu neuen Aussagen verkniipfen kann, gibt es Opera-
tionen, mit denen aus Mengen neue Mengen entstehen.?

Definition 4.2. Zu Mengen L und M heif3t
LNM = {x|r € Lund x € M}
der Durchschnitt (oder die Schnittmenge) der beiden Mengen.
Definition 4.3. Zu zwei Mengen L und M heif}t
LUM = {z|x € L oder z € M}
die Vereinigung der beiden Mengen.
Definition 4.4. Zu Mengen A, B nennt man
A\ B = {z|r € Aund z ¢ B}
die Differenzmenge ,,A ohne B*.

Diese Operationen ergeben nur dann einen Sinn, wenn die beteiligten Mengen
als Teilmengen in einer gemeinsamen Grundmenge gegeben sind. Dies sichert,
dass man iiber die gleichen Elemente spricht. Haufig wird diese Grundmenge
nicht explizit angegeben, dann muss man sie aus dem Kontext erschlieflen.
Ein Spezialfall der Differenzmenge bei einer gegebenen Grundmenge ist das
Komplement einer Teilmenge T' C G.

Definition 4.5. Zu einer Teilmenge 7' C G in einer Menge G heif3t
G\T ={zeGlz¢gT}

das Komplement von T' (in G).

Dafiir schreibt man auch CT. Es gilt
G=MUMN\T)
und
MN(M\T) = 0.

Beispielsweise ist das Komplement der Menge der geraden Zahlen die Men-
ge der ungeraden Zahlen. Die Eigenschaft, dass der Durchschnitt von zwei
Mengen leer ist, bekommt einen eigenen Namen.

Definition 4.6. Zwei Mengen L und M heiflen disjunkt, wenn ihr Durch-
schnitt LN M = () ist.

33Man beachte, dass sich die #hnlich geformten Symbole N und A und U und V
entsprechen.
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Wenn Teilmengen durch geeignete Priadikate definiert sind, so stehen die
Mengenoperationen unmittelbar in Zusammenhang mit den logischen Ope-
rationen fiir die Pradikate. Wenn (in einer gewissen Grundmenge)

M = {z|a(z) gilt}
und

L = {2l B(x) gilt}
vorliegt, so ist

MnNL = {z|a(zr) und B(x) gilt},
M UL = {z|a(x) oder (z) gilt},

M\ L = {z|a(x) gilt aber f(x) gilt nicht} .

4.5. Mengendiagramme.

Eine Moglichkeit, Mengen oder vielmehr die zwischen verschiedenen Men-
gen moglichen oder existierenden Verhéltnisse zueinander abzubilden, liefern
Mengendiagramme (oder Venn-Diagramme). In ihnen werden Mengen durch
gewisse Flachenstiicke in der Ebene repréasentiert. Die Flachenstiicke sollten
eine moglichst einfache Form besitzen. Sie sind zumeist ,,zusammenhéngend*
(d.h. je zwei Punkte des Stiickes sind durch einen ,stetigen Weg“ miteinan-
der verbindbar). Die Fliachenstiicke kénnen sich iiberlappen, und der Uber-
lappungsbereich représentiert die Schnittmenge. Idealerweise sind die auf-
tretenden Uberlappungsbereiche selbst wieder zusammenhingend. Die ver-
schiedenen Fléachenstiicke werden héufig in unterschiedlichen Farben oder
Schraffuren gezeichnet, wobei dann die Uberlappungsbereiche durch die zu-
gehorigen Farbmischungen bzw. Mischschraffuren wiedergegeben werden.

Einige Beispiele fiir abstrakte Mengendiagramme

AC
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Diese Diagramme sind vollstdndig in dem Sinne, dass sie alle moglichen
Schnitteigenschaften der beteiligten Mengen représentieren. In den folgen-
den Diagrammen wird nicht jede mogliche Schnitteigenschaft repréasentiert.

Einige Beispiele fiir konkrete Mengen-Diagramme
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In diesem Fall reprisentieren die beteiligten Mengen einen bestimmten Be-
griff, das Schnittverhalten héngt dann von inhaltlichen Uberlegungen ab.
Solche Diagramme spielen in der Mathematik keine groie Rolle. Wenn man
allerdings z. B. verschiedene algebraische Begriffe wie Gruppe, Ring, kommu-
tativer Ring, Divisionsbereich, Korper in ihrer Hierarchie veranschaulichen
mochte, so ist ein solches Diagramm durchaus sinnvoll.

aliphatisch

hydrophob

British Isles
United Kingdom

Great Britain
Scotland

England
Wales

Republic of | Northern
Ireland

4.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 4.1. Negiere die Aussage ,,Alle Kinder essen in der Pause ein But-

Channel Islands

aromatisch  positiv

4. ARBEITSBLATT

geladen

Geistiges Eigentum

terbrot oder einen Apfel“ durch eine Existenzaussage.

4.2. Ubungsaufgaben.

Wettbewerbsrecht

o[RS
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Lucy Sonnenschein

Aufgabe 4.2.*

Wir betrachten den Satz , Lucy Sonnenschein tanzt auf allen Hochzeiten®.
Negiere diesen Satz durch eine Existenzaussage.

Aufgabe 4.3.*

Wir betrachten den Satz ,,Diese Vorlesung versteht keine Sau“. Negiere diesen
Satz durch eine Existenzaussage.

Aufgabe 4.4. Man formalisiere die folgenden Aussagen, indem man geeigne-
te Pradikate erklart. Man gebe die Negation der Aussagen (umgangssprach-
lich und formal) an.

(1) Alle Vogel sind schon da.

(2) Alle Wege fithren nach Rom.

(3) Faulheit ist aller Laster Anfang.

(4) Alle Menschen werden Briider, wo dein sanfter Fliigel weilt.
Aufgabe 4.5. Formuliere die folgenden einstelligen Prédikate innerhalb der
natiirlichen Zahlen N = {0,1,2,3,...} allein mittels Gleichheit, Addition,

Multiplikation und unter Verwendung von aussagenlogischen Junktoren und
Quantoren.

(1) x ist ein Vielfaches von 10.

(2) x ist groBer als 10.

(3) x ist kleiner als 10.

(4) z ist eine Quadratzahl.

(5) z ist keine Quadratzahl.

(6) x ist eine Primzahl.

(7) x ist keine Primzahl.

(8) x ist das Produkt von genau zwei verschiedenen Primzahlen.
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Ein abstraktes und ein konkretes Mengendiagramm.

Aufgabe 4.6. Es sei LA die Menge der Grolbuchstaben des lateinischen
Alphabets, GA die Menge der Grobuchstaben des griechischen Alphabets
und RA die Menge der Grofibuchstaben des russischen Alphabets. Bestimme
die folgenden Mengen.

(1) GA\ RA.

(2) (LANGA)U (LANRA).

(3) RA\ (GAU RA).

(4) RA\ (GAU LA).

(5) (RA\NGA)N ((LAUGA)\ (GAN RA)).

Aufgabe 4.7. In der Pause isst Mustafa Miiller einen Apfel und einen Scho-
koriegel, Heinz Ngolo isst einen Apfel und ein Butterbrot, Lucy Sonnenschein
isst einen Apfel, Gabi Hochster isst ein Butterbrot und einen Schokoriegel
und Frau Doris Maier-Sengupta isst einen Apfel, ein Butterbrot und einen
Schokoriegel.

Die Mengen der Apfel- Butterbrot und Schokoriegelesser seien mit A, B, S be-
zeichnet. Erstelle mengentheoretische Ausdriicke fiir die folgenden Beschrei-
bungen und liste die Elemente der Mengen auf (die Grundmenge bestehe aus
den fiinf Personen).

) Isst einen Apfel.

) Isst keinen Apfel.

) Isst ein Butterbrot oder einen Schokoriegel.

) Isst einen Apfel aber keinen Schokoriegel.

) Isst einen Apfel und einen Schokoriegel aber kein Butterbrot.

) Isst ein Butterbrot, aber weder einen Apfel noch einen Schokoriegel.
)

(1
(2
(3
(4
(5
(6
(7) Isst nichts.
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Aufgabe 4.8. Skizziere ein Mengendiagramm zum Thema Stoff in der
(Grund)-Schule, das die folgenden (oder dhnliche) Mengen und ihre Bezie-
hungen abbildet.

e Was habe ich in der Schule gelernt.

e Was kam in meiner Schule dran.

e Was wird an manchen Schulen gelehrt.

e Was koénnte an einer Schule gelehrt werden.
e Was steht in den Schulbiichern.

e An was kann ich mich erinnern.

e An was konnen sich andere erinnern.

e Was stand im Lehrplan.

e Was haben die Lehrer verstanden.

Welche Inklusionen gelten, wie sehen Durchschnitte, Vereinigungen, Rest-
mengen aus?

Aufgabe 4.9. Skizziere ein Mengendiagramm, das zu vier Mengen alle mog-
lichen Schnittmengen darstellt.

Aufgabe 4.10.*

Die Hochschule ,, Tellerrand“ bietet lediglich 4 Facher an, namlich Hethito-
logie, Assyriologie, Agyptologie und Semitistik. Sie bietet lediglich 2-Fécher-
Bachelor an in beliebiger Féacherkombination. Wie viele Féacherkombinatio-
nen gibt es (es wird nicht zwischen Erst- und Zweitfach unterschieden)? Skiz-
ziere ein Mengendiagramm, das die Studentenschaft mit ihren Fachern wi-
dergibt. Die zu einem Fach gehorenden Studenten und Studentinnen sollen
dabei durch ein zusammenhéngendes Gebiet dargestellt werden.

Aufgabe 4.11.*
Es seien A, B und C' Mengen. Beweise die Identitét
A\ (BNC) = (A\B)U 4\ (C).

Aufgabe 4.12. Es seien A, B und C' drei Mengen. Man beweise die folgen-
den Identitéaten.

(1) AUb = A,

(2) AN =10,
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(3) ANB=BnNA,

(4) AUB=BUA,

(5) An(BNC)=(ANnB)N

(6) AU(BUC)=(AUuB)U

(7) An(BUC)=(AnB)U (Am(])
(8) AU(BNC)=(AuB)N(AU(C),
(9) A\ (BUC) = (A\ B)N(A\C).

Aufgabe 4.13. Man gebe fiir die folgenden Teilmengen der natiirlichen Zah-
len quantorenlogische Beschreibungen.

(

1) Die Menge der geraden Zahlen,

(2) Die Menge der Zahlen, die durch vier teilbar sind,

(3) Die Menge der ungeraden Zahlen,

(4) Die Menge der Quadratzahlen,

(5) Die Menge der Primzahlen,

(6) Die Menge der Zahlen, die als Summe von drei Quadratzahlen ge-
schrieben werden kénnen.

Aufgabe 4.14. Es seien A und B zwei Mengen. Zeige, dass die folgenden
Aussagen #quivalent sind.

)ACB

(1

(2)

(3) AUB = B,

(4) A\ B=10,

(5) Es gibt eine Menge C' mit B =AU C,
(6) Es gibt eine Menge D mit A= BN D.

Aufgabe 4.15. Es seien M und N disjunkte Mengen und x € M. Zeige,
dass auch M \ {z} und N U {z} disjunkt sind und dass

MUN = (M\{z}) U(NU{z})

gilt.

Aufgabe 4.16. Finde Parallelen zwischen Aussagen- und Quantorenlogik
einerseits und Mengentheorie andererseits.
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4.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 4.17. (2 Punkte)

Wir verstehen die Aussage ,,Igel haben Stacheln® als ,,Jeder Igel besitzt min-
destens einen Stachel“. Welche der folgenden Aussagen sind dquivalent zur
Negation dieser Aussage.

(1) Es gibt keinen Igel, der keine Stacheln besitzt.

2) Alle Igel haben keine Stacheln.

) Es gibt einen Igel, der keinen Stachel besitzt.

) Es gibt einen Stachel, der zu keinem Igel gehort.

) Es gibt einen Igel ohne Stacheln.

) Es gibt viele Igel ohne Stacheln.

) Es existiert mindestens ein Igel, der mindestens einen Stachel besitzt.
) Es existiert mindestens ein Igel, der hochstens einen Stachel besitzt.
) Nicht jeder Igel hat mindestens einen Stachel.

) Stacheltiere haben auch Stacheln.

(
(3
(4
(5
(6
(7
8
9
10

(

Aufgabe 4.18. (4 Punkte)

Formuliere die folgenden einstelligen Prédikate innerhalb der natiirlichen
Zahlen N = {0,1,2,3,...} allein mittels Gleichheit, Addition, Multiplikation
und unter Verwendung von aussagenlogischen Junktoren und Quantoren.

(
(2) x ist eine ungerade Zahl.

(3) x ist eine Kubikzahl.

(4) z ist ein Vielfaches von 5 und ein Vielfaches von 3.
(5) z ist ein Vielfaches von 5 oder ein Vielfaches von 3.
(6) z besitzt bei Division durch 5 den Rest 3.

(7) z ist die Summe von zwei Quadratzahlen.

(8) x ist die Summe von vier Quadratzahlen.

Aufgabe 4.19. (4 Punkte)
Bestimme fiir die Mengen

M ={a,b,c,d,e}, N =A{a,c,e}, P={b}, R={b,d,e, f}
die Mengen

(1) MNN,

2) MANNNPNR,
) M UR,

) (NUP)NR,
) N\ R,

)

(
(3
(4
(5
(6) (MUP)\ (R\N),
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(7) (PUR)NN)NR,
(8) (R\ P)N(M\N).

Aufgabe 4.20. (5 Punkte)

Die Grundmenge G sei die links abgebildete Menge an Vierecken. Beschreibe
die folgenden Mengen durch Auflistung ihrer Elemente.

)
) R Alle Seiten sind gleichlang.

) P Je zwei gegeniiberliegende Seiten sind parallel zueinander.
) D: Die Diagonalen schneiden sich senkrecht.

) E: An jedem Eck liegt ein rechter Winkel an.
) ENR.
) S\ P.
) (PNR)U(END).
) (P\R)(D\ B).

Vierecke

Quadrat Rechteck

<>/

Raute Parallelogramm

> [

Drachenviereck  Trapez

Aufgabe 4.21. (5 Punkte)

Beweise die mengentheoretischen Fassungen einiger aristotelischer Syllogis-
men. Dabei bezeichnen A, B, C' Mengen.

(1) Modus Barbara: Aus B C A und C' C B folgt C' C A.

(2) Modus Celarent: Aus BN A =0 und C C B folgt C N A = 0.
(3) Modus Darii: Aus B C Aund CN B # () folgt C N A # (.
(4) Modus Ferio: Aus BN A =0 und C N B # () folgt C £ A.
(5) Modus Baroco: Aus B C Aund B Z C folgt A Z C.
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5. VORLESUNG - ZAHLEN UND ZAHLEN

Es gibt nur eine
Grundrechenart, das Zahlen

5.1. Zahlen.

Unter Zahlen verstehen wir die geordnete systematische, prinzipiell unend-
liche Abfolge von wohlbestimmten, wohlunterschiedenen (insbesondere wie-
derholungsfreien) (sprachlichen oder schriftlichen) Symbolen. Wir erwéhnen
einige Moglichkeiten von solchen Abfolgen.

(1)
[ AL I -

Dies ist die Strichabfolge. Es wird einfach bei jedem Schritt ein
zusitzlicher Strich hinzugefiigt. Die Symbole sind die einzelnen
Strichfolgen. Der Ubergang zum néchsten Symbol ist besonders ein-
fach, die einzelnen Symbole werden aber sehr schnell unhandlich.
(2)
NO,NNO, NNNO,NNNNO, NNNNNO,....

Hier hat man den Nachfolger der 0, den Nachfolger des Nachfolgers
der 0, den Nachfolger des Nachfolgers des Nachfolgers der 0, u.s.w.
(3) Die Lautfolge

eins, zwei, drei, vier, fiinf, sechs, sieben, acht, neun,

zehn, elf, zwolf, dreizehn, vierzehn, ....

Dies ist zwar sehr vertraut und man weifl, wie es weiter geht, das
sprachliche Bildungsgesetz ist aber keineswegs trivial, und bei sehr
groflen Zahlen kommt man doch ins Schwitzen. Was kommt beispiels-
weise nach

neunhundertneunundneunzig Trilliarden
neunhundertneunundneunzig Trillionen
neunhundertneunundneunzig Billiarden
neunhundertneunundneunzig Billionen
neunhundertneunundneunzig Milliarden
neunhundertneunundneunzig Millionen
neunhundertneunundneunzig Tausend
neunhundertneunundneunzig?

Es gibt keine allgemein anerkannte sprachliche Festlegung fiir belie-
big weites Zahlen. Jede sprachliche Festlegung, die jede beliebig grofie
natiirliche Zahl ausdriicken mochte, muss frither oder spéter auf ei-
ne Vervielfachung von Wortern zuriickgreifen, wie das im Fall der
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Strichfolge von Anfang an geschicht. Die Worter werden jedenfalls
auch unendlich lang, siehe w:Zahlennamen.

(4)
eins, zwei, drei, vier, fiinf, sechs, sieben, acht, neun, zehn,
elf, zwolf, dreizehn, ..., neunundneunzig, zehnmalzehn,
zehnmalzehn und eins, zehnmalzehn und zwei, ...,
zehnmalzehnmalzehn, zehnmalzehnmalzehn und eins, ....
Hier weil man, wie die Folge ins Unendliche weitergeht. Statt bei

zehn kann man mit der systematischen Vervielfachung auch deutlich
spater anfangen.

()

eins, zwei, drei, vier, fiinf, sechs, sieben, acht, neun, zehn,
zehnundeins, zehnundzwei, zehnunddrei, zehnundvier, ...,

zwanzig, zwanzigundeins, zwanzigundzwei, ....

Diese Art zu zdhlen (bzw. ohne das ,und“) wird von einigen Leu-
ten vorgeschlagen, um die verkehrte Aussprache von Einer- und Zeh-
nerstellen und damit Zahlendreher zu vermeiden. Siehe den Verein
w:Zwanzigeins (an der Namensgebung und auch auf der Seite des
Vereins fallt auf, dass das Verhéltnis zu den Zahlen von 11 bis 19
unklar ist).

(6)

yksi, kaksi, kolme, neljé, viisi, kuusi, seitsemén, kahdeksan,
yhdeksén, kymmenen, yksitoista, kaksitoista,

kolmetoista, ..., kaksikymmenté, kaksikymmentéayksi, ....

Was steht dazwischen und wie geht das weiter?
(7)
a’? b7 C7 d7 e? f7g7 h7i7j7 k? l7m7n7 07p7Q7r7 S7t7u7v7w7x7y7 Z? aa? bb? CC? e

Man kann das Alphabet natiirlich auch auf andere Weisen zu einer
unendlichen Folge fortsetzen.
(8)
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, ....

Hier ist das Bildungsgesetz bekannt und ziemlich einfach. Wenn die
letzte Ziffer nicht 9 ist, so wird sie um 1 erhoht, fiir die nachfolgende
Zahl muss man also in diesem nur die letzte Ziffer durch den Nach-
folger ersetzen. Wenn die letzte Ziffer eine 9 ist, muss man sémtliche
hinten aneinanderliegende 9nen durch Oen ersetzen und die unmittel-
bar davor liegende Ziffer durch ihren Nachfolger ersetzen (wie ist das
zu verstehen, wenn die Zahl ausschliefilich aus 9nen besteht?).
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(9)
1,10,11,100,101, 110, 111, 1000, 1001, 1010, ...

Entscheidend ist, dass jeweils festgelegt ist, welches Symbol/Objekt als
Néchstes kommt. Dies wird in der Regel durch eine mehr oder weniger kom-
plexe Bildungsvorschrift beschrieben, die sagt, wie man aus einem Symbol
das Nachfolgersymbol erhalt.

6 i 2 3 4 6 6 7 8 6 10 11

Der natiirliche Zahlenstrahl, die Gerade hat im Moment noch keine eigenstindige
Bedeutung. In diesem Zihlmodell bedeutet das Zéhlen, um eine Schrittlange
nach rechts zu gehen. Die Beschriftung mit den Dezimalzahlen gibt die
Identifizierung mit einem anderen Zahlmodell.

Wir halten die folgenden Eigenschaften eines sinnvollen Zahlens fest.

) Es gibt ein Startelement, mit dem man das Zé&hlen anfingt.

) Zu jeder Zahl gibt es eine eindeutig bestimme Nachfolgerzahl.

) Das Startelement ist selbst kein Nachfolger.

) Jede Zahl, die nicht das Startelement ist, besitzt einen eindeutig be-
stimmten Vorgénger.

(5) Durch Zéahlen erhélt man ausgehend vom Startelement frither oder

spéter alle Zahlen.
[ ] [ ] [ ]

\_/

Welche Eigenschaft erfiillt dieses ,,Z&hlsystem® nicht?

Damit schlieen wir insbesondere aus, dass man im Kreis zahlt, wie beispiels-
weise mit den Wochentagen Montag, Dienstag, ..., Sonntag, Montag. Da hat
jeder Tag einen eindeutig bestimmten Vorgéngertag und es gibt kein Start-
element ohne Vorgénger. Die letzte Eigenschaft stellt sich, dass man keine
unnotigen Zahlen mitschleppt, die fiir das Zédhlen nicht gebraucht werden.
Eine solche Zahlmenge nennen wir ein Modell der natiirlichen Zahlen oder
schlicht natiirliche Zahlen. Unabhéngig vom Modell bezeichnen wir zu n den
Nachfolger als n’ (spéter auch mit n + 1, im Moment haben wir aber die
Addition noch nicht eingefiihrt).
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Wir treffen noch eine wichtige Vereinbarung iiber das Startelement. In den
Beispielen oben hatten wir das Zéhlen mit einem 1-&hnlichen Symbol begon-
nen. Von den soeben fixierten Eigenschaften ist die Bezeichnung des Start-
elements unerheblich. Im Folgenden werden wir allerdings die Zahlen dazu
verwenden, Anzahlen von endlichen Mengen auszudriicken, also zu zéhlen in
einem weiteren Sinne. Da es auch die leere Menge gibt, werden wir daher das
Startelement 0 nennen und den Nachfolger davon

0 =1

Fiir uns ist also 0 eine natiirliche Zahl. Griinde dafiir werden wir schon heute
kennen lernen. Die natiirlichen Zahlen werden mit N bezeichnet, die Menge
der positiven natiirlichen Zahlen bezeichnen wir mit N, | da gehort die 0 nicht
dazu.

Mit dem Abbildungsbegriff werden wir die bisherigen Beobachtungen in der
iiberndchsten Vorlesung im Rahmen der Dedekind-Peano-Axiome prézisie-
ren und insbesondere beweisen, dass je zwei Modelle der natiirlichen Zahlen
iibereinstimmen.

5.2. Zahlen ohne Zahlen.

Heinz Ngolo und Mustafa Miiller im Sandkasten.

Bevor wir Mengen mit Hilfe der natiirlichen Zahlen abzahlen, betrachten wir
kurz eine noch fundamentalere Idee, wie man Mengen auch ohne Zahlkennt-
nisse untereinander vergleichen kann.

Beispiel 5.1. Die beiden Freunde Mustafa Miiller und Heinz Ngolo sitzen
im Sandkasten und wollen wissen, wer von ihnen mehr Buddelsachen dabei
hat. Sie sind noch klein und kénnen noch nicht zédhlen. Sie 16sen das Problem,
indem beide gleichzeitig je eine Sache aus ihrem Besitz aus dem Sandkasten
hinauswerfen, und dies so lange wiederholen, bis ein Kind keine Sachen mehr
im Sandkasten hat. Wenn das andere Kind noch Sachen iibrig hat, so hat
dieses insgesamt mehr Buddelsachen, andernfalls haben sie gleichviel.

5.3. Zahlen von endlichen Mengen.

Die vielleicht wichtigste Funktion der natiirlichen Zahlen ist es, zu einer ge-
gebenen endlichen Menge M zu beschreiben, wie viele Elemente sich in ihr



73

befinden, was ihre Anzahl ist. Man mochte beispielsweise wissen, wie viele
Apfel in einem Korb drin sind oder wie viele Schiiler im Bus sind. Das iibli-
che praktische Verfahren, die Anzahl einer endlichen Menge zu bestimmen,
ist, die Elemente mit 1,2, 3, ..., n durchzuzihlen (die Elemente durchzunum-
merieren), wobei jedes Element® genau eine Nummer bekommt. Die letzte
bendétigte Zahl n ist dann die Anzahl der Menge. Um sich die Richtigkeit
und Sinnhaftigkeit dieses Verfahrens klar zu machen, es ist hilfreich, mogli-
che Fehlerquellen, die auch praktisch haufig auftreten, zu erkennen.

(1) Man beherrscht das Zéhlen der natiirlichen Zahlen nicht. Dann z&hlt
man die Apfel nacheinander als

5,7,1,8,3,3,4.

(2) Man beherrscht zwar das Zahlen der natiirlichen Zahlen, kommt aber
im Zahlvorgang durcheinander, etwa wenn die Schiiler sich bewegen
oder wenn man unterbrochen wird. Dann z&hlt man

1,2,3,4,5, wo war ich gerade 7 ,5,6,7, wie bitte 7 ,9,10.

(3) Man zdhlt die Zahlen ohne Liicken und ohne Wiederholungen richtig
ab, aber man iibersieht Elemente.

(4) Man zahlt die Zahlen ohne Liicken und ohne Wiederholungen richtig
ab, aber man z#éhlt gewisse Elemente mehrfach.

Zu einer natiirlichen Zahl n bezeichnen wir mit {1,...,n} diejenige Teilmen-
ge der natiirlichen Zahlen, die aus genau den Zahlen besteht, die man von
1 ausgehend durch sukzessives Nachfolgernehmen erhélt, bis man bei n an-
langt und dann aufhort. Die Elemente 1 und n gehoren also insbesondere
dazu. Diese Mengen sind fiir uns die Standardmengen (oder Referenzmen-
gen) mit genau n Elementen. Wir werden beliebige endliche Mengen dadurch
abzéhlen, dass wir sie mit solchen Standardmengen in Beziehung setzen (die
leere Menge betrachten wir auch als eine Standardmenge). Zu zwei natiirli-
chen Zahlen k£ und n, wobei n im Zahlprozess nach k£ kommt, bezeichnen wir
mit {k,...,n} die Menge aller Zahlen, die man von k ausgehend durch suk-
zessives Zahlen erreicht, bis man schliellich bei n anlangt und dann aufhort.

Wenn man richtig zé&hlt, erhdlt man eine Zuordnung zwischen den beiden
Mengen

{1,2,...,n} und der gegebenen Menge M ,

bei der jeder natiirlichen Zahl zwischen 1 und n genau einem Element der
Menge und umgekehrt entspricht. Intuitiv (oder nur im Sinne einer Gewohn-
heit) ist es klar, dass beim richtigen Zé&hlen der Menge M stets die gleiche
Zahl n als Anzahl herauskommt, dass also die Anzahl unabhéngig von der
Z#hlreihenfolge ist. Kann man das genauer begriinden? Sowohl diese Frage

34\an beachte, dass hier die in der letzten Vorlesung eingefiihrten Konzepte ,,fiir alle®
und ,es gibt (genau) eines“ eine entscheidende Rolle spielen.
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als auch die oben erwéhnten Fehlerquellen kénnen mit dem Abbildungsbegriff
beantwortet bzw. analysiert werden.

Definition 5.2. Seien L und M Mengen. Eine Abbildung F' von L nach M
ist dadurch gegeben, dass jedem Element der Menge L genau ein Element der
Menge M zugeordnet wird. Das zu « € L eindeutig bestimmte Element wird
mit F'(x) bezeichnet. Die Abbildung driickt man als Ganzes héufig durch

F: L— M, z+— F(z),

aus.

Bei einer Abbildung F': L — M heifit L die Definitionsmenge (oder Defini-
tionsbereich) der Abbildung und M die Wertemenge (oder Wertevorrat oder
Zielbereich) der Abbildung. Zu einem Element = € L heifit das Element

F(x)e M

der Wert von F an der Stelle x. Statt Stelle sagt man auch héufig Argument.
Zwei Abbildungen F: L; — M; und G: Ly — M, sind gleich, wenn die
Definitionsmengen und die Wertemengen {ibereinstimmen und wenn fiir alle
r € Ly = Ly die Gleichheit F'(z) = G(z) in M; = M, gilt. Die Gleichheit
von Abbildungen wird also zuriickgefiihrt auf die Gleichheit von Elementen
in einer Menge. Abbildungen werden haufig auch Funktionen genannt.

Der Abbildungsbegriff ist fundamental fiir die Mathematik, es gibt eine Viel-
zahl an verschiedenen Abbildungen und an Darstellungsmoglichkeiten von
Abbildungen. Im jetzigen Kontext interessieren wir uns nur fiir Abbildungen
zwischen endlichen Mengen, die stets durch eine vollsténdige Wertetabelle
angegeben werden konnen. Fiir die Mengen

L = {1,2,3,4,5,6,7,8}

und
M = {a7b7c7d7e7f’g}

ist beispielsweise

F(z) |cla|a|ble |ble|d

eine vollstdndige Wertetabelle. Aus ihr kann man unmittelbar den Wert, F'(3)
als a ablesen. Es handelt sich aber offenbar nicht um eine korrekte Abzidhlung
dieser Menge, da a und e mehrfach im Bild auftauchen (mehrfach gezéhlt
werden) und f iiberhaupt nicht im Bild auftaucht (iibersehen wird).

Wenn die obigen Fehlerquellen (1) und (2) ausgeschlossen sind, so ist das
(versuchsweise) Abzédhlen einer Menge M eine Abbildung

w: {1,...,n} — M, i — o(i).
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Jeder natiirlichen Zahl ¢ wird also ein eindeutiges Element der Menge M zu-
geordnet. Die beiden Fehlerquellen (3) und (4) sind durch den Abbildungs-
begriff nicht ausgeschlossen. Eine Abbildung F' kann fiir verschiedene Defi-
nitionsstellen, also beispielsweise Zahlen ¢ # j den gleichen Wert, also

haben und sie muss nicht jedes Element der Menge M erfassen. Es kann
also Elemente m € M mit der Eigenschaft geben, dass fiir jedes ¢ aus dem
Definitionsbereich stets

gilt.

Diese beiden Fehlerquellen erfassen wir mit den folgenden Begriffen.

Definition 5.3. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M

eine Abbildung. Dann heifit F’

e injektiv, wenn fiir je zwei verschiedene Elemente x,2’ € L auch F(x) und
F(z') verschieden sind.

e surjektiv, wenn es fiir jedes y € M mindestens ein Element x € L mit
Fz) =y
gibt.

e bijektiv, wenn F' sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

A B

i WM =

Weder injektiv noch surjektiv. Injektiv und surjektiv.
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1 a 1 a
2 = 2 »b
3 >C 3 >C
4 d
Nicht injektiv, aber surjektiv. Injektiv, nicht surjektiv.

Diese Begriffe sind fundamental! Beispielsweise ist die Nachfolgerabbildung
N—N, z+— 2,

auf der Menge der natiirlichen Zahlen wegen der oben angefiithrten Eigen-
schaft (4) injektiv, aber wegen der Eigenschaft (3) nicht surjektiv, da das
Startelement nicht der Nachfolger einer Zahl ist.

Die Frage, ob eine Abbildung F' diese Eigenschaften besitzt, kann man an-
hand der Gleichung®®

F(r) =y
(in den beiden Variablen z und y) erlautern. Die Surjektivitiat bedeutet, dass
es zu jedem y € M mindestens eine Losung x € L fiir diese Gleichung gibt, die
Injektivitat bedeutet, dass es zu jedem y € M maximal eine Lésung x € L
fiir diese Gleichung gibt, und die Bijektivitdt bedeutet, dass es zu jedem
y € M genau eine Losung x € L fiir diese Gleichung gibt. Die Surjektivitéit
entspricht also der Existenz von Losungen, die Injektivitdt der Eindeutig-
keit von Losungen. Beide Fragestellungen durchziehen die Mathematik und
konnen selbst wiederum hiufig als die Surjektivitat oder die Injektivitit einer
geeigneten Abbildung interpretiert werden.

Beim Nachweis der Injektivitédt einer Abbildung geht man héaufig so vor,
dass man zu zwei gegebenen Elementen x und 2z’ aus der Voraussetzung
F(z) = F(a) erschlieit, dass = = 2’ ist. Dies ist oft einfacher zu zeigen, als
aus x # 2’ auf F(x) # F(2') zu schlieen.

35ber Gleichungen und Variablen werden wir spiter ausfiihrlicher sprechen.
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Definition 5.4. Eine Menge M heifit endlich mit n Elementen, wenn es eine
Bijektion

{1,....n} — M
gibt.

Unser erstes Hauptanliegen ist es zu begriinden, dass die natiirliche Zahl
n dabei eindeutig bestimmt ist. Wir werden nach einigen Vorbereitungen
zeigen, dass wenn

e: {1,...,n} — M
und

v Al .k — M
bijektive Abbildungen sind, dass dann

n ==k

ist. Diese Zahl heifit die Anzahl (oder die Kardinalitit) der Menge. Sie wird
mit #(M) oder mit |M| bezeichnet. Die bijektive Abbildung

{1,...,n} — M

kann man eine Nummerierung der Menge M nennen. Eine Menge besitzt also
n Elemente, wenn man sie mit den natiirlichen Zahlen von 1 bis n durchnum-
merieren kann. Zwei endliche Mengen M und N, fiir die es eine Bijektion

M —N

gibt, besitzen die gleiche Anzahl. Dies beruht einfach darauf, dass diese Bi-
jektion verkniipft mit der bijektiven Nummerierung wieder eine Bijektion ist.
Eine Menge, die nicht endlich ist, fiir die es also keine Bijektion mit {1,...,n}
fiir irgendein n gibt, heift unendlich.

Bemerkung 5.5. Unter Modellierung versteht man in der Mathematik den
Vorgang, realweltliche Phénomene mathematisch zu erfassen, zu verstehen
und zu beeinflussen. Das Zahlen ist ein allgegenwértiger Vorgang, mit dem
die Anzahl von Mengen bestimmt werden, um deren Gréfenordnung einord-
nen zu kénnen, um sicherzustellen, dass alle Schiiler da sind, um den Preis der
Gesamtmenge zu bestimmen, u.s.w. Dieser alltdgliche Vorgang wird mit dem
Begriff einer bijektiven Abbildung erfasst bzw. modelliert. Als Gewinn die-
ses Modellierungsvorgangs kann man nennen: Fehlerquellen erkennen, durch
Rechnungen Zahlvorgéinge abkiirzen, die prinzipielle Korrektheit der Zahli-
dee begriinden.

Mathematisch modelliert werden physikalische Prozesse, Wetterphédnomene,
Finanzaktionen, etc. Die Prozesse konnen dabei beliebig komplex sein und
die addquaten mathematischen Mittel sind dann in der Regel entsprechend
komplex. In diesen komplexeren Situationen liegt ein wichtiger Gewinn dar-
in, Aussagen iiber den Verlauf der Prozesse in der Zukunft mathematisch
vorherzusagen.
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Eine typische, in der Schule auftretende Form der Modellierung ist die Text-
aufgabe. Aus einem mehr oder weniger langen Text muss der mathematische
Gehalt herausgelesen und fiir eine Frage die Antwort gefunden werden. Al-
lerdings ist hier typischerweise klar, mit welchen mathematischen Methoden
an die Aufgabe herangegangen werden soll.

5. ARBEITSBLATT

5.1. Die Pausenaufgaben.

Aufgabe 5.1. Wir zdhlen, indem wir in die Hénde klatschen. Die néchste
Zahl ist also durch ein zusétzliches Klatschen bestimmt. Zahlen Sie in diesem
Klatschsystem, ohne sich durch ein anderes Zahlsystem zu kontrollieren. Es
empfiehlt sich, mit einem Rhythmus zu arbeiten.

Aufgabe 5.2. Zihle im Zweiersystem bis 100000.

5.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 5.3. Bauer Ernst war in der Dorfkneipe und hat zu viel Bier ge-
trunken. Er kann sich zwar an alles erinnern, aber nicht mehr, wie man im
Dezimalsystem zdhlt. Seine Frau fragt ihn, wie viele Bier er getrunken hat.
Er antwortet: ,,ein Bier und dann noch eins und dann noch eins und dann
noch eins und dann noch eins und dann noch eins und dann noch eins und
dann noch eins und dann noch eins und dann noch eins und dann noch eins*.
Wie viele Bier hat er im Dezimalsystem getrunken?

Aufgabe 5.4. Warum macht der Kellner Striche auf den Bierdeckel, statt
Zahlen drauf zu schreiben?
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Aufgabe 5.5. Bestimme die Anzahl der Silben in der Formulierung , Die
Hintereinanderschaltung von Abbildungen ist wieder eine Abbildung®. Wa-
rum ist es schwierig, dies ohne Fingerzéhlen durchzufithren?

Aufgabe 5.6. Erstelle das , kleine Einsnachnull“.

Aufgabe 5.7. Wir zéihlen

heute, morgen, iibermorgen, iiberiibermorgen, iiberiiberiibermorgen, ... .

(1) Was ist iiberiibermorgen von morgen?

(2) Was ist morgen von morgen von morgen von iibermorgen?
(3) Was ist heute von iiberiiberiibermorgen?

(4) Welche Tage sind ein morgen eines Tages der Zahlliste?

Aufgabe 5.8.*

Wir zéhlen
ich, Mama, Oma, Uroma, Ururoma, ... .

) Was ist die Mama der Urururoma?
) Was ist die Uroma der Uroma?
)
)

Was ist die Oma der Oma der Oma?
Was ist das ich der Uroma der Ururoma?

Aufgabe 5.9. Der Alleinherrscher X herrscht mit grofler Willkiir und méch-
te im Alltag des Volkes présent sein. Deshalb schafft er das iibliche Z&hlen ab
und ersetzt es durch die Namen seiner Sohne geméfl der Geburtsreihenfolge.
Es soll also hinfort (nach der Null) mit

Peter , Heinz , Ulrich , Albrecht , Karl

gezihlt werden, danach soll es mit Uberpeter, Uberheinz, ... , Uber-
karl, Uberiiberpeter, ..., Uberiiberkarl, Uberiiberiiberpeter, ... weiterge-
hen. Ist dies ein mathematisch sinnvolles Zidhlen? Benenne die Dezimal-
zahl 27 in diesem Sohnsystem. Welche Dezimalzahl verbirgt sich hinter
Uberiiberiiberiiberiiberiiberiiberalbrecht?

Aufgabe 5.10. Intelligente zidhlbegabte Lebewesen aus einer fernen Gala-
xie besuchen die Erde. Sie besitzen nur ein Auge, dass immer nach links
schaut. Sie lernen somit das menschliche Zéhlen anhand der linken Straflen-
seiten (bei wechselseitiger Nummerierung) kennen und berichten zuhause:
,Die Menschen auf der Erde zdhlen

1,3,5,7,9,11,13,15,17, 19, 21, 23,
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und so weiter. Es treten vorne Ziffern auf, die als Endziffer nicht erlaubt sind.
Die Idee einer 0 scheinen sie nicht zu kennen®.

(1) Kann man mit diesem Straflenseitensystem zdhlen?

(2) Welche Hausnummer bekommt das n-te Haus auf der linken (ungera-
den) Strafienseite, welche Hausnummer bekommt das n-te Haus auf
der rechten (geraden) StraBenseite?

(3) Welche Zahlen im Fiinfersystem stimmen inhaltlich mit den Straflen-
seitenzahlen {iberein?

(4) Was ist der Nachteil des Strafienseitensystems gegeniiber dem Fiin-
fersystem?

(5) Wiére es fiir das Zahlen ein Nachteil, wenn wir 1,2,3,4,...,9,11,12,
5 19,21,...,99,111, 112 zéhlen wiirden? Hat es andere Nachteile?

Aufgabe 5.11. Im Euromiinzensystem wird so gezdhlt, dass die Koeffizi-
enten (also 0,1,2) der minimalen Darstellung einer Zahl im Sinne von Satz
2.1 in absteigender Wertreihenfolge angegeben werden. Bestimme die zehn
Nachfolger von

1020.

Die folgende Aufgabe sollte man nicht bearbeiten, sondern zum Anlass neh-
men, sich iiber unser Ziffernsystem zu freuen.

Aufgabe 5.12. Man definiere, welche endlichen Zeichenketten aus I, V, X L,
C, D, M im rémischen Zahlsystem (mit oder ohne Subtraktionsregel) erlaubt
sind und welche nicht. Man erstelle einen Algorithmus, der zu jeder erlaubten
romischen Zahl den Nachfolger berechnet.

Aufgabe 5.13. Es sei M C N die Menge aller Telefonnummern in einer
Stadt. Besitzt die Nachfolgerfunktion auf dieser Menge eine sinnvolle Inter-
pretation?

Aufgabe 5.14. Bestimme die Anzahl der Menge {1,...,6} in den in der
Vorlesung gegebenen Zahlsystemen.

Aufgabe 5.15. Zeige, dass die Menge {1,...,n} endlich mit n Elementen
ist.

Aufgabe 5.16.*

Es sei M eine endliche Menge mit n Elementen und sei w ein Element, das
nicht zu M gehore. Zeige, dass dann die Vereinigung M U {w} genau n'
Elemente besitzt.
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Aufgabe 5.17. Beschreibe mit Quantoren die Eigenschaft einer Abbildung
F: L — M,

injektiv bzw. surjektiv zu sein.

e o
Ll
®
e000® 0
(-]
e
' ©

"06gpe®

°
e

Aufgabe 5.18. Bestimme die Anzahl der Punkte im Bild nebenan.

Aufgabe 5.19. Bestimme die Anzahl der folgenden Mengen.

(1) {5,17,43,26,9, 65,63, 38,30, 85,93, 54},
(2) {6,11,46,76,7,54,6,46,39, 43,85, 62,46, 54, 12, 11},
(3) LU I TS T RS T8 4 DT TS T TS

Aufgabe 5.20.*

Die Absetzmulde ist voll mit Schutt und soll durch eine leere Mulde ersetzt
werden, die das Absetzkipperfahrzeug bringt, das auch die volle Mulde mit-
nehmen soll. Auf dem Fahrzeug und auf dem Garagenvorplatz, wo die volle
Mulde steht, ist nur Platz fiir eine Mulde. Dafiir kann die Strafle als Zwi-
schenablage genutzt werden. Wie viele Ladevorgénge sind vor Ort nétig, bis
der Gesamtaustausch vollstandig abgeschlossen ist?
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Aufgabe 5.21. Welche der folgenden Vokabeln passen zu einer Abbildung,
welche zu einer bijektiven Abbildung? Entsprechung, Wertzuweisung, Korre-
spondenz, Umkehrbarkeit, Zuordnung, Eineindeutigkeit, Wechselseitigkeit.

Aufgabe 5.22. Man beschreibe eine Bijektion zwischen N und Z.

Aufgabe 5.23. Eine Funktion
fi R— R, z— f(x),

heifit streng wachsend, wenn fiir alle x1,zo € R mit 7 < 25 auch f(z1) <
f(z2) gilt. Zeige, dass eine streng wachsende Funktion f injektiv ist.

5.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 5.24. (2 Punkte)

Im Euromiinzensystem wird so gezihlt, dass die Koeffizienten (also 0,1, 2)
der minimalen Darstellung einer Zahl im Sinne von Satz 2.1 in absteigender
Wertreihenfolge angegeben werden. Bestimme die zehn Nachfolger von

20110.

Aufgabe 5.25. (3 Punkte)

Wir betrachten eine digitale Uhr, die 24 Stunden, 60 Minuten und 60 Sekun-
den anzeigt. Definiere die Nachfolgerabbildung, die zu jeder Zeitangabe die
Zeitangabe der néchsten Sekunde berechnet.

Aufgabe 5.26. (5 (0.5+0.5+1+2+1) Punkte)

Ein Teil der Schiiler und Schiilerinnen der Klasse 4c sind auf einer Wattwan-
derung, und zwar

{G,L,H,M,A,B,C,R,S,T}.
Sie werden von Wattfithrer Heino und Frau Maier-Sengupta begleitet. Nach
einer scharfen Wende um eine uniibersichtliche Diine herum zéhlen die beiden
Aufsichtspersonen die Gruppe durch. Heino zéhlt

n | 1121345 |6|78]9]10
on) |[M|T|A|L|S |B|G|R|H|C

und Frau Maier-Sengupta zahlt

n [1]2]3[4][5]6]7
o) [L|A|B[R|T |C|M|G[H|S

oo
Ne)
—_
e}
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Es sind also alle Kinder da.

(1) Welche Nummer gibt Heino demjenigen Kind, das von Frau Maier-
Sengupta die Nummer 8 bekommt?

(2) Welche(s) Kind(er) bekommen von beiden die gleiche Nummer?

(3) Welche(s) Kind(er) bekommen von Heino eine héhere Nummer als
von Frau Maier-Sengupta?

(4) Gabi (G) denkt sich das folgende Spiel aus: Jedes Kind muss demje-
nigen Kind, dessen Heino-Nummer gleich seiner (des ersten Kindes)
Maier-Sengupta-Nummer ist, eine Muschel schenken. Welche Schenk-
zykel (oder Schenkperioden) entstehen dabei?

(5) Ist die durch

F(n) = ©(n), falls n ungerade,
| ¥(n), falls n gerade,

gegebene Abbildung F' eine Nummerierung der Schiilermenge?

Aufgabe 5.27. (3 (2+1) Punkte)

Mustafa Miiller und Heinz Ngolo waren beim Spiel Borussia Dortmund gegen
Bayern Miinchen. Zum Gliick hat Dortmund 5 zu 2 gewonnen, daher ist gute
Stimmung im Fanbus auf der Heimreise. Die Torfolge war

0:1,1:1,2:1,2:2,3:2,Halbzeit,4:2,5: 2.
Die beiden iiberlegen sich die folgenden Fragen.

(1) Wie viele mogliche Torreihenfolgen gibt es bei einem 5 : 2-Sieg?
(2) Wie viele mogliche Torreihenfolgen gibt es bei einem 5 : 2-Sieg, wenn
man noch die Halbzeit mitberiicksichtigt?

Aufgabe 5.28. (2 Punkte)

Bestimme, wie viele echte Potenzen (also Zahlen der Form n* mit k > 2) es
zwischen 0 und 100 gibt.

6. VORLESUNG - ABBILDUNGEN

6.1. Darstellungsmoglichkeiten fiir Abbildungen.

Wir modellieren das Abzédhlen einer Menge M mathematisch als eine bijekti-
ve Abbildung zwischen einer Menge der Form {1,...,n} und M. Wir wollen
zeigen, dass dabei das n unabhéngig von der gewahlten Abbildung ist. Um
dies klar begriinden zu koénnen, miissen wir uns etwas genauer mit Abbil-
dungen beschéftigen. Abbildungen kénnen auf recht unterschiedliche Arten
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dargestellt werden. Zu nennen sind (vollstandige oder unvollstandige) Werte-
tabellen, der Graph einer Abbildung, Sdulen- und Kuchendiagramme, Pfeil-
diagramme, Hohenlinien, Animationen. Eine besondere Rolle spielen funk-
tionale Vorschriften, mit denen h#ufig Abbildungen festgelegt werden, das

sind Ausdriicke der Form z2, /7, exp x, sin z.

X Y o
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Wir wollen zu zwei gegebenen Nummerierungen einer Menge M, also zu zwei
bijektiven Abbildungen ¢: {1,...,n} = M und ¢: {1,...,k} — M zeigen,
dass n = k ist. Da bei einer Bijektion sich die Elemente der beiden Mengen
eindeutig entsprechen, fiihrt dies zu einer eindeutigen Entsprechung zwischen
{1,...,n} und {1,... k}. Mit diesem Trick, dem die Hintereinanderschal-
tung von Abbildungen und die Umkehrabbildung einer bijektiven Abbildung
zugrunde liegt, kann man also unter Umgehung der Menge M direkt diese
Teilmengen der natiirlichen Zahlen untereinander vergleichen.
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6.2. Die Hintereinanderschaltung von Abbildungen.

Definition 6.1. Es seien L, M und N Mengen und
F: L— M, z+—— F(x),

und
G: M — N,y+— G(y),

Abbildungen. Dann heifit die Abbildung
GoF: L— N, z+— G(F(x)),
die Hintereinanderschaltung der Abbildungen F' und G.

Eine Hintereinanderschaltung kann man sich durch ein Diagramm der Form
L5 Mm-S N
gut veranschaulichen.

Beispiel 6.2. Die Wertetabelle

n [1]2[3[4[5 [6]7][8]9]10
on) |A|A|B|[C|C |B[E|D|D|B

beschreibt, welche Person der Bearbeitungsgruppe G = {A, B, C, D, E'} wel-
che Aufgabe federfithrend macht und die Wertetabelle

P [A[B|C|[D[E
o) | S|L M| M|W

mit den moglichen Werten {M, S, L, W, U} beschreibt, wie viel Lust die Per-
sonen in dieser Woche haben (S

hat Superlust, M hat Megalust, L hat Lust, W hat wenig Lust, U hat Un-
lust).

Die zusammengesetzte Abbildung v o ¢ beschreibt dann, mit wie viel Lust
die verschiedenen Aufgaben bearbeitet werden, die zugehorige Wertetabelle
ist

n 11213415 |6]7]8]9]10
w(pn)) [ S|S|L|M|M |LIW|M|M|L

Wenn die Abbildungen durch funktionale Ausdriicke gegeben sind, so erhélt
man die zusammengesetzte Abbildung, in den man den einen funktionalen
Ausdruck in den anderen funktionalen Ausdruck einsetzt. Damit ist folgendes
gemeint: Wenn

©, w: Rzo — Rzo
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Funktionen sind, die durch ¢(z) = 2% + 5 und ¢(y) = \/y gegeben sind, so
besitzt die zusammengesetzte Funktion 1 o ¢ (also in der Ausfithrung zuerst
©!) die Vorschrift

(Yop)(z) = v(p(x)) = Va* +5.
In der anderen Reihenfolge ergibt sich

(pot)(y) = v(¥(y) = V¥ +5 = y+5.

Hier haben wir die beiden Funktionen mit unterschiedlichen Variablen ge-
schrieben, was die Einsetzung dann erleichtert hat. Haufig muss man zuerst
eine sinnvolle Umbenennung durchfiihren.

Lemma 6.3. FEs seien L, M, N und P Mengen und es seien
F: L— M, z+— F(z),
G: M — N, y— G(y),

und
H: N— P, z+—— H(z),
Abbildungen. Dann ist

Ho(GoF) = (HoG)oF.
Beweis. Zwei Abbildungen «, 3: L — P sind genau dann gleich, wenn fiir
jedes x € L die Gleichheit a(z) = [(z) gilt. Sei also x € L. Dann ist

(Ho(GoF))(x) = H((GoF)(x))
— H(G(F(x)))
— (HoG)(F(x))
— (HoG)oF)(a).

Lemma 6.4. FEs seien L, M und N Mengen und
F: L— M, z+— F(z),

und
G: M — N, y— G(y),

Abbildungen mit der Hintereinanderschaltung
GoF: L— N.
Dann gelten folgende Eigenschaften.

(1) Wenn F und G injektiv sind, so ist auch G o F' ingektiv.
(2) Wenn F und G surjektiv sind, so ist auch G o F' surjektiv.
(3) Wenn F und G bijektiv sind, so ist auch G o F' bijektiv.
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Beweis. (1) Seien z, 2’ € L mit
G(F(z)) = G(F(a"))
gegeben. Aufgrund der Injektivitat von G folgt
F(z) = F(2)
und aufgrund der Injektivitit von F' folgt
/

T =2,

was die Injektivitdt von G o F' bedeutet.
(2) Sei z € N gegeben. Aufgrund der Surjektivitit von G gibt es ein

y € M mit
G(y) = =.

Aufgrund der Surjektivitdt von F gibt es ein x € L mit
F(z) = v.

Insgesamt ist
(GoF)(x) = G(F(x)) = G(y) = 2,
es gibt also ein Urbild von z und somit ist die Gesamtabbildung sur-

jektiv.
(3) Folgt aus (1) und (2).

6.3. Die Umkehrabbildung.

Definition 6.5. Es sei M eine Menge. Dann heiffit die Abbildung
M — M, z+— x,

die also jedes Element x € M auf sich selbst schickt, die identische Abbildung
oder Identitdt auf M. Sie wird mit Id oder Id,; bezeichnet.

Die Identitat ist natiirlich bijektiv. Umgekehrt kann man zu einer bijektiven
Abbildung eine Abbildung derart angeben, dass die Verkniipfung die Iden-
titat ergibt.

Definition 6.6. Es sei F': L — M eine bijektive Abbildung. Dann heifit die
Abbildung

G: M — L,

die jedes Element y € M auf das eindeutig bestimmte Element z € L mit
F(z) = y abbildet, die Umkehrabbildung zu F'.

Die Umkehrabbildung zu F wird mit F'~! bezeichnet. Es gilt die charakteri-
stische Eigenschaft, dass sowohl F'o F~! als auch F~! o F die Identitét (auf
den jeweiligen Mengen) sind.
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Beispiel 6.7. Die Nummerierung der Schiiler durch Heino,

n | 112345 [6|7|8]9 10
on) |[M|T|A|L|S |B|G|R|H|C

ist bijektiv und hat daher eine eindeutig bestimmte Umkehrabbildung. Die
Wertetabelle dieser Umkehrabbildung ist

P [A[B|C|G[H [LIM[R[S|T
o (P) [3]6|10] 7|9 [4]1[8[5]2

Bei einem natiirlichen Zahlvorgang kann man sich dariiber streiten, ob die
Zahlen ,eher* den Personen oder die Personen eher den Zahlen zugeordnet
wird. Bei einer bijektiven Abbildung liegt eine Entsprechung vor.

Wir erwéhnen noch die konstanten Abbildungen.

Definition 6.8. Es seien L und M Mengen und es sei ¢ € M ein Element.
Dann heifit die Abbildung

L — M, x+— c,

die also jedes Element x € L auf ¢ abbildet, die konstante Abbildung zum
Wert c.

6.4. Die Wohldefiniertheit der Anzahl.

Wir kehren zu dem Problem zuriick, warum die Anzahl einer endlichen Menge
wohldefiniert ist, warum es also egal ist, in welcher Reihenfolge man zihlt.

Lemma 6.9. Es sei k # 0 eine natiirliche Zahl mit dem Vorgdnger ¢, es sei
also k = 0'. Es sei z € {1,...,k} ein fiziertes Element. Dann gibt es eine

bijektive Abbildung zwischen {1,... ¢} und {1,... k}\ {z}.
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Beweis. Wir definieren eine Abbildung

e: {1,... 0 — A{1,...,k}\ {z}
durch

(z) x, falls x in der Durchzéhlung von 1 bis k vor z kommt ,
€Tr) =
4 a2, falls x gleich z ist oder in der Durchzéhlung nach z kommt .

Dies ist eine wohldefinierte Abbildung, da die Bilder echt unterhalb von z
oder echt oberhalb von z liegen, niemals aber gleich z sind, und da maximal
der Nachfolger von ¢, also k erreicht wird.

Die Abbildung ist injektiv: Wenn x und y beide unterhalb von z liegen, so
werden beide Elemente auf sich selbst abgebildet. Wenn beide oberhalb von
z liegen, so werden beide auf ihren Nachfolger abgebildet, und das Nachfol-
gernehmen ist injektiv (dies ist die Eigenschaft, dass der Vorgénger eindeutig
bestimmt ist). Wenn = unterhalb von z und y oberhalb von z liegt, so ist erst
recht 3’ oberhalb von z und somit von x verschieden.

Die Abbildung ist auch surjektiv. Die Zahlen echt unterhalb von z werden
durch sich selbst erreicht und die Zahlen u echt oberhalb von z (und unterhalb
von k einschliefllich k) kann man als

u =1

mit v oberhalb von z (einschlielich z) und echt unterhalb von k, also maxi-
mal gleich ¢ schreiben. Insgesamt ist ¢ also eine Bijektion. U

Satz 6.10. Wenn M eine Menge ist und wenn
e: {1,...,n} — M
und
v {l,.. .k} — M
bijektive Abbildungen sind, so ist
n = k.

Die Anzahl einer endlichen Menge ist also wohldefiniert.

Beweis. Seien die bijektiven Abbildungen

e: {1,...,n} — M
und

v {1, k} — M

gegeben. Da man bijektive Abbildungen umkehren kann und da die Hinter-
einanderschaltung von bijektiven Abbildungen nach Lemma 6.4 (3) wieder
bijektiv ist, ist auch

v lop: {1,...,n} — {1,...,k}
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bijektiv. Wir miissen also nur die endlichen Standardmengen {1,...,n} un-
tereinander vergleichen. Wir miissen also zeigen, dass wenn eine bijektive
Abbildung

v A{1,...,n} —{1,... k}

vorliegt, dass dann

ist. Wenn?%
n =20

ist, so ist die Menge links leer und somit muss auch die rechte Menge leer
sein, also ist dann auch

k = 0.

Seien nun n, k nicht 0, so dass sie also jeweils einen Vorginger haben. Es
sei m der Vorgénger von n und ¢ der Vorginger von k. Diese Zahlen sind
eindeutig bestimmt, da die Nachfolgerabbildung injektiv ist. Wir setzen

z=0(n) e {1,....k}.
Dann gibt es durch die Herausnahme von n bzw. z eine bijektive Abbildung

(1,....om}={1,...,n}\ {n} — {1,...,k}\ {z}.

Nach Lemma 6.9 gibt es eine bijektive Abbildung zwischen {1,...,¢} und
{1,...,k}\ {z}. Somit gibt es dann auch insgesamt eine bijektive Abbildung
zwischen {1,...,m} und {1,...,¢}. Mit dieser Uberlegung kann man die
beiden Zahlen n und k£ durch ihre jeweiligen Vorgéanger m und ¢ ersetzen und
damit um eins kleiner machen (die Existenz der bijektiven Abbildung bleibt
erhalten). Diese Uberlegung kann man so lange wiederholen, bis eine der
reduzierten Zahlen gleich 0 ist. Dann muss aber nach der Eingangsiiberlegung
die andere reduzierte Zahl ebenfalls gleich 0 sein. Dann stimmen auch die
sukzessiven Nachfolger iiberein und insbesondere ist n = k. U

6.5. Zahlen von Prozessen.

Mit natiirlichen Zahlen kann man nicht nur endliche Mengen zéhlen, sondern
auch Prozesse. Wenn ein Einzelprozess wohldefiniert ist, wie beispielsweise
das Nachfolgernehmen in einem Modell der natiirlichen Zahlen, oder das
Umlegen eines Apfel von einem Haufen auf einen anderen Haufen, oder auf
einer Leiter eine Sprosse nach oben steigen, so kann man mit den natiirli-
chen Zahlen angeben, wie oft der Prozess durchgefiihrt wird oder werden
soll. Dies ercffnet eine Vielzahl von Moglichkeiten, komplexere mathemati-
sche Konzepte dadurch festzulegen, dass gesagt wird, wie oft ein gewisser
grundlegenderer Prozess durchgefiihrt werden soll. In diesem Sinne kann die
Addition von zwei natiirlichen Zahlen dadurch eingefiihrt werden, dass die

36Djes ist ein Induktionsbeweis, ein Prinzip, das wir spéter begriinden werden.
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ecine Zahl angibt, wie oft von der anderen®” Zahl ausgehend der Nachfolger
genommen werden soll, die Multiplikation von zwei natiirlichen Zahlen kann
dadurch eingefiithrt werden, dass die eine Zahl angibt, wie oft die andere Zahl
zur 0 addiert werden soll (die Anzahl der Summanden ist durch die erste Zahl
festgelegt), die Potenzierung von zwei natiirlichen Zahlen kann dadurch ein-
gefiihrt werden, dass die eine Zahl angibt, wie oft die andere Zahl mit sich
selbst multipliziert werden soll (Anzahl der Faktoren). Wenn eine Strecke
s und eine natiirliche Zahl n gegeben ist, so kann man die Strecke n-fach
Hintereinanderlegen. Dabei entsteht eine Strecke, die n-mal so lang wie die
Ausgangsstrecke ist. Geometrisch kann man dies dadurch durchfithren, dass
man die Stecke zu einer Geraden verldangert und dann mit Hilfe eines Zirkels
die Strecke (n — 1)-mal umschlagt.

6. ARBEITSBLATT

6.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 6.1. Auf der linken Tafel ist eine gewisse Anzahl von Apfeln an-
gemalt. Diese Anzahl soll durch eine Menschenkette in eine Strichfolge auf
die rechte Tafel iibertragen werden, wobei nur eine Person die Apfel sechen
darf. Es darf nicht gesprochen werden und niemand darf sich von der Stelle
bewegen. Ebensowenig darf auf Zéhlkenntnisse Bezug genommen werden.

6.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 6.2. Man mache sich klar, in welcher Weise die in der Vorlesung
angefithrten Diagramme Abbildungen darstellen.

Aufgabe 6.3. Beschreibe moglichst viele Alltagsphdnome mit dem Konzept
Abbildung.

Aufgabe 6.4.*

Erstelle eine Wertetabelle, die fiir jede natiirliche Zahl von 1 bis 10 ausgibt,
mit wie vielen Eurozahlen die Zahl minimal darstellbar ist.

37Es ist bei diesen wichtigen Operationen nicht einheitlich festgelegt, welche der beiden
beteiligten Zahlen die Anzahl der Prozesse angibt und welche angibt, dass mit ihr der
Prozess durchgefiihrt werden soll. Ferner kommt beispielsweise bei 5-3 = 3+3+3+34+3 =
0+34+3+3+3+3 der Summand 3 fiinfmal vor, in der ersten Darstellung kommt aber nur
viermal das Pluszeichen vor, so dass hier Prézisierungen nétig sind. Auch Formulierungen
wie ,,mit sich selbst addieren“ sind problematisch, es wird ja jeweils zu dem Teilergebnis
hinzuaddiert.
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Aufgabe 6.5.*

(1) Es sei H die Menge aller (lebenden oder verstorbenen) Menschen.
Untersuche die Abbildung

p: H— H,

die jedem Menschen seine Mutter zuordnet, auf Injektivitat und Sur-
jektivitét.

(2) Welche Bedeutung hat die Hintereinanderschaltung ¢3?

(3) Wie sieht es aus, wenn man die gleiche Abbildungsvorschrift nimmt,
sie aber auf die Menge F aller Einzelkinder und auf die Menge M
aller Miitter einschriankt?

(4) Seien Sie spitzfindig (evolutionsbiologisch oder religits) und argumen-
tieren Sie, dass die Abbildung in (1) nicht wohldefiniert ist.

Aufgabe 6.6. (1) Es sei M die Menge aller (lebenden oder verstorbe-
nen) Miitter und H die Menge aller (lebenden oder verstorbenen)
Menschen. Untersuche die Abbildung

p: M — H,

die jeder Mutter ihr erstgeborenes Kind zuordnet, auf Injektivitét
und Surjektivitét.

(2) Wie sieht es aus, wenn man die gleiche Abbildungsvorschrift nimmt,
die Menge H aber durch die Menge F der miitterlicherseits erstgebo-
rene Kinder ersetzt?

(3) Wie sieht es aus, wenn man die gleiche Abbildungsvorschrift nimmt,
die Menge H aber durch die Menge F' der miitterlicher- oder véterli-
cherseits erstgeborene Kinder ersetzt?

Aufgabe 6.7. Wir betrachten die Mengen
L={1,2,3,4,5,6,7,8}, M ={a,b,c,d,e, f,g} und
N=A{R,S,T,UV,W,X,Y, Z}

und die Abbildungen ¢: L — M und ¢: M — N, die durch die Werteta-
bellen

o
~

gegeben sind.
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(1) Erstelle eine Wertetabelle fiir ¢ o .
(2) Sind die Abbildungen ¢, ¥, 1 o ¢ injektiv?
(3) Sind die Abbildungen ¢, ¥, 1 o ¢ surjektiv?

Aufgabe 6.8. Betrachte auf der Menge M = {1,2,3,4,5,6,7,8} die Abbil-
dung

o: M — M, x — (),
die durch die Wertetabelle

x [1[2[3[4[5 [6]7]8
o@) [2[5]6]1]4 [3]7]7

gegeben ist. Berechne ¢'%% also die 1003-te Hintereinanderschaltung (oder

Iteration) von ¢ mit sich selbst.

Aufgabe 6.9. Der Pferdepfleger hat einen Korb voller Apfel und geht auf
die Weide, um die Apfel an die Pferde zu verteilen. Danach geht jedes Pferd
in seine Lieblingskuhle und macht dort einen grofien Pferdeapfel. Modelliere
den Vorgang mit geeigneten Mengen und Abbildungen. Man mache sich die
Begriffe injektiv und surjektiv an diesem Beispiel klar. Kann die Gesamtab-
bildung surjektiv sein, wenn es 10 Apfel, 6 Pferde und 8 Kuhlen gibt?

Aufgabe 6.10.*

Es sei M eine endliche Menge und ¢: M — M eine Abbildung. Es sei ¢
die n-fache Hintereinanderschaltung von ¢ mit sich selbst. Zeige, dass es
natiirliche Zahlen m > n > 1 gibt mit " = ¢™.

Aufgabe 6.11. Welche Funktionsvorschriften kennen Sie aus der Schule?

Aufgabe 6.12. Welche bijektiven Funktionen f: R — R (oder zwischen
Teilmengen von R) kennen Sie aus der Schule? Wie heiflen die Umkehrabbil-
dungen?

Aufgabe 6.13. Bestimme die Hintereinanderschaltungen ¢ o ¢) und ¢ o ¢
fiir die Abbildungen ¢, : R — R, die durch

() =2 +2r + 1 und p(x) = 2> — 5

definiert sind.
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Aufgabe 6.14.*
Seien L, M, N Mengen und
f:L—Mundg: M — N
Abbildungen mit der Hintereinanderschaltung
gof: L— N, x+—— g(f(x)).
Zeige: Wenn g o f injektiv ist, so ist auch f injektiv.

Aufgabe 6.15. In der Planung fiir einen Laufwettbewerb wurden die fol-
genden Bahnen vergeben.

k [ 1[2[3[4[5 [6]7]8
Fk) [N|C|Z[G|R [D|M][S

Leider wurden C und R des Dopings iiberfiihrt und diirfen nicht teilnehmen.
In dieser Situation moéchte man auf die AuBenbahnen 7 und 8 verzichten. Er-
stelle aus der Nummerierung F' eine moglichst einfache neue Nummerierung
(also eine bijektive Abbildung) fiir die neue Situation.

Aufgabe 6.16. Nach dem Mittagessen wollen Frau Maier-Sengupta und
Herr Referendar Lutz mit den Kindern A, B,C,G, H, L, M, R, T eine Boots-
fahrt machen, wozu jedes Kind eine Nummer zwischen 1 und 9 braucht. Frau
Maier-Sengupta ist vor dem Mittagessen mit einem Teil der Kinder auf dem
Spielplatz und verteilt dabei schon mal die Nummern

n |[1[2]3[4]5 |6
en) |A|G|R|H|L |B

Beim Abrédumdienst nach dem Mittagessen legt Herr Lutz (ohne Riickspra-
che) folgende Nummern fest

n (1121345
o) |L|C|M|G|T

Lucy (L) wollte zwar sagen, dass sie schon eine Nummer hat, doch das wurde
von Gabi (G) verhindert. Am Boot entscheidet dann Frau Maier-Sengupta,
dass die Spielplatzkinder ihre Spielplatznummern behalten und dass die iibri-
gen Kinder die hinteren Nummern 7 — 9 in der von Herrn Lutz vergebenen
Reihenfolge bekommen.

(1) Erstelle eine Wertetabelle fiir die Bootsnummerierung.
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(2) Definiere die Bootsnummerierung als Abbildung ¥ durch eine geeig-
nete Fallunterscheidung.

Aufgabe 6.17. Es seien L und M Mengen und es sei F': L — M eine
bijektive Abbildung. Zeige: Wenn L endlich mit n Elementen ist, so ist auch
M endlich mit n Elementen.

Aufgabe 6.18. Es seien S und 7" endliche Teilmengen einer Menge M. Zeige,
dass dann auch die Vereinigung S U T endlich ist.

Aufgabe 6.19. Mustafa Miiller und Heinz Ngolo haben jeweils mit einer
Strichliste ||| ... ||| ihre FuBlballbildchen gez&hlt. Sie wollen wissen, wer mehr
Bildchen hat, die Listen sind aber ziemlich lang und beim Z&hlen kommen sie
durcheinander. Mustafa macht den Vorschlag, in der Liste immer vier Striche
durch einen Querstrich zusammenzufassen und dann diese Blocke zu zahlen.
Heinz sagt, dass das nicht geht, da so Fiinferblocke entstehen und dadurch
das Ergebnis verfilscht wird. Was sagt Gabi Hochster?

In der folgenden Aufgabe bezeichnet ¢(S) die Menge {¢(x)|x € S} und
¢ }(T) die Menge {z € L] ¢(z) € T}. Bestimme diese Mengen fiir die Hei-
nonummierung aus Beispiel 6.7 fir die Menge S = {1,2,3,4,5} und
T = {G,H, L M.

Aufgabe 6.20. Es seien L und M zwei Mengen und ¢: L — M eine bi-
jektive Abbildung zwischen diesen Mengen. Zeige, dass fiir jede Teilmenge
S C L eine Bijektion S — ¢(S) vorliegt, und dass ebenso fiir jede Teilmenge
T C M eine Bijektion ¢~ *(T) — T vorliegt.

Aufgabe 6.21. Man gebe Beispiele fiir Abbildungen
o, : N— N

derart, dass ¢ injektiv, aber nicht surjektiv ist, und dass v surjektiv, aber
nicht injektiv ist.
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6.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 6.22. (3 (1+1+1) Punkte)
Wir betrachten die Mengen
L={1,2,3,4,5,6,7,8}, M ={a,b,c,d,e, f,g,h,i} und
N ={R,S,T,U,V,W,X,Y, Z}

und die Abbildungen ¢: L — M und ¢: M — N, die durch die Werteta-
bellen

| &
N| ©
N~
N
S
T

Y a|b
vly) | X|Z]Y

o

gegeben sind.

(1) Erstelle eine Wertetabelle fiir ¢ o ¢.
(2) Sind die Abbildungen ¢, ¥, 1 o ¢ injektiv?
(3) Sind die Abbildungen ¢, ¥, ¥ o p surjektiv?

Aufgabe 6.23. (3 (1+1+41) Punkte)

(1) Kann eine konstante Abbildung bijektiv sein?

(2) Ist die Hintereinanderschaltung einer konstanten Abbildung mit einer
beliebigen Abbildung (also die konstante Abbildung zuerst) konstant?

(3) Ist die Hintereinanderschaltung einer beliebigen Abbildung mit ei-
ner konstanten Abbildung (also die konstante Abbildung zulezt) kon-
stant?

Aufgabe 6.24. (4 Punkte)
Betrachte die Abbildung

—15, falls n gerade,

n+1
2 7

fi N—Z n+—
falls n ungerade .

Ist f injektiv, surjektiv bzw. bijektiv?
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Aufgabe 6.25. (2 Punkte)

Es seien R die reellen Zahlen und R die nichtnegativen reellen Zahlen.
Bestimme fiir die folgenden Abbildungen, ob sie injektiv und ob sie surjektiv
sind.

R — R, 2 — 2.
R—)Rzo,iﬂl—)lz.
R20—>R,$l—>x2.

R>p — Ryo, z — z?.

Aufgabe 6.26. (3 Punkte)
Seien L, M, N Mengen und

f:L—Mundg: M — N
Abbildungen mit der Hintereinanderschaltung
gof: L — N,z+—— g(f(x)).

Zeige: Wenn g o f surjektiv ist, so ist auch g surjektiv.

7. VORLESUNG - DEDEKIND-PEANO-AXIOME UND INDUKTION

Ich will jeden Spieler jeden
Tag ein bisschen besser
machen

Jiirgen Klinsmann

In der vorletzten Vorlesung haben wir uns zuerst mit dem Zahlen in dem
Sinne beschéftigt, dass auf eine natiirliche Zahl eine eindeutig bestimmte
natiirliche Zahl, ndmlich ihr Nachfolger, folgt. In dieser und den folgenden
Vorlesungen werden wir sehen, dass diese Eigenschaft die natiirlichen Zahlen
auszeichnet und dass man alle anderen Eigenschaften der natiirlichen Zahlen,
wie beispielsweise die Rechengesetze, letztlich darauf zuriickfithren kann. Auf
dieser Figenschaft der natiirlichen Zahlen beruht auch das Beweisprinzip der
vollstéandigen Induktion.
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7.1. Die Dedekind-Peano-Axiome.

Richard Dedekind (1831 -1916) Giuseppe Peano (1858 -1932)

In den natiirlichen Zahlen N kann man addieren, multiplizieren, potenzie-
ren, teilweise abziehen, es gibt die Groflergleich-Relation, die Teilbarkeit,
usw. Man kann sich nun fragen, welche Abhéngigkeiten (logische Hierarchi-
en) zwischen diesen mathematischen Strukturen bestehen und ob man man-
che davon auf andere, grundlegendere Strukturen zuriickfithren kann. Dies
fiihrt zum axiomatischen Aufbau der natiirlichen Zahlen. Dies ist lediglich
eine weitere Prézisierung des Zahlvorgangs in der Sprache der Mengen und
Abbildungen.

Definition 7.1. Eine Menge N mit einem ausgezeichneten Element 0 € N
(die Null) und einer (Nachfolger)-Abbildung
" N — N, n+—n,

heilt natiirliche Zahlen (oder Dedekind-Peano-Modell fiir die natiirlichen
Zahlen), wenn die folgenden Dedekind-Peano-Azxiome erfiillt sind.

(1) Das Element 0 ist kein Nachfolger (die Null liegt also nicht im Bild
der Nachfolgerabbildung).
(2) Jedes n € N ist Nachfolger hochstens eines Elementes (d.h. die Nach-
folgerabbildung ist injektiv).
(3) Fiir jede Teilmenge T' C N gilt: Wenn die beiden Eigenschaften
o0 cT,
e mit jedem Element n € T ist auch n’ € T,
gelten, so ist T = N.

Man mache sich klar, dass diese Bedingungen den Bedingungen der vorletz-
ten Vorlesung entsprechen. Dabei ist NV die jeweilige Menge, / bezeichnet
die Nachfolgerabbildung und 0 das Startsymbol (dort hatten wir zumeist 1
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als Startsymbol gewéhlt). Jedes Dedekind-Peano-Modell sieht dhnlich aus
wie eine der dort aufgelisteten Moglichkeiten. Das heifit, dass die natiirli-
chen Zahlen durch das natiirliche Zéhlen bestimmt sind. Zahlen heifit, von
einem Startwert ausgehend, nach und nach einen Schritt (einen Strich ma-
chen, einen Stab dazulegen, einen Punkt dazumalen, oder ein komplexeres
Bildungsgesetz) weiterzuzéhlen. Das ,, Weiter“-Zahlen ist also fundamentaler
als eine bestimmte Benennung von Zahlen. Eine natiirliche Zahl représen-
tiert, wie oft bis zu ihr gezdhlt werden musste.

Die erste Eigenschaft legt den Start fest. Die zweite Eigenschaft besagt, dass
wenn zwei Zahlen verschieden sind, dann auch die beiden jeweiligen Nach-
folger verschieden sind. Die dritte Eigenschaft, die man auch das Induktions-
prinzip fir Mengen nennt, besagt, dass wenn man bei 0 anfangt und keinen
einzelnen Zéhlvorgang auslésst, dass man dann vollstdndig alle natiirlichen
Zahlen abzahlt.

Es sei erwihnt, dass solche Uberlegungen, die natiirlichen Zahlen grundle-
gend zu begriinden, manchmal eher verwirrend als hilfreich sein kénnen. Statt
des intuitiven Z&ahlens arbeiten wir mit den abstrakten Konzepten Mengen,
Abbildungen, Injektivitéit. Bei den natiirlichen Zahlen ist es erfahrungsgemaf
nicht gefihrlich, der Zahl-Intuition®**® zu vertrauen und mit einer naiven
Vorstellung davon zu arbeiten (dies gilt fiir die reellen Zahlen nicht in dieser
Deutlichkeit*).

Wir benennen explizit die intellektuelle Leistungen, die durch die axiomati-
sche Fixierung der natiirlichen Zahlen erbracht wird.

(1) Es werden kurz und prézise die entscheidenden strukturellen Eigen-
schaften der natiirlichen Zahlen fixiert.

(2) Diese Eigenschaften werden begrifflich explizit gemacht.

(3) Die natiirlichen Zahlen liegen als ein Konzept vor, das unabhéngig
von bestimmten Symbolen und Benennungen ist.

(4) Es kann bewiesen werden, dass durch diese Eigenschaften die natiirli-
chen Zahlen eindeutig festgelegt sind.

(5) Der Zugang ermoglicht, andere Operationen darauf zuriickzufiihren,
also komplexere Strukturen auf einfachere zuriickzufiihren.

(6) Der Zugang (insbesondere die Verankerung im Zéhlen und die darauf
aufbauende Entwicklung der weiteren Rechenoperationen) weist eine
grofie Ubereinstimmung mit dem natiirlichen Lernprozess auf!

38Gegenaurgument: Dies stimmt nicht, wenn man willkiirlich ein anderes Startelement
als die vertraute 0 festlegt.

39Zu Beginn dieses Kurses sollte man generell der eigenen Intuition misstrauen. Sehr
h&ufig verbirgt sich hinter der sogenannten Intuition nur eine unreflektierte und unbe-
griindete Gewohnheit. Stattdessen sollte man genau beachten, in welchen Sétzen und wie
GesetzmaéafBigkeiten erarbeitet und begriindet werden, und wie sich das mit intuitiven Er-
wartungen deckt. Dieser Ansatz ist auch sinnvoll, um sich spéter in Schiiler, die eine
gewisse Intuition noch nicht entwickelt haben, besser einfiihlen zu kénnen.

40Frage: Was ist Ihr intuitiver Unterschied zwischen rationalen und reellen Zahlen?
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(7) Die begriffliche Fixierung ermoglicht es, iiber den Zugang zu reflek-
tieren und sich dariiber auszutauschen.

In einem Dedekind-Peano-Modell gibt es die untereinander verschiedenen
Elemente

0,0,0”7,0", ...

Hier stehen also alle Elemente, die von 0 aus in endlich vielen Schritten (man
denke an die Abzéhlung endlicher Prozesse) erreicht werden konnen (formal-
mengentheoretisch ist diese Definition problematisch, da sie Bezug auf eine
endliche Ausfiihrung nimmt). Das Induktionsaxiom sichert, dass dies bereits
alle Elemente des Modells sind. Die angegebene Teilmenge enthélt ja die 0
und mit jedem Element auch deren Nachfolger, also ist es die Gesamtmenge.

Ausgehend von den Peano-Axiomen kann man eine Addition auf der Menge
der natiirlichen Zahlen definieren, wobei die Nachfolgerfunktion der Addition
mit 1 = 0’ entspricht. Die Definierbarkeit beruht selbst auf dem Induktions-
prinzip. Ebenso kann man eine Multiplikation definieren und die iiblichen
Eigenschaften wie Kommutativitdt und Assoziativitéit nachweisen. Dies wer-
den wir in den néchsten Vorlesungen ausfiihren.

7.2. Isomorphieprinzip.

Wir wollen zeigen, dass je zwei Modelle fiir die Dedekind-Peano-Axiome ,,iso-
morph“ sind, dass es also zwischen ihnen eine strukturerhaltende Bijektion
gibt. Man stelle sich beispielsweise einerseits das Strichmodell, andererseits
das Dezimalzahlmodell der natiirlichen Zahlen vor, die beide mit ihren Nullen
und ihrer Nachfolgerabbildung die Dedekind-Peano-Axiome erfiillen. Dann
gibt es bereits, und zwar allein aufgrund der Tatsache der Dedekind-Peano-
Axiome, eine eindeutige Entsprechung zwischen diesen beiden Mengen. Eine
Strichfolge entspricht also eindeutig einer Zahl im Dezimalsystem.

] H Strichsystem \ Zehnersystem \ Dreiersystem \ Furosystem \

0 0 0 0

| 1 1 1

| 2 2 10
il 3 10 11
1] 4 11 20
[[]1] 5 12 100
[]1]] 6 20 101
[]1]1] 7 21 110
[T 8 22 111
) 9 100 120
T 10 101 1000

Die Entsprechung in der Tabelle entsteht dadurch, dass man in jeder Spalte
unabhéngig voneinander im jeweiligen System (gleichschnell) zéhlt.
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Satz 7.2. Es seien (N1, 01,7) und (N2, 0q,%) Modelle fiir die natiirlichen Zah-
len. Dann gibt es genau eine (bijektive) Abbildung

Q: N1 — NQ,
die das Zdhlen (also die 0 und die Nachfolgerabbildung) respektiert.

Beweis. Da die Abbildung ¢ insbesondere die Null respektieren soll, muss

©(01) = 0q

sein. Da die Abbildung die Nachfolgerabbildungen respektieren soll, gilt ge-
nerell

fiir alle x € Ny. Speziell gilt

p(07) = (¢(01))" = 03.
Aus dem gleichen Grund muss unter Verwendung des schon Bewiesenen
p (07) = ¢ ((01)") = ((0y))" = (03)" = 03"

Ebenso muss

P (00) = 03,

SO(OY”) — Og***’
u.s.w gelten. Hier hat man keine Wahlmoglichkeiten, alles ist durch die Nach-
folgereigenschaft bestimmt. Da jedes Element # 0, aus /Ny von 0; aus durch

die Nachfolgerabbildung / schliefSlich und genau einmal erreicht wird, ist dies
eine wohldefinierte Abbildung von N; nach Ns.

Zum Nachweis der Surjektivitdat betrachten wir die Menge
T ={y € Ny| Es gibt z € Ny mit y = p(z)} .
Wir miissen zeigen, dass
T = N,
ist. Dazu wenden wir das Induktionsaxiom fiir N, an. Wegen
¢(01) = 02
gehort 0, € T. Wenn y € T ist, so ist also
y = p(z)
fiir ein € N;. Wegen der Vertréglichkeit mit der Nachfolgerabbildung ist
y* = ('),
d.h. auch y* € T'. Daher ist T" unter dem Nachfolger abgeschlossen und nach
dem Induktionsaxiom ist also 7" = N,. Zum Nachweis der Injektivitat seien
x,¥ € Ny verschieden. und zwar sei 7 ein (direkter oder) hoherer Nachfolger
von z. Dann ist ¢(Z) der entsprechende Nachfolger von ¢(z) und insbeson-

dere davon verschieden (siehe Aufgabe 7.11), da das Nachfolgernehmen in
Ny injektiv ist. U
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Es gibt also im Wesentlichen, d.h. wenn man von den Benennungen absieht,
genau eine Menge von natiirlichen Zahlen. Fiir das im Wesentlichen eindeutig
bestimmte Modell der Dedekind-Peano-Axiome verwenden wir das Symbol
N und sprechen von den natirlichen Zahlen.

Es sei bemerkt, dass die Konstruktion der bijektiven Abbildung zwischen
zwei Modellen im Beweis zu Satz 7.2 iiber den Nachfolger fiir praktische
Zwecke nicht gut geeignet ist. Wenn man von einer natiirlichen Zahl, die
im Zehnersystem gegeben ist, die Darstellung im Dreiersystem ausrechnen
mochte, so miisste man geméfl dieser Methode im Dreiersystem so lange
zéhlen, wie es die im Zehnersystem gegebene Zahl vorgibt. Da gibt es deutlich
effektivere Methoden, die wir spéter kennenlernen werden.

7.3. Das Induktionsprinzip fiir Aussagen.

Die folgende Aussage und ihr Beweis begriinden das Beweisprinzip der voll-
standigen Induktion. Wir schreiben n + 1 fiir den Nachfolger.

1522324567 — B—sB..

Eine Visualisierung des Induktionsprinzips. Wenn die Steine nah beieinander
stehen und der erste umgestoflen wird, so fallen alle Steine um.

Satz 7.3. Flir jede natiirliche Zahl n sei eine Aussage A(n) gegeben. Es gelte

(1) A(0) ist wahr.
(2) Fiir alle n gilt: wenn A(n) gilt, so ist auch A(n + 1) wahr.

Dann gilt A(n) fir alle n.

Beweis. Es sei

M = {n € N| A(n) ist wahr}.

Wir wollen zeigen, dass M = N ist, denn genau dies bedeutet, dass die
Aussage fiir alle n gilt. Nach der ersten Bedingung ist
0e M.

Nach der zweiten Voraussetzung gilt fiir M, dass aus n € M stets n+ 1 €
M folgt. Damit erfiillt M beide Voraussetzungen im Induktionsprinzip fiir
Mengen, so dass M = N gilt. O

Der Nachweis von (der Giiltigkeit von) A(0) heifit dabei der Induktionsan-
fang und der Schluss von A(n) auf A(n+1) heifit der Induktionsschluss oder
Induktionsschritt. Innerhalb des Induktionsschlusses nennt man die Giiltig-
keit von A(n) auch die Induktionsvoraussetzung. In manchen Situationen ist
die Aussage A(n) erst fiir n > ng fiir ein gewisses ng (definiert oder) wahr.



103

Dann beweist man im Induktionsanfang die Aussage A(ng) und den Induk-
tionsschritt fithrt man fir alle n > ng durch.

Um dieses Beweisprinzip anhand von substantiellem Material demonstrieren
zu konnen, greifen wir etwas vor und setzen die Addition, die Multiplikation
und die Groflergleichrelation von natiirlichen Zahlen voraus. Das folgende
Standardbeispiel fiir einen Induktionsbeweis verwendet das Summenzeichen.
Fiir gegebene (natiirliche, reelle) Zahlen ay, ..., a, bedeutet

Zak = a1+ ag+ -+ Apo1 + Q.
k=1
Dabei hingen typischerweise die a,*' in einer formelhaften Weise von k ab.
Entsprechend ist das Produktzeichen definiert, ndmlich durch

H A 1= Q1A Ap_1 - Q.

k=1

Aufgabe 7.4. Beweise durch Induktion die folgende Formel fiir n > 1.
“N n(n+1)
Sk =t
k=1

Losung

Beim Induktionsanfang ist n = 1, daher besteht die Summe links nur aus
einem Summanden, ndmlich der 1, und daher ist die Summe 1. Die rechte
Seite ist % = 1, so dass die Formel fiir n = 1 stimmt.

Fiir den Induktionsschritt setzen wir voraus, dass die Formel fiir ein n > 1
gilt, und miissen zeigen, dass sie auch fiir n + 1 gilt. Dabei ist n beliebig. Es
ist

n+1 n
Yk o= (Zk>+n+1
k=1 k=1
1
= Eiﬁét—l-+7l%-1

n(n+1)+2(n+1)

(n+ 2)(n2+ 1)
5 .
Dabei haben wir fiir die zweite Gleichheit die Induktionsvoraussetzung ver-
wendet. Der zuletzt erhaltene Term ist die rechte Seite der Formel fiir n 4 1,
also ist die Formel bewiesen.

Aussagen, die durch Induktion bewiesen werden konnen, konnen manchmal
auch auf andere Art bewiesen werden. Im vorstehenden Beispiel gibt es die

41Dje Indexschreibweise aj, bedeutet, dass eine Abbildung k — aj vorliegt.
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elegantere und einsichtigere Losung, die Zahlen einmal aufsteigend und ein-
mal absteigend untereinander hinzuschreiben, also

1 2 3 ... n—2n-1n

n n—1 n—2 ... 3 2 1

Spaltenweise ergibt sich n + 1, und diese Summe kommt n-mal vor. Also ist

2<iz> =n(n+1).

i=1

Aufgabe 7.5. Zeige durch vollstindige Induktion, dass fiir jedes n € N die
Zahl
6n+2 4 72n+1

ein Vielfaches von 43 ist.

Losung

Firn = 0 ist
6>+ 7 = 43
ein Vielfaches von 43. Sei nun die Aussage fiir n bewiesen und betrachten
wir den Ausdruck fiir n 4 1. Dieser ist
6n+1+2 4 72(n+1)+1 — 6 A 67’L+2 + 72 X 72n+1
— 6 X 6n+2 + (6 4 43)72n+1
— 6 (6n+2 4 72n+1) 4 43 X 721’L+1
6-43- s+ 43 72",
wobei im letzten Schritt die Induktionsvoraussetzung verwendet wurde (nam-

lich die Eigenschaft, dass 6""2 4 7*"*1 ein Vielfaches von 43 ist). Daher ist
diese Zahl ein Vielfaches von 43.

7. ARBEITSBLATT

7.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 7.1. Partnerarbeit: Denken Sie sich ein (kreatives, fieses, kontrain-
tuitives, verriicktes) Modell fiir die Dedekind-Peano-Axiome aus und lassen
Sie Thren Partner darin zdhlen. Sie diirfen eine Startzahl vorgeben. Dann
umgekehrt.
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7.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 7.2. Um Frau Maier-Sengupta und die gesamte Klasse verriickt zu
machen, und um ihren personlichen Charakter zu unterstreichen, entscheiden
sich Gabi, Heinz, Lucy und Mustafa, in jeweils eigenen Zihlsystemen zu
zdhlen und Mengenangaben grundsétzlich in ihren individuellen Systemen
anzugeben. Alle belassen es bei der 0 als Startsymbol, ansonsten zéhlen sie
folgendermaflen:

Gabi zahlt mit den Primzahlen, also 0,2,3,5,7,11,....

Heinz zahlt ohne Schnappszahlen, iiberspringt also alle mehrstelligen Zahlen,
in denen nur eine Ziffer vorkommt.

Lucy z&ahlt einfach negativ, also 0, —1, -2, -3, —4, —5, .. ..
Mustafa zéhlt mit den Zehnerpotenzen, also 0,1, 10,100, 1000, 10000, . . ..

Frau Maier-Sengupta fragt die Kinder, wie viele Muscheln sie jeweils vom
Schullandheim auf Juist mitgebracht haben. Die Kinder antworten wahr-
heitsgeméf, allerdings in ihren jeweiligen Systemen,

P G|H| L M
n(P) 29|63 | —17 | 1000000000

Ist die Abbildung injektiv?

Wie sieht diese Wertetabelle aus, wenn sie vollstandig in den jeweiligen Sy-
stemen (einschlieBlich des Systems der Lehrerin) ausgedriickt wird? Welche
Umrechnungsstrategie ist dabei geschickt?

Aufgabe 7.3. Man gebe Beispiele (M,0,”) fir Mengen mit einem ausge-
zeichneten Element 0 € M und einer Abbildung ’: M — M an, die je zwei
der Dedekind-Peano-Axiome erfiillen, aber nicht das dritte.

Aufgabe 7.4. Sei N die Menge der natiirlichen Zahlen und n € N. Zeige,
dass die Menge

N>, = {z e NJz > n}
ebenfalls die Dedekind-Peano-Axiome (mit welchem ausgezeichneten Ele-
ment und mit welcher Nachfolgerabbildung?) erfiillt.

Aufgabe 7.5. Es sei T' C N eine unendliche Teilmenge der natiirlichen
Zahlen. Zeige, dass T ebenfalls die Dedekind-Peano-Axiome (mit welchem
ausgezeichneten Element und mit welcher Nachfolgerabbildung?) erfiillt.
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Aufgabe 7.6. Wir betrachten die Menge
N> := NU {oo0}
mit 0 als Startsymbol und wobei die iibliche Nachfolgerabbildung durch
oo’ = oo

erginzt wird. Welche der Dedekind-Peano-Axiome erfiillt diese Menge, wel-
che nicht?

Aufgabe 7.7. Es sei Ny = (N,0,/) und es sei Ny die rechts angegebene
Menge mit dem Startsymbol oben links und der durch die Pfeile ausgedriick-
ten Nachfolgerabbildung. An welcher Stelle bricht der Beweis von Satz 7.2
in dieser Situation zusammen?

A

./

Aufgabe 7.8. Es sei N; die rechts angegebene Menge mit dem Startsymbol
oben links und der durch die Pfeile ausgedriickten Nachfolgerabbildung und
Ny, = (N,0,/). An welcher Stelle bricht der Beweis von Satz 7.2 in dieser

Situation zusammen?

Aufgabe 7.9. Es sei N ein Modell fiir die natiirlichen Zahlen und es sei W
die Menge der Wochentage mit dem Montag als Starttag und dem Nachfol-
getag als Nachfolgerabbildung.

(1) Zeige, dass der Beweis zu Satz 7.2 eine wohldefinierte Abbildung
p: N —W

festlegt, die 0 auf Montag abbildet und die Nachfolgerabbildung re-
spektiert. Ist diese Abbildung surjektiv, ist sie injektiv? Wenn nicht,
an welcher Stelle bricht der Beweis zusammen?

(2) Zeige, dass der Beweis zu Satz 7.2 keine wohldefinierte Abbildung

p: W —N

festlegt, die die Nachfolgerabbildung respektiert und den Montag auf
0 abbildet. An welcher Stelle bricht der Beweis zusammen?
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Aufgabe 7.10.*

Zeige ausgehend von den Dedekind-Peano-Axiomen, dass jedes Element n €
N, n # 0, einen Vorginger besitzt.

Aufgabe 7.11.%*

Begriinde aus den Dedekind-Peano-Axiomen die folgenden Eigenschaften.
(1) Fiir die Nachfolgerabbildung gilt
¥ #x

fiir alle x € N.
(2) Sei n € N, fixiert und sei

Yn: N— N
die n-fache Hintereinanderschaltung der Nachfolgerabbildung. Zeige
p(r) # x

fiir alle z € N.

Die folgende Aufgabe gibt ein Beispiel, wie man Konzepte induktiv definieren
kann.

Aufgabe 7.12. Wir treffen die folgenden induktiven Festlegungen.

(1) Die 0 ist gerade (und nicht ungerade).

(2) Wenn eine natiirliche Zahl gerade ist, dann ist der Nachfolger n' un-
gerade.

(3) Wenn eine natiirliche Zahl ungerade ist, dann ist der Nachfolger n’
gerade.

Zeige, dass dadurch fiir jede natiirliche Zahl eindeutig die Eigenschaft gerade
bzw. ungerade festgelegt ist.

Aufgabe 7.13. Fiir k € N sei

Berechne

x>
i+
T
S
o

Aufgabe 7.14. Beweise durch Induktion die folgenden Formeln.
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Aufgabe 7.15. Man bringe den Ausdruck ) 7 ;7 aus Aufgabe 7.14 mit den
sogenannten Dreieckszahlen in Verbindung.

10 6 3 1
O o &) @
e 060 00
©O0 00
0000

Aufgabe 7.16.*
Zeige mittels vollstandiger Induktion fiir n > 1 die Formel

Z(_l)kk _ {5 bei n gerade,

— —"TH bei n ungerade .

Aufgabe 7.17.*

Beweise durch Induktion fiir alle n € N die Formel

zn:(—l)k_le — (_1)71_'_17”&(71—0—1)‘

2
k=1

Aufgabe 7.18.*

Beweise durch Induktion, dass die Summe von aufeinanderfolgenden ungera-
den Zahlen (beginnend bei 1) stets eine Quadratzahl ist.
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Aufgabe 7.19.*

Wir behaupten, dass die Summe von vier aufeinanderfolgenden ungeraden
Zahlen durch 8 teilbar ist.

(1) Beweise diese Aussage mit vollstandiger Induktion.
(2) Beweise diese Aussage ohne vollstandige Induktion.

Aufgabe 7.20. Analysiere den Beweis zu Satz 6.10 als Induktionsbeweis.

Die beiden folgenden Aufgaben sind intuitiv klar. Es geht darum, die End-
lichkeit durch Angabe einer bijektiven Abbildung zwischen der Menge und
einer Menge der Form {1, ..., k} zu begriinden. Fiir die folgende Aufgabe ist
Lemma 6.9 hilfreich.

Aufgabe 7.21. Zeige durch Induktion nach n, dass jede Teilmenge T" von
{1,...,n} endlich ist.

Aufgabe 7.22. Es sei M eine endliche Menge und 7" C M eine Teilmenge.
Zeige, dass T ebenfalls endlich ist.

Aufgabe 7.23. Die Schiiler und Schiilerinnen der Klasse 4¢ machen auf der
Insel Juist eine Wattwanderung mit Wattfithrer Heino. Heino sagt, dass die
Sandklaffmuschel, die eingegraben im Sand lebt, besonders schwer zu finden
ist und er deshalb an der Stelle immer einen Pfeil in den Sand zeichnet, um
sie das néchste Mal wiederzufinden. Die aufmerksamen Schiiler und Schiile-
rinnen fallen da natiirlich nicht drauf rein und sagen, dass das nicht sein
kann, da ja dann immer die Flut kommt und den Pfeil wegwischt. Gabi
Hochster hingegen kommt mit dem Einwand, wie er denn dann zum ersten
Mal iiberhaupt die Muschel gefunden hat.
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Bringe die Einwénde der Klasse mit dem Begriff der vollsténdigen Induktion
in Zusammenhang.

Aufgabe 7.24. In der folgenden Argumentation wird durch Induktion be-
wiesen, dass alle Pferde die gleiche Farbe haben. , Es sei A(n) die Aussage,
dass je n Pferde stets untereinander die gleiche Farbe haben. Wenn nur ein
Pferd da ist, so hat dieses eine bestimmte Farbe und die Aussage ist richtig.
Fiir den Induktionsschritt sei vorausgesetzt, dass je n Pferde stets unterein-
ander die gleiche Farbe haben. Es seien jetzt n+1 Pferde gegeben. Wenn man
eines herausnimmt, so weifl man nach der Induktionsvoraussetzung, dass die
verbleibenden n Pferde untereinander die gleiche Farbe haben. Nimmt man
ein anderes Pferd heraus, so haben die jetzt verbleibenden Pferde wiederum
untereinander die gleiche Farbe. Also haben all diese n+ 1 Pferde iiberhaupt
die gleiche Farbe.*

Aufgabe 7.25. Eine natiirliche Zahl heiffit besonders, wenn sie eine fiir sie
spezifische, benennbare Eigenschaft erfiillt. Die 0 ist als neutrales Element
der Addition und die 1 ist als neutrales Element der Multiplikation besonders.
Die 2 ist die erste Primzahl, die 3 ist die kleinste ungerade Primzahl, die 4
ist die erste echte Quadratzahl, die 5 ist die Anzahl der Finger einer Hand,
die 6 ist die kleinste aus verschiedenen Faktoren zusammengesetzte Zahl, die
7 ist die Anzahl der Zwerge im Méarchen, u.s.w., diese Zahlen sind also alle
besonders. Gibt es eine Zahl, die nicht besonders ist?

Aufgabe 7.26.*

Franziska mochte mit ihrem Freund Heinz Schluss machen. Sie erwégt die
folgenden drei Begriindungen.

(1) ,,Du hast dich schon am ersten Tag voll daneben benommen. Seitdem
ist es von jedem Tag zum néchsten Tag nur noch schlimmer geworden.
Du wirst Dich also immer vollig daneben benehmen®.

(2) ,Wenn ich mit Dir zusammenbleiben wiirde, so wiirde ich irgendwann
als eine traurige, gelangweilte, vom Leben enttduschte Person enden,
das mochte ich aber auf gar keinen Fall“.

(3) ,Also, wenn Du mich nicht liebst, will ich Dich sowieso nicht. Wenn
Du mich aber liebst, so komme ich zu dem Schluss, dass Du dein
Verhalten mit Deinen Gefiihlen nicht zur Deckung bringen kannst.
Dann bist Du also unreif und dann will ich Dich auch nicht“.

Welche mathematischen Beweisprinzipien spiegeln sich in den drei Begriin-
dungen wieder?
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7.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 7.27. (2 Punkte)
Firk =1,...,8 sei

ap = 28 — 5k
Berechne .
S
k=1
Aufgabe 7.28. (2 Punkte)
Fiir jedes k € N sei
k
D YA
Berechne .
S
k=0

Aufgabe 7.29. (3 Punkte)
Sei x eine reelle Zahl, z # 1. Beweise fiir n € N durch Induktion die Beziehung

In+1 -1

n

E A —
r—1

k=0

Aufgabe 7.30. (3 Punkte)

Die Stadte 51, ..., 5, seien untereinander durch Strafien verbunden und zwi-
schen zwei Stadten gibt es immer genau eine Strafle. Wegen Bauarbeiten sind
zur Zeit alle Strafien nur in eine Richtung befahrbar. Zeige, dass es trotzdem
mindestens eine Stadt gibt, von der aus alle anderen Stddte erreichbar sind.

Aufgabe 7.31. (4 Punkte)

Eine n-Schokolade ist ein rechteckiges Raster, das durch a — 1 Léngsrillen
und b — 1 Querrillen in n = a - b (a,b € N, ) mundgerechte kleinere Recht-
ecke eingeteilt ist. Ein Teilungsschritt an einer Schokolade ist das vollstéandi-
ge Durchtrennen einer Schokolade ldngs einer Lings- oder Querrille. Eine
vollstandige Aufteilung einer Schokolade ist eine Folge von Teilungsschritten
(an der Ausgangsschokolade oder an einer zuvor erhaltenen Zwischenschoko-
lade), deren Endprodukt aus den einzelnen Mundgerechtecken besteht. Zeige
durch Induktion, dass jede vollstindige Aufteilung einer n-Schokolade aus
genau n — 1 Teilungsschritten besteht.
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8. VORLESUNG - ADDITION DER NATURLICHEN ZAHLEN

Wir fithren nun die Addition und die Multiplikation von natiirlichen Zahlen
ein. Dabei miissen wir uns kurz klar machen, um was fiir eine Struktur es
sich {iberhaupt handelt. Bei der Addition (der Multiplikation) wird zwei*?
natiirlichen Zahlen a und b eine neue Zahl, ihre Summe a + b (ihr Produkt
a-b) zugeordnet. In der vierten Vorlesung haben wir schon aus zwei Mengen
ihre Vereinigung bzw. ihren Durchschnitt gebildet. In der sechsten Vorlesung
haben wir Abbildungen hintereinandergeschaltet und so eine neue Abbildung
bekommen. Fiir diese Situationen gibt es das Konzept der Verkniipfung. Um
dies angemessen formulieren zu kénnen, benttigen wir die Produktmenge.

8.1. Produktmengen.

Definition 8.1. Es seien zwei Mengen L und M gegeben. Dann nennt man
die Menge
LxM = {(z,y)|z €L, ye M}

die Produktmenge der beiden Mengen.

Die Elemente der Produktmenge nennt man Paare und schreibt (z,y). Dabei
kommt es wesentlich auf die Reihenfolge an. Die Produktmenge besteht also
aus allen Paarkombinationen, wo in der ersten Komponente ein Element der
ersten Menge und in der zweiten Komponente ein Element der zweiten Menge
steht. Zwei Paare sind genau dann gleich, wenn sie in beiden Komponenten
gleich sind. Bei einer Produktmenge konnen natiirlich auch beide Mengen
gleich sein. Dann ist es verlockend, die Reihenfolge zu verwechseln, und also
besonders wichtig, darauf zu achten, dies nicht zu tun. Wenn eine der beiden
Mengen leer ist, so ist auch die Produktmenge leer.

Beispiel 8.2. Es sei V' die Menge aller Vornamen (sagen wir der Vornamen,
die in einer bestimmten Grundmenge an Personen wirklich vorkommen) und
N die Menge aller Nachnamen. Dann ist

V xN

die Menge aller Namen. Elemente davon sind in Paarschreibweise beispiels-
weise (Heinz, Miiller), (Petra, Miiller) und (Lucy, Sonnenschein). Aus einem
Namen lésst sich einfach der Vorname und der Nachname herauslesen, in-
dem man entweder auf die erste oder auf die zweite Komponente des Namens
schaut. Auch wenn alle Vornamen und Nachnamen fiir sich genommen vor-
kommen, so muss natiirlich nicht jeder daraus gebastelte mogliche Name
wirklich vorkommen. Bei der Produktmenge werden eben alle Kombinati-
onsmoglichkeiten aus den beiden beteiligten Mengen genommen.

42Es ist hier auch erlaubt, dass die beiden Zahlen gleich sind. Dann kénnte man sich an
dem Wort zwei stéren, da ja dann nur eine Zahl vorliegt. In einem solchen Zusammenhang
sind die Zahlangaben so zu verstehen, dass sie zidhlen, wie oft eine Zahl aufgerufen wird.
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Beispiel 8.3. Ein Schachbrett (genauer: die Menge der Felder auf einem
Schachbrett, auf denen eine Figur stehen kann) ist die Produktmenge {a, b,
c,dye, f,g,h} x {1,2,3,4,5,6,7,8}. Jedes Feld ist ein Paar, beispielsweise
(a,1),(d,4),(c,7). Da die beteiligten Mengen verschieden sind, kann man
statt der Paarschreibweise einfach al, d4, ¢7 schreiben. Diese Notation ist der
Ausgangspunkt fiir die Beschreibung von Stellungen und von ganzen Partien.

W =

[ . IR ™ R T L - I VR |

~eE B ."‘E*‘
gi:-l N LY b
— ] L In un o L] m

Ol M

Beispiel 8.4. Bei zwei reellen Intervallen M = [a,b] und L = [¢,d] ist die
Produktmenge einfach das Rechteck
[a, 6] x [¢,d].

Allerdings muss man bei einem Rechteck im Hinterkopf behalten, welche
Seite das erste und welche Seite das zweite Intervall ist. Fiir R x R schreibt
man hiufig auch R2.

Man kann auch mehrfache Produktmengen bilden, wie etwa R? = R xR x R.
Fiir eine Abbildung

T R—R
ist der Graph diejenige Teilmenge von R x R & R?, die durch alle Paare der
Form (z, f(z)) gegeben sind. Diese Definition iibertrégt sich auf beliebige
Abbildungen. Es existiert also stets ein Graph unabhéngig von seiner zeich-

nerischen Realisierbarkeit. Diese hédngt davon ab, ob man die Produktmenge
aus Definitionsmenge und Wertemenge gut visualisieren kann.

Definition 8.5. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M
eine Abbildung. Dann nennt man
I'p={(z,F(x))|Jre L} CLxM
den Graphen der Abbildung F'.



114

8.2. Verkniipfungen.

Definition 8.6. Eine Verkniipfung o auf einer Menge M ist eine Abbildung
o: M xM— M, (x,y) — o(x,y) =z 0y.
Statt Verkniipfung sagt man auch Operation. Das Verkniipfungszeichen o ist
hier einigermaflen willkiirlich gewahlt, um vorschnelle Assoziationen zu ver-
meiden. In vielen konkreten Situation steht hier + oder -. Das ,,neue® Element
x oy heifit dann auch das FErgebnis der Operation. Da das Ergebnis wieder
zur Ausgangsmenge M gehort, kann man es weiter verkniipfen mit weiteren
Elementen. Dies erfordert im Allgemeinen Klammerungen, um zu wissen, in
welcher Reihenfolge welche Elemente miteinander verkniipft werden sollen.

Im Allgemeinen ist
ao(boc) # (aob)oec.

Definition 8.7. Eine Verkniipfung
or M x M — M, (z,y) —> xz oy,
auf einer Menge M heif3t assoziativ, wenn fiir alle x,y, z € M die Gleichheit
(xoy)oz = xo(yoz)
gilt.
Man sagt auch, dass fiir die Verkniipfung das Assoziativgesetz oder die Klam-
merregel gilt.
Definition 8.8. Eine Verkniipfung
or: M x M — M, (x,y) —> z oy,
auf einer Menge M heifit kommutativ, wenn fiir alle x,y € M die Gleichheit
xXr O y = y o
gilt.
Man sagt auch, dass fiir die Verkniipfung das Kommutativgesetz oder das

Vertauschungsgesetz gilt. Die Addition und die Multiplikation auf den natiir-
lichen Zahlen sind beide assoziativ und kommutativ.

Definition 8.9. Es sei eine Menge M mit einer Verkniipfung
or M x M — M, (z,y) —> xz oy,

gegeben. Dann heifit ein Element e € M neutrales Element der Verkniipfung,
wenn fiir alle x € M die Gleichheit xoe = x = e o x gilt.

Bei der Addition auf den natiirlichen Zahlen ist 0 das neutrale Element und
bei der Multiplikation auf den natiirlichen Zahlen ist 1 das neutrale Element.
Deshalb ist es in der abstrakten Formulierung sinnvoll, eine unbelastete Be-
zeichnung zu wahlen. Wenn die Verkniipfung kommutativ ist, so muss man
die Eigenschaft des neutralen Elementes nur von einer Seite iiberpriifen.
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8.3. Die Addition auf den natiirlichen Zahlen.

Die Addition auf den natiirlichen Zahlen ist eine vertraute Operation und
es gibt viele Moglichkeiten, sie einzufithren. Je nach Kontext und Absicht
sind unterschiedliche Ansétze besser geeignet. Zur rechnerischen Definition
der Addition ist etwa das schriftliche Addieren im Dezimalsystem beson-
ders effektiv, widhrend zum Nachweis der Assoziativitat die inhaltliche Inter-
pretation als disjunkte Vereinigung von Mengen sinnvoll ist. Um ein klares
Fundament zu haben, muss man sich bei einem systematisches Aufbau der
Mathematik dafiir entscheiden, was man als Definition nimmt, und dann be-
weisen, dass der gewéhlte Zugang auch andere Charakterisierungen erlaubt
und somit mit anderen Zugingen iibereinstimmt.

Wir wollen die Addition auf den natiirlichen Zahlen definieren, und zwar
allein unter Bezug auf das Nachfolgernehmen, das das Zahlen charakterisiert.
Das Nachfolgernehmen ist ein Prozess, den man iterieren kann. Sowohl der
Startwert des Nachfolgernehmens als auch die Anzahl, wie oft ein Nachfolger
genommen werden soll, wird durch natiirliche Zahlen beschrieben. Die k-
fache Durchfiihrung eines Prozesses bedeutet, dass er so oft durchgefiihrt
wird, wie es die Menge {1, ..., k} vorgibt.

Definition 8.10. Die Summe n + k zweier natiirlicher Zahlen n und k ist
diejenige natiirliche Zahl, die man erhélt, wenn man von n ausgehend k-fach
den Nachfolger nimmt.

Die Operation heifit die Addition und die beteiligten Zahlen nennt man die
Summanden. Nach dieser Definition wird also ausgehend von n der Nachfol-
gerprozess k-fach durchgefiihrt. Bei £ = 0 ist dies als der nullte Nachfolger,
also als n selbst, zu verstehen. Bei k£ = 1 ist dies der erste Nachfolger,
n + 1 ist also die erste Zahl n’ nach n. Die Summe n + k ist also n”" mit k
Nachfolgerstrichen. Wenn umgekehrt

n=20

ist, so ist der k-te Nachfolger der 0 gleich k. Man beachte, dass hier die
Addition in einer Weise definiert wird, in der die Kommutativitéit keineswegs
offensichtlich ist, das wird sich aber gleich ergeben.
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Das kleine Einsundeins. Das Umlegungsprinzip schlédgt sich in der
Additionstabelle darin nieder, dass in den Linksunten nach
Rechtsoben-Diagonalen konstante Werte stehen.

Lemma 8.11. Fir die Addition der natirlichen Zahlen (mit der in Defini-
tion 8.10 festgelegten Addition) gelten die folgenden Aussagen.

(1)
n+0=n=0+n

fiir alle n, d.h. 0 ist das neutrale Element der Addition.
(2)
n+k' =n+k) =n+k

fir alle n,k € N (Umlegungsregel ).
(3) Die Addition ist kommutativ.
(4) Die Addition ist assoziativ.
(5) Aus einer Gleichung n+k = m + k folgt

n=m

(Abziehregel ).

Beweis. (1) Die Gleichungen links und rechts sind unmittelbar klar, da
der n-te Nachfolger der 0 gleich n ist.
(2) Die Ausdriicke besagen prozesstheoretisch das gleiche: Links geht man
von der Zahl n aus und nimmt einmal 6fters als k-mal den Nachfolger.
In der Mitte bestimmt man k-fach den Nachfolger von n und nimmt
von diesem FErgebnis den Nachfolger. Rechts nimmt man von n den
Nachfolger und davon dann k-fach den Nachfolger.
(3) Es ist
n+k=%k+n

fiir alle k, n zu zeigen. Diese Gleichungen zeigen wir durch Induktion
tiber k fiir alle n. Bei k = 0 steht beidseitig n nach Teil (1). Sei die
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Gleichheit nun fiir ein k& (und alle n) schon bewiesen. Dann ist unter
Verwendung der Induktionsvoraussetzung und Teil (2)

n+k'=n+k)=(k+n) =kK+n,

die Gleichung gilt also auch fiir £’.
(4) Wir beweisen die Assoziativitit, also die Gleichheit

(m+n)+k=m+(n+k),

durch Induktion iiber k (fiir alle m, n gleichzeitig). Mit der Regel aus
(2) und der Induktionsvoraussetzung ergibt sich direkt

(m+n)+k = (m+n)+k = (m+n)+k =m+ 0 +k) = m+(n+k).
(5) Die Abziehregel beweisen wir ebenfalls durch Induktion tiber k. Der
Fall
E=0
ist klar. Sei also die Aussage fiir ein k schon bewiesen und sei eine
Gleichung der Form

m+k =n+#k
gegeben. Dann ist nach der Umlegungsregel auch
m +k =n"+k.
Nach der Induktionsvoraussetzung ist somit
m =n'.
Da die Nachfolgerabbildung injektiv ist, ergibt sich

m = n.
]

Fiir einige alternative Begriindungen siehe die Aufgaben. Teil (2) kann man
auch so verstehen, dass man eine Summe n+ k dadurch berechnen kann, dass
man sukzessive den ersten Summanden um eins erhoht (also den Nachfolger
nimmt) und den zweiten um eins vermindert (also den Vorgénger nimmt),
falls £ # 0 ist. Dies macht man so lange, bis der zweite Summand 0 ist. Der
dabei entstandene neue erste Summand ist die Summe. Statt Umlegungsregel
sagt man auch Umlequngsprinzip oder man spricht von einer ,, gegensinnigen
Veranderung®, was auch oft bei Rechnungen effektiv eingesetzt wird, wenn
man etwa 19 + 41 = 20 + 40 = 60 rechnet. Die folgende Aussage besagt,
dass durch das Umlegungsprinzip die Addition bereits festgelegt ist.

Satz 8.12. Auf den natiirlichen Zahlen gibt es genau eine Verkniipfung
NxN-—N, (z,y) —> x + vy,
mit

r+0=ux firalex €N und z+y = (x+vy) fir allez,y € N.
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Beweis. Die Addition erfiillt nach Lemma 8.11 (1, 2) diese Eigenschaften.

Es seien zwei Verkniipfungen + und * auf N gegeben, die beide diese charak-
teristischen Eigenschaften erfiillen. Es ist zu zeigen, dass dann diese beiden
Verkniipfungen iiberhaupt iibereinstimmen. Wir miissen also die Gleichheit

THYy =T*Y

fir alle z,y € N beweisen. Dies machen wir durch Induktion iiber y (fiir
beliebige ). Bei
y=20
ist wegen
r+0 =2 =20
die Aussage richtig. Sei die Aussage nun fiir ein bestimmtes y schon bewiesen.
Dann ist mit der charakteristischen Eigenschaft und der Induktionsvoraus-
setzung
r+y = (x+y) = (xxy) = zx*xy.

Lemma 8.13. Es seien x,y natirliche Zahlen. Dann ist
r+y =20
nur bei x = 0 und y = 0 maoglich.
Beweis. Wenn y # 0 wére, so wire x + y ein Nachfolger einer natiirlichen

Zahl (ndmlich der y-te Nachfolger von z), was fiir die 0 ausgeschlossen ist.
Also ist y = 0. Wegen

O=z+y=2+0==x

ist auch der erste Summand gleich 0. O

8.4. Addition und disjunkte Vereinigung.

- ©
Ele

2/ 4

Das Vereinigungsprinzip und die Kommutativitat der Addition

Die Standardinterpretation der und wichtigste Motivation fiir die Addition
zweier natiirlicher Zahlen ist, dass sie die Anzahl der Vereinigung von zwei
disjunkten endlichen Mengen angibt. Wenn man zwei Kérbe von Apfeln hat
und diese zusammenschiittet, so ist die Gesamtanzahl gerade die Summe der
beiden Einzelanzahlen. Es ist moglich, die Addition von natiirlichen Zahlen
dariiber zu definieren. Vorteile sind die unmittelbare Anschauung, Nachteile,
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dass man eine Zahl durch eine endliche Menge reprisentieren muss, und nicht
klar ist, welche man nehmen soll und es nicht selbstverstandlich ist, dass un-
terschiedliche gleichgrofie disjunkte Mengen nach Vereinigung gleichgrof} sind
(was heifit das?). Der Vorteil bei unserer Definition ist, dass man die Addition
auf einen elementareren Prozess, ndmlich den Prozess des Zéhlens bzw. Nach-
folgernehmens zuriickfiihrt. Dies erlaubt es, GesetzméaBigkeiten zu beweisen,
indem sie per Induktion auf elementare Schritte zuriickgefiihrt werden. Beide
Konzepte sind wichtig, und natiirlich will man, unabhéngig davon, wie man
die Addition nun eingefiihrt hat, schnell wissen, dass die beiden Konzepte
iibereinstimmen. Dazu ist es hilfreich, im Vereinigungskonzept auch Einzel-
schritte zu erkennen. Dies ist wieder das Umlegungsprinzip: Die Vereinigung
kann man sich so vorstellen, dass schrittweise ein Element (ein Apfel) der

zweiten Menge in die erste Menge umgelegt wird, siche auch Aufgabe 4.15
und Aufgabe 5.16.

Bei einem solchen Einzelschritt erhoht sich die erste Anzahl um eins (Nach-
folger) und die zweite Anzahl verringert sich um eins (Vorgénger). Das deckt
sich mit Lemma 8.11 (2).

Satz 8.14. Es seien M und N disjunkte endliche Mengen mit m bzw. n
Elementen. Dann besitzt ihre Vereinigung M U N gerade m + n Elemente.

Beweis. Die Voraussetzung besagt, dass es eine bijektive Abbildung
v {l,...,m} — M
und eine bijektive Abbildung
e: {1,...,n} — N
gibt. Die Abbildung
{1,....n} — {m+1,....m+n}, i— m+i,
ist nach Aufgabe 8.29 bijektiv, sei # die Umkehrabbildung. Somit ist nach
Lemma 6.4 (3)
pol: {m+1,... . m+n} — N
ebenfalls bijektiv. Wir definieren nun eine Abbildung
F:{1,....om+n} — MUN
durch
(k) = {z/z(k:), falls k € {1,...,m},
0(0(k)), falls k e {m+1,...,m+n}.
Diese Abbildung ist surjektiv, da jedes Element aus M durch den ersten

Fall und jedes Element aus N durch den zweiten Fall abgedeckt ist. Die
Injektivitdt sieht man so. Wenn

k # ¢
gegeben sind, und das eine Element zu {1,...,m} und das andere zu {m +
1,...,m+n} gehort, so ist F'(k) € M und F(¢) € N (oder umgekehrt) und
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sie sind verschieden wegen der Disjunktheit von M und N. Wenn sie aus
der gleichen Teilmenge des Definitionsbereiches kommen, so ergibt sich die
Verschiedenheit von F'(k) und F'(¢) aus der Injektivitdt von ¢ bzw. ¢ o 6.
Insgesamt erhalten wir also eine bijektive Abbildung

{1,...,m+n} — MUN,
so dass die Anzahl von M U N gleich m + n ist. O

Bemerkung 8.15. Das Zihlen von natiirlichen Zahlen kann man auch auf
dem Zahlenstrahl realisieren, indem man ausgehend von einem Startpunkt
schrittweise um eine Strecke einer fixierten Lénge (Einheitsstrecke) nach
rechts hiipft (wie in der fiinften Vorlesung erwihnt) Die Addition n + k
bedeutet in diesem Modell, dass man vom Punkt n ausgehend k-mal nach
rechts hiipft. Das Umlegeprinzip bedeutet in diesem Kontext, dass man von
dem einen Punkt aus nach rechts und vom anderen Punkt aus simultan nach
links hiipft, bis der letztere Punkt im Nullpunkt landet. Die Addition be-
deutet hier einfach, dass man die beiden gegebenen Punkte mit ihren Pfeilen
(Vektoren) vom Nullpunkt aus identifiziert und dann diese Pfeile hinterein-
anderlegt. Dieses Modell hat den Vorteil, dass in ihm auch die Addition von
rationalen Zahlen oder reellen Zahlen in gleicher Weise beschrieben werden
kann.

0O 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11

Spéter werden wir in Satz 15.6 beweisen, dass die Addition mit dem schrift-
lichen Addieren ausgerechnet werden kann, dass also der Algorithmus des
schriftlichen Addierens korrekt ist.

8. ARBEITSBLATT

8.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 8.1. Skizziere die Produktmenge N x N als Teilmenge von R x R.

8.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 8.2. Es sei

T = {Studienrat, Oberstudienrat, Studiendirektor, Referendar}
und

N = {Miiller, Maier, Sengupta, Hinterwald, Lutz, Obermiiller}.

Aus welchen Elementen besteht 7' x N7 Kann man die Paarschreibweise hier
umgehen?
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Wie kann man den runden Strohballen (ohne die Katze) als eine Produktmenge
beschreiben?

Aufgabe 8.3. Beschreibe fiir je zwei (einschliefllich dem Fall, dass das Pro-
dukt mit sich selbst genommen wird) der folgenden geometrischen Mengen
die Produktmengen.

(1) Ein Geradenstiick I.
(2) Eine Kreislinie K.
(3) Eine Kreisscheibe D.
(4) Eine Parabel P.

Welche Produktmengen lassen sich als eine Teilmenge im Raum realisieren,
welche nicht?

Es empfiehlt sich, die in den folgenden Aufgaben formulierten Mengeniden-
titdten zu veranschaulichen.

Aufgabe 8.4. Es seien A und B disjunkte Mengen und C' eine weitere Men-
ge. Zeige die Gleichheit

Cx(AWB) = (Cx AW (C x B).

Aufgabe 8.5.*

Es seien M und N Mengen und seien A C M und B C N Teilmengen. Zeige
die Gleichheit
(AXxN)N(M x B) = Ax B.

Aufgabe 8.6. Es seien M und N Mengen und seien A;, A5 C M und
Bi, B, C N Teilmengen. Zeige die Gleichheit

(Al X Bl> N (AQ X BQ) = (Al N AQ) X (Bl N B2> .
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Aufgabe 8.7. Es seien A und B disjunkte Mengen. Zeige die Gleichheit
(AWB) x (AWB) = (AxA)WY(Ax B)W (B x A)d (B x B).

Aufgabe 8.8. Es seien L und M Mengen. Zeige, dass die Abbildung
T: LXM— M X L, (z,y) — (y,x),

eine bijektive Abbildung zwischen den Produktmengen L x M und M x L
festlegt.

Aufgabe 8.9. Es sei P eine Menge von Personen und V' die Menge der
Vornamen von diesen Personen und N die Menge der Nachnamen von diesen
Personen. Definiere natiirliche Abbildungen von P nach V', nach N und nach
V' x N und untersuche sie in Hinblick auf die relevanten Abbildungsbegriffe.

Aufgabe 8.10. Skizziere die folgenden Teilmengen im R2.
(1) {(z,9)| = +y =3},

(2) {(=z, y)\93+y<3}

3) {(z,y)| (x +y)* > 4},

(4) {(z,y)] |[x+2| >5und |y —2| <3},

(5) {(z,y)| x| =0 und |y* —2¢y* + 7Ty — 5| > —1},
6) {(z,y)] —1<2<3und 0 <y <23}

Aufgabe 8.11. Erstelle eine Wertetabelle und skizziere den Graphen fiir das
Nachfolgernehmen in den natiirlichen Zahlen.

Aufgabe 8.12. Wie sehen die Graphen der Funktionen f: R — R aus, die
Sie in der Schule kennengelernt haben?

A

Y
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Aufgabe 8.13. Woran erkennt man am Graphen einer Abbildung
fi R— R,

ob f injektiv bzw. surjektiv ist?

Aufgabe 8.14. Es sei F' die Menge aller Farben und % die Verkniipfung,
die aus zwei Farben ihre Mischfarbe bestimmt, in der die beiden Farben mit
gleichen Anteilen eingehen. Ist diese Verkniipfung assoziativ?

Aufgabe 8.15. Es sei N die Menge aller Vornamen. Wir betrachten die
Verkniipfung
N x N — N,

die einem Vornamenpaar (x,y) den Bindestrichvornamen x — y zuordnet.

(1) Was ist der Wert von (Kata, Coline) unter dieser Verkniipfung?

(2) In welchem Sinne muss man hier Vornamen verstehen, damit diese
Verkniipfung wohldefiniert ist?

(3) Ist die Verkniipfung kommutativ?

(4) Ist die Verkniipfung assoziativ?

(5) Besitzt die Verkniipfung ein neutrales Element? Bzw. wie muss man
N und die Verkniipfung abédndern, damit sie ein neutrales Element
besitzt?

(6) Ist die Verkniipfung surjektiv?

(7) Ist die Verkniipfung injektiv?

Aufgabe 8.16. Es sei D die Menge aller weiblichen Doppelvornamen (Bin-
destrichvornamen, wobei die einzelnen teile einfache Vornamen sind). Wir
betrachten die Verkniipfung

Dx D — D,

die einem Doppelvornamenpaar (A — B, C'— D) den Doppelvornamen A — D
zuordnet.

(1) Was ist der Wert von (Lea-Marie, Klara-Sophie) unter dieser Ver-
kniipfung?

(2) Ist die Verkniipfung kommutativ?

(3) Ist die Verkniipfung assoziativ?

(4) Besitzt die Verkniipfung ein neutrales Element?

(5) Ist die Verkniipfung surjektiv?

(6) Ist die Verkniipfung injektiv?

Aufgabe 8.17. Es sei M eine Menge mit einer Verkniipfung darauf, die wir
als Produkt schreiben.
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(1) Wie viele sinnvollen Klammerungen gibt es fiir die Verkniipfung von
vier Elementen?

(2) Die Verkniipfung sei nun assoziativ. Zeige, dass das Produkt von vier
Elementen nicht von irgendeiner Klammerung abhéngt.

Aufgabe 8.18. Es seien k£ und n natiirliche Zahlen. Zeige, dass die
(Nachfolger-) Abbildung
{k,....n} —{K,....n'}, i— 7,

bijektiv ist.

Aufgabe 8.19. Bestimme in den jeweiligen Modellen der natiirlichen Zahlen
die Anzahl der folgenden Abschnitte von N.

(1)
CHTTL - T -
(2)
{1201, ...,21010}
(im Dreiersystem).

(3)

{iiberiibermorgen, . .. , iiberiiberiiberiiberiiberiiberiibermorgen} .

Aufgabe 8.20. Es sei n eine natiirliche Zahl. Auf wie viele Arten kann n als
eine Summe von zwei natiirlichen Zahlen dargestellt werden? Inwiefern muss
man diese Fragestellung prézisieren?

Aufgabe 8.21. Wir zdhlen
heute, morgen, iibermorgen, iiberiibermorgen, iiberiiberiibermorgen, ...

und wollen mit diesen Zahlen addieren.

(1) Welche alltagssprachliche Formulierung besitzt die Addition in diesem
Zéhlmodell?

(2) Welche sprachlichen Formulierungen driicken aus, das heute das neu-
trale Element der Addition ist.

(3) Was ist morgen plus morgen?

(4) Was ist iibermorgen plus {ibermorgen?

(5) Was ist iibertibermorgen plus iiberiiberiibermorgen?
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Aufgabe 8.22.*

Auf wie viele Arten kann man die 5 als Summe von positiven natiirlichen
Zahlen darstellen (Darstellungen, die man durch Vertauschen der Reihen-
folge ineinander iiberfithren kann, gelten dabei als gleich; 5 = 5 ist eine
Darstellung)?

Aufgabe 8.23.*

Wir betrachten die naiirliche Additionstabelle bis zu einer bestimmten Zahl
n, also

| | 1 2 3 n—1 n
1 141 142 14+3 14+4n-—1 1+n
2 2+1 242 2+3 24+n—1 24n
3 3+1 3+2 3+ 3 3+n-—1 3+n
n—1{|n—-14+1|{n—-14+42|n—-14+3 n—14+4n—-1{n—-14n
n n+1 n+2 n—+3 n+n-—1 n—+mn

Zeige durch Induktion, dass die Gesamtsumme aller in der Tabelle auftreten-
den Summen gleich (n + 1)n? ist, also

. i+ =

1<i<n, 1<j<n

(n 4 1)n?.

Aufgabe 8.24. (1) Ist die Addition
NxN-—N, (z,y) —> x + vy,

injektiv? Ist sie surjektiv?
(2) Ist die Multiplikation

NXN_>N, (I,y)f—>$y7

injektiv? Ist sie surjektiv?
(3) Ist die Multiplikation

Nsg X Nsg — Nso, (2,y) —> x - v,

auf den natiirlichen Zahlen > 2 injektiv? Ist sie surjektiv?

(4) Kennen Sie eine bijektive Verkniipfung?

(5) Gibt es eine ,allgemeine Erwartungstendenz®, ob eine Verkniipfung
cher injektiv (surjektiv) oder nicht ist?

Aufgabe 8.25. Auf einem Schiff sind 26 Schafe und 10 Ziegen. Wie alt ist
der Kapitdn?
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8.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 8.26. (2 Punkte)

Skizziere die folgenden Teilmengen im R2.

(1) {(x,y)| [2z] =5 und [y| > 3},

(2) {(z,y)| —3x > 2y und 4z < -5y},
(3) {(z,9)|y* —y+1 <43,

(4) {(x9)| 2y = 2 oder 2 + 42 = 1},
Aufgabe 8.27. (2 Punkte)

Es sei M eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung darauf, die wir als
* schreiben. Zeige, dass

(axb)*(c*x(dxe)) = a*((bx(cxd))xe)
fiir beliebige a, b, c,d,e € M gilt.

Aufgabe 8.28. (2 Punkte)

Es sei M eine Menge mit einer Verkniipfung *. Zeige, dass es maximal ein
neutrales Element fiir die Verkniipfung gibt.

Aufgabe 8.29. (3 Punkte)
Es seien k,n natiirliche Zahlen. Zeige, dass die Abbildung

{1,...)k} —{1+n,....k+n}, i —i+n,
bijektiv ist.

Anleitung: Fiihre Induktion nach n unter Verwendung von Aufgabe 8.18.

Aufgabe 8.30. (3 Punkte)

Es seien M und N zwei endliche Teilmengen einer Menge G. Zeige, dass die
Formel

#(M) + #(N) = #(MUN) + #(M N N)
gilt.

Aufgabe 8.31. (2 Punkte)

Gilt fiir die Vereinigung von Mengen die ,, Abziehregel“, d.h. kann man aus
AUC = BUC auf A = B schlielen?
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9. VORLESUNG - MULTIPLIKATION DER NATURLICHEN ZAHLEN

In theory, 'theory’ and
‘praxis’ are the same, in
praxis they aren’t

9.1. Die Multiplikation auf den natiirlichen Zahlen.

Zur Definition der Multiplikation verwenden wir wieder das Prinzip, dass
man mit natiirlichen Zahlen zéhlen kann. Die Addition haben wir bereits zur
Verfiigung und insbesondere kénnen wir eine natiirliche Zahl mit sich selbst
addieren. Wir konnen auch Summen der Form

b+b+b+--+b+b

benutzen und konnen dabei, wegen der Assoziativitdt der Addition, auf
Klammern verzichten. Die Anzahl der Summanden ist dabei eine wohlde-
finierte natiirliche Zahl. Dies nehmen wir zur Grundlage fiir die Multiplika-
tion.*3

Definition 9.1. Das Produkt a - b zweler natiirlicher Zahlen ist definiert als
die a-fache Summe der Zahl b mit sich selbst.

Wichtig ist hier, dass a die Anzahl der Summanden angibt, also wie oft b
zu nehmen ist, und nicht die Anzahl der Additionen (die Anzahl des Plus-
zeichens), die dabei auszufithren sind. Diese Anzahl ist um eins kleiner. Es
spricht aber auch einiges dafiir, dass man von 0 ausgeht und dazu dann a-fach
die Operation +b durchfiihrt. Dann hat man

O+b+b+--+b+b

und a-fach den gleichen Prozess. Die beiden Zahlen a und b heiflen Faktoren,
das Ergebnis heifit das Produkt, die Verkniipfung heifit Multiplikation.

43Man beachte, dass hier die erste Zahl angibt, wie oft die zweite Zahl mit sich selbst
zu addieren ist. Bei der Definition der Addition gibt gemifl unserer Definition die zweite
Zahl an, wie oft von der ersten Zahl ausgehend der Nachfolger zu nehmen ist. Bei der Po-
tenzierung gibt wiederum die zweite hochgestellte Zahl an, wie oft die erste untenstehende
Zahl mit sich selbst zu multiplizieren ist. Es gibt hier also keine einheitliche Reihenfolge,
welche Zahl die Anzahl der Prozesse festlegt. In der Multiplikation soll die erste Zahl die
Prozesse zéhlen, weil man drei Kiihe sagt und nicht Kiihe drei.
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Wenn man die Addition beherrscht, so ist es einfach, die Multiplikation aus-
zufithren und eine Tabelle fiir kleine Zahlen aufzustellen. Die Multiplikations-
tabelle fiir zwei Zahlen zwischen 0 und 10, das sogenannte kleine Einmaleins
lasst sich so erstellen (auch in anderen Systemen). Man kann dann grundsétz-
lich sémtliche Multiplikationen im Zehnersystem darauf zuriickfithren, was
im schriftlichen Multiplizieren ausgenutzt wird, siehe die sechzehnte Vorle-
sung. Um grofle Zahlen effektiv miteinander multiplizieren zu kénnen, muss
man das kleine Einmaleins auswendig kennen. Eigentlich sollte man die 10
aus dem kleinen Einmaleins herausnehmen, da die Zehnerreihe sich im Dezi-
malsystem auf kleinere Rechungen zuriickfiithren lésst.

Fiir die soeben eingefiithrte Multiplikation mochte man die vertrauten Eigen-
schaften wie beispielsweise die Kommutativitét etablieren. Dies geschieht in
folgendem Lemma.

Lemma 9.2. Fir die Multiplikation der natiirlichen Zahlen (mit der in der
Definition 9.1 festgelegten Multiplikation) gelten folgende Aussagen.

(1) Es gilt
0-n=0=mn-0
fiir alle n.
(2) Es gilt
l-n=n=mn-1
fiir allen, d.h. 1 = 0 ist das neutrale Element fiir die Multiplikation.
(3) Es ist
EF-n=%k-n+n
und
n-k'=n-k+n
fir alle n, k € N.

(4) Die Multiplikation ist kommutativ.
(5) Fir beliebige k,m,n € N gilt

k-(m+4+n)=k-m+k-n
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(Distributivgesetz).
Die Multiplikation ist assoziativ.

(1) Die zweite Gleichung ist klar, da unabhéngig davon, wie oft

die 0 mit sich selbst addiert wird, stets 0 herauskommt. Die erste
Gleichung kann man als eine Konvention oder auch als Teil der Defi-
nition ansehen: Eine Summe, in der iiberhaupt keine Zahl vorkommt
(die leere Summe), ist als 0 zu interpretieren.
Die erste Gleichung ist klar, der Ausdruck 1 - n besagt einfach, dass
die Zahl n einmal dasteht. Die zweite Gleichung bedeutet, dass die
n-fache Addition der 1 mit sich selbst gleich n ist. Dies zeigen wir
durch Induktion nach n, wobei der Induktionsanfang (fir n = 0,1)
klar ist. Sei die Aussage also schon fiir n bewiesen. Der Unterschied
zwischen n - 1 und n’ - 1 besteht darin, dass im zweiten Fall einmal
mehr +1 dasteht. Somit ist

n-1l=n-141=n+1=n

Die linke Gleichung ergibt sich unmittelbar aus der Definition. Die
rechte Gleichung ergibt sich aus

n-k = K+---+Fk
1
= (k+1)+-+(k+1)
n—Tnal
= k+- - +k+1+---+1
nf\r,nal n:r,nal
= n-k+n.

Die Kommutativitat beweisen wir durch Induktion nach &, und zwar
beweisen wir die Behauptung
n-k==%k-n

fiir alle n. Der Fall £ = 0 ist klar, da dann beidseitig 0 steht. Sei
die Gesamtaussage also fiir ein bestimmtes k£ und beliebiges n bereits
bewiesen. Dann ist unter Verwendung von (3) und der Induktions-
voraussetzung

n-k=n-k+n=%k-n+n==%-n.
Das Distributivgesetz
k-(m+n) =k-m+k-n
beweisen wir durch Induktion nach k fiir beliebige m,n. Der Fall

k = 0 ist klar, da beidseitig 0 rauskommt. Unter Verwendung der
Induktionsvoraussetzung und Teil (3) ergibt sich

E-(m+n) = k-(m+n)+m+n
= k-m+k-n+m+n
= k-m+m+k-n+n
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= kK -m+k - n.

(6) Das Assoziativitidtsgesetz beweisen wir durch Induktion nach dem er-
sten Faktor (wobei der Induktionsanfang wieder klar ist) unter Ver-
wendung des Distributivgesetzes und Teil (3).

K-(m-n) = k-(m-n)+m-n

= (k-m)-n+m-n
(k-m+m)-n

= (K'-m)-n.

Es gilt insbesondere 0 - n = 0 und die rekursive Beziehung
n-k=n-k+k.

Diese beiden Eigenschaften legen bereits die Multiplikationsverkniipfung ein-
deutig fest.

Satz 9.3. Auf den natirlichen Zahlen gibt es eine eindeutig bestimmte Ver-
knidipfung

NxN-—N, (z,y) — x -y,
die
0-y=0 firaleyeNundx' -y=ux-y+vy fir alle v,y € N
erfillt.
Beweis. Es seien - und x zwei Verkniipfungen auf N, die beide diese Eigen-
schaften erfiillen. Wir miissen
Ty =TxY

fiir alle ,y € N zeigen. Wir fithren Induktion nach z. Der Induktionsanfang
ist klar, da wegen der ersten charakteristischen Eigenschaft

0-y=0=0xy

ist. Sei die Aussage fiir ein gewisses x schon bewiesen. Dann ist unter Verwen-
dung der Induktionsvoraussetzung und der zweiten charakteristischen Eigen-
schaft

¥y =x-y+y=axxy+y =1 xuy.

Die folgende Eigenschaft heifit Integritditseigenschaft.

Lemma 9.4. Das Produkt zweier natirlicher Zahlen ist nur dann gleich 0,
wenn einer der Faktoren 0 ist.
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Beweis. Wir zeigen, dass mit a,b # 0 auch das Produkt ab von 0 verschieden
ist. Das Produkt ist

b+b+---+b
—_—————

a—fach

und hier steht mindestens ein Summand. Aus Lemma 8.13 und b # 0 folgt,
dass diese Summe nicht 0 ist. ]

Die folgende Eigenschaft heifit Kiirzungsregel.
Lemma 9.5. Aus einer Gleichung n -k = m -k mit k,m,n € N und mit

k # 0 folgt n = m.

Beweis. Wir fihren Induktion nach n. Bein = 0ist 0-k = 0 nach Lemma
9.2 (1). Also ist

0=m-k
und wegen k£ # 0 folgt mit Lemma 9.4 daraus m = 0 = n. Sei die Aussage
fiir ein n (und beliebige k # 0 und m) bewiesen. Die Aussage ist fiir den
Nachfolger n’ zu zeigen. Die Bedingung

n-k=m-k

kann bei m = 0 wegen Lemma 9.4 nicht gelten. Also ist m ein Nachfolger,
sagen wir m = . Somit ist

nk+k=n-k=m-k="0-k=1/0k+k.

Aus der Abziehregel folgt
n-k=1~0%k

und aus der Induktionsvoraussetzung folgt

also
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9.2. Die Anzahl der Produktmenge.

@
@&
GG S &€

Satz 9.6. Es seien M und N endliche Mengen mit m bzw. n Elementen.
Dann besitzt die Produktmenge M x N genau m -n Elemente.

Beweis. Wir fithren Induktion iiber m, also die Anzahl von M. Wenn m = 0
ist, so ist M leer und damit ist auch die Produktmenge leer, hat also ebenfalls
0 Elemente, was nach Lemma 9.2 (1) mit dem Produkt {ibereinstimmt. Dies
sichert den Induktionsanfang. Wenn m = 1 ist, so besteht M aus genau
einem Element, sagen wir z, und alle Elemente der Produktmenge haben die
Form (z,y) mit diesem einen x und einem beliebigen y € N. Somit ist

N — M x N, y+— (x,y),

eine bijektive Abbildung und M x N hat genau so viele Elemente wie N,
némlich n. Dies stimmt nach Lemma 9.2 (2) mit dem Produkt 1-n tiberein.
Sei nun die Aussage fiir alle Mengen M mit m Elementen (und beliebige
endliche Mengen N) bewiesen und es liege eine (m + 1)-elementige Menge
M vor. Es sei x € M ein fixiertes Element und wir betrachten die disjunkte

Zerlegung

M = (M\{x})U{z}.
Die Menge M \ {z} besitzt dann m Elemente, so dass wir auf diese Menge
die Induktionsvoraussetzung anwenden konnen. Ferner ist

Mx N = ((M\ {a}) x N)U ({z} x V)

und diese Vereinigung ist disjunkt (die erste Komponente eines Paares ist
entweder = oder nicht x). Daher ist nach Satz 8.14 die Anzahl von M X
N gleich der Summe der Anzahlen der beiden Bestandteile, also nach der
Induktionsvoraussetzung, dem einelementigen Spezialfall und Lemma 9.2 (3)
gleich

m-n+n = (m+1)-n.
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O
Q00000000
Q00000000
000000000
000000000
Q00000000
Q000000090
Q000000090

Das Distributivgesetz illustriert anhand der Interpretation der Multiplikation als
Anzahl einer Produktmenge.

Wir geben noch einen zweiten Beweis fiir die vorstehende Aussage.
Wir behaupten, dass die Abbildung**
W {1, omyx {1, 0y — {1,2,...,mn}, (i,5) — (i — Dn+ 4,

bijektiv ist. Zum Beweis der Surjektivitét sei z € {1,2,..., mn} vorgegeben.
Dieses (ganzzahlige) Intervall kann man in die disjunkten Intervalle

{1,...,n}U{n+1,....2n}U{2n+1,... . 3n}U...U{(m—1)n+1,...,mn}
unterteilen. Das Element z gehort somit zu einem dieser Intervalle, d.h. es
gibt ein ¢ mit
ze{(i—1)n+1,...,in}
mit ¢ zwischen 1 und m. Dann ist
z=(@{—-1)n+j

mit einem j zwischen 1 und n und gehort somit zum Bild. Zum Beweis der
Injektivitat seien

(1,7),(k,0) e {1,...,m} x{1,...,n}
gegeben, die auf das gleiche Element abbilden. Es gilt also
(i—1)n+j=(k—-1n+¢

Da j und ¢ beide zu {1,...,n} gehoren, sind die Summen jeweils maximal
gleich in bzw. kn. Daher konnen die Zahlen nur dann gleich sein, wenn

1=k
und dann nach der Abziehregel auch

jg =1
ist.

“Der Ausdruck i — 1 bezeichnet hier den Vorgénger von i, die Subtraktion haben wir
noch nicht eingefiihrt.
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9.3. Potenzen.

Definition 9.7. Zu einer natiirlichen Zahl ¢ und einer natiirlichen Zahl n
nennt man die n-fache Multiplikation von a mit sich selbst
a . a P a . a

(n Faktoren) die n-te Potenz von a. Sie wird mit a” bezeichnet.

Die Zahl a heifit in diesem Zusammenhang die Basis der Potenz und n der
Fxponent. Bei n = 0 ist dies als

a® =1
zu verstehen. Dies gilt auch fiir 0, also 0° = 1, wobei man hier hiufig auf
eine Festlegung verzichtet. Fiir positive Exponenten n ist jedenfalls

0" = 0.

Wie gesagt, der Exponent bestimmt die Anzahl der Faktoren

a . a/. . .a y
—
n—mal
die Anzahl der auszufithrenden Multiplikationen ist um eins kleiner. Man
kann aber auch von 1 ausgehen und die Potenz als
1 . a . a ... a/ . a
auffassen.
Bei fixiertem Exponenten n bilden die Potenzen
0", 1m,2", 3", 4", ...

die Menge aller n-ten Potenzen. Bei n = 2 ist das die Menge der Quadrat-

zahlen, bei n = 3 die Menge der Kubikzahlen. Bei fixierter Basis a bilden

die Potenzen

a’,at,a? a®, a, ...

die Menge aller a-er Potenzen, also alle Zweierpotenzen, alle Dreierpotenzen,
U.S.W.

Als Rechenregeln fiir das Potenzieren halten wir die folgenden Eigenschaften
fest.

Lemma 9.8. Fir das Potenzieren gelten die folgenden Eigenschaften, wobei
a,b € Ny und m,n € N seien.

(1)
(2)
(3)
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Beweis. Siehe Aufgabe 9.19. g
Definition 9.9. Eine Zahl der Form n? mit n € N heiit Quadratzahl.
9. ARBEITSBLATT

9.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 9.1. Erstelle eine Liste der Quadratzahlen bis 900.

9.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 9.2.*

Finde zwei natiirliche Zahlen, deren Summe 65 und deren Produkt 1000 ist.

Aufgabe 9.3.*

Wie oft sagt man , bitte*, wenn man dreimal , bitte, bitte, bitte* sagt.

Aufgabe 9.4. Bauer Ernst legt einen Kartoffelacker mit 25 Reihen an. Pro
Reihe setzt er 120 Setzkartoffeln der Sorte Sieglinde. Diese Sorte ergibt pro
Setzkartoffel einen Ertrag von 3 Kilogramm. Wie hoch wird seine Ernte aus-
fallen?

Aufgabe 9.5. Berechne

Hiiiiie

ohne auf andere Darstellungsformen der natiirlichen Zahlen Bezug zu neh-
men. Insbesondere soll das Ergebnis als Strichfolge vorliegen.
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Aufgabe 9.6. Berechne
1111

ohne auf andere Darstellungsformen der natiirlichen Zahlen Bezug zu neh-
men. Insbesondere soll das Ergebnis als Strichfolge vorliegen.

Aufgabe 9.7. Berechne 3 - 4 allein mit den in Satz 9.3 und Lemma 8.12
fixierten Rechenregeln.

Aufgabe 9.8. In der Klasse gibt es vier Reihen mit je acht Sitzpléatzen, die
alle besetzt sind. Vorne stehen Frau Maier-Sengupta und Herr Lutz. Frau
Maier Sengupta zdhlt die Kinder durch, wobei sie reihenweise von (zuerst)
links nach rechts und (dann) von vorne nach hinten durchzéhlt. Herr Lutz
zéhlt die Kinder von rechts hinten nach links vorne, wobei er zuerst die ganz
rechts sitzenden Kinder durchzihlt u.s.w.

(1) Welche Nummer bekommt dasjenige Kind, das von Frau Maier-
Sengupta die Nummer 23 bekommt, von Herrn Lutz?

(2) Welche Nummer bekommt dasjenige Kind, das von Herrn Lutz die
Nummer 18 bekommt, von Frau Maier-Sengupta?

(3) Welche Nummer bekommt das Kind, das in der dritten Reihe von
vorne auf dem sechsten Stuhl von links sitzt, von den beiden Lehr-
kraften?

Aufgabe 9.9. Erstelle das kleine Einmaleins im Zweiersystem.

Aufgabe 9.10. Erstelle das kleine Einmaleins im Dreiersystem.

Aufgabe 9.11. Erstelle das kleine Einmaleins im Vierersystem.

Man kann Satz 9.3 auch mit vertauschten Rollen formulieren.

Aufgabe 9.12.%*
Beweise den Satz, dass es auf den natiirlichen Zahlen genau eine Verkniipfung
NxN-—N, (z,y) — z -y,
gibt, die
r-0=0firallereNund x-y =z -y + 2z fir alle x,y € N
erfiillt.
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Aufgabe 9.13. Wir besprechen eine Variante des zweiten Beweises zu Satz
9.3. Es seien m, n positive natiirliche Zahlen.

(1) Zeige, dass
{0,...,m—1} x{0,...,n—1} —{0,...,mn — 1}, (,5) —> in + 7,

eine bijektive Abbildung ist.

(2) Bringe diese Uberlegung mit Aufgabe 2.15 in Verbindung.

(3) Bringe diese Uberlegung mit dem Stellenwertsystem zur Basis n in
Verbindung.

Aufgabe 9.14. Berechne das Matrizenprodukt
0 1y (10
00 0 0)°

Aufgabe 9.15. Welche Ziffern treten im Dezimalsystem als Endziffern von
Quadratzahlen auf?

Aufgabe 9.16. Bestimme die folgenden Potenzen.

(1) Die dritte Potenz der Vier.
(2) Die vierte Potenz der Drei.
(3) Die siebte Potenz der Fiinf.
(4) Die neunte Potenz der Zehn.

Aufgabe 9.17. Erstelle das , kleine Einshocheins®. Kann man das allgemeine
Potenzieren n* darauf irgendwie zuriickfiihren?

Aufgabe 9.18.*

Es sei a € N,. Zeige, wie man a'° mit vier Multiplikationen berechnen kann.

Aufgabe 9.19. Zeige, dass fiir das Potenzieren die folgenden Rechenregeln
gelten (dabei seien a,b € N, und m,n € N).

(1)
(2)
(3)
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Aufgabe 9.20. Berechne

H‘III
)

ohne auf andere Darstellungformen der natiirlichen Zahlen Bezug zu nehmen.
Insbesondere soll das Ergebnis als Strichfolge vorliegen.

Aufgabe 9.21. In der Schule wird Potenzrechnung durchgenommen und es
geht um die Frage, ob

ab = v°
ist. Als Griinde, dass dies gelten miisste, werden angefiihrt:

(1) Es gilt jaauch a+b = b+aund a-b = b-a, warum sollte das jetzt
plotzlich nicht mehr gelten?

(2) Das wire gut, wenn das gelten wiirde, dann kénnte man die kleinere
Zahl immer oben hinschreiben und es wére einfacher auszurechnen.

(3) Wenn man beispielsweise a = 2 und b = 4 nimmt, so ist

20 =2.2.2.2 =16 =4-4 = 4%,

warum sollte das fiir andere Zahlen nicht auch gelten?

Aufgabe 9.22. Zeige, dass das Potenzieren auf den positiven natiirlichen
Zahlen, also die Zuordnung

NxN-—N, (a,b) — a’,

weder kommutativ noch assoziativ ist. Besitzt diese Verkniipfung ein neutra-
les Element?

Aufgabe 9.23. Erstelle eine rekursive Bezichung fiir das Potenzieren (™",
wobei n’ den Nachfolger von n bezeichnet. Gibt es auch eine rekursive Be-
ziehung fir (a’)"?

Aufgabe 9.24.*

Zeige, dass fiir positive natiirliche Zahlen a,n, k die Beziehung

a™) = (e (@™ )m)".

Vv
k Potenzierungen

Aufgabe 9.25. Bestitige die folgenden Identitéten.
(1)

(2)

1+2% = 32

2°+ 7 = 3%
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(3)

132+ 7% = 2°.

Aufgabe 9.26.*
Ist die Abbildung
¢ Ny x N — N, x N, x N, (a,b) — (a + b,ab,a’),

injektiv oder nicht?

Die folgende Aufgabe liefert eine Anzahlinterpretation fiir Potenzen.

Aufgabe 9.27. Es sei L eine endliche Menge mit ¢ und M eine Menge mit
m Elementen. Zeige, dass die Menge aller Abbildungen von L nach M genau
m’ Elemente besitzt.

Aufgabe 9.28.*
Es sei M eine k-elementige Menge. Wie viele Verkniipfungen gibt es auf M?

Aufgabe 9.29. Gabi Hochster {iberlegt sich: ,Die Addition a + b bedeutet,
b-mal den Nachfolger von a nehmen, a - b bedeutet, b-mal a mit sich selbst
zu addieren, a® bedeutet, b-mal a mit sich selbst zu multiplizieren. Dies kann
man doch eigentlich unendlich weitermachen, wobei man allerdings auf die
Klammerungen achten muss. Also: a©b bedeutet, b-mal a mit sich selbst zu
potenzieren (Anzahl der Operanden, nicht der Operationen), wobei Rechts-
klammerung gelte, adb bedeutet, b-mal a mit sich selbst die {-Operation
durchzufiihren, u.s.w. Am besten nennen wir diese Verkniipfungen systema-
tisch ©;(Addition), Oy, .... «

(1) Berechne 392, 402, 502, ... .
(2) Berechne 203, 204, 205, ... .
(3) Berechne 1003.

(4) Berechne 3&2.

(5) Berechne 2d3.

(6) Was ist 20,2 fiir jedes n?

9.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 9.30. (2 Punkte)

Berechne 5 - 3 allein mit den in Satz 9.3 und Lemma 8.12 fixierten Rechen-
regeln.
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Aufgabe 9.31. (2 Punkte)

Erstelle das kleine Einmaleins im Fiinfersystem.

Aufgabe 9.32. (3 (1+1+1) Punkte)
Betrachte die Abbildung
e: {1,...,10} x {1,...,10} — {1,...,100}, (a,b) — a - b.

(1) Ist ¢ injektiv?
(2) Ist ¢ surjektiv?
(3) Was ist das minimale k mit der Eigenschaft, dass unter der Abbildung

v ALk} xA{L,... k} — N4, (a,b) —>a-b

alle Zahlen zwischen 1 und 100 im Bild liegen (also erreicht werden).

Aufgabe 9.33. (4 Punkte)
Sei m € N. Zeige durch Induktion die Gleichheit

(2m +1) ﬁ(m —1)* = ﬁ(4k2 -1).

Aufgabe 9.34. (8 (1+142+2+2) Punkte)

Die modische Winterjacke ,,Nungiduluxe® wird in den Gréflen X.S,S5, M, L,
XL, XXL und in den Farben pink, tiirkis, lavendel, anthrazit, weinrot, och-
senblut, luisenblau und tschitscheringriin angeboten. Ferner gibt es die Aus-
fiihrung mit Reifiverschluss, mit einfachen Knopfen und mit einer Doppel-
knopfreihe, sowie mit und ohne Kapuze.
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(1) Beschreibe die Menge der moglichen Nungiduluxe-Jacken als eine Pro-
duktmenge.

(2) Wie viele Nungiduluxe-Jacken gibt es?

(3) Der Grundpreis der Jacke betragt 200 Euro, fiir die Groflen X L und
X XL wird ein Aufschlag von 10 Euro, fiir die Doppelknopfreihe wird
ein Aufschlag von 8 Euro und fiir die Kapuze wird ein Aufschlag von
12 Euro verlangt. Wie viele Jacken gibt es, die mindestens 220 Euro
kosten?

(4) Lucy Sonnenschein mochte sich eine Nungiduluxe-Jacke kaufen. Sie
hat Gréle M und mochte maximal 215 Euro ausgeben. Anthrazit
und weinrot kommt fiir sie nicht in Frage, und sie findet, dass Reif3-
verschliisse meistens klemmen. Da sie zufillig eine luisenblaue und
eine tschitscheringriine Miitze hat, wére bei diesen Farbe die Kapuze
unsinnig. Alle verbleibenden Moglichkeiten mochte sie gerne anpro-
bieren. Wie viele Jacken bestellt sie?

(5) Die Bestellung von Lucy trifft auf folgende Schwierigkeiten: In der
GroBe M sind die Farben pink und lavendel in jeder Ausfithrung aus-
verkauft und ochsenblut gibt es nur noch mit Reifiverschluss. Tiirkis
gibt es nur gleichzeitig mit Doppelknopfreihe und Kapuze und lui-
senblau nur mit der einfachen Knopfreihe. Wie viele Jacken werden
geliefert?

10. VORLESUNG - ORDNUNG AUF DEN NATURLICHEN ZAHLEN

10.1. Die Ordnungsrelation.

Wir wollen auf den natiirlichen Zahlen die Gréfler- bzw. genauer die Grofler-
gleich-Ordnung einfiihren.

Definition 10.1. Eine Relation R auf einer Menge M ist eine Teilmenge der
Produktmenge M x M, also R C M x M.

Definition 10.2. Eine Relation < auf einer Menge I heifit Ordnungsrelation
oder Ordnung, wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind.

(1) Esist i < i fiir alle d € I.
(2) Ausi < jund j < k folgt stets i < k.
(3) Ausi < jund j < i folgt i = j.

Diese Eigenschaften heiflen der Reihe nach Reflexivitit, Transitivitdt und
Antisymmetrie.

Definition 10.3. Eine Ordnungsrelation < auf einer Menge I heifit lineare
Ordnung (oder totale Ordnung), wenn zu je zwei Elementen x,y € I die
Beziehung x < y oder y < z gilt.
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10.2. Die Ordnung auf den natiirlichen Zahlen.

Definition 10.4. Man sagt, dass eine natiirliche Zahl n gréfiergleich einer
natiirlichen Zahl k ist, geschrieben
n >k,

wenn man von k aus durch endlichfaches Nachfolgernehmen zu n gelangt.

0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Auf dem nach rechts verlaufenden Zahlenstrahl bedeutet n > k, dass sich n
weiter rechts als k befindet. Diese Intepretation gilt fiir alle reellen Zahlen.

Statt n > k schreibt man auch k& < n (gesprochen kleinergleich). Die
Schreibweise n > k bedeutet n > k und n # k.

Lemma 10.5. Fiir natiirliche Zahlen n, k gilt
n >k
genau dann, wenn es ein m € N mit
n=*k+m
qibt.

Beweis. Die Zahl m gibt an, wie oft man von k aus den Nachfolger nehmen
muss, um zu n zu gelangen. ]

Lemma 10.6. Fir die Gréfiergleich-Relation in den natirlichen Zahlen gel-
ten die folgenden Aussagen.

(1) Es st
a >0
fiir alle a € N.
(2) Es ist
a=20
oder
a>1
(3) Bei
a>b
gilt
a=1»
oder
a>b+1.

Beweis. Wir verwenden die Charakterisierung aus Lemma 10.5.

(1) Ist klar wegen a = 0+ a.
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(2) Wir zeigen die Aussage @ = 0 oder ¢ > 1 fiir alle @ € N durch Induk-
tion iiber a. Fiir @ = 0 ist die Aussage klar. Sei also angenommen,
dass die Aussage fiir ein bestimmtes a gelte. Dann ist @ = 0 oder
a > 1. Im ersten Fall ist dann 1 +a = 1+ 0 = 1 und insbesondere
14+ a > 1. Im zweiten Fall ist a = b+ 1 mit einem b € N und damit
a+1=(0b+1)+1=1+(0b+1).

(3) Wird &hnlich wie (2) bewiesen, siche Aufgabe 10.6.

g

Satz 10.7. Auf den natiirlichen Zahlen ist durch die Grofiergleich-Relation
> eine totale Ordnung definiert.

Beweis. Wir verwenden die Charakterisierung mit der Addition. Wegen n =
n+0ist n > n. Wenn £k > ¢ und ¢ > m ist, so bedeutet dies, dass
es natiirliche Zahlen a,b mit ¥k = ¢+ a und ¢ = m + b gibt. Dann gilt
insgesamt
k=0(+a=(m+b+a=m+(b+a)

und somit ist auch & > m. Aus k > f und ¢ > k ergibt sich k = ¢+ a
und ¢ = k + b und somit k& = k + (a + b). Dies ist nach der Abziehregel
nur bei a +b = 0 moglich, und dies ist wiederum, da 0 kein Nachfolger ist,
nur bei a = b = 0 moglich. Die Aussage a > b oder b > a beweisen wir
durch Induktion iiber a (fiir jedes feste b), wobei der Induktionsanfang wegen
b > 0 klar ist. Die Aussage gelte also fiir ein bestimmtes a. Wenn die erste
Moglichkeit gilt, also a > b, so gilt wegen

a+1>a>0b

erst recht a+1 > b. Wenn die zweite Moglichkeit gilt, also a < b, so gibt es
zwei Moglichkeiten. Bei a = bist a +1 > b und die Gesamtaussage gilt fiir
a+ 1. Andernfalls ist a < b und somit ist nach Lemma 10.6 (3) a+1 < b
und die Gesamtaussage gilt erneut. U

Wir begriinden nun, dass die Ordnungsrelation mit der Addition und der
Multiplikation vertraglich ist.

Satz 10.8. FEs seien a, b, ¢ natirliche Zahlen. Dann gelten folgende Aussagen.
(1) Es st

a>b
genau dann, wenn
at+c>b+c
15t.
(2) Aus
a>b
und



144

folgt
a+c > b+d.
(3) Aus
a>b
folgt
ca > cb.
(4) Aus
a>b
und
c>d
folgt
ac > bd.
(5) Aus
c>1
und
ca > cb.
folgt
a > b.

Bewezs. (1) Wir beweisen die Aussage duch Induktion iiber ¢. Bei ¢ = 0
ist die Aussage klar. Fiir den Induktionsschritt miissen wir lediglich
zeigen, dass die Aussage fiir ¢ = 1 gilt. Bei a = b ist die Aussage
klar, da der Nachfolger wohldefiniert ist. Bei a > b ist nach Lemma
10.6 (3) @ > b+ 1 und somit

a+1>a>0b+1.

Dies zeigt zugleich, dass aus a > bauch a+1 > b+ 1 folgt. Da die
Ordnung total ist, folgt somit auch aus a +1 > b+ 1 die Beziehung
a > b.

(2) Zweifache Anwendung von Teil (1) liefert

a+c>b+c>0b+d,

so dass die Transitivitdt den Schluss ergibt.

(3) Wir fithren Induktion nach ¢, die Félle ¢ = 0,1 sind klar. Sei die
Aussage fiir ¢ bewiesen. Dann ist mit dem Distributivgesetz, der In-
duktionsvoraussetzung und Teil (2)

(c+1)a =ca+a > cb+b= (c+1)b
(4) Aus den Voraussetzungen und Teil (3) ergibt sich
ac > be > bd.
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(5) Seic¢ > 1und a > b. Dann ist @ > b+ 1 und somit ist nach Teil (3)
ac > (b+1)c = bc+c > be+1,

also ac > be.
O

Die algorithmische Bestimmung der Ordnungsrelation im Dezimalsystem
werden wir in Korollar 15.4 beschreiben.

10.3. Maxima und Minima.

Definition 10.9. Zu einer endlichen nichtleeren Teilmenge T" C N heif}t a
das Mazimum von T, wenn a € T ist und wenn a > x fiir alle x € T gilt.

Definition 10.10. Zu einer nichtleeren Teilmenge T' C N heif3t b das Mini-
mum von T, wenn b € T ist und wenn b < x fiir alle x € T gilt.

Die leere Menge besitzt weder ein Maximum noch ein Minimum. Die Ge-
samtmenge N besitzt das Minimum 0 und kein Maximum.

Aus dem Induktionsprinzip folgt die ndchste wichtige Eigenschaft, die besagt,
dass die natiirlichen Zahlen wohlgeordnet sind. Vom intuitiven Standpunkt
her ist sie selbstverstidndlich, wir fithren sie aber trotzdem auf das Indukti-
onsprinzip zuriick. Es geht in diesem Beweis weniger dadrum, sich iiber die
Satzaussage zu vergewissern, sondern vielmehr Einblicke in mathematisches
Argumentieren zu gewinnen. Es ist auch ein Beispiel dafiir, wie man eine
Aussage iiber Teilmengen zu einer Aussage iiber natiirliche Zahlen macht,
um das Induktionsprinzip anwenden zu koénnen.

Lemma 10.11. Jede nichtleere Teilmenge M C N besitzt ein Minimum.

Beweis. Wir betrachten die Aussage
A(n) = Alle Teilmengen von N, die n enthalten, besitzen ein Minimum.

Da jede nichtleere Teilmenge mindestens ein n € N besitzt, ist die Aussa-
ge des Satzes dquivalent zur Giiltigkeit von A(n) fiir alle n. Diese Aussage
konnen wir durch Induktion beweisen. Die Aussage A(0) besagt, dass jede
Teilmenge M C N, die die 0 enthélt, auch ein Minimum enthélt. Dies ist
aber klar, da dann eben 0 das Minimum ist. Sei die Aussage A(k) nun fiir alle
k < n schon bewiesen. Wir miissen A(n+ 1) beweisen. Sei also M C N eine
Teilmenge, die n + 1 enthélt. Wenn M auch eine Zahl £ < n + 1 besitzt, so
besitzt M nach der Induktionsvoraussetzung ein Minimum. Andernfalls be-
sitzt M keine Zahl, die kleiner als n+1 ist. Dann ist aber n+1 das Minimum
von M. U
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10.4. Die Differenz von natiirlichen Zahlen.

Aus einer Menge mit a Elementen wird eine Teilmenge mit b Elementen (b < a)
herausgenommen. Zuriick bleibt eine Menge mit a — b Elementen.
Definition 10.12. Fiir natiirliche Zahlen
a>b
ist a — b diejenige natiirliche Zahl ¢ fiir die
a=b+c
gilt. Sie heifit die Differenz zwischen a und b.

Man mache sich hier die Logik dieser Definition klar: Die Voraussetzung
a>b
bedeutet nach Lemma 10.5 die Existenz einer natiirlichen Zahl ¢ mit
a = b+ec

Dieses c ist aufgrund der Abziehregel durch diese Eigenschaft eindeutig be-
stimmt. Die Differenz gibt an, wie oft man von b aus den Nachfolger nehmen
muss, um zu a zu gelangen. Die charakteristische Eigenschaft ist die Gleich-
heit
b+ (a—0b) = a.
Dabei ist @ — b die einzige Losung fiir die Gleichung®®
b+2x = a.

Ferner ist a —a = 0. Wenn eine Gleichung a + b = ¢ gegeben ist, so sagt
man beim Ubergang zu

a=c—b
auch, dass b (beidseitig) abgezogen wird.

Fir a < b ist der Ausdruck a — b innerhalb der natiirlichen Zahlen nicht
definiert. Da zu a,b € N stets
a>b

oder
b>a

4*Das Gleichungskonzept werden wir spéter genauer besprechen.
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gilt, ist einer der beiden Ausdriicke a — b oder b — a eine wohldefinierte
natiirliche Zahl. Oft nennt man auch diese Zahl, die sich ergibt, wenn man
die beiden Zahlen richtig geordnet hat, die Differenz der beiden Zahlen.

Fiir die Differenz kénnen wir einfach eine mengentheoretische Interpretation
angeben.

Satz 10.13. Es sei M eine endliche Menge mit m Elementen und es sei
TCM

eine Teilmenge, die k Elemente besitze. Dann besitzt
M\T

genau m — k Elemente.

Beweis. Es ist
M =Ty (M\T)
eine disjunkte Zerlegung. Daher gilt nach Satz 8.14
m = #(M) = #(T)+ #(M\T) = k+#(M\T).

Somit erfillt #(M \ T') die charakteristische Eigenschaft der Differenz und
ist daher gleich m — k. O

Lemma 10.14. (1) Fiir natirliche Zahlen a,b,c mit
a>b
15t
b+c+(a—b) = c+a.

Insbesondere ist (b+c) — (a+c¢) = b—a.
(2) Fiir natirliche Zahlen a,b, c,d mit

a>b
und
c>d
it
(a+c)—(b+d) = (a—0b)+ (c—d).
Insbesondere ist bei a > b stets (a +¢) — (b+¢) = a—0b und
(a+¢c)—b=(a—0b)+ec
(3) Bei

b+c>a>b
st ¢ > a—b und es ist

c—(a—>b) = (c+b) —a.
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Beweis. (1) Aus
b+(a—b) =a
ergibt sich direkt
b+c+(a—b) = c+a.

Der Zusatz ergibt sich aus der Eindeutigkeit der Differenz.
(2) Wegen Satz 10.8 (2) ist

a+c>b+d,
so dass der Ausdruck links einen Sinn ergibt. Die Rechnung
b+d)+(a—b)+(c—d) =d+a+(c—d) =a+c

unter Verwendung der ersten Teils zeigt, dass (a — b) 4+ (¢ — d) die
charakteristische Eigenschaft von (a + ¢) — (b+ d) erfiillt, also wegen
der Eindeutigkeit damit iibereinstimmt.

(3) Nach Teil (2) folgt aus a > bund b+ ¢ > a die Beziehung

(a=b)+((b+c)—a) =a+b+c—(a+b) =c
und insbesondere ¢ > a — b. Beidseitiges Abziehen von a — b ergibt
(b+c)—a=c—(a—0).

Die folgende Aussage ist das Distributivgesetz fiir die Differenz.

Lemma 10.15. Es seien a, b, ¢ natiirliche Zahlen mit a > b. Dann ist

c(la—b) = ca — cb.
Beweis. Nach Satz 10.8 ist mit a > b auch ca > c¢b, so dass ca — cb wohlde-
finiert ist. Es ist

a=(a—b)+b
und daher ist nach dem Distributivgesetz fiir die Addition und die Multipli-
kation
ca = c((a—0b)+b) = cla—10b)+ ch.

Also ist

c(la —b) = ca — cb.

10. ARBEITSBLATT

10.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 10.1. Ordne die folgenden natiirlichen Zahlen geméaf} ihrer Grofe.
2'9,10% 50-20+13, 33%, 3-334, 9*+7°, 1005, 2-5-101, 31*, 3°-37, 11-10-9.
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10.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 10.2. Erstelle das , kleine Einsgrofiergleicheins®.

Aufgabe 10.3. Skizziere die Menge der Paare (z,y) € N x N, die z > y
erfiillen, als Teilmenge der Produktmenge N x N.

Aufgabe 10.4. Es seien m < n natiirliche Zahlen. Zeige
{m,...;n} = {reNm<zundz<n}.

Aufgabe 10.5. Es seien k,n natiirliche Zahlen. Zeige, dass £ < n genau
dann gilt, wenn

{1,...,k} € {1,...,n}
gilt.

Aufgabe 10.6. Es seien a, b natiirliche Zahlen mit a > b. Zeige, dassa = b
oder a > b+ 1 gilt.

Aufgabe 10.7. Fiir natiirliche Zahlen gelte a > bund b > c. Zeige a > c.

Aufgabe 10.8.*
Zeige, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 1 die Abschéitzung

gilt.

Aufgabe 10.9. Bestimme die minimale Potenzzahl echt oberhalb von
1000000 und die maximale Potenzzahl echt unterhalb von 1000000.

Aufgabe 10.10.*

Beweise Lemma 9.4 mit Hilfe von Lemma 10.6 und Satz 10.8.

Aufgabe 10.11.*

Beweise Lemma 9.5 mit Hilfe von Satz 10.8.
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Aufgabe 10.12. Es sei A eine endliche total geordnete Menge. Es sei [ =
{1,2,...,n} eine endliche Indexmenge. Definiere auf der Produktmenge

Al = Ax .- x A
n—mal

die , lexikographische Ordnung“, und zeige, dass es sich dabei ebenfalls um
eine totale Ordnung handelt.

Aufgabe 10.13. Modelliere Aussagen wie ,,diese Person ist grofier (schwerer,
intelligenter) als jene Person“ mit Hilfe von Abbildungen und der Grofler-
gleich-Relation auf den natiirlichen Zahlen. Besteht eine Ordnungsrelation
auf der Personenmenge?

Aufgabe 10.14. Sei T' C N eine nichtleere Teilmenge der natiirlichen Zah-
len. Zeige, dass T' genau dann endlich ist, wenn 7" ein Maximum besitzt.

Aufgabe 10.15. Es sei M eine endliche Menge mit m Elementen und es sei
T C M eine Teilmenge. Zeige, dass T' ebenfalls eine endliche Menge ist, und
dass fiir ihre Anzahl £ die Abschéatzung

k<m
gilt. Zeige ferner, dass T genau dann eine echte Teilmenge ist, wenn
k<m

ist.

Aufgabe 10.16. Es seien S und T endliche Mengen. Zeige, dass es genau
dann eine injektive Abbildung ¢: S — T gibt, wenn #(S) < #(7T) gilt.

Aufgabe 10.17. Es seien S und T endliche Mengen. Es gebe zwei injektive
Abbildungen ¢: S — T und ¢: T — S. Zeige, dass dann die beiden Mengen
die gleiche Anzahl besitzen.

Aufgabe 10.18.*

Winnetou und Old Shatterhand liegen nachts am Strand des Rio Pecos und
halten ihre vom harten Tagesritt miiden Fiifle in den Fluss. Dabei schauen
sie in den Himmel und zéhlen Sternschnuppen. Winnetou sieht 117 und Old
Shatterhand sieht 94 Sternschnuppen. Old Shatterhand sieht von den von
Winnetou gesichteten Sternschnuppen 39 nicht. Wie viele der Sternschnup-
pen, die von Old Shatterhand gesichtet wurden, siecht Winnetou nicht?
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Aufgabe 10.19.*

Professor Knopfloch kommt gelegentlich mit verschiedenen Socken und/oder
mit verschiedenen Schuhen in die Universitiat. Er legt folgende Definitionen
fest.

(1) Ein Tag heifit sockenzerstreut, wenn er verschiedene Socken anhat.

(2) Ein Tag heifit schuhzerstreut, wenn er verschiedene Schuhe anhat.

(3) Ein Tag heifit zerstreut, wenn er sockenzerstreut oder schuhzerstreut
ist.

(4) Ein Tag heifit total zerstreut, wenn er sowohl sockenzerstreut als auch
schuhzerstreut ist.

a) Vom Jahr 2015 weifl man, dass 17 Tage sockenzerstreut und 11 Tage schuh-
zerstreut waren. Wie viele Tage waren in diesem Jahr maximal zerstreut und
wie viele Tage waren minimal zerstreut? Wie viele Tage waren in diesem Jahr
maximal total zerstreut und wie viele Tage waren minimal total zerstreut?

b) Vom Jahr 2013 weifl man, dass 270 Tage sockenzerstreut und 120 Tage
schuhzerstreut waren. Wie viele Tage waren in diesem Jahr maximal zerstreut
und wie viele Tage waren minimal total zerstreut?

c) Erstelle eine Formel, die die Anzahl der sockenzerstreuten, der schuh-
zerstreuten, der zerstreuten und der total zerstreuten Tage in einem Jahr
miteinander in Verbindung bringt.

Aufgabe 10.20. Es seien a > b natiirliche Zahlen. Begriinde, dass a — b der
b-te Vorgénger von a ist.

Aufgabe 10.21. Es sei m eine natiirlich Zahl. Zeige m' —1 = m.

Aufgabe 10.22. Es seien m > n natiirliche Zahlen. Zeige, dass dann auch
m’ > n' und dass

m —-—n' =m-—n

gilt.

Aufgabe 10.23. Berechne die Differenz
T = 11T
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Aufgabe 10.24.*
Es seien a, b, ¢ natiirliche Zahlen mit a,b > c. Zeige
(a—c)+b=a+(b—2c).
Gilt
(8—=5)+3 =8+ (3-5)
in N?

Aufgabe 10.25. Es seien a, b, ¢ natiirliche Zahlen mit a < b < c¢. Zeige

c—b < c—a.

Aufgabe 10.26.*

Es seien a, b, ¢ natiirliche Zahlen mit ¢ > b und a —b > c. Zeige, dass dann
a > b+ cist und dass

(a—b)—c=a—(b+c)

ist.

Aufgabe 10.27. Es seien a, b, ¢ natiirliche Zahlen mit a > b+ c. Zeige, dass
dann a > bund a — b > c gilt, und dass

(a—b)—c=a—(b+c)

1st.

Aufgabe 10.28.*

Es seien a, b, ¢, d natiirliche Zahlen mit
a+b=c+d.

Es sei a > c. Zeige, dass dann d > b ist und dass
a—c=d—0>

gilt.

Aufgabe 10.29.*
Es seien a, b, ¢, d natiirliche Zahlen mit a > b und ¢ > d.
(1) Zeige
ac+bd > be+ ad.
(2) Zeige (in N)
(a—10b)-(c—d) = ac+ bd — (bc + ad).
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Aufgabe 10.30. Wir haben schon vielfach Beziehungen zwischen mengen-
theoretischen Operationen und arithmetischen Operationen hergestellt, siehe
Satz 8.14, Satz 9.6, Aufgabe 9.27, Satz 10.13. Gibt es sowas auch fiir den
Durchschnitt von endlichen Mengen?

Aufgabe 10.31. Wir zdhlen
heute, morgen, iibermorgen, iiberiibermorgen, iiberiiberiibermorgen, ... .
Wir kennen zwar nur die Tage ab heute, wir kennen aber die Wérter
. vorvorvorgestern, vorvorgestern, vorgestern, gestern,

(wenn sie sich letzlich auf einen Tag ab heute beziehen).

(1) Bestimme gestern von morgen.

(2) Bestimme vorvorgestern von iiberiiberiibermorgen.

(3) Bestimme gestern von vorgestern von iiberiiberiiberiibermorgen.
(4) Ist vorgestern von morgen in diesem System benennbar?

Aufgabe 10.32.*

Die offizielle Berechtigung fiir eine Klausurteilnahme werde durch mindestens
200 Punkte im Ubungsbetrieb erworben. Professor Knopfloch sagt, dass es
aber auf einen Punkt mehr oder weniger nicht ankomme. Zeige durch eine ge-
eignete Induktion, dass man mit jeder Punkteanzahl zur Klausur zugelassen
wird.

Aufgabe 10.33.*

Anfang Mérz betrigt die Zeitdifferenz zwischen Deutschland und Paraguay
4 Stunden (in Paraguay wurde es 4 Stunden spéter hell). Am 25. Mérz 2018
wurde in Deutschland die Uhr von der Winterzeit auf die Sommerzeit umge-
stellt, die Uhr wurde also um eine Stunde nachts von 2 auf 3 vorgestellt. In
der gleichen Nacht wurde die Uhr in Paraguay umgestellt. Wie grof§ war die
Zeitdifferenz nach der Umstellung?

Aufgabe 10.34. Bringe die folgenden Berechnungen mit Lemma 10.14 in
Verbindung.

(1) In der ersten Halbzeit schieft Borussia Dortmund 3 Tore mehr als
Bayern Miinchen. In der zweiten Halbzeit schiefit Borussia Dortmund
4 Tore mehr als Bayern Miinchen. Wie viele Tore schiefit Borussia
Dortmund insgesamt mehr als Bayern Miinchen?

(2) Mustafa Miiller hat 7 FuBballbildchen mehr als Heinz Ngolo. Beide
bekommen 12 neue hinzu. Was ist jetzt die Differenz?
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(3) Gestern hatte Mustafa Miiller mindestens so viele Fufiballbildchen
wie Heinz Ngolo. Heute hat Heinz Geburtstag und bekommt neue
Bildchen dazu, so dass er nun mindestens so viele Bildchen wie Mu-
stafa hat. Wie lautet die neue Differenz, wenn man die alte Differenz
und die Anzahl der geschenkten Bildchen kennt?

Aufgabe 10.35. Wir betrachten die Abbildung
¥: N* — N,
die einem Vierertupel (a,b, ¢, d) das Vierertupel
(Ib—al,|c=0bl,|d—c|,]|a—d])

zuordnet. Bestimme, ob ¥ injektiv und ob W surjektiv ist.

10.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 10.36. (4 Punkte)
Zeige, dass es keine Abbildung
p: N— N

gibt, die die folgende Eigenschaft erfiillt: Es ist £ > n genau dann, wenn
p(k) < o(n).

Aufgabe 10.37. (4 Punkte)
Es sei M eine endliche Menge mit m Elementen und es sei
M — N

eine surjektive Abbildung in eine weitere Menge N. Zeige, dass dann auch
N endlich ist, und dass fiir ihre Anzahl n die Abschéatzung

n<<m
gilt.

Die folgende Aussage verwendet, dass sich jede natiirliche Zahl n > 1 ein-
deutig als Produkt n = 2*u mit k¥ € N und u € N ungerade schreiben lsst.

Aufgabe 10.38. (5 (2+2+1) Punkte)

Wir definieren auf N, eine neue Relation R durch folgende Vorschrift: Fiir
zwei Zahlen n,m € N, mit n = 2¥¢ und m = 2% mit ¢, u ungerade sei

nRm falls t < u gilt oder falls zugleich ¢t = v und k < ¢ gilt

(rechts wird auf die natiirliche Ordnung in N Bezug genommen).
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(1) Zeige, dass R eine totale Ordnung auf N, ergibt und beschreibe ex-
emplarisch diese Ordnung.

(2) Zeige, dass es zu jedem n € N ein wohldefiniertes Element n* € N |
n* # n, derart gibt, dass nRn* gilt und dass es zwischen n und n*

keine weiteren Elemente gibt (diese Formulierung ist zu prézisieren).
(3) Erfiillt die Menge (N, 1, %) die Dedekind-Peano-Axiome?

Aufgabe 10.39. (2 Punkte)

Das Kasperletheater ,,Le Caspere® verfiigt iiber fiinfzehn Stuhlreihen mit
jeweils zwolf Sitzen. Fiir eine Vorstellung sind die Reihen 3,4,5 von der
Klasse 1c schon besetzt. Ferner sind die erste und die letzte Reihe wegen
Renovierung gesperrt. Die Sitze ganz links und ganz rechts will man wegen
der eingeschrankten Sicht nicht anbieten. Wie viele Sitzplatze des Theaters
kommen nicht in den freien Verkauf?

—
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T

T

_
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Bei dieser Szene ruft Mustafa: ,Nicht die Oma schlagen

Aufgabe 10.40. (3 Punkte)

Es seien a, b natiirliche Zahlen. Zeige

a® + b*> > 2ab.

Aufgabe 10.41. (3 Punkte)

Zeige, dass mit der einzigen Ausnahme n = 3 die Beziehung
2" > n?

gilt.
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11. VORLESUNG - KOMMUTATIVE HALBRINGE

Kultur ist Reichtum an
Problemen.

Egon Friedell

11.1. Axiomatik.

Wir haben schon fiir die intuitiv bekannten natiirlichen Zahlen ein Axiomen-
system eingefiihrt, das speziell auf die natiirlichen Zahlen zugeschnitten war
und das sogar die Eigenschaft besitzt, dass es die natiirlichen Zahlen in dem
Sinne charakterisiert, das je zwei Strukturen (je zwei Modelle), die dieses
Axiomensystem erfiillen, zueinander in eine eindeutige Beziehung gebracht
werden kénnen, also im Wesentlichen gleich sind (siehe Satz 7.2).

In dieser Vorlesung werden wir eine andere Art von Aziomensystem ken-
nenlernen, wie sie in der Mathematik typisch ist. Man fasst verschiedene
strukturelle Eigenschaften, die in einem bestimmten Kontext immer wieder
auftauchen, in einen neuen Begriff zusammen. Das Ziel ist dabei, weitere Ei-
genschaften aus einigen wenigen Grundeigenschaften logisch zu erschlieffen.
Man argumentiert dann nicht auf der Ebene vertrauter Beispiele, wie der
natiirlichen Zahlen, sondern auf der Ebene der Eigenschaften. Der Gewinn
ist dabei, dass man mathematische Schliisse nur einmal auf der abstrakten
Ebene der Eigenschaften durchfithren muss und diese dann fiir alle Modelle
gelten, die die jeweiligen Grundeigenschaften erfiillen, also unter den Begriff
fallen. Zugleich erkennt man logische Abhéngigkeiten und Hierarchien zwi-
schen Eigenschaften, die hdufig auch im Lernprozess versteckt vorliegen und
auch eine gewisse Orientierung fiir die Didaktik geben, selbst wenn nicht
axiomatisch argumentiert wird.

In diesem Sinne werden wir im Laufe der Vorlesung die Begriffe Halbringe,
Ringe, Gruppen und Koérper kennenlernen (auch der Ordnungsbegriff ist ein
axiomatischer Begriff).

11.2. Kommutative Halbringe.

Wir fassen die bisher etablierten algebraischen Figenschaften der natiirlichen
Zahlen in einem eigenen Begriff zusammen.

Definition 11.1. Ein kommutativer Halbring R ist eine Menge mit Ver-
kniipfungen + und - (genannt Addition und Multiplikation) und mit zwei
ausgezeichneten Elementen 0 und 1 derart, dass folgende Bedingungen erfiillt
sind:

(1) Die Addition ist eine kommutative, assoziative Verkniipfung, fiir die
0 das neutrale Element ist.
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(2) Die Multiplikation ist eine kommutative, assoziative Verkniipfung, fiir
die 1 das neutrale Element ist.
(3) Es gilt das Distributivgesetz, also

a-(b+c)=(a-b)+(a-c)
fir alle a,b,c € R.

Korollar 11.2. Die natirlichen Zahlen N bilden einen kommutativen Halb-
Ting.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 8.11 und aus Lemma 9.2. U

Neben den natiirlichen Zahlen gibt es viele weitere Halbringe, beispielsweise
die ganzen Zahlen 7Z, die rationalen Zahlen Q oder die reellen Zahlen R.
Wenn man eine Eigenschaft aus den Gesetzen eines Halbringes erschlieflen
kann, so gilt diese Eigenschaft in jedem Halbring. Sobald man also fiir eine
Struktur gezeigt hat, dass ein Halbring vorliegt, so hat man damit auch
automatisch gezeigt, dass diese neue Eigenschaft gilt. Dies ist letztlich ein
sehr 6konomisches Vorgehen! Der Preis ist, dass man zusétzliche Begriffe
einfithren muss und dass man sehr abstrakt argumentieren muss.

Wir lassen das Produktzeichen - hdufig weg, wenn das nicht zu Missverstéand-
nissen fithren kann und wir benutzen allgemein die Klammerkonvention, dass
Punktrechnung stérker bindet als Strichrechnung, d.h. wir schreiben einfach
ab+ cd statt (ab) 4 (cd). An weiteren Notationen verwenden wir fiir ein Halb-
ringelement a € R und eine positive natiirliche Zahl n € N die Schreibweisen
na = a+ ---+a (n Summanden) und a"” = a---a (n Faktoren). Hier muss
man also richtig die Anzahl der Summanden bzw. die Anzahl der Faktoren
zéhlen. Statt nl = nlg schreiben wir einfach n (bzw. manchmal ng), d.h.
jede natiirliche Zahl findet sich in jedem Halbring wieder. Die Schreibweise
na konnte man dann auch als das Produkt

1+1+---+1)-a

(mit n Einsen) lesen, was aber aufgrund des Distributivgesetzes mit der n-
fachen Summe von a mit sich selbst tibereinstimmt. Fiir

n=20

ist dies jedenfalls als 0-a im Halbring zu lesen, was nicht ohne weiteres gleich
0 sein muss (aber in allen fiir uns wichtigen Beispielen gleich 0 ist). Weiter
setzen wir

a® = 1.
Mit dieser Bezeichnung gilt beispielsweise
(m+n)a = ma+ na

und
(m-n)a = m- (na)
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fiir natiirliche Zahlen m,n € N, (man mache sich klar, was hier jeweils die
Multiplikation bezeichnet).

Wie bei den natiirlichen Zahlen verwenden wir das Summenzeichen ) und

das Produktzeichen []. Fiir indizierte Elemente ay, ..., a; aus R ist also
k
Zai = a;+---+ag
i=1
und
k
Hai = ax ag
i=1

Die beiden folgenden extremen Beispiele zeigen, wie verschieden ein Halbring
von dem Halbring der natiirlichen Zahlen sein kann. Dennoch gelten alle
aus den Halbringaxiomen ableitbaren Eigenschaften auch in diesen beiden
Beispielen.

Beispiel 11.3. Die cinelementige Menge R = {0} kann man zu einem kom-
mutativen Halbring machen, indem man sowohl die Addition als auch die
Multiplikation auf die einzig mogliche Weise erkléart, ndmlich durch 040 =0
und 0-0 = 0. In diesem Fall ist 1 = 0, dies ist also ausdriicklich erlaubt. Die
Rechengesetze in einem Halbring sind hier trivialerweise erfiillt, da bei jeder
zu erfiillenden Gleichung links und rechts sowieso immer 0 herauskommt.
Diesen Halbring nennt man den Nullring.

Nach dem Nullring ist der folgende Ring der zweitkleinste Halbring.

Beispiel 11.4. Wir suchen nach einer Halbringstruktur auf der Menge {0, 1}.
Wenn 0 das neutrale Element einer Addition und 1 das neutrale Element der
Multiplikation sein soll, so ist dadurch schon viel festgelegt. Nach Lemma
11.5 muss

0-0=20
gelten. Ferner legen wir
1+1 =0
fest. Die Verkniipfungstabellen (oder Operationstafeln) sehen somit wie folgt
aus.
EA e
0101
11110
und

- [0]1]
000
101
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Durch etwas aufwéndiges Nachrechnen stellt man fest, dass es sich in der Tat
um einen kommutativen Halbring handelt.®

Eine ,natiirliche” Interpretation dieses Halbringes gewinnt man, wenn man
sich die geraden natiirlichen Zahlen durch 0 und die ungeraden natiirlichen
Zahlen durch 1 représentiert denkt. Beispielsweise ist die Summe zweier un-
gerader Zahlen stets gerade, was der obigen Gleichung 1+ 1 = 0 entspricht.
Wie oben erwéhnt lassen sich in jedem kommutativen Halbring die natiirli-
chen Zahlen eindeutig interpretieren, dabei konnen aber, wie in den beiden
Beispielen, verschiedene Zahlen gleich werden. Im Beispiel wird jede gerade
Zahl zu 0 und jede ungerade Zahl zu 1.

Lemma 11.5. In einem kommutativen Halbring gilt

0-0=0.

Beweis. Dies ergibt sich aus
0-0=0-040=0-040-1=0-(0+1)=0-1=0.
OJ

Das folgende Beispiel zeigt, dass in einem kommutativen Halbring im Allge-
meinen nicht die Gleichung
0z =0

fiir alle x gilt. Fiir die natiirlichen Zahlen und in jedem kommutativen Ring
gilt diese Eigenschaft. Es ist also keineswegs so, dass man jede Eigenschaft,
die im derzeit hauptséchlich interessierenden Zahlenbereich (also derzeit die
natiirlichen Zahlen) gilt aus dem Begriff eines kommutativen Halbringes ab-
leiten kann.

Beispiel 11.6. Wir suchen nach einer Halbringstruktur auf der dreielemen-
tigen Menge {0,1,u}. Wenn 0 das neutrale Element einer Addition und 1
das neutrale Element der Multiplikation sein soll, so ist dadurch schon viel
festgelegt. Wir legen die Verkniipfungen durch die Verkniipfungstabellen

(011 u |

0101w

111 |uw
und

L[0T u |

010]0|u

101w

4680gar um einen Korper, ein Begriff, den wir spéter einfiihren werden.
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fest. Durch etwas aufwéndiges Nachrechnen stellt man fest, dass es sich in
der Tat um einen kommutativen Halbring handelt.

Die folgende Aussage heifit das allgemeine Distributivgesetz.

Satz 11.7. Es sei R ein kommutativer Halbring und es seien ay,...,a,,
by, ...,bs Elemente aus R. Dann gilt das allgemeine Distributivgesetz

1<i<r, 1<k<s

Beweis. Wir machen eine Doppelinduktion nach r» und nach s. D.h. wir be-
weisen die Aussage fiir jedes feste r durch Induktion nach s (innere Induktion)
und erhohen dann in einem eigenen Induktionsdurchgang r (duere Indukti-
on). Bei r = 0 ist nichts zu zeigen, da dann die Summen links und rechts
leer sind, also gleich 0. Sei also » = 1, so dass der linke Faktor einfach eine
fixierte Zahl a = a; ist. Wir wollen die Aussage in dieser Situation fiir be-
liebiges s zeigen. Bei s = 0,1 ist die Aussage klar. Sei die Aussage nun fiir
ein

s > 2
schon bewiesen. Dann ist

@ (b4 by beyr) = a-((by+---+b) +boy)
= a-(by+-+bs) +abs

nach dem Distributivgesetz und mit der Induktionsvoraussetzung folgt die
Aussage. Sei die Aussage nun fiir ein festes r und jedes s bewiesen. Dann ist
wieder mit dem Distributivgesetz und der Induktionsvoraussetzung

(£) (£2) = ((Bn) o) (B0)
- (%) (B rr-(22)

s

= Z a;by, + Z ary1by,

1<i<r, 1<k<s k=1

= Z aibk.

1<i<r+1,1<k<s

11.3. Die binomische Formel.

Die Giiltigkeit der ersten binomischen Formel ist keine Besonderheit der
natiirlichen Zahlen, sondern folgt allein aus den im Begriff eines Halbrin-
ges zusammengefassten Eigenschaften.
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Korollar 11.8. In einem kommutativen Halbring R gilt die erste binomische
Formel, also die Beziehung

(a+b)? = a* + 2ab+ V*.

Beweis. Unter mehrfacher Verwendung des Distributivgesetzes und der Kom-
mutativgesetze ist

(a+b)?

(a+0b)(a+0)

a(a +b) + b(a +b)

= a-at+a-b+b-a+b-b
a*+a-b+a-b+ b
a®+2a-b+ b

g

Die zweite und die dritte binomische Formel ldsst sich nicht in einem beliebi-
gen Halbring formulieren, da in ihnen das Minuszeichen bzw. die Subtraktion
vorkommt, die es in einem beliebigen kommutativen Halbring nicht gibt und
die innerhalb der natiirlichen Zahlen auch nur eingeschriankt ausfithrbar ist.
Stattdessen werden wir uns den héheren Potenzen von Summen zuwenden.
Die erste binomische Formel besagt wie eben formuliert

(a+b)? = a* + 2ab+ V*.
Fiir die dritte Potenz einer Summe gilt
a+b)?® = a®+ 3a®b + 3ab* + b
(
und fir die vierte Potenz
(a+b)* = a* + 4ab + 6a®b* + 4ab® + b*.

Worauf beruht dieser Zusammenhang und wo kommen diese Vorfaktoren
her? Betrachten wir die dritte Potenz. Es ist (wieder in einem beliebigen
kommutativen Halbring)

(a+b)?® = (a+b)(a+Db)’
= (a+b)(a®+ 2ab+b*)
= a(a®+ 2ab + b*) + b(a® + 2ab + b*)
= a’ +2a°b+ ab® + a’b + 2ab® + b’
= a® +3a® + 3ab® + V7.

Fiir die vierte Potenz siehe Aufgabe 11.28. In dieser Weise kann man jede
Potenz einer Summe als Summe von Produkten ausdriicken, wobei die auf-
tretenden Koeffizienten Binomialkoeffizienten heiflen. Um diese einzufiihren,
miissen wir uns mit elementarer Kombinatorik beschéftigen, was wir in der
iibernéchsten Vorlesung tun werden.
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11.4. Die Potenzmenge.

Wir schlieen mit einem Objekt ab, das ein eher ungewohnliches Beispiel fiir
einen kommutativen Halbring und auch ein Beispiel fiir eine geordnete, aber
nicht total geordnete Menge ist, die Potenzmenge. Sie ist auch wichtig im
Rahmen der elementaren Kombinatorik.

Definition 11.9. Zu einer Menge M nennt man die Menge aller Teilmengen
von M die Potenzmenge von M. Sie wird mit

B (M)

bezeichnet.

Wenn M die Menge der Leute im Kurs sind, so kann man B (M) als die
Menge aller Parties auffassen, die diese Leute feiern konnen, wenn man eine
Party mit der Menge der anwesenden Leute identifiziert.

Beispiel 11.10. Sei M eine beliebige Menge und
R =P (M)

die Potenzmenge davon. Dann sind die Elemente aus R = B (M) - also die
Teilmengen von M - durch die Inklusionsbeziehung C geordnet. Die Reflexi-
vitéit bedeutet einfach, dass eine jede Menge in sich selbst enthalten ist und
die Transitivitdt bedeutet, dass aus 77 C 715 und 75 C T3 die Inklusion
T, C Tj3 folgt. Die Antisymmetrie ist dabei ein wichtiges Beweisprinzip fiir
die Gleichheit von Mengen: Zwei Mengen 717, T5 sind genau dann gleich, wenn
T C Ts und umgekehrt T, C T} gilt.

Lemma 11.11. Zu einer Menge M sei R = B (M) die Potenzmenge zu M.
Dann ist R mit der Vereinigung U als Addition und der leeren Menge als 0
und mit dem Durchschnitt N als Multiplikation und der Gesamtmenge M als
1 ein kommutativer Halbring.

Beweis. Die Eigenschaften sind allenfalls bis auf das Distributivgesetz klar.
Letzteres besagt die Identitét

AN(BUC) = (ANB)U(ANC).

Wenn ein Element x links dazugehort, so gehort es zu A und es gehort zu
B U C. Somit gehort es zu B oder zu C' und damit auch zu A N B oder zu
AN, also jedenfalls zur rechten Seite. Wenn es rechts dazu gehort, sagen
wir zu AN B, was wir wegen der Symmetrie der Situation annehmen kénnen,
so gehort es erst recht zu AN (BUC). U

Im vorstehenden Beispiel kann man die Rollen der Addition und der Multi-
plikation vertauschen, da das Distributivgesetz auch in der Form

AUu(BNC) = (AuB)N(AUCQC)
gilt.
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11. ARBEITSBLATT

11.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 11.1. Zeige, dass in Beispiel 11.4 das Distributivgesetz nicht gilt,
wenn man die Rollen von Addition und Multiplikation vertauscht.

11.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 11.2. Es seien a,b € R Elemente in einem kommutativen Halbring
R. Berechne

(a+b)-(a+2b)-(a+3b).

Aufgabe 11.3. Es seien a,b,c,d € R Elemente in einem kommutativen
Halbring R. Berechne

(ab+ 2d) - (a® + 4bc) - (3bd + ac) .

Aufgabe 11.4. Es seien a,b,c € R Elemente in einem kommutativen Halb-
ring R. Berechne

(a+b+c).

Aufgabe 11.5. Berechne
(244+3)-(4+5+1+2)

mit und ohne Distributivgesetz.

Aufgabe 11.6. Sei R ein kommutativer Halbring und f,a;,b; € R. Zeige
die folgenden Gleichungen:

n m max(n,m)
doaf Y b = ) (a+b)ff
i=0 §=0 k=0

und

n+m k
(Z zfz> (Z b; f]> = Z Ckfk mit Cr, = Zarbk_r .

=0 k=0 r=0
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Bei einer Summe oder einem Produkt von mehreren Zahlen (oder Elemen-
ten eines kommutativen Halbringes) ist es nicht immer sinnvoll, eine feste
Reihenfolge der Indexmenge zu haben. Haufig ist es besser, die Reihenfolge
zu wechseln und oft gibt es gar keine natiirliche Reihenfolge. Man muss sich
zuerst klar machen, dass die Summe nicht von der Reihenfolge abhéngt. Die
Argumente sind dhnlich wie im Beweis zu Lemma 6.9.

Aufgabe 11.7. Es sei R ein kommutativer Halbring, I eine endliche Menge
und seien a;, ¢ € I, Elemente aus R. Man definiert die Summe ), _; a;, indem
man eine Nummerierung (eine Bijektion)

e: {1,...,n} — 1
fixiert und

PILEDILIT

i€l k=1
setzt.

(1) Zeige, dass diese Summe unabhéngig von der gewédhlten Nummerie-

rung ist.
(2) Zeige

Zaiz Z a; +CLj

icl iel\{j}
fiir ein beliebiges j € I.
(3) Es sei
I =LUIL

eine disjunkte Vereinigung. Zeige
iel i€l i€l

(4) Formuliere die entsprechenden Gesetze fiir das Produkt []..; a;.
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Aufgabe 11.8.*

Beweise die folgende Form des allgemeinen Distributivgesetzes fiir einen kom-
mutativen Halbring R durch Induktion iiber k, wobei der Fall & = 2 ver-
wendet werden darf (dabei sind ny, ..., ny natiirliche Zahlen und a;; € R).

n1 n2 123
E A1y | E 255 | """ E g | =
i1=1 io=1 ir=1

§ Ay~ A2y * " Ak, -

(31,82,-s2k ) E{L,.c,n1 }x{1,..,na p - x{1,...,np }

Aufgabe 11.9. Es sei R ein kommutativer Halbring. Zeige, dass
0-1+14---41) =0

ist (mit einer beliebig langen Summe von Einsen).

Aufgabe 11.10. Zeige, dass N> = N x N mit der komponentenweisen Addi-
tion und der komponentenweisen Multiplikation ein kommutativer Halbring
ist. Gilt in diesem Halbring die Eigenschaft, dass aus zy = 0 folgt, dass x
oder y gleich 0 ist?

Aufgabe 11.11. Da man die natiirlichen Zahlen zum Zihlen von endli-
chen Mengen nimmt, es aber auch unendliche Mengen gibt, denkt sich Ga-
bi Hochster, dass man die natiirlichen Zahlen N um ein weiteres Symbol
oo (sprich unendlich) erweitern sollte. Diese neue Menge bezeichnet sie mit
N>, Sie mochte die Ordnungsstruktur, die Addition und die Multiplikation
der natiirlichen Zahlen auf ihre neue Menge ausdehnen, und zwar so, dass
moglichst viele vertraute Rechengesetze erhalten bleiben.

(1) Wie legt Gabi die Ordnung fest?

(2) Wie legt sie die Nachfolgerabbildung fest? Gelten die Peano-Axiome?

(3) Wie legt sie die Addition fest? Sie mochte ja nur mit dem einzigen
neuen Symbol oo arbeiten.

(4) Gilt mit dieser Addition die Abziehregel?

(5) Zuerst denkt sie an die Festlegung

0-00 =1,

doch dann stellt sie fest, dass sich das mit dem Distributivgesetz
beifit. Warum?

(6) Gabi mochte nun, dass fiir die neue Menge die Eigenschaften aus
Satz 8.14 und aus Satz 9.6 nach wie vor gelten. Wie legt sie die
Verkniipfungen fest?

(7) Handelt es sich bei N* mit den Festlegungen aus Teil (6) um einen
kommutativen Halbring?
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(8) Gilt die Kiirzungsregel?

Aufgabe 11.12.*

Wir rechnen mit den Zahlen 0, 1,2, viele (v) nach den folgenden Verkniip-
fungstabellen.

[ +]0]1]2]0]
0012w
1112 v]|wv
202|v|v|v
viv|iv|iv]wv
und
L [lo]1]2]v]
0{0]0(0]0
10|12 ]wv
21012 |v]|v
v|I|0jlv|v|v

Zeige, dass es sich dabei um einen kommutativen Halbring handelt. Gilt fiir
diesen die Abziehregel?

Bei den folgenden Aufgaben zur Potenzmenge denke man an die Interpreta-
tion, wo G eine Grundschulklasse und M = P (G) die moglichen (in Hinblick
auf die Gastauswahl) Geburtstagsfeiern sind.

Aufgabe 11.13. Mustafa Miiller hat Geburtstag. Auf jeden Fall 1adt er
Heinz, Gabi und Lucy ein. Er iiberlegt sich, ob und wen er aus dem erwei-
terten Freundeskreis {Maria, Bayar, Peter, Fritz, Silvia} noch einladen soll.

(1) Wie viele Méglichkeiten besitzt Mustafa?
(2) Nach langem Uberlegen erstellt Mustafa eine Wertetabelle

Name | Maria | Bayar | Peter | Fritz | Silvia
? + + — — +

Wen l4dt er ein?
(3) Wie wiirde seine Wertetabelle aussehen, wenn er Bayar, Peter und
Fritz einladen wollte?

Aufgabe 11.14. Es sei G eine endliche Menge mit n Elementen. Zeige, dass
die Potenzmenge P (G) genau 2" Elemente besitzt.
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Zu Mengen L, M wird mit Abb (L, M) die Menge aller Abbildungen von L
nach M bezeichnet.

Aufgabe 11.15. Sei G eine Menge. Stifte eine Bijektion zwischen
P (G) und Abb (G, {0,1}) .

Aufgabe 11.16. Sei G eine Menge und B (G) ihre Potenzmenge. Zeige, dass
die Abbildung

P (G) — P(G), T — LT,
bijektiv ist. Wie lautet die Umkehrabbildung?

Bei der folgenden Aufgabe denke man an A = Méidchen der Klasse, B =
Jungs der Klasse.

Aufgabe 11.17.*
Sei GG eine Menge, die als disjunkte Vereinigung
G =AWB

gegeben ist. Definiere eine Bijektion zwischen der Potenzmenge B (G) und
der Produktmenge B (A) x P (B).

Aufgabe 11.18. Es sei G eine Menge und M = P (G) die zugehorige
Potenzmenge. Betrachte die Vereinigung von Teilmengen von G als eine Ver-
kniipfung auf M. Ist diese Verkniipfung kommutativ, assoziativ, besitzt sie
ein neutrales Element?

Aufgabe 11.19. Es sei G eine Menge und M = P (G) die zugehorige
Potenzmenge. Betrachte den Durchschnitt von Teilmengen von G als eine
Verkniipfung auf M. Ist diese Verkniipfung kommutativ, assoziativ, besitzt
sie ein neutrales Element?

Aufgabe 11.20. Es sei G eine Menge und M = ‘B (G) die zugehorige
Potenzmenge. Zeige, dass auf M durch die Beziehung

SCT

eine Ordnung gegeben ist. Zeige, dass es sich nicht um eine totale Ordnung
handelt.

Aufgabe 11.21.*

Es sei M eine beliebige Menge. Zeige, dass es keine surjektive Abbildung von
M in die Potenzmenge P (M) geben kann.
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Aufgabe 11.22. Welche Entwicklungen im Leben eines menschlichen Indi-
viduums kann man als einen Zuwachs an Abstraktionsfihigkeit beschreiben?

Aufgabe 11.23. Welche Abstraktionsstufen im Grundkurs Mathematik
(Teil 1 und 2) stellen fiir Sie besondere Hiirden dar? Logik, Argumenta-
tion, Symbolik, Mengen, Abbildungen, Potenzmenge, Axiome, Folgen und
Konvergenz, Aquivalenzrelationen und Quotientenmenge, reelle Zahlen, Ste-
tigkeit?

Aufgabe 11.24. Erldutere Vor- und Nachteile des axiomatischen Aufbaus
der Mathematik.

11.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 11.25. (3 Punkte)

Wir betrachten die natiirlichen Zahlen N mit den beiden Verkniipfungen
Addition und Potenzierung und den ausgezeichneten Elementen 0 und 1.
Welche Eigenschaften eines kommutativen Halbringes erfiillt diese Struktur,
welche nicht?

Aufgabe 11.26. (3 Punkte)

Ein Adventskranz hat vier Kerzen, wobei am ersten Advent genau eine Ker-
ze, am zweiten Advent genau zwei Kerzen usw. brennen sollen. Wie viele
Moéglichkeiten gibt es, den Adventskranz ,,abzubrennen“? Wie viele Moglich-
keiten gibt es, wenn die Kerzen, die zuvor schon angeziindet waren, wieder
angeziindet werden sollen, und wie viele, wenn stets so viele neue Kerzen wie
moglich angeziindet werden?
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Aufgabe 11.27. (2 Punkte)
Es seien a, b, ¢ € R Elemente in einem kommutativen Halbring R. Berechne

(2ac + b*) - (a + 5bc) - (2a + 3bc) .

Aufgabe 11.28. (4 (242) Punkte)

Es seien a,b € R Elemente in einem kommutativen Halbring R. Zeige die
Formel fiir die vierte Potenz,

(a+b)* = a* +4ab + 6a%b* + 4ab® + b*
auf die beiden folgenden Arten.

(1) Berechne

(a+b)-(a+b)?*.
(2) Berechne

(a+b)*(a+b).

Aufgabe 11.29. (2 Punkte)

Skizziere ein Inklusionsdiagramm fiir sémtliche Teilmengen einer dreielemen-
tigen Menge.

12. VORLESUNG - TEILBARKEIT UND PRIMZAHLEN

Man muss auch teilen konnen.

12.1. Teilbarkeitseigenschaften.

Wir besprechen nun die Eigenschaft, dass eine natiirliche Zahl eine weitere
natiirliche Zahl teilt.

Definition 12.1. Man sagt, dass die natiirliche Zahl a die natiirliche Zahl
b teilt (oder dass b von a geteilt wird, oder dass b ein Vielfaches von a ist),
wenn es eine natiirliche Zahl ¢ derart gibt, dass b = ¢ - a ist. Man schreibt
dafiir auch alb.

Beispielsweise sind 1,2,5,10 Teiler von 10 und 1,3,9,27,81 die Teiler von
81. Eine Zerlegung
n = st
nennt man auch eine Faktorzerlegung von n. Wenn a ein Teiler von b ist und
a # 0,

so ist die Zahl c mit b = ac nach der Kiirzungsregel eindeutig bestimmt. Man
nennt diese Zahl den Gegenteiler oder komplementdren Teiler und schreibt



170

dafiir % Da wir im Moment die rationalen Zahlen noch nicht zur Verfiigung
haben, ist dies nur dann eine erlaubte Schreibweise, wenn die Teilerbeziehung
vorliegt und @ # 0 ist (so wie die Schreibweise a — b bisher nur erlaubt ist,
wenn b < aist). Es ist also 0 ein Teiler der 0, der Ausdruck 0/0 ist aber nicht
definiert.*” Wenn a # 0 ein Teiler von b ist, so nennt man die Bestimmung
des eindeutig bestimmten ¢ mit

b = ac
Teilen. Man sagt, dass man b durch a teilt mit dem Ergebnis c.

Lemma 12.2. Es sei n # 0 eine natiirliche Zahl und t ein Teiler von n.
Dann ist t < n. Insbesondere besitzt n nur endlich viele Teiler.

Beweis. Da der Teiler 0 ausgeschlossen ist, sind bei einer Faktorzerlegung
n = tc beide Faktoren > 1. Wegen Satz 10.8 (3) ist daher

n=tc>t-1=1=1.

Der Zusatz ist klar, da es unterhalb von n {iberhaupt nur endlich viele natiirli-
che Zahlen gibt. U

Wenn man also alle Teiler einer natiirlichen Zahl n finden moéchte, so muss
man einfach die Zahlen
a<n
der Reihe nach durchgehen und ihre Vielfachen
la = a,2a,3a, ...

durchgehen, bis die Zahl n auftaucht (in welchem Fall a ein Teiler ist) oder
eine Zahl > n auftaucht (dann liegt kein Teiler vor). Ubrigens muss man
nicht die Zahlen bis n durchprobieren, sondern lediglich bis zur ersten Zahl
rmitr2 > n (man muss also nur bis zur GréBenordnung der Quadratwurzel
aus n gehen). Dann muss man aber fiir jeden Teiler

t<r

auch den Gegenteiler mitanfithren, sieche Aufgabe 12.13. Fiir 105 muss man
maximal bis 11 gehen. Es ergeben sich die Zerlegungen

105 =1-105 =3-35 =5-21 = 7-15
und die Teiler sind somit 1,3,5,7, 15,21, 35, 105.

Eine durch 2 teilbare Zahl, also ein Vielfaches von 2, heifit gerade, eine nicht
durch 2 teilbare Zahl heifit ungerade. Fiir einige Zahlen gibt es einfache Tests,
ob sie ein Teiler einer gewissen Zahl sind, die allerdings auf dem Dezimalsy-
stem beruhen. Eine weitere wichtige Moglichkeit ist die Division mit Rest.

470rte koénnen miteinander verbunden sein oder nicht. Man kann von A nach B gelan-
gen, wenn es einen Weg von A nach B gibt. Aber nur, wenn es genau einen Weg von A
nach B gibt, kann man von dem Weg von A nach B sprechen.
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Auch der dritte Teil des folgenden Lemmas hilft: Wenn a kein Teiler von n
ist, so sind samtliche Vielfache von a ebenfalls kein Teiler von n.

Lemma 12.3. In N gelten folgende Teilbarkeitsbeziehungen.

(1) Fiir jede natiirliche Zahl a gilt 1 |a und a|a.

(2) Fir jede natirliche Zahl a gilt a 0.

(3) Gilt a|b und b|c, so gilt auch a|c.

(4) Gilt a|b und c|d, so gilt auch ac|bd.

(5) Gilt a|b, so gilt auch ac|be fir jede natiirliche Zahl c.
(6)

Gilt a|b und alc, so gilt auch a| (rb+ sc) fir beliebige natiirliche
Zahlen r, s.

Beweis. (1) Ist klar wegen

(2) Ist klar wegen
0=a-0.

(3) Die beiden Voraussetzungen bedeuten die Existenz von s,t € N mit
b = as und ¢ = bt. Somit ist

c = bt = (as)t = a(st)

und a ist auch ein Teiler von c.
(4) Aus den Voraussetzungen b = as und d = tc ergibt sich direkt

bd = astc = acts,

also ist ac ein Teiler von bd.
(5) Aus der Voraussetzung b = as ergibt sich direkt

bc = acs,

also ist ac ein Teiler von bc.
(6) Aus den Voraussetzungen b = at und ¢ = au ergibt sich direkt mit
dem Distributivgesetz

rb+ sc = rat + sau = a(rt + su),

also ist a ein Teiler von rb + sc.
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Beispiel 12.4. Wir betrachten die positiven natiirlichen Zahlen N, zusam-
men mit der Teilbarkeitsbeziehung. Dies ergibt eine Ordnung auf N, . Die
Teilbarkeitsrelation ist in der Tat reflexiv, da stets n|n ist, wie m = 1 zeigt.
Die Transitivitdt wurde in Lemma 12.3 (3) gezeigt. Die Antisymmetrie folgt
so: Aus n = ak und k = bn folgt n = (ab)n. Da wir uns auf positive natiirli-
che Zahlen beschrinken, folgt mit der Kiirzungsregel ab = 1 und daraus
wegen a,b < ab auch a = b = 1. Also ist & = n. Einfache Beispiele wie
2 und 3 zeigen, dass hier keine totale Ordnung vorliegt, da weder 2 von 3
noch umgekehrt geteilt wird.

12.2. Grofiter gemeinsamer Teiler und kleinstes gemeinsames Viel-
faches.

Definition 12.5. Seien aq, ..., a; natiirliche Zahlen. Dann heifit eine natiirli-
che Zahl t gemeinsamer Teiler der aq,...,ar, wenn t jedes a; teilt fiir
i=1,..., k.

Eine natiirliche Zahl g heif3t grofiter gemeinsamer Teiler der aq, . .., aj, wenn
g ein gemeinsamer Teiler ist und wenn ¢ unter allen gemeinsamen Teilern der
ai,...,a; der (beziiglich der Ordnungsrelation auf den natiirlichen Zahlen)
Grofte ist.

Beispielsweise haben die Zahlen 100, 75, 125 die gemeinsamen Teiler 1,5, 25,
und 25 ist der grofite gemeinsame Teiler.

Definition 12.6. Zwei natiirliche Zahlen heiflen teilerfremd, wenn sie keinen
gemeinsamen Teiler > 2 besitzen.

Beispielsweise sind 12 und 25 teilerfremd, 15 und 25 sind nicht teilerfremd,
da 5 ein gemeinsamer Teiler ist. Die 1 ist zu jeder natiirlichen Zahl (auch zu
0 und 1) teilerfremd.

Definition 12.7. Zu einer Menge von natiirlichen Zahlen
aiy...,0n

heifit eine natiirliche Zahl b ein gemeinsames Vielfaches, wenn b ein Vielfaches
von jedem a; ist, also von jedem a; geteilt wird.

Die Zahl b heifit das kleinste gemeinsame Vielfache der aq,...,a,, wenn b
ein gemeinsames Vielfaches ist und unter allen gemeinsamen Vielfachen # 0
der aq,...,a,, das Kleinste ist.

Die Existenz eines grofiten gemeinsamen Teilers ist wegen Lemma 12.2 klar.
Die Existenz des kleinsten gemeinsamen Vielfachen ist ebenfalls klar, da das
Produkt der Zahlen ein gemeinsames Vielfaches ist. Wir werden spéter als
eine Anwendung der eindeutigen Primfaktorzerlegung (Satz 21.4) sehen, dass
jeder gemeinsame Teiler den grofiten gemeinsamen Teiler teilt und dass jedes
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gemeinsame Vielfache ein Vielfaches des kleinsten gemeinsamen Vielfachen
ist.

12.3. Primzahlen.

.@
WHNEN = w
bl

Das Sieb des Eratosthenes liefert eine einfache Methode, eine Liste von
Primzahlen unterhalb einer bestimmten Gréfle k zu erstellen. Man streicht
einfach die echten Vielfachen der kleinen (kleiner als oder gleich v/k) schon

etablierten Primzahlen durch, die verbleibenden Zahlen sind prim.

Definition 12.8. Eine natiirliche Zahl n > 2 heifit eine Primzahl, wenn die
einzigen natiirlichen Teiler von ihr 1 und n sind.

Eine Primzahl ist also eine natiirliche Zahl, die genau zwei Teiler hat, namlich
1 und n, und die miissen verschieden sein. 1 ist also keine Primzahl. Eine Zahl
> 2, die keine Primzahl ist, heifit zusammengesetzt.

Die ersten Primzahlen sind 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,.... Fiir eine
Primzahl p und eine natiirliche Zahl n gilt folgende Alternative: Entweder
teilt p die Zahl n, oder aber p und n sind teilerfremd. Ein gemeinsamer Teiler
muss ja ein Teiler von p sein, und da kommen nur 1 und p in Frage.

Ein wichtiger Satz ist der Satz iiber die eindeutige Primfaktorzerlegung. Eine
einfache Version davon ist der folgende Satz.

Satz 12.9. Jede natiirliche Zahl n € N, n > 2, besitzt eine Zerlegung in
Primfaktoren.

D.h. es gibt eine Darstellung
no=pLpypr
mit Primzahlen p;.
Beweis. Wir beweisen die Existenz durch Induktion iiber n. Fiir n = 2 liegt

eine Primzahl vor. Bei n > 3 ist entweder n eine Primzahl, und diese bildet
die Primfaktorzerlegung, oder aber n ist keine Primzahl. In diesem Fall gibt



174

es eine nichttriviale Zerlegung n = ab mit kleineren Zahlen a,b < n. Fiir
diese Zahlen gibt es nach Induktionsvoraussetzung jeweils eine Zerlegung
in Primfaktoren, und diese setzen sich zu einer Primfaktorzerlegung fiir n
zusammen. U

Fiir 105 beispielsweise findet man den Primfaktor 3 und kann daher 105 =
3 - 35 schreiben. Fiir 35 hat man die Zerlegung 35 = 5 -7 und man erhélt

105 = 3-5-T7.

Wenn man mit dem Primfaktor 5 startet, so ergibt sich 105 = 5.21 =
5-3 -7, insgesamt kommen also die gleichen Primfaktoren vor. Gelegentlich
betrachten wir die Gleichung 1 = 1 als die Primfaktorzerlegung der 1, hier
tritt jeder Primfaktor mit dem Exponenten 0 auf, das leere Produkt ist 1.
Wir werden spéter in Satz 21.4 zeigen, dass die Primfaktorzerlegung bis auf
die Reihenfolge eindeutig ist, was keineswegs selbstverstandlich ist, einiger
Vorbereitungen bedarf und am besten innerhalb der ganzen Zahlen bewiesen
wird.

Der folgende Satz wird Euklid zugeschrieben.

Euklid (4. Jahrhundert v. C.)

Satz 12.10. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Angenommen, die Menge aller Primzahlen sei endlich, sagen wir
{p1,p2,...,pr} sei eine vollstindige Auflistung aller Primzahlen. Man be-
trachtet die natiirliche Zahl

N = P1-P2-P3 " Dr +1

Da bei Division von N durch p; immer der Rest 1 iibrigbleibt (bzw. nach
Aufgabe 12.12), ist diese Zahl durch keine der Primzahlen p; teilbar. An-
dererseits besitzt N nach Satz 12.9 eine Primfaktorzerlegung. Insbesondere
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gibt es eine Primzahl p, die N teilt (dabei kénnte N = p sein). Doch damit
muss p gleich einem der p; aus der Liste sein, und diese sind keine Teiler von
N. Dies ist ein Widerspruch, da ein p; nicht gleichzeitig ein Teiler und kein
Teiler von N sein kann. Also muss die Annahme (ndmlich die Endlichkeit
der Primzahlmenge) falsch gewesen sein. O

12.4. Primzahlprobleme.

In der Vorlesung Grundkurs Mathematik geht es um Sachverhalte, die alle-
samt seit mindestens 120 Jahren gut verstanden sind und zu einem grofien
Teil sogar bis in die griechische Antike zuriickreichen. Wir unterbrechen die
allgemeine Darstellung und gehen kurz auf die Frage ein, was Mathematiker
in der Forschung machen. Das ist im Allgemeinen schwierig zu vermitteln,
im zahlentheoretischen Kontext gibt es aber einige Beispiele, die sich leicht
erlautern lassen.

Die treibende Kraft der Mathematik ist es, Probleme zu lésen. Schwierige
Probleme gibt es in allen Bereichen der Mathematik, besonders priagnant
sind sie in der Zahlentheorie, da es dort eine Vielzahl von elementar formu-
lierten ungelosten Problemen gibt. Als Beispiel besprechen wir das Problem
der Primzahlzwillinge, zu dem es vor einigen Jahren (2013) einen wichtigen
Fortschritt gab.

Definition 12.11. Ein Primzahlzwilling ist ein Paar bestehend aus p und
p + 2, wobei diese beiden Zahlen Primzahlen sind.

Die ersten Beispiele fiir Primzahlzwillinge sind

(3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29,31),... .
Ubrigens ist 3, 5,7 der einzige Primzahldrilling, siehe Aufgabe 12.41.
Problem 12.12. Gibt es unendlich viele Primzahlzwillinge?

Eine Losung dieses Problems wiére ein mathematischer Satz, der entweder be-
sagt, dass es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt, oder dass es nur endlich
viele Primzahlzwillinge gibt. D.h. das eine oder das andere miisste bewiesen
werden. Bei schwierigen Problemen erwartet man nicht, dass jemand plotz-
lich einen Beweis hinschreibt, sondern dass eine neue und weit verzweigte
Theorie entwickelt wird, mit der man letztlich einen Beweis geben kann.

Bemerkung 12.13. Die Frage, ob es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt,
besitzt verschiedene schwichere Varianten. Man kann sich zum Beispiel fra-
gen, ob es unendlich oft vorkommt, dass es in einem Zehnerintervall zwei
Primzahlen gibt, oder dass es in einem Hunderterintervall zwei Primzahlen
gibt, und so weiter. Die ersten Primzahlen vermitteln dabei ein Bild, dass
Primzahlen ziemlich h&ufig sind. Sie werden aber zunehmend seltener, so
dass es fiir hohe Hunderterintervalle, sagen wir fiir die Zahlen von

1000000000000000 bis 1000000000000100
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ziemlich unwahrscheinlich ist, eine Primzahl zu enthalten, geschweige denn
zwei Primzahlen. Bis vor kurzem war es nicht bekannt, ob es iiberhaupt eine
Zahl m mit der Eigenschaft gibt, dass es unendlich viele Intervalle der Lange
m gibt, die zwei Primzahlen enthalten (m = 2 wire die positive Losung des
Primzahlzwillingsproblems). Im Jahr 2013 bewies Zhang Yitang, dass man
m = 70000000 nehmen kann, dass es also unendlich viele Intervalle der Form

[k, k -+ 70000000]

gibt, in denen zwei Primzahlen liegen. Dieses Resultat ist ein Durchbruch
in der Primzahlzwillingforschung, da es erstmals zeigt, dass sich Primzahlen
unendlich oft ,ziemlich nahe* kommen. Zwischenzeitlich wurde die Schranke
von 70000000 auf 252 gesenkt, siehe http://arxiv.org/pdf/1402.4849v2.pdf.

12. ARBEITSBLATT
12.1. Die Pausenaufgabe.
Aufgabe 12.1. Bestimme die Anzahl der Teiler der Zahlen
1,2,3,...,20.

12.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 12.2. Sortieren Sie in Ihrem Kopf die Formulierungen ,,a teilt b,
¢ ist ein Teiler von d“, , e ist ein Vielfaches von f*, ,,g wird von h geteilt*,
,»¢ kann man durch j teilen®, £k ist durch /¢ teilbar®.

Aufgabe 12.3. Es sei n eine natiirliche Zahl. Zeige, dass n? — 1 ungerade
oder aber durch 8 teilbar ist.

Aufgabe 12.4. Es sei n eine natiirliche Zahl. Zeige, dass n? —n stets gerade
ist.

Aufgabe 12.5. Skizziere ein Teilerdiagramm fiir die Zahlen 25, 30, 36 sowie
all ihrer positiven Teiler.

Aufgabe 12.6. Es sei M eine Menge von n Apfeln und P eine Menge von
t Personen. Begriinde, dass man die Apfelmenge genau dann gerecht auf die
Personen aufteilen kann, wenn ¢ ein Teiler von n ist.

Aufgabe 12.7. Bringe die Teilbarkeit einer natiirlichen Zahl n durch eine
natiirliche Zahl ¢ mit dem Begriff der Produktmenge in Zusammenhang.
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Aufgabe 12.8.*

Wir betrachten die Gesamtmenge aller Finger und aller Zehen eines Men-
schen. Man gebe fiir jede Faktorzerlegung

20=a-b

eine moglichst natiirliche Zerlegung dieser 20 Korperteile in a Teilmengen
mit je b Elemente an.

Aufgabe 12.9. Es sei M eine Menge mit m Elementen und ¢ eine natiirliche
Zahl. Zeige, dass die folgenden Figenschaften dquivalent sind.

(1) t ist ein Teiler von m.

(2) Es gibt eine Zerlegung von M in disjunkte Teilmengen M;, Mo, ...,
M,,, wobei samtliche beteiligten Teilmengen M; genau t Elemente
besitzen.

(3) Es gibt eine Zerlegung von M in ¢ disjunkte Teilmengen.

Aufgabe 12.10. Interpretiere Aufgabe 12.9 fiir den Fall ¢t = 2.

Aufgabe 12.11. Es seien a, b, ¢ natiirliche Zahlen und es gelte, dass bc ein
Vielfaches von ac sei. Ferner sei ¢ # 0. Zeige, dass dann b ein Vielfaches von
a ist.

Aufgabe 12.12. Es seien a < b natiirliche Zahlen, die beide von ¢ geteilt
werden. Zeige, dass auch die Differenz b — a von ¢ geteilt wird.

Aufgabe 12.13. Es sei n eine natiirliche Zahl und r sei die kleinste natiirli-
che Zahl mit r?> > n. Zeige, dass bei einer Faktorzerlegung n = ab stets
a < roder b < rgilt.

Aufgabe 12.14. Es seien a, b positive natiirliche Zahlen. Stifte eine Bijektion
zwischen der Menge aller Vielfachen von a und der Menge aller Vielfachen
von b.

Aufgabe 12.15.*

Es seien drei verschiedene Zahlen a,b,c > 1 gegeben. Wie viele Teiler besitzt
das Produkt a - b - ¢ minimal?
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Aufgabe 12.16. Es sei
Z ={1,2,4,8,16,...}
die Menge aller Zweierpotenzen. Definiere eine Bijektion
p: N—Z
derart, dass k& < n genau dann gilt, wenn (k) die Zahl p(n) teilt.

Aufgabe 12.17. Erldutere, warum die Formulierung ,, Die 0 teilt die 0, man
kann die 0 aber nicht durch die 0 teilen®“ sich zwar paradox anhort, aber
korrekt ist. Tipp: Verwende die Konzepte Relation und Abbildung (bzw.
Verkniipfung).

Aufgabe 12.18. Beschreibe Analogien zwischen der Grofiergleichbeziehung
und der Teilerbeziehung auf den natiirlichen Zahlen.

Die folgende Aufgabe beschreibt, wie sich in Lemma 12.3 unter den gegebenen
Teilbarkeitsvoraussetzungen die Briiche (wir haben also nach wie vor keine
rationalen Zahlen) verhalten.

Aufgabe 12.19. (1) Fiir jede natiirliche Zahl a gilt ¢ = a und bei a #
0 gilt auch & = 1.
(2) Fiir jede natiirliche Zahl a # 0 gilt 2 = 0.
(3) Gilt a|b und b|ec, so gilt auch a|c und es ist (bei a,b # 0)

c b oc
a a b
(4) Gilt a|bund c|d, so gilt auch ac|bd und es ist (bei a,c # 0)
bd b d
ac  a ¢
(5) Gilt a|b, so gilt auch ac|be fiir jede natiirliche Zahl ¢, und es ist (bei
a,c#0)
be b
ac  a

(6) Gilt a|b und a|c, so gilt auch a| (rb+ sc) fiir beliebige natiirliche
Zahlen r, s, und es ist (bei a # 0)
rb+ sc b c
+

= Tr— S—.
a a a

Die folgende Aufgabe sollte man in Analogie zu Lemma 10.14 sehen.

Aufgabe 12.20. Es seien a,b, c,d natiirliche Zahlen. Zeige die folgenden
Aussagen.
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(1) Es sei b ein Teiler von a. Dann ist

b-c~% =c-a
fiir b # 0.
(2) Es sei b ein Teiler von a und d ein Teiler von ¢ mit b,d # 0. Dann ist
ac _a c¢
bd b d

Insbesondere gelten, wenn b ein Teiler von a ist, die Beziehungen (mit

b,c # 0)

w _a
be b
und
ac _ @
b T C.

(3) Es sei b # 0 ein Teiler von a # 0 und a ein Teiler von be. Dann ist ¢
ein Teiler von ¢ und es ist

Aufgabe 12.21.%*

Es gibt 24 Schokoriegel und 16 Apfel. Auf wie viele Kinder kann man diese
Sachen gerecht verteilen?

Aufgabe 12.22. Bestimme den grofiten gemeinsamen Teiler und das kleinste
gemeinsame Vielfache von 105 und 150.

Aufgabe 12.23. Es sei t ein Teiler von n. Was ist der grofite gemeinsame
Teiler von ¢t und n und was ist das kleinste gemeinsame Vielfache von ¢ und

Aufgabe 12.24. Es seien a, b, ¢ ganze Zahlen. Zeige fiir den gréfiten gemein-
samen Teiler die Gleichung

GgT(a,b,c) = GgT (GgT (a,b),c).

Aufgabe 12.25. Berechne den Ausdruck

n? +n + 41

fir n = 0,1,2,.... Handelt es sich dabei um Primzahlen?
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Aufgabe 12.26. Zeige, dass man jede natiirliche Zahl n > 12 als Summe
n=a+b

schreiben kann, wobei sowohl a als auch b zusammengesetzte Zahlen sind.

Aufgabe 12.27.*

Bestimme die Primfaktorzerlegung von 1728.

Aufgabe 12.28. Bestimme die Primfaktorzerlegung von 1025.

Aufgabe 12.29.*

Es sei n eine natiirliche Zahl. Wann ist die Zahl n? — 1 eine Primzahl?

Aufgabe 12.30. Finde die kleinste Zahl N der Form N = p;-pa-...-p.+1,
die keine Primzahl ist, wobei pq, ps, ..., p, die ersten r Primzahlen sind.

Aufgabe 12.31. Finde einen Primfaktor der Zahl 225 + 1.

Aufgabe 12.32. Finde einen Primfaktor der folgenden drei Zahlen
233 1,29 1,28 41,

Aufgabe 12.33.*

Man gebe zwei Primfaktoren von 2% — 1 an.

Aufgabe 12.34. Welche natiirliche Zahlen haben beziiglich der Addition die
zur Primeigenschaft (die ja unter Bezug auf die Multiplikation definiert ist)
analoge Eigenschaft? Gilt die eindeutige Zerlegung in ,, Primsummanden*?

Aufgabe 12.35. Es sei G eine Menge und M = B (G). Wir betrachten
auf M den Durchschnitt N als Verkniipfung mit der Gesamtmenge G als
neutralem Element.

(1) Was bedeutet in diesem Fall die Teilbarkeitsbeziehung, die analog zur
Teilbarkeit in N zu definieren ist?

(2) Was sind die ,Primelemente® in M?
(3) Gibt es stets eine Faktorzerlegung in Primelemente?
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12.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 12.36. (3 Punkte)

Skizziere ein Teilerdiagramm fiir die Zahlen 12,15, 16, 20 sowie all ihrer po-
sitiven Teiler.

Aufgabe 12.37. (2 Punkte)
Es sei n # 0 eine natiirliche Zahl mit zwei Faktorzerlegungen
n = ab = cd.

Es sei a > c. Zeige, das dann b < d sein muss.

Aufgabe 12.38. (2 Punkte)

Es sei b # 0 ein Teiler von a und d # 0 ein Teiler von c. Zeige, dass bd ein
Teiler von ad + cb ist und dass
a c ad + cb

_|_

b d bd

gilt.

Aufgabe 12.39. (3 Punkte)

Zum neunten Geburtstag ihres Enkels Mustafa backt Oma Miiller fiir die
Geburtstagsparty ihre beliebten Geburtstagskekse. Mustafa hat 9 Kinder aus
seiner Klasse eingeladen, mit ihm werden es maximal 10 Kinder sein. Es ist
aber nicht klar, ob alle kommen. In jedem Fall will Oma Miiller sicher sein,
dass jedes Kind genau gleich viele Kekse bekommt. Wie viele Kekse backt sie?
(die Losung, gar keine Kekse zu backen, wiirden die Kinder nicht verstehen.)

Aufgabe 12.40. (3 Punkte)
Finde einen Primfaktor der Zahl 22° — 1.
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Aufgabe 12.41. (4 Punkte)

Zeige, dass es aufler 3,5, 7 kein weiteres Zahlentripel der Form p,p+2,p+ 4
gibt, in dem alle drei Zahlen Primzahlen sind.

Aufgabe 12.42. (2 Punkte)

Finde fiinf natiirliche Zehnerintervalle {10a,...,10(a + 1)}, die jeweils vier
Primzahlen enthalten.

13. VORLESUNG - ELEMENTARE KOMBINATORIK

13.1. Elementare Kombinatorik.

In dieser Vorlesung beschéftigen wir uns mit elementarer Kombinatorik, da-
bei ist ein wichtiges Ziel, die Binomialkoeffizienten einzufiihren, um die allge-
meine binomische Formel formulieren und beweisen zu kénnen. Die Kombina-
torik beschéftigt sich mit dem systematischen Abzéhlen (Anzahl bestimmen)
von endlichen Mengen. Zwei wichtige Prinzipien haben wir schon kennenge-
lernt, ndmlich das Additivitétsprinzip fiir disjunkte Mengen (Satz 8.14) und
das Multiplikativitatsprinzip fiir Produktmengen (Satz 9.6). In der folgenden
Aussage bezeichnen wir zu einer Abbildung

f: L—M
zuy € M die Menge
fHy) = A{z e L| f(z) = y}
als Urbildmenge zu y.
Satz 13.1. Es seien L und M endliche Mengen und es sei
fi L—M

eine Abbildung. Dann gilt

#(L) = > #( W)

yeM

Beweis. Da jedes Element x € L auf genau ein Element aus M abgebildet
wird, liegt eine disjunkte Vereinigung

L= '

vor. Nach Satz 8.14 ist daher die Gesamtanzahl der Menge gleich der Summe
der disjunkten Teilmengen. O
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13.2. Die Fakultéit.

Dieses Tanzpaar hat sich schon gefunden. Fiir die verbliebenen Personen gibt es
insgesamt noch (n — 1)! Moglichkeiten (Gemélde von Ernst Ludwig Kirchner).

Bei einem Tanzkurs mit n Damen und n Herren gilt heute beim Schneewalzer
Damenwahl, wobei die Damen in der Reihenfolge ihrer Sitzordnung wéhlen
diirfen. Die erste Dame hat n Wahlméglichkeiten, die zweite n — 1 Moglich-
keiten, die dritte n — 2 Moglichkeiten, u.s.w., die vorletze Dame hat noch
zwei Moglichkeiten und fiir die letzte Dame verbleibt eine Moglichkeit.*®

Definition 13.2. Zu einer natiirlichen Zahl n nennt man die Zahl
nl:=nn-1)mn-2)---3-2-1
die Fakultit von n (sprich n Fakultét).

Esist (n+1)! = (n+1)(n!). Man setzt 0! = 1. Fiir kleine n erhélt man die
folgende Wertetabelle.

n [0]1(2]3| 4 ) 6 7 8 9 10
n! |1]1]26|24 | 120|720 | 5040 | 40320 | 362880 | 3628800

Lemma 13.3. Auf einer endlichen Menge M mit n Elementen gibt es n!
bijektive Abbildungen von M nach M.

Beweis. Wir zeigen etwas allgemeiner, dass es zwischen zwei endlichen Men-
gen M und N, die beide n Elemente besitzen, n! bijektive Abbildungen gibt.

48Man konnte sich daran storen, dass man von Moglichkeiten spricht, obwohl nur eine
Moglichkeit da ist, also keine echte Wahlmoglichkeit besteht. Mathematisch ist das aber
die einzig sinnvolle Interpretation; eine Moglichkeit als keine Moglichkeit zu zéhlen wiirde
alles durcheinander bringen.
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Dies zeigen wir durch Induktion nach n, wobei der Fall** n = 1 klar ist. Die
Aussage sei nun fiir n schon bewiesen und es liegen zwei (n + 1)-elementige
Mengen M und N vor. Es sei € M ein fixiertes Element. Dann gibt es fiir
die Bilder ¢(x) genau n + 1 Moglichkeiten, namlich die Anzahl der Menge
N. Wenn dies festgelegt ist, so entsprechen die bijektiven Abbildungen von
M nach N mit
p(z) =y

den bijektiven Abbildungen von M \ {z} nach N\ {y}. Nach Induktionsvor-
aussetzung gibt es n! solche bijektiven Abbildungen. Daher ist die Anzahl
der bijektiven Abbildungen zwischen M und N gleich

n+1)-n! = (n+1)!
U

Gleichbedeutend damit ist, dass es n! Moglichkeiten gibt, n Objekte auf
n Platze zu verteilen bzw. n! Moglichkeiten, eine Menge von n Objekten
abzuzéhlen (durchzunummerieren).

Beispiel 13.4. Wir mochten eine vollstdndige Liste von allen bijektiven Ab-
bildungen von der Menge {1,2,3} in die Menge {a,b,c} in der Form von
Wertetabellen angeben. Wegen

31=3.2.1=6

gibt es sechs solche Abbildungen. Es gibt keine natiirliche Reihenfolge dieser
Abbildungen, dennoch kann man hier mehr oder weniger systematisch vor-
gehen. Beispielsweise kann man den Wert an der Stelle 1 zuerst festlegen und
dann die moglichen Kombinationen fiir 2 und 3 durchgehen. Dies fiihrt auf
die folgenden Wertetabellen.

T 112
e1(z) |alb|c
T 112(3
wolz) |a|c|b
x 112
w3(z) |[bla|c
x 11213
wa(z) [b|cla

49Man kann auch bei n = 0 beginnen, dann geht es um die Anzahl der Abbildungen
von einer leeren Menge in eine leere Menge. Da gibt es in der Tat eine Abbildung, ndmlich
die leere Abbildung, was auch der Grund ist, warum man 0! = 1 setzt.
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x 1123
os(z) |cla|b
x 1123
we(z) |c|bla

13.3. Die Binomialkoeffizienten.

Satz 13.5. Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen in einer n-elementigen
Menge st
n!

kl(n— k)

Beweis. Es sei M eine n-elementige Menge und 7" C M eine k-elementige
Teilmenge. Wir betrachten die Menge aller bijektiven Abbildungen

{1,...,n} — M,

die zusétzlich {1,...,k} auf 7' (und damit) {k+1,...,n} auf M\ T abbilden.
Nach Lemma 13.3 und nach Satz 9.6 gibt es k!- (n — k)! solche Abbildungen.
Insgesamt gibt es n! bijektive Abbildungen von {1,...,n} nach M. Daher ist

(Anzahl der k — elementigen Teilmengen von M) - k! (n — k)! = nl.
Insbesondere ist k!- (n — k)! ein Teiler von n! und es ist
n!
El(n — k)!

die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von M. U

Der Satz beinhaltet, dass k!(n — k)! ein Teiler von n! ist und somit ist der

Bruch #Lk), eine natiirliche Zahl. Diese bekommt einen eigenen Namen und

ein eigenes Symbol.

Definition 13.6. Es seien k& und n natiirliche Zahlen mit & < n. Dann nennt

man
n\ n!
k) " kl(n—k)

den Binomialkoeffizienten ,,n iiber k“.
Bemerkung 13.7. Fiir die Binomialkoeffizienten gilt die Regel

wie unmittelbar aus der Definition folgt. Dies kann man sich auch mit Hilfe
von Satz 13.6 klar machen. Die Komplementabbildung

P (M) — P (M), T +— LT,
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auf einer n-elementigen Menge M ist bijektiv und bildet k-elementige Teil-
mengen auf (n — k)-elementige Teilmengen ab.

Den Binomialkoeffizienten (Z) kann man auch als

) = mow

n-n—1)-n—=2)---(n—k+2)(n—k+1)-(n—-k) - n—k—-1)---2-1
h-k—1)-(k—2)21)-(n—k)-(n—k—1)---2-1)
n-n=1)-n=2)---(n—k+2)-(n—k+1)
E-(k=1)-(k—2)---2-1

schreiben, da die Faktoren aus (n — k)! auch in n! vorkommen und daher
kiirzbar sind. In dieser Darstellung stehen im Zahler und im Nenner gleich
viele Faktoren. Gelegentlich ist es sinnvoll, auch negative k£ oder k& > n
zuzulassen und in diesen Fillen die Binomialkoeffizienten gleich 0 zu setzen.
Dies passt zur Interpretation in Satz 13.6.

Beispiel 13.8. In der vierelementigen Menge {a, b, c,d} gibt es

4 4.3
(2) =310

zweielementige Teilmengen. Diese sind

{a,b},{a,c},{a,d}, {b,c},{b,d},{c,d}.
Beispiel 13.9. In einer 49-elementigen Menge gibt es genau
49 49 - 48 - 47 - 46 - 45 - 44
(6) T 6-5-4-3-2-1
6-elementige Teilmengen. Es gibt also so viele mogliche Zahlenkombinationen
beim Lotto ,,Sechs aus 49“. Der Kehrwert von dieser Zahl ist die Wahrschein-
lichkeit, beim Lotto sechs Richtige zu haben. Es werden dabei die Teilmen-

gen gezahlt, nicht die moglichen Ziehreihenfolgen. Die Anzahl der méglichen
Ziehreihenfolgen ist

= 13983816

49 - 48 - 47 - 46 - 45 - 44 |
zu jeder sechselementigen Teilmenge gibt es 6! mogliche Ziehreihenfolgen die
auf diese Teilmenge fiihren.

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Das Dreieck der Binomialkoeffizienten war in Indien und in Persien schon um
1000 bekannt,
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in Europa heifit es das Pascalsche Dreieck (nach Blaise Pascal (1623-1662)).

Lemma 13.10. Die Binomialkoeffizienten erfiillen die rekursive Beziehung

n-+1 AL n n
k - \k k—1)
Beweis. Es ist

(Z>+(kﬁ£>::(nj%%f+mfwk—%ﬂ%—lﬂ

n! n!
S [T ey 1Ty
(n+1—k)-n! k- n!

R S 1T e sy
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(n+1—-k+k)- n!
(n+1—k)k!
(n+1)!

(n+1—k)k!

-0

Wir geben noch einen zweiten Beweis fiir diese Aussage, der sich an der in-
haltlichen Beschreibung der Binomialkoeffizienten als Teilmengenanzahl ori-
entiert.

g

Es sei M eine (n + 1)-elementige Menge und x € M ein fixiertes Element.
Nach Satz 13.6 ist die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von M gleich
(”zl) Eine solche Teilmenge enthélt entweder x oder aber nicht. Im ersten
Fall entspricht dann eine solche Teilmenge einer (k — 1)-elementigen Teil-
menge von M \ {z}, das ergibt den Summanden (,",), im zweiten Fall einer

k-elementigen Teilmenge von M \ {z}, das ergibt den Summanden (7).

8 =
=
[ 7

(a+b)’ =
a’+3a’b+3ab’ +b’

13.4. Der binomische Lehrsatz.

Die folgende allgemeine binomische Formel oder binomischer Lehrsatz bringt
die Addition, die Multiplikation und die Potenzierung in einem kommutati-
ven Halbring und insbesondere fiir die natiirlichen Zahlen miteinander in
Beziehung.

Satz 13.11. Es sei R ein kommutativer Halbring und a,b € R. Ferner sein
eine natirliche Zahl. Dann gilt

(a+b)" = i (Z) atbnr

k=0
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Beweis. Wir fiihren Induktion nach n. Fiir n = 0 steht einerseits (a+b)? = 1
und andererseits a’° = 1. Sei die Aussage bereits fiir n bewiesen. Dann ist

(a+b)"" = (a+b)(a+Db)"

= (a+b) (g <Z) akb”_k>
(S0 ) (£ 0

_ i (Z) aF gk 4 i (Z) akpr—kt1
k=0

n+1
_ n kpn—k+1 Y\ kyn—kt1
= Z(kz—l)ab —i—Z(k)ab
k=1 k=0
= n n kyntl—k 1
= n+1— n+
= (1) (7)) et
k=1
n+1
— Z (n + 1> akbn-l—l—k + bn+1
k
k=1
n+1
_ <n + 1> aFpnti—k
k
k=0

g

Den vorstehenden Satz kann man sich auf folgendermaflen klar machen. Beim
Ausmultiplizieren von

(a+b)" = (a+b)-(a+b)---(a+0)

\ /
~\

n—fach

muss jeder Summand geméfl dem allgemeinen Distributivgesetz (in jedem
Faktor) mit jedem Summanden multipliziert werden. Fiir jedes Teilprodukt
muss man sich bei jedem Faktor entscheiden, ob man den vorderen Sum-
manden a oder den hinteren Summanden b nimmt. Die einzelnen Produkte
haben die Form a*b" %, wobei k die Anzahl der Faktoren ist, bei denen a
gewihlt wurde und n — k die Anzahl der Faktoren ist, bei denen b gewéhlt
wurde. Wenn man k fixiert, so kann man sich fragen, auf wie viele Arten
das Produkt a*0"~* zustande kommen kann. Eine solche Méglichkeit ist da-
durch gegeben, dass man unter den n Faktoren bestimmt, an welchen von
ihnen a gewéhlt wird. Die Anzahl der Moglichkeiten ist also die Anzahl der
k-elementigen Teilmengen von {1,...,n}, also gleich (7).
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13. ARBEITSBLATT

13.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 13.1. Auf einer Party begriiflen sich manche Géste mit einem
Handschlag, manche nicht. Jede Person merkt sich, wie oft sie im Laufe des
Abends eine Hand geschiittelt hat. Zeige, dass die Summe iiber all diese
Zahlen stets gerade ist.

13.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 13.2. Interpretiere Satz 13.1 fiir den Fall, wo N und M endliche
Mengen sind, L = N x M ihre Produktmenge ist und

f: L=NxM-— M, (z,y) — v,

die Projektion auf die zweite Komponente ist.

Aufgabe 13.3. Wir betrachten die Abbildung
f:{1,2,3,4,5} x {1,2,3,4,5} — {2,3,4,5,6,7,8,9,10}, (x,y) —> = + v.
Bestimme fiir jedes z € {2,3,4,5,6,7,8,9,10} die Anzahl der Elemente in der

-----

Arten.

Aufgabe 13.4. Wir betrachten die Abbildung
Fo11,2,3,4,5) x {1,2,3,4,5} — {1,2,3,...,25}, (2, y) — = - y.
Bestimme fiir jedes z € {1,2,3,...,25} die Anzahl der Elemente in der

-----

Arten.

Aufgabe 13.5. Berechne
20HHn,
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Aufgabe 13.6.*

In einem Horsaal befindet sich ein Tafelgestell mit drei hintereinander lie-
genden, vertikal verschiebbaren Tafeln. Diese seien mit V' (vordere Tafel), M
(mittlere Tafel) und H (hintere Tafel) bezeichnet. Aufgrund der Hohe des Ge-
stells sind nur (maximal) zwei Tafeln gleichzeitig einsehbar. Die Lehrperson
schreibt in der Vorlesung jede Tafel genau einmal voll. In welcher Reihenfolge
(alle Moglichkeiten!) muss sie die Tafeln einsetzen, wenn beim Beschreiben
einer Tafel stets die zuletzt beschriebene Tafel sichtbar sein soll.

Aufgabe 13.7.*

Heinz-Peter schaut am Morgen in den Spiegel und entdeckt fiinf Pickel auf
seiner Stirn. Diese miissen alle ausgedriickt werden, wobei zwei Pickel so
nah beieinander liegen, dass sie unmittelbar hintereinander behandelt werden
miissen. Wie viele Reihenfolgen gibt es, die Pickel auszudriicken?

Aufgabe 13.8.*

Es findet das olympische 100-Meter-Finale mit acht Teilnehmern statt. Sie
wissen, welche drei Teilnehmer eine Medaille gewinnen (aber nicht, wer wel-
che Medaille gewinnt). Wie viele Moglichkeiten fiir das Gesamtergebnis aller
acht Teilnehmer verbleiben (keine Platzierung ist doppelt besetzt)?

Aufgabe 13.9. Die Folge a,, n € N, sei rekursiv durch

n—1
alzlundan:ZkakfﬁrnEQ
k=1
definiert. Zeige, dass fiir n > 2
1
a, = =n!
2

gilt.

Aufgabe 13.10. Es soll ein Schaubild iiber ein Netzwerk angefertigt werden.
In dem Netzwerk ist jeder Punkt (jede Person, jeder Gesichtspunkt) mit
jedem anderen direkt verbunden (beispielsweise durch einen Pfeil mit zwei
Spitzen). Wie viele Pfeile sind in Abhéngigkeit von der Anzahl der Punkte
zu zeichnen?
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Aufgabe 13.11.*

Vor einem Fuflballspiel begriifit jeder der elf Spieler einer Mannschaft jeden
Spieler der anderen Mannschaft, jeder Spieler begriifit die vier Unparteiischen
und diese begriiflen sich alle untereinander. Wie viele Begriifungen finden
statt?

Aufgabe 13.12. Die Rauberbande ,,Robin Hood“ besteht aus fiinf Perso-
nen. Sie legt fiir ihr Diebesgut eine Schatztruhe an, die sie mit verschiedenen
Schléssern sichern mochte, wobei die (mehrfachen) Schliissel an die Mitglieder
verteilt werden sollen. Dabei soll erreicht werden, dass je zwei Bandenmitglie-
der allein nicht an den Schatz kommen, dass aber je drei Bandenmitglieder
die Truhe aufschlieBen kénnen. Wie viele Schlosser braucht man dafiir und
wie miissen die Schliissel verteilt werden?

Aufgabe 13.13. Mustafa Miiller wird 8 Jahre alt und darf deshalb zu sei-
ner Geburtstagsfeier aus seiner Klasse, in der es insgesamt 25 Schiiler und
Schiilerinnen gibt, 8 Leute einladen. Wie viele Méglichkeiten gibt es?

Aufgabe 13.14. Zu Ende des Schullandaufenthalts auf Juist soll ein Klas-
senfoto der 17 Schiiler und Schiilerinnen gemacht werden. Dabei sollen 10
Kinder in der ersten Reihe knien und 7 Kinder in der zweiten Reihe stehen.

(1) Wie viele Anordnungsmoglichkeiten fiir ein solches Gruppenfoto gibt
es?

(2) Wie viele Moglichkeiten gibt es, wenn man sich nur dafiir interessiert,
wer vorne und wer hinten ist?

(3) Wenn man sich entschieden hat, wer vorne und wer hinten sein soll,
wie viele Anordnungsmoglichkeiten gibt es dann noch insgesamt?

Aufgabe 13.15. Es sei M eine n-elementige Teilmenge. Wir bezeichnen mit
PBr (M) die Menge der k-elementigen Teilmengen von M und mit Num (M)
die Menge der bijektiven Abbildungen von {1,2,3,...,n} nach M (also alle
Nummerierungen von M). Beweise Satz 13.6 unter Verwendung der Abbil-
dung

U: Num (M) — By (M), ¢ — {p(1),9(2),...,0(k)},
und Satz 13.1.



193

Aufgabe 13.16. Man beweise die Formel

indem man die Anzahl der zweielementigen Teilmengen einer (n+ 1)-elemen-
tigen Menge auf zwei verschiedene Arten bestimmt.

Aufgabe 13.17.*

Zeige, dass zwischen den Binomialkoeffizienten (Z) und (kil) der Zusammen-
hang

(k—nu) - (Z)lef

Aufgabe 13.18. Sei n € N fixiert. Zeige, dass die Binomialkoeffizienten (Z)
fir k=0,1,...,5 bzw. bis ”T_l wachsend sind.

besteht.

Aufgabe 13.19. Unter einer Geburtstagsfeier der Klasse 1c versteht man
eine Party, wobei die Menge der Géste eine Teilmenge der Klasse ist und
wobei es ein Geburtstagskind aus der Klasse gibt, das auf der Party anwe-
send ist. Wie viele Geburtstagsparties gibt es, wenn die Klasse nur aus vier
Kindern besteht?

Aufgabe 13.20. Beweise die Formel

3 (1)

k=0

Aufgabe 13.21. Zeige: Fiir n, k € N mit n > k gilt

(iv1) =2 (2):
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Aufgabe 13.22. Gabi Hochster, Heinz Ngolo und Mustafa Miiller backen
bei der Oma von Mustafa Platzchen. Die Oma hat auf das Blech schon in
vier Reihen der Léange sechs die Teigmasse platziert. Den Kindern kommen
folgende Aufgaben zu: Gabi soll auf jedes Pliatzchen eine Haselnuss platzieren,
Heinz Puderzucker drauf streuen und Mustafa einen Zitronenspritzer drauf
spritzen. Dabei kommt es auf die Reihenfolge dieser drei Zugaben an. Wie

viele Moglichkeiten gibt es fiir ein einzelnes Pliatzchen und wie viele fiir das
Gesamtblech?

Aufgabe 13.23. Wie viele Teilquadrate (unterschiedlicher Seitenlidnge) be-
sitzt ein Schachbrett? Man finde moglichst viele Strategien, diese Anzahl zu
bestimmen.

Aufgabe 13.24. Es sei ein Gitter mit n Querkéstchen und mit m Hochkést-
chen gegeben. Wie viele Méglichkeiten gibt es, von links unten nach rechts
oben entlang der Gitterkanten zu wandern, wenn man in jedem Schritt nur
nach rechts oder nach oben wandern darf?

JRER) . ' '

0.0 ypEE ENEE EENE EEEN

Aufgabe 13.25.*

Sei n € N,. Vergleiche die Anzahl der injektiven Abbildungen von einer
n-elementigen Menge in eine n + 1-elementige Menge mit der Anzahl der sur-
jektiven Abbildungen von einer n+ 1-elementigen Menge in eine n-elementige
Menge in den folgenden Féllen.

a)n=1,
b) n =2,
c) n=3.

Aufgabe 13.26. Sei m > n. Wie viele injektive Abbildungen gibt es von
{1,...,n} nach {1,...,m} und wie viele surjektive Abbildungen gibt es von
{1,...,m} nach {1,...,n}?

Fiir die folgende Aufgabe ist die allgemeine binomische Formel hilfreich.
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Aufgabe 13.27.*
Beweise durch Induktion, dass fiir

n > 10
die Abschitzung

3" > nt

gilt.

Aufgabe 13.28.*
Zeige, dass fiir n > 3 die Abschétzung
nn-‘rl Z (n+ 1)n

gilt.

Aufgabe 13.29.*

Sei n € N, . Zeige, dass das Produkt von n aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen von n! geteilt wird.

13.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 13.30. (3 Punkte)

Gabi Hochster, Heinz Ngolo, Lucy Sonnenschein und Mustafa Miiller wol-
len untereinander wichteln. Jede Person soll also genau von einer Person ein
Geschenk bekommen, aber natiirlich nicht von sich selbst. Wie viele Wich-
telmoglichkeiten gibt es?

Aufgabe 13.31. (2 Punkte)
Zeige, dass fiir n > 4 die Beziehung
2" < nl

gilt.

Aufgabe 13.32. (2 Punkte)

Bestimme die Primfaktorzerlegung von

(1)
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Aufgabe 13.33. (3 Punkte)
Beweise die Formel .
n
n2" 1 = k .
()

Aufgabe 13.34. (3 Punkte)

Zeige, dass eine nichtleere endliche Menge M gleich viele Teilmengen mit
gerader und mit ungerader Anzahl besitzt. Beweise diese Aussage unter Ver-
wendung von Binomialkoeffizienten.

14. VORLESUNG - DIVISION MIT REST UND DEZIMALSYSTEM

Kunst gibt nicht das
Sichtbare wieder, sondern
Kunst macht sichtbar

Paul Klee

14.1. Division mit Rest.

Jede natiirliche Zahl l&sst sich bekanntlich als eine Ziffernfolge ,,im Zehnersy-
stem* ausdriicken. Dies beruht auf der (sukzessiven) Division mit Rest. Eine
natiirliche Zahl ist nicht durch jede natiirliche Zahl teilbar, die Division mit
Rest liefert eine Operation, die stets durchfithrbar ist.

b
&

@

QA

a"

(o

&t '(‘OCED

Satz 14.1. Sei d eine fizierte positive natirliche Zahl. Dann gibt es zu je-
der natirlichen Zahl n eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl ¢ und eine
eindeutig bestimmte natiirliche Zahlr, 0 <r < d —1, mit

n = qd+r.
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Beweis. Zur Existenz. Dies wird durch Induktion iiber n bewiesen. Es sei
d > 0 fixiert. Der Induktionsanfang ergibt sich direkt mit ¢ = 0 und n = 0.
Fiir den Induktionsschluss sei die Aussage fiir n bewiesen, d.h. wir haben eine
Darstellung n = dg + r mit r < d und miissen eine ebensolche Darstellung
fiir n + 1 finden. Wenn r» = d — 1 ist, so ist

n+1l=dg+r+1

und wegen r + 1 < d ist dies eine gesuchte Darstellung. Ist hingegen r =
d—1, so ist

n+l=dg+r+1=dg+d=d(g+1)+0,

und dies ist eine gesuchte Darstellung. Zur Eindeutigkeit. Sei gd +r = n =
gd+7, wobei die Bedingungen jeweils erfiillt seien. Es sei ohne Einschrinkung
7 > r. Dann gilt (¢—§)d = 7—r. Diese Differenz ist nichtnegativ und kleiner
als d, links steht aber ein Vielfaches von d, so dass die Differenz 0 sein muss
und die beiden Darstellungen iibereinstimmen. U

Bei der Division mit Rest nennt man auch n Dividend und d Divisor. Die
Zahl ¢ nennt man Quotienten oder ganzzahligen Anteil und r den Rest.

Bemerkung 14.2. Zu gegebenen natiirlichen Zahlen n,d mit d > 1 findet
man die Division mit Rest, also die Darstellung n = ¢qd + r, indem man
der Reihe nach die Vielfachen von d betrachtet. Das grofite Vielfache von
d (gleich oder) unterhalb von n ist das gesuchte gd, insbesondere muss das
néchste Vielfache (g+1)d > n sein. Der Rest ergibt sich dann als r = n—qd.

In der Schule verwendet man héaufig eine Darstellung fiir die Division mit
Rest wie
n durch d ist ¢ Rest r.

Dies ist in Hinblick auf die mathematische Weiterverarbeitung ungiinstiger
als die im Satz verwendete Gleichungsform.

14.2. Zifferndarstellung fiir natiirliche Zahlen.

Mit der Division mit Rest konnen wir die Existenz und Eindeutigkeit der
iiblichen Zifferndarstellung einer natiirlichen Zahl beweisen. Hinter der Zif-
ferndarstellung verbirgt sich eine Mischung aus Addition, Multiplikation und
Potenzierung (gemischte Darstellung). Wir konzentrieren uns hauptséichlich
auf die Ziffernentwicklung im Dezimalsystem (oder Zehnersystem).

Satz 14.3. Zu jeder natiirlichen Zahln gibt es eindeutig bestimmte natiirliche
Zahlen k und ro,r1,re,...,1x mit 0 < r; < 9 und mit r, # 0 (aufer bei
n = 0) mit der Eigenschaft

k

n = Z r;10°.

=0
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Beweis. Wir beweisen die Existenzaussage durch Induktion iiber n. Fiir n =
0 wahlt man £k = 0 und 7y = 0. Sei nun n > 1 und die Aussage fiir kleinere
Zahlen schon bewiesen. Nach Satz 14.1 mit d = 10 gibt es eine Darstellung

n=q-10+4+7ry

mit rg zwischen 0 und 9. Es ist ¢ < n, deshalb gilt nach Induktionsvoraus-
setzung die Aussage fiir ¢. D.h. man kann

¢
q = Zsiloi
i=0

mit 0 < s; < 9 (bei ¢ = 0 ist dies als leere Summe zu lesen) und mit s, # 0
schreiben. Daher ist

n = q-10+7rg
¢
i=0
i
= ) (s10™") + g
i=0
+1
= (sj_lle) + 7o
j=1
eine Darstellung der gesuchten Art. Dabei ist r; = s;_; fiir j > 1 und
k = ¢+ 1. Die Eindeutigkeit folgt ebenfalls aus der Eindeutigkeit bei der
Division mit Rest, siche Aufgabe 14.16. U

Eine natiirliche Zahl wird im Zehnersystem einfach dadurch angegeben, dass
die Ziffern nebeneinander hingeschrieben werden, wobei links die hochststel-
lige Ziffer (die vorderste Ziffer) und rechts die niedrigststellige Ziffer, also die
Einerziffer, steht. Die Zahl

4-10°46-10*+3-1034+0-10>+7-10" +5-10°

wird also einfach als
463075

geschrieben (in der gemischten Summen-und Produktdarstellung hétte man
den Ausdruck 0 - 10? auch weglassen koénnen, nicht aber in der Dezimaldar-
stellung). Eine beliebige natiirliche Zahl im Dezimalsystem mit k Ziffern gibt
man als
Qp—1Qf—2 ...0A2a1040
an, was die Zahl
110571+ ap 510872 + -+ - 4 4510% + 110 + ag

bedeutet. Man beachte, dass wegen der gewiinschten Kongruenz a;10° die
Durchnummerierung der Ziffern bei 0 anfingt, und somit bei insgesamt k
Ziffern die hochststellige Ziffer die Nummer & — 1 besitzt. Wenn man von
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der i-ten Ziffer spricht, meint man die Ziffer, die sich auf 10° bezieht. Von
daher spricht man besser von der Einerziffer (bezieht sich auf 1 = 10°),
der Zehnerziffer, der Hunderterziffer, der Tausenderziffer u.s.w. Gelegentlich
ist es sinnvoll, auch Ziffernentwicklungen zuzulassen, die vorne mit Nullen
beginnen, beispielsweise wenn man bei der Addition zweier natiirlicher Zah-
len gleich viele Ziffern haben mochte. Die Potenzen 10° nennt man auch die
Biindelungseinheiten. Man fasst eine Zahl in Biindel von solchen Einheiten
zusammen, wobei von einem Biindel maximal 9 genommen werden, da 10
Biindeleinheiten durch die ndchsthéhere Biindelungseinheit ausgedriickt wer-
den kann (und muss, um eine eindeutige Darstellung zu erreichen). Wenn eine
grofle Punktmenge vorliegt, so wird dieses Biindelungsprinzip sichtbar, wenn
man zuerst 10-Biindel formt (indem man jeweils 10 Punkte zusammenfasst,
umkreist, markiert), dann zehn Zehnerbiindel zu einem Hunderterbiindel zu-
sammenfasst und so weiter.

Bemerkung 14.4. Aus dem Beweis zu Satz 14.3 kann man ablesen, wie
man zu einer irgendwie gegebenen natiirlichen Zahl n die Entwicklung im
Zehnersystem erhélt. Man dividiert die Zahl n durch 10 und der Rest gibt
die Endziffer. Dann zieht man von n diesen Rest ab und weif}, dass diese Zahl
ein Vielfaches von 10 ist. Man dividiert sie durch 10 und bestimmt erneut
den Rest, der die Zehnerziffer gibt, u.s.w. Bei diesem Verfahren berechnet
man also die Ziffern von hinten nach vorne.

Ein anderes Verfahren, bei dem man die Ziffern von vorne nach hinten be-
rechnet, geht folgendermaflen: Man bestimmt die maximale Zehnerpotenz
10*, die in n hineinpasst, es muss also

10 < n < 10F!

gelten. Dann findet man das maximale Vielfache von 10*, das in n hinein-
passt, also die Zahl z mit

z-10F < n < (2 +1)10"
Diese Zahl muss zwischen 1 und 9 liegen. Der Wert
z =0
kann nicht sein, da ansonsten n < 10* im Widerspruch zur Wahl der Zeh-
nerpotenz wére, ein Wert z > 10 kann nicht sein, da ansonsten
n > z10F > 10**!

wire, was wieder der Wahl der Zehnerpotenz widerspricht. Diese Ziffer z =
¢ ist dann die Anfangsziffer der Dezimalentwicklung. Nun rechnet man

n— cklok

und weifl nach der Wahl von k und ¢, dass diese neue Zahl n echt kleiner
als 10* ist. Man bestimmt das maximale Vielfache von 10*~! unterhalb von
n, der Vorfaktor (der 0 sein kann) ergibt die Ziffer ¢;_; und man zieht das
Vielfache von n ab und wiederholt das Verfahren.
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Bemerkung 14.5. Es sei eine natiirliche Zahl in der Form
n = cx10% + 11057 4 o 4 9102 4 110" + ¢910°

gegeben, wobei die ¢; beliebige natiirliche Zahlen sind, also nicht unbedingt
kleiner als 10 sein miissen. Die zu n gehérige Dezimalentwicklung erhélt man
sukzessive durch folgende Vorgehensweise. Man fiihrt fiir ¢y die Division mit
Rest durch 10 durch und erhélt eine Darstellung

co = 10-qo+ ag
mit einem Rest ag, 0 < ag < 10. Damit ist

n = 10 + ¢ 110571+ o 4 310 + ;10" 4 ¢010°

10" 4 110" - 4 5102 + 110" + (10 - qo + ag) 10°
= ¢ 10% + ¢5_110" 1 4+ - - 4 9102 + 110" + ¢o10 + ao10°

= 10" 4+ ¢ 10571 -+ 3107 + (¢ + qo) 10" + ag10°,

Somit haben wir eine neue Darstellung von n, bei der die Einerziffer kleiner
als 10 ist. Als néchstes arbeitet man den neuen Vorfaktor (also ¢; + qo)
zu 10 ab und bringt ihn auf die erlaubte Zifferngestalt, wobei der davor
liegenden Vorfaktor wieder geéindert wird. Dies fiithrt letztlich zur Darstellung
im Dezimalsystem.

Bemerkung 14.6. Fiir Rechnungen ist das Dezimalsystem sehr gut ge-
eignet, wie die aus der Schule bekannten und im Laufe der Vorlesung zu
entwickelnden Algorithmen zeigen werden, fiir theoretische Uberlegungen
und Beweise, auch iiber das Dezimalsystem selbst, ist die obige gemischte
Summen- und Produktdarstellung besser geeignet, da darin die grundlegen-
den Verkniipfungen auf den natiirlichen Zahlen sichtbar werden.

Eine zu Satz 14.3 entsprechende Aussage gilt fiir jede Basis g > 2 statt
g = 10. Bei ¢ = 2 spricht man vom Dualsystem, die einzigen Ziffern
sind 0 und 1, bei ¢ = 3 vom Dreiersystem mit den Ziffern 0,1,2 u.s.w.
Bei g = 16 spricht man vom Hezadezimalsystem und verwendet die Ziffern

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E, F.

Dass das Dezimalsystem nur eine unter vielen moglichen Darstellungen ei-
ner natiirlichen Zahl ist, wird besonders deutlich, wenn man Darstellungen
in verschiedenen Ziffernsystemen (oder Stellenwertsystemen) ineinander um-
rechnet.

Beispiel 14.7. Wir wollen die im Dezimalsystem gegebene Zahl 187 im
Dreiersystem ausdriicken. Dazu miissen wir die grofite Dreierpotenz finden,
die unterhalb 187 liegt. Das ist

81 = 3*

(da 243 = 3° zu groB ist). Fiir diese Potenz miissen wir schauen, wie oft sie
in 187 hineingeht. Wegen

2-81 = 162 < 187
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sind das zweimal. Wir wissen daher, dass die Entwicklung der Zahl im Drei-
ersystem 2 - 3% beinhaltet, die Ziffer 2 steht somit als Anfangsziffer fest. Die
weitere Ziffernentwicklung héngt jetzt nur von der Differenz

187 — 162 = 25
ab. Diese Zahl ist kleiner als
27 = 33,
was bedeutet, dass die dritte Dreierpotenz ,,gar nicht“ und das heif3t hier mit

der Ziffer 0 vorkommt. Wir arbeiten dann mit 25 und mit der nachstkleineren
Dreierpotenz weiter, also mit

9 = 3%
Diese hat wieder zweimal Platz in 25, die Differenz ist
25—18 = T.
Die
3 =3

passt wieder zweimal rein, iibrig bleibt 1. Im Dreiersystem lautet also die
Ziffernentwicklung

20221.

Diese Ziffernfolge kann man sukzessive notieren (Nullen nicht vergessen) oder
aber in der Rechnung stets deutlich machen, auf welche Potenz sich der
jeweilige Rechenschritt bezieht und dann zum Schluss daraus die Ziffernfolge
ablesen.

14. ARBEITSBLATT

14.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 14.1. Oma Miiller hat 13581 Kekse gebacken, die ihr Enkel Mu-
stafa auf der Haseigelschule unter den insgesamt 187 Schiilern und Schiile-
rinnen gerecht verteilen soll, den Rest bekommt Frau Maier-Sengupta. Wie
viele Kekse bekommt jedes Kind und wie viele Kekse bekommt Frau Maier-
Sengupta?

14.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 14.2. Bestimme den Rest von 123456789 bei Division durch 7.

Aufgabe 14.3.*
Bestimme den Rest von 123456789 bei Division durch 8.
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Aufgabe 14.4. Bringe die Division mit Rest damit in Verbindung, wie man
eine Punktmenge in Blécke konfigurieren kann.

Aufgabe 14.5. Es seien n,d natiirliche Zahlen mit d > 1. Zeige, dass d
genau dann ein Teiler von n ist, wenn bei der Division mit Rest von n durch
d der Rest gleich 0 ist.

Aufgabe 14.6. Es seien ¢,d,s € Nmit d > 1 und n = ¢qd + s. Zeige, dass
der Rest von n bei Division durch d gleich dem Rest von s bei Division durch
d ist.

Aufgabe 14.7. Bestimme den Rest von 100 bei Division durch 1,2, 3,4, 5, 6,
7,8,9.

Aufgabe 14.8. Bestimme den Rest von 3708175 bei Division durch 1, 10,
100, 1000, 10000, 100000, 1000000, 100000000.

Aufgabe 14.9. Sei d eine positive natiirliche Zahl. Es seien a, b natiirliche
Zahlen und es seien r bzw. s die Reste von a bzw. b bei Division durch d.
Zeige, dass der Rest von a + b bei Division durch d gleich dem Rest von r + s
bei Division durch d ist. Formuliere und beweise die entsprechende Aussage
fiir die Multiplikation.

Fiir die folgenden Aufgaben vergleiche man Aufgabe 14.9 und Beispiel 11.4.

Aufgabe 14.10. Erstelle Verkniipfungstabellen, die das Verhalten der Reste
bei der Division durch 3 bei der Addition und der Multiplikation wiedergeben.

Aufgabe 14.11. Erstelle Verkniipfungstabellen, die das Verhalten der Reste
bei der Division durch 4 bei der Addition und der Multiplikation wiedergeben.
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Aufgabe 14.12. Sei d > 2 eine natiirliche Zahl. In welcher Beziehung ste-
hen die Verkniipfungstabellen, die das Verhalten der Reste bei der Division
durch d bei der Addition und der Multiplikation wiedergeben, zum kleinen
Einsundeins und zum kleinen Einmaleins im d-System?

Aufgabe 14.13. Es seien a,d € N, d > 1. Zeige, dass bei Division mit
Rest durch d aller Potenzen von a (also a°,a',a?,...) schlieBlich eine Peri-
odizitdt eintreten muss. Es gibt also ¢ < j derart, dass sich die Reste von
a',a™ a2, ... a’% a’~! bei den folgenden Potenzen periodisch (oder ,zy-
klisch“) wiederholen (insbesondere besitzen also a’ und a’ den gleichen Rest).
Zeige ebenfalls, dass diese Periodizitét nicht bei a® = 1 anfangen muss.

Aufgabe 14.14. Es seien a und d teilerfremde ganze Zahlen. Zeige, dass es
eine Potenz a’ mit 7 > 1 gibt, deren Rest bei Division durch d gleich 1 ist.

Aufgabe 14.15. Zeige, dass eine natiirliche Zahl n genau dann gerade ist,
wenn ihre letzte Ziffer im Dezimalsystem gleich 0,2,4,6 oder 8 ist.

Aufgabe 14.16. Begriinde die Eindeutigkeit der Ziffernentwicklung im Zeh-
nersystem mit Hilfe der Eindeutigkeit bei der Division mit Rest.

Aufgabe 14.17. Zeige, dass eine positive natiirliche Zahl genau dann von
10* geteilt wird, wenn sie in der Dezimaldarstellung mit mindestens k¥ Nullen
endet.

Aufgabe 14.18. Ein Land besitzt Geldscheine der Grofie 1 Taler, 10 Taler,
100 Taler, 1000 Taler, 10000 Taler. Der Kiosk hat heute die folgenden Schei-
ne in der Kasse: 8137 Einer, 498 Zehner, 25 Hunderter und 3 Tausender.
Der Besitzer geht zur Wechselbank, um den Geldbetrag in méglichst wenige
Scheine einzutauschen. Wie viele Scheine hat er danach von jeder Sorte?

Aufgabe 14.19. Ein Land besitzt Geldscheine der Grofie 1 Taler, 10 Taler,
100 Taler, 1000 Taler, 10000 Taler, u.s.w. Zeige, dass fiir jeden Betrag die
minimale Darstellung mit diesen Scheinen eindeutig ist.
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Aufgabe 14.20.*

Eine natiirliche Zahl heifit palindromisch, wenn es egal ist, ob man ihre De-
zimalentwicklung von vorne nach hinten oder von hinten nach vorne liest.
Bestimme die kleinste Potenz

1001™,

die nicht palindromisch ist.

Aufgabe 14.21. Finde die Primfaktorzerlegung der Zahlen
11, 111, 1111, 11111, 111111.

Aufgabe 14.22. Betrachte im Zehnersystem die Zahl
473.

Wie sieht diese Zahl im Dualsystem aus?

Aufgabe 14.23. Bestimme fiir die im Zehnersystem gegebene Zahl 300 die
Ziffernentwicklung im Dreiersystem.

Aufgabe 14.24. Betrachte im 15er System mit den Ziffern 0,1,...,8,9, A,
B,C, D, E die Zahl

SE6BB.
Wie sieht diese Zahl im Zehnersystem aus?

Aufgabe 14.25.*
Wir zéhlen im Einsilbensystem, also mit den Abweichungen

sechs, sie, ben, acht, ... , sechzehn, siezehn, benzehn, achtzehn, ..., sechsund-
siezig, sieundsiezig, benundsiezig, achtundsiezig, .. ., sechsundbenzig, sieund-
benzig, benundbenzig, achtundbenzig, ...

(1) Driicke die iibliche Zahl Siebenundachtzig als Einsilbenzahl aus.

(2) Driicke die Einsilbenzahl Siebenundachtzig in der iiblichen Weise aus.

(3) Driicke die Einsilbenzahl Bentausendsichundertbenundbenzig in der
iiblichen Weise aus.

Aufgabe 14.26. Bestimme fiir die als Strichfolge gegebene natiirliche Zahl

=[]

fiir jede mogliche Basis g = 2,3, ... die Zifferndarstellung. Ab welchem g ist
die Zifferndarstellung einstellig?
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Aufgabe 14.27. Zeige, dass es fiir jede natiirliche Zahl n nur endlich viele
Basen g = 2,3, ... gibt, fiir die die Zifferndarstellung von n nicht einstellig
ist.

Aufgabe 14.28. Inwiefern kann man das Strichsystem als Einersystem auf-
fassen, inwiefern nicht?

Aufgabe 14.29.*

Auf der Haseigelschule wird mit der folgenden Tadelwidhrung gerechnet. 5
Ermahnungen sind ein Tagebucheintrag, 3 Tagebucheintréige sind ein Straf-
nachmittag, 4 Strafnachmittage sind ein Elterngesprich. Die Tadelwdhrung
wird in absteigender Tadelschwere angegeben.

(1) Im dritten Schuljahr hatte Gabi Hochster insgesamt (im Zehnersy-
stem) 67 Einzelermahnungen. Wie lautet das Ergebnis in der Ta-
delwahrung?

(2) Im vierten Schuljahr hatte Gabi Hochster insgesamt 2114 Einheiten
in der Tadelwdhrung. Wie viele Einzelermahnungen stecken da da-
hinter?

(3) Inwiefern ist die Analogie mit einem Miinzsystem oder dem Dezimal-
system mathematisch fragwiirdig?

14.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 14.30. (2 Punkte)

Erstelle Verkniipfungstabellen, die das Verhalten der Reste bei der Division
durch 5 bei der Addition und der Multiplikation wiedergeben.

Aufgabe 14.31. (4 Punkte)

Zeige, dass es unendlich viele Primzahlen gibt, die modulo 4 (also bei Division
durch 4) den Rest 3 besitzen.

Aufgabe 14.32. (6 (2+4) Punkte)

Zu einer natiirlichen Zahl n sei 1(n) gleich der Summe aller Reste, die bei
der Division von n durch die Zahlen d = 1,2,...,n auftreten.

(1) Berechne 9 (n) fiir die Zahlen n = 1,2,...,10.
(2) Zeige, dass fiir n > 7 stets

¥(n) = n
gilt.
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Aufgabe 14.33. (4 (1+1+2) Punkte)

Ein Land besitzt Geldscheine der Grofie 1 Taler, 10 Taler, 100 Taler, 1000
Taler, 10000 Taler. Der Kiosk hat heute die folgenden Scheine in der Kasse:
7906 Einer, 623 Zehner, 39 Hunderter und 4 Tausender. Der Besitzer geht
mit dem Betrag zur Wechselbank, um ihn umzutauschen.

(1) Zuerst tauscht er den Geldbetrag in moglichst wenige Scheine um.
Wie viele Scheine hat er danach von jeder Sorte?

(2) Jetzt fillt ihm ein, dass er fiir morgen auch Wechselgeld braucht, und
zwar mochte er mindestens 100 Einer und mindestens zehn Zehner
haben. Ansonsten mochte er so wenig Scheine wie moglich haben.
Wie viele Scheine hat er von jeder Sorte nach dem Umtausch?

(3) Jetzt kommt er auf die Idee, dass er morgen lieber Urlaub auf der
Insel Magma machen méochte. Dort ist die Wahrung der Gulden, der
zum Taler im Verhéltnis 1 : 1 getauscht wird. Auf Magma gibt es
Scheine der Grofle 1 Gulden, 5 Gulden, 25 Gulden, 125 Gulden, 625
Gulden, 3125 Gulden. Er mochte so wenig Scheine wie moglich mit
sich rumtragen. Wie viele Guldenscheine hat er von jeder Sorte nach
dem Umtausch?

Aufgabe 14.34. (2 Punkte)

Bestimme fiir die im Zehnersystem gegebene Zahl 626 die Ziffernentwicklung
im Fiinfersystem.

Aufgabe 14.35. (3 Punkte)

Bestimme fiir die im Vierersystem gegebene Zahl 321002 die Ziffernentwick-
lung im Zehnersystem.

15. VORLESUNG - SCHRIFTLICHES ADDIEREN

In dieser Vorlesung besprechen wir, wie sich im Dezimalsystem der Nachfol-
ger, die Grolergleichrelation und die Addition darstellen.

15.1. Der Nachfolger und die Ordnung im Dezimalsystem.

Zuerst bemerken wir, dass das iibliche Zé&hlen (Einerstelle um 1 erhthen und
eventuell mit den hoheren Ziffern verarbeiten), das wir auch in der fiinften
Vorlesung als eine Zahlmdoglichkeit erwéhnt hatten, korrekt ist. Dies ist eine
zwar einfache, aber dennoch durchzufithrende Uberlegung, da fiir uns eine
Ziffernfolge nicht durch die Reihenfolge im Z#hlprozess festgelegt ist, sondern
iiber die Interpretation als gemischte Darstellung mit Summen, Produkten
und Potenzen.
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Bemerkung 15.1. Das Dezimalsystem im Sinne eines Zihlsystems, das die
Dedekind-Peano-Axiome erfiillt, hat erstmal nichts mit Summe, Produkt,
Potenzen zu tun, sondern ist allein durch die folgende Struktur (Menge mit
Zahlvorschrift) gegeben. Die Elemente sind von der Form

Aely_1 ...0A2a7100 ,

also einfach endliche geordnete Tupel von Ziffern (Ziffernfolgen) aus der Men-
ge {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Dabei ist 0 das Startelement. Der Zahlvorgang
wird durch den folgenden dezimalen Zdihl-Algorithmus beschrieben.

(1) Fiir einstellige Ziffern # 9 ist der Nachfolger geméf der Reihenfolge
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} festgelegt (dies ist das kleine Einsnacheins).

(2) Fiir beliebige Zahlen im Zehnersystem mit einer letzten Ziffer # 9 ist
der Nachfolger diejenige Ziffernfolge, bei der die letzte Ziffer durch den
Nachfolger ersetzt wird und alle anderen Ziffern unveréndert iiber-
nommen werden.

(3) Fiir beliebige Zahlen im Zehnersystem mit einer Neun als letzter Ziffer
sind sémtliche zusammenhéngenden Neunen von hinten durch Nullen
zu ersetzen und die von hinten erste von 9 verschiedene Ziffer durch
ihren Nachfolger zu ersetzen, die tibrigen Ziffern bleiben gleich (wenn
die Zahl ausschliellich aus Neunen besteht, ist dies so zu verstehen,
dass man sich davor eine 0 dazudenkt).

Lemma 15.2. Das Nachfolgernehmen im Dezimalsystem (gemischtes Dezi-
maldarstellungssystem) stimmt mit dem Zdihlvorgang im Sinne von Bemer-
kung 15.1 (Dezimalzihlsystem) iiberein.

Beweis. Wir gehen vom Dezimalsystem im Sinne einer gemischten Darstel-
lung (Stellenwertsystem) aus und miissen zeigen, dass dort das Nachfolger-
nehmen, also die Addition mit 1, die gleiche Wirkungsweise besitzt wie der
Zahlalgorithmus. Der Nachfolger einer im Dezimalsystem gegebenen natiirli-
chen Zahl

n = ap+a;10 + ap10® + - - + a,10°
ist einfach

(ag + 1) + a110 4 az10? + - - - + a,10°.
Aus diesem Ausdruck lésst sich aber noch nicht unmittelbar die Dezimaldar-
stellung dieser Zahl ablesen, da der Einerkoeffizient nicht unbedingt < 9 sein
muss. Wenn ay < 8 ist, so ist

CLO+1 §9

und die Dezimalentwicklung des Nachfolgers liegt unmittelbar vor. Wenn
hingegen ag = 9 ist, so geht es um die Zahl

n+1 = (9+1)+a10+ axl0* + - - - 4 a,10°

= 10+ a110 + ay10%® + - - - + a,10°
= (a1 +1)- 10+ agl0? + - - + a,10".
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Erneut gilt, dass bei a; < 8 die Dezimalentwicklung vorliegt, bei a; = 9
muss man wie zuvor weitermachen. Wenn die hintersten (niedrigststelligen)
s Ziffern ay, . .., as_1 gleich 9 sind und

as #* 9

(was den Fall einschliefit, dass n genau s Ziffern hat, in welchem Fall a, als 0
zu interpretieren ist), so erhélt man den Nachfolger, indem man diese s Neu-
nen durch Nullen ersetzt und a, um 1 erhoht. Es liegt also die Wirkungsweise
des Zahlalgorithmus vor. O

Korollar 15.3. Sei k € N,. FEine natiirliche Zahl ist genau dann < 10F,
wenn sie im Zehnersystem aus maximal k Ziffern besteht.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 15.2, da es fiir den Zahlprozess klar ist, dass
langere Ziffernfolgen grofler sind (im Zéhlprozess spater dran kommen). [

Korollar 15.4. Es seien
m = ap+ a;10 + ax10® + - -+ + ak_llOk_l
und
n = by +b110 4 b10° 4 - - 4 b1 107
zwei natirliche Zahlen im Zehnersystem (also mit 0 < a;,b; < 9). Dann ist
m > n

genau dann, wenn
k >/

oder wenn k = ( ist und wenn es ein s, 0 < s < k, derart gibt, dass
a1 =bp—1,-. ., Q541 = bsy1,a5 > by

15t.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 15.2. Vom Zahlprozess her ist es klar, dass
langere Ziffernfolgen gréfer sind. Bei gleichlangen Ziffernfolgen und {iberein-
stimmender Anfangssequenz entscheidet die néchste Ziffer, welche im Z&hl-
prozess spéater dran kommt. ]

15.2. Schriftliches Addieren.

Da sich die Addition zweier natiirlicher Zahlen aus den Dedekind-Peano-
Axiomen ergibt, gibt es in jeder Beschreibung der natiirlichen Zahlen genau
eine Moglichkeit, zu addieren. Ob diese algorithmisch geschickt oder kompli-
ziert ist, hdngt wesentlich von der gewéhlten Beschreibung ab. Wenn man
durch Strichfolgen gegebene Zahlen miteinander addiert, so hdngt man ein-
fach die beiden Strichfolgen aneinander. Dies ist auf den ersten Blick ein
sehr einfacher Vorgang. Wenn man es aber ernsthaft schriftlich durchfithren
mochte, so sieht man, dass es extrem miihsam ist, da man jeden Strich der
einen Strichfolge einzeln an die andere anhéngen muss.
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Das schriftliche Addieren zweier natiirlicher Zahlen im Zehnersystem ist aus
der Schule bekannt. Man schreibt die beiden Zahlen untereinander so, dass die
Einerpositionen iibereinander stehen und addiert dann die beiden passenden
Ziffern (im Sinne des kleinen Einundeins) von hinten nach vorne. Wenn das
Ergebnis kleiner als 10 ist, schreibt man diese Zahl hin und riickt nach links.
Wenn das Ergebnis gréfler oder gleich 10 ist, so schreibt man die Einerziffer
dieser Summe an der Stelle hin und hat in der links liegenden Stelle einen
zusitzlichen Ubertrag von 1 mitzuberiicksichtigen. Dies ist insgesamt ein
rekursives Verfahren, das wir kurz festhalten.

Verfahren 15.5. Das schriftliche Addieren m +n zweier natiirlicher Zahlen,
die im Dezimalsystem als

m = ap+ a110 + a210% + - - - + a; 10* und n = by + by 10 + by10% + - - - + b, 10F

gegeben sind (wobei auch vordere Nullen erlaubt sind), funktioniert folgen-
dermafien. Man berechnet die Dezimalziffern® ¢; des Ergebnisses und die
Ubertrdge d; 41 (mit dem Startwert dy = 0) sukzessive durch

az+bz+dl, falls al+bz+d,<10,
C;, =
CLi—i-bi—i-di—lO, fallsaz—i-bz—i—dZZlO,

und®!
d - O,fallsai+bi+di<10,
TN, falls ap + b+ d; > 10,

Die Dezimaldarstellung der Summe m+n ist ¢xy1¢x - . . cac1¢o (wobei cgyqp = 0
sein kann).

Warum ist dieser Algorithmus richtig, warum liefert er das korrekte Ergeb-
nis? Die Gewohnung an dieses Verfahren verleitet dazu, diese Frage nicht
ernst zu nehmen bzw. nicht zu verstehen. Das eben beschriebene schriftli-
che Addieren ist nicht die Definition der Addition, sondern eine algorith-
mische Ausfithrung der Addition in einem bestimmten Beschreibungssystem
(ndmlich dem Dezimalsystem) fiir die natiirlichen Zahlen.

Der Ausgangspunkt der Addition der natiirlichen Zahlen liegt in der dis-
junkten Vereinigung von endlichen Mengen, wir haben die Addition iiber die
Nachfolgerabbildung eingefiihrt und bereits in Satz 8.14 gezeigt, dass sie mit
dem Vereinigungskonzept iibereinstimmt. Warum stimmt auch das schriftli-
che Addieren damit iiberein? Konkret: Man hat zwei Mengen A und B an
Apfeln und bestimmt fiir beide Mengen ihre Anzahl im Zehnersystem: diese
seien m und n. Dann schiittet man die Mengen zusammen, erhélt die Menge
C = AU B und bestimmt fiir diese Menge die Anzahl im Zehnersystem:

501 der iiblichen schriftlichen Durchfithrung dieses Algorithmus wird diese Indizierung
implizit durch die Stellung der Ziffern ausgedriickt.

51Dje Ubertriige werden mit dem Index derjenigen Stelle versehen, wo sie verarbeitet
werden, nicht, wo sie entstehen.
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diese sei k. Warum kommt, wenn man die Zahlen m und n im Zehnersystem
schriftlich addiert, ausgerechnet k heraus?

Die zwei Zahlen seien als m = a,10" + a,_110" 1 + - -+ 4+ a310% + a;10 + aq
und n = by10° +by_110°" 1 4+ - 4+ by10% + b1 10 + by gegeben, wobei die Ziffern
alle zwischen 0 und 9 seien. Es sei r > s und wir kénnen sogar annehmen,
dass r = s ist, indem wir fehlende Ziffern in der zweiten Dezimalentwicklung
durch Nullen auffiillen. Dann ist

(410" + a, 110" + -+ 4+ a210° + 0110 + ag) +
(6,10 4+ b, 10" " + - + b310% 4 b1 10 + by ) =
(ay + b)) 10" + (@p_1 4+ br1) 10”1+ -+ + (ag + by) 107+
((11 + bl) 10 + ((10 + bo) .
Dies beruht auf dem Assoziativgesetz der Addition und dem Distributivge-
setz. Achtung! Dieses Ergebnis ist nicht in der Dezimaldarstellung, da die
vor den Zehnerpotenzen 10° stehenden Zahlen a; + b; nicht unbedingt kleiner
als 10 sein miissen. Man kann an dieser Stelle Bemerkung 14.5 anwenden

und zu den ,,grofleren” Ziffern nach oben schaufeln. Dies ist aber nicht das
Verfahren des schriftlichen Addierens.

Satz 15.6. Das schriftliche Addieren im Zehnersystem ist korrekt.

Beweis. Die beiden Zahlen seien
m = ap+a;10 + as10? 4 - - - + @, 10% und n = by + ;10 + by 10% + - - - + b, 10",

wobei wir eventuell auch vordere Nullen erlauben. Wir beweisen die Aussage
durch Induktion iiber k. Bei & = 0 handelt es sich um einstellige Zahlen
und der Algorithmus ist korrekt. Hierzu macht man eine Fallunterscheidung
abhéngig davon, ob ag + by < 10 ist oder nicht. Sei die Aussage nun fiir
beliebige Zahlen, die beide maximal k4 1 Ziffern haben, bewiesen, und seien
zwei maximal k 4 2-stellige Zahlen gegeben. Es ist

k+1 k+1

m-+n = Zailoi—i—ZbilOi

1=0 1=0

k k
= ak+110k+1 + Z azl(]z + bk+110k+1 + Z bzloZ
i=0 =0

k k
= (aps1 + ) 10F7 4> 0,100+ > 5107
i=0 i=0
Es seien ¢;, d; die durch den fiir m und n in Verfahren 15.5 beschriebenen
Algorithmus festgelegten Zahlen. Die entsprechenden Zahlen fiir m’ und n’
stimmen damit bis auf eventuell cgy1,crio, dpio iiberein, da diese nur von
den Ziffern bis einschlieflich a; und b, abhéngen. Fiir m’ 4+ n’ bezeichnen wir
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mit ¢, die entsprechende Ziffer, und zwar ist ¢, = d41. Nach Indukti-
onsvoraussetzung ist die Summe der beiden hinteren Summanden gleich
k
Z ;10" + ¢ 107,
i=0
Die Gesamtsumme ist somit gleich

k
mA4n = (g1 + bpyr) 107 + ¢, 1057 + Z ci10'

1=0
k

= (ak+1 + bk+1 -+ C;H—l) 10k+1 -+ Z cll()l
=0

k
= (ak+1 -+ bk+1 -+ dk+1> 1Ok+1 + Z 6110Z
=0
k

= Ck+210k+2 + Ck+110k+1 + Z cz10’

1=0
k42

i=0

g

Beispiel 15.7. Wir erlautern den Induktionsschritt im Beweis zu Satz 15.6
anhand eines Beispiels. Wir wollen 62973 + 87515 berechnen. Im Beweis wird
diese Rechnung mit der Rechnung 2973 + 7515 in Bezug gesetzt, es wird
also die vordere Ziffer weggelassen und die Wirkungsweise des Algorithmus
fiir die beiden Zahlenpaare wird verglichen. Die hinteren Ziffern ¢, ¢1, ¢o, c3
und die Ubertrége do, di, ds, ds, ds stimmen iiberein (und deshalb werden sie
in der Bezeichnung auch nicht unterschieden). Fiir die kiirzere Rechnung ist
¢y = 1lund df = ¢ = 0 (letztere Zahlen kommen gar nicht vor), fir die
langere Rechnung ist aber ¢4 = 5, d; = 1 und ¢5 = 1.

Die Korrektheit des schriftlichen Addierens iibertrégt sich auf die Addition
mehrerer Summanden in der Dezimaldarstellung. Man summiert wieder zif-
fernweise und schreibt die letzte Ziffer der Summe an der entsprechenden
Stelle hin, ebenso den Ubertrag. Dieser kann jetzt allerdings (ab zw6lf Sum-
manden) sogar groflergleich 100 sein, in diesem Fall muss man die Zehnerziffer
wie zuvor um eins nach links schreiben und die Hunderterstelle um zwei nach
links. Grundsétzlich kann man auch eine Summe mit beliebig vielen Sum-
manden dadurch errechnen, dass man je zwei Summanden zusammenaddiert
und somit die Anzahl der Summanden sukzessive verringert, doch ist das viel
komplizierter.

Bemerkung 15.8. Unter einem Algorithmus versteht man ein durch be-
stimmte Regeln festgelegtes (deterministisches) Verfahren, mit dem man in
endlich vielen Schritten zu einem Ergebnis kommt. Ein Algorithmus bezieht
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sich auf eine Menge von moglichen Eingaben (Input) und liefert eine Aus-
gabe, das Ergebnis (Output). Ein Algorithmus berechnet den Wert einer
Abbildung (einschlieBlich einer Verkniipfung), iiberpriift, ob eine Relation
zwischen Elementen vorliegt oder nicht, findet die Losung zu einer Gleichung.
Die Regeln sind préazise Handlungsanweisungen und miissen alle moglichen
Fille abdecken. Ein Algorithmus kann prinzipiell durch eine Maschine durch-
gefithrt werden.

Im Grundkurs werden wir die folgenden Algorithmen behandelt: Schriftli-
ches®® Zihlen®® (Nachfolgernehmen), schriftliches Vergleichen, schriftliches
Addieren, schriftliches Multiplizieren, schriftliches Subtrahieren, schriftliches
Dividieren (in einem Stellenwertsystem), der euklidische Algorithmus zur Be-
stimmung des groffiten gemeinsamen Teilers, das Gaufische Eliminationsver-
fahren zur Losung linearer Gleichungssysteme, das Invertierungsverfahren fiir
Matrizen, das Heron-Verfahren.

Folgende Punkte sind charakteristisch fiir einen Algorithmus.

(1) Es gibt eine relativ kleine Zahl von Einzelschritten, auf die im Durch-
lauf des Algorithmus immer wieder Bezug genommen wird.

(2) Die Einzelschritte verwenden eine endliche Liste von gespeicherten
elementaren Teilergebnissen (Datenbank).

(3) Es muss irgendwie verbucht werden, auf welche Stelle sich der Ein-
zelschritt bzw. dessen Ergebnis bezieht (Nummerierung, Indizierung,
Anordnung).

(4) Die Einzelschritte verwenden Fallunterscheidung, entlang welcher sich
das Verfahren verzweigt.

(5) Es werden Hilfszahlen zwischengespeichert und verwendet.

Beispielsweise werden im Additionsalgorithmus immer wieder zwei einstelli-
ge Zahlen miteinander addiert, dabei wird auf das kleine Einsundeins Bezug
genommen und die Endziffer dieser Teilrechnung wird an der richtigen Stel-
le notiert. Die Weiterverarbeitung héngt davon ab, ob diese Einzelsummen
kleiner als 10 oder dariiber sind, es werden Ubertriige notiert.

Bemerkung 15.9. Von der Beschreibung eines Algorithmus, d.h. der prézi-
sen Festlegung der einzelnen auszufiihrenden Rechenschritte, ist die Begriin-
dung fiir die Korrektheit des Algorithmus zu unterscheiden. Mit Korrektheit
meint man, dass der Algorithmus wirklich das leistet, was er verspricht, al-
so dass beispielsweise das schriftliche Additionsverfahren wirklich die beiden

52Fs ist kein Zufall, dass man hier von schriftlich spricht, obwohl es fiir die Wirkungs-
weise der Verfahren selbst unerheblich ist, ob sie im Kopf, auf einem Papier oder in einer
Maschine durchgefiihrt werden. Der explizite Einsatz eines Algorithmus lohnt sich erst
dann, wenn die Aufgabe eine gewisse Komplexitéit besitzt, die ohne schriftliche Hilfsmittel
das menschliche Speicherverméogen iibersteigt. Unter halbschriftlichem Rechnen versteht
man {ibrigens Verfahren, bei denen die Rechnungen zwar durch schriftliche Notizen un-
terstiitzt werden, aber ohne dass ein Algorithmus systematisch durchlauft wird.

53Djeses Zdhlen kann man auch gut miindlich durchfiihren.
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Zahlen addiert. Fiir diesen Nachweis braucht man einen mathematischen
Beweis, der sowohl auf die zu berechnende mathematische Struktur (die Ad-
dition) als auch auf die Festlegungen des Algorithmus Bezug nimmt.

Ein wichtiger Aspekt bei vielen Algorithmen, der bei einem solchen Beweis
hilft, ist ein Invarianzprinzip. Bei einem Algorithmus werden typischerweise
mehrere Zwischenergebnisse berechnet und weiterverarbeitet. Insbesondere
bei rekursiven Definitionen und bei der maschinellen Durchfithrung werden
Zwischenergebnisse auch iiberschrieben. Dennoch ist zu jedem Zeitpunkt des
Ablaufes die volle Information in einer bestimmten Weise in den Zwischen-
ergebnissen repréasentiert. Wenn man beipielsweise zwei zehnstellige Zahlen
schriftlich addiert, und die hinteren fiinf Endziffern der Summe und den letz-
ten Ubertrag schon berechnet hat, so kann man die hinteren Endziffern der
Summanden vergessen. Die Information, was berechnet werden soll, steckt
vollstiandig (invariant) in den vorderen Ziffern der Summanden, den hinteren
Ziffern der Summe und dem einen Ubertrag drin.

15. ARBEITSBLATT

15.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 15.1. Fiihre im Fiinfersystem die Addition
314201 + 401334
schriftlich durch.

15.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 15.2. Begriinde, dass der Nachfolger der Dezimalzahl 999...999
(mit & Neunen) gleich 1000...000 (mit k£ + 1 Ziffern, also k& Nullen) ist.

Aufgabe 15.3. Bestimme, welche der beiden Zahlen im Zehnersystem grofler

1st.
m = 52866396034807681104629504792853235

oder
n = 52876373480104695047954506002853673 .

Aufgabe 15.4. Bestimme, welche der beiden Zahlen im Zehnersystem gréfer
ist.
m = 528663960348076811044629504792853235

oder
n = 52876373480104695047954506002853673 .
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Aufgabe 15.5. Ein Pokalwettbewerb werde mit 2"*! Mannschaften im K-
0.-System ausgetragen. Beweise die Identitét

z": 2k: — 2n+1 -1
k=0

durch eine inhaltliche Uberlegung (Wie viele Spiele finden statt?).

Aufgabe 15.6. Beweise die Identitét

i 2k — 2n+1 -1
k=0

mit Hilfe des Zweiersystems.

Aufgabe 15.7.*
Fiihre im Dezimalsystem die Addition

794385 + 503819
schriftlich durch.

Aufgabe 15.8.*
Fiithre im Dreiersystem die Addition

201021 4 112002
schriftlich durch.

Aufgabe 15.9. Fiihre im Sechzehnersystem die Addition
5C4A7T + D330F
schriftlich durch.

Aufgabe 15.10. Zeige, dass in der Situation von Verfahren 15.5 stets die
Beziehung

(ai + bZ + dz) ]_01 = CleZ + di+1 ]_OH_1
gilt.

Aufgabe 15.11. Fiihre die Addition
9+194+294+394+49+59+69+ 79489+ 99+ 109 + 119
schriftlich durch. Welche ,,Besonderheit“ tritt dabei auf?
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Aufgabe 15.12. Die Schiiler sollen die Zahlen
31,28, 31, 30, 31, 30, 31, 31, 30, 31
aufaddieren. Heinz Ngolo rechnet
300, 301, 299, 300, 301, 302, 303, 304 .

Ist das Ergebnis richtig? Was geht in seinem Kopf vor?

Mustafa Miiller rechnet
365 — 61 = 304.

Was geht in seinem Kopf vor?

Aufgabe 15.13. Gabi Hochster sitzt in der Schule neben Heinz Ngolo. Sie
iiben schriftliches Addieren und rechnen 7254 638. Gabi ist fertig und Heinz
hat gerade die hinterste Ziffer zusammengerechnet und den Ubertrag notiert.
Da kritzelt Gabi auf Heinzens Heft rum und radiert die Ziffern 5 und 8 weg.
Gabi sagt: ,Die brauchst du nicht mehr, konzentrier dich auf die anderen Zif-
fern, dann geht es schneller und wir kénnen endlich weiter Schiffe versenken
spielen“. Darauf sagt Heinz: ,Lass mich in Ruhe, kleine Klugscheiflerin, au-
Berdem brauch ich die Ziffern doch, ndmlich zur Probe“. Darauf Gabi: ,, Wer
beim Rechnen eine Probe braucht, sollte zuriick in den Kindergarten®.

Wir beurteilen Sie die Lage mathematisch und didaktisch?

Aufgabe 15.14. Ist fiir das schriftliche Addieren das Kommutativgesetz
klar, ist es klar, dass 0 das neutrale Element ist, ist es klar, dass das Asso-
ziativgesetz gilt?

Aufgabe 15.15. Es stehen verschiedene Zahlen an der Tafel. Der einzige
erlaubte Rechenschritt ist, zwei beliebige Zahlen wegzuwischen und durch
ihre Summe zu ersetzen. Nach hinreichend vielen Durchgéngen steht nur
noch eine Zahl da. Ist das Ergebnis unabhéngig vom Ablauf? Man erldutere
die Situation mit dem Begriff Invarianzprinzip.

Aufgabe 15.16. Gibt es fiir die folgenden Zahlensysteme ein fiir alle Zahlen
korrektes Verfahren zum schriftlichen Addieren, welches wie das schriftliche
Addieren im Zehnersystem nur auf der getrennten Addition von Ziffern glei-
cher Stelligkeit und dem Ubertrag beruht? Welche Probleme treten auf?

(1) Das Strichfolgensystem
(2) Das Eurozahlensystem
(3) Das romische Zahlsystem
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15.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 15.17. (4 Punkte)

Sei 0 < k < 2. Zeige: Eine positive natiirliche Zahl ist genau dann < 10F,
wenn sie im Eurozahlensystem aus maximal 3k Ziffern besteht.

Aufgabe 15.18. (2 Punkte)
Fiithre im Dreiersystem die Addition

221002 + 22121
schriftlich durch.

Aufgabe 15.19. (3 Punkte)

Fiithre im Sechzehnersystem die Addition
AOBEFET+5C5DA3

schriftlich durch.

Aufgabe 15.20. (4 Punkte)

Die Kinder bekommen die Hausaufgabe, zwei 23-stellige Zahlen im Dezimal-
system zu addieren. Das ist ziemlich miihselig. Da es genau 23 Kinder in der
Klasse gibt, macht Gabi Hochster den Vorschlag, dass jedes Kind genau eine
Ziffer (geméfl der Sitzreihenfolge) ausrechnet und sie am néchsten Morgen
daraus das Ergebnis zusammentragen (hat Gabi etwas vergessen?). Entwerfe
einen Algorithmus, mit dem man die k-te Ziffer in der Summe ohne unnotige
Rechnungen bestimmen kann.

Aufgabe 15.21. (3 Punkte)

Zeige mit dem allgemeinen Distributivgesetz die Beziehung

a"t—1 = (a—1) (Zak>

fiir natiirliche Zahlen @ € N>; und n € N.

Aufgabe 15.22. (1 Punkt)

Beweise die Identitét

mit Hilfe von Aufgabe 15.21.
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16. VORLESUNG - SCHRIFTLICHES MULTIPLIZIEREN

16.1. Schriftliches Multiplizieren.

Die Grundidee fiir das schriftliche Multiplizieren liegt im allgemeinen Distri-
butivgesetz. Fiir zwei natiirliche Zahlen der Form

m = ap + a110 + ax10® + - - - + a5 10 und n = by + ;10 + b10% + - - - + b,10°
ist
m-n = (ag+ai10+az10® + -+ axl0%) - (b + b110 + 5210 + - - - + b,10°)
— > aib107 107

0<i<k,0<j</t

= Z a; bj ].OlJrj

0<i<k,0<j</{

k+£ k
== Z (Z aibs_¢> 108

s=0 \i=0

Hierbei ist im Allgemeinen der Vorfaktor Zf:o a;bs_; nicht kleiner als 10, aus
diesem Ausdruck ist also nicht unmittelbar die Ziffernentwicklung des Pro-
duktes ablesbar. In einer solchen Situation ist Bemerkung 14.5 anwendbar.
Dies ist aber nicht das Verfahren zum schriftlichen Multiplizieren.

Verfahren 16.1. Beim schriftlichen Multiplizieren m - n zweier natiirlicher
Zahlen, die im Dezimalsystem als

m = ag+ a;10 + az10? + - - - + ax 10" und n = by + b110 + by10% + - - - + b, 10°
gegeben sind, geht man folgendermaflen vor.

(1) Man berechnet fiir jedes j = 0,1,...,/ einzeln die Dezimalziffern®
¢; des Teilproduktes m -b; und die Ubertrdge d; 41 (mit dem Startwert
do = 0) sukzessive iiber die Gleichungen

aibj + dl = di+1 - 10 + C;
mit
(2) Die zu den j (bzw. b;) gehorenden Ziffernfolgen schreibt man unter-
einander, wobei jeweils ¢y unterhalb von b; steht.

(3) Man summiert die verschiedenen verschobenen Teilprodukte im Sinne
des schriftlichen Addierens.

Das Ergebnis (im Dezimalsystem) dieser Addition ist die Ausgabe des Mul-
tiplikationsalgorithmus.

54Eigentlich miisste man c¢;; schreiben, da diese Ziffern auch von b; abhéngen; fiir einen
relativ langen Abschnitt ist aber das j fest gewahlt.
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Das Problem, dass bei der distributiven Multiplikation von zwei natiirlichen
Zahlen im Dezimalsystem die Vorfaktoren zu grof sind, tritt schon dann auf,
wenn die zweite Zahl n = by einstellig ist (sogar wenn beide Zahlen einstellig
sind; dies wird durch das kleine Einmaleins erledigt). Diesen Fall betrachten
wir zuerst.

Lemma 16.2. Das schriftliche Multiplizieren mit einem einstelligen zweiten
Faktor im Zehnersystem ist korrekt.

Beweis. Die linke Faktor sei
m = ag+ a;10 + az10? + - - - 4+ a5 10
und der rechte Faktor sei by, wir haben also die schriftliche Multiplikation
der Form
Qg ...a2a10q0 - bo
im Sinne von Verfahren 16.1 durchzufiihren. Das Ergebnis ist die Zahl ¢ 1¢x
... coc1c9. Wir miissen zeigen, dass dies das wahre Produkt ist. Dies zeigen

wir durch das folgende Invarianzprinzip des Multiplikationsalgorithmus, dass
namlich nach dem i-ten Schritt (i = —1,0,1,...,k+ 1) der Ausdruck

P = (agl0® + -+ 4 a; 110 - by + dis1 107! 4+ ¢ 10° + -+ ¢110 + ¢
konstant ist. Wegen

und da fiir

1>k
das Produkt vollstdndig abgebaut ist, folgt daraus, dass die ¢; die Ziffern des
Produktes sind. Die Konstanz ergibt sich unter Verwendung von

aibo + dl = di+1 - 10 + C;
aus (das beschreibt den i-ten Rechenschritt)

Py = (akm’“ T +ai1oi) bo + dil0" 4 110 4 4110 + o
bo + aiboloi =+ diloi + Ci7110i71 + 4110+ ¢o

apl0® 4 4 ai+110i+1)
)

bo + (di+110 + Ci) 10i + Ci_110i_1 +---+c110+ co

= (aklo +-+ ai+110i7L
( i+1

- bo + (aibo + dz) 10i + Ci_110i71 +---+c110+co
arl0® 4 4 aip 10i+1) :

= (ax10"+ - +ai1110 bo + dit110° + €10 + ¢, 1107 + -+ 110+ o

= P,
U

Die folgenden Uberlegungen beziehen sich auf die Ubertriige bei der Multi-
plikation mit einer einstelligen Zahl.

Lemma 16.3. Beim schriftlichen Multiplizieren mit einer einstelligen Zahl
b sind die Ubertrige stets < b.

Beweis. Siehe Aufgabe 16.10. O
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Der Ubertrag b — 1 tritt in der Tat auf, wie die Multiplikation der 9 mit b
zeigt.

Beispiel 16.4. Der Ubertrag bei der Multiplikation mit einer einstelli-
gen Zahl b wirkt sich im Allgemeinen auf jede Ziffer des Ergebnisses aus,
d.h. Ubertrige setzen sich fort. Daher muss man die einzelnen Ziffern von
hinten nach vorne mit b multiplizieren. Beispielsweise ist bei b = 3 und
m = 333333333 bzw. n = 333333334 einerseits

333333333 - 3 = 999999999

und andererseits

333333334 - 3 = 1000000002.

Im Gegensatz zur Multiplikation mit der 3 ist die Multiplikation mit den
beiden echten Teilern der 10, also mit 2 und 5, besonders einfach, da hier die
Ubertrége nicht fortgesetzt werden kénnen. Um die i-te Ziffer des Produktes
einer Zahl z mit der 2 (oder der 5) auszurechnen, muss man nur die i-te und
die (i — 1)-te Ziffer der Zahl kennen.

Bemerkung 16.5. Bei der Multiplikation mit b = 2 und mit b = 5 verein-
facht sich das in Verfahren 16.1 beschriebene Verfahren zur Multiplikation

einer Zahl
k
m = Z a; - 10°
i=0

mit einer einstelligen Zahl b. Geméafl diesem Verfahren sind die Berechnungen
(Division mit Rest)
a;-b+d; = diy1-10+¢
mit
durchzufiihren, wobei dadurch die ¢; und die d; rekursiv mit dem Startwert

dy = 0 festgelegt sind und wobei die ¢; die Ziffern des Ergebnisses beschrei-
ben. Wir behaupten, dass man in den beiden Fillen stattdessen nur

a;-b = diy1-10+7;
berechnen muss und die Ergebnisziffern
ci = di+r;

erhélt. Insbesondere hiangt ¢; nur von a; und a;_; ab. Kurz gesagt: Die i-te
Ziffer eines Produktes ay ...a;a,_1 . ..asa1a9 mit 2 (oder mit 5) ergibt sich,
wenn man die zweistellige Zahl a;a;_1 mit 2 bzw. mit 5 multipliziert und von
diesem Ergebnis die vordere Ziffer nimmt.

Zunéchst sind nach Lemma 16.3 bei der Multiplikation mit einer jeden ein-
stelligen Zahl b die Ubertrige echt kleiner als b. Bei b = 2 kommen also nur
die Ubertrige 0 oder 1 in Frage. Somit stimmen die ganzzahligen Anteile bei
der Division mit Rest von a; - 2 + d; bzw. a; - 2 durch 10 iiberein (wenn man
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zu einer geraden Zahl eine 1 addiert, dndert sich die Zehnerziffer nicht), Die
Beziehung ¢; = r; + d; folgt direkt.

Bei b = 5 kommen nur die Ubertrdge 0, 1,2, 3,4 in Frage. Somit stimmen
die ganzzahligen Anteile bei der Division mit Rest von a; - 5 4+ d; bzw. a; - 5
durch 10 iiberein (wenn man zu einer durch 5 teilbaren Zahl eine Zahl < 4
addiert, &ndert sich die Zehnerziffer nicht). Die Beziehung ¢; = r; 4 d; folgt
wieder direkt.

Als néchstes Hilfsmittel betrachten wir die extreme Situation, wo der rech-
te Faktor eine Zehnerpotenz ist. Das Dezimalsystem verhélt sich bei einer
solchen Multiplikation besonders einfach.

Lemma 16.6. Die Dezimaldarstellung eines Produktes aus einer im Dezi-
malsystem gegebenen natiirlichen Zahl
m = apQdr—1...0a2a109

und einer Zehnerpotenz 10° erhdlt man, indem man an diese Ziffernfolge ¢
Nullen anhdngt.

Beweis. Es ist
m-10° = (akm’“ o4 asl0® + a0 + ao) .10

arl0F 4+ 4 a010%T 4 41100 + a010°
a0 4 4 43107 + 0110 40105 +0- 10 + -+ 0- 10" +0- 10°,

woraus unmittelbar die Dezimaldarstellung des Produktes ablesbar ist.  [J

Satz 16.7. Das schriftliche Multiplizieren im Zehnersystem ist korrekt.

Beweis. Die beiden Zahlen seien
m = ao+ a110 4+ a210% + - - - 4+ @, 10% und n = by + b;10 + b5 10% + - - - 4 b,10°.
Beim schriftlichen Multiplizieren berechnet man unabhéngig voneinander

a . ..aza1a9 - b

fir j =0,1,...,¢ und notiert das Ergebnis so, dass die Einerziffer unterhalb
von b; steht. So entstehen ¢ + 1 Zahlen, die versetzt iibereinander stehen.
Diese Zahlen werden nach hinten mit Nullen aufgefiillt (wobei man dies nur
gedanklich machen muss). Die Summe dieser Zahlen im Sinne des schriftli-
chen Addierens ist das Endergebnis

m-n = m- (010" 4 b1 107" + -+ + 53107 + by 10 + by)
= m-b10° +mbp_y - 101+ -+ m - by10% +m - b;10 + m - by.

Nach Lemma 16.2 werden die m - b; im schriftlichen Multiplizieren korrekt
ausgerechnet. Dadurch, dass die Einzelergebnisse unterhalb von b; stehen
und nach hinten mit Nullen aufgefiillt werden, stehen im Algorithmus wegen
Lemma 16.6 die Zahlen m-b;107 korrekt iibereinander, so dass das schriftliche
Addieren nach Satz 15.6 das korrekte Ergebnis liefert. O
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Bemerkung 16.8. Eine alternative Méglichkeit, zwei im Dezimalsystem ge-
gebene natiirliche Zahlen algorithmisch zu multiplizieren, bietet das Jalousie-
Verfahren (oder Rauteverfahren oder Gitterverfahren), das wir an einem Bei-
spiel erldautern wollen. Es soll die Multiplikation 5183 - 475 durchgefiihrt wer-
den. Dazu legt man ein (mehr oder weniger) rechteckiges Schema der Form

3 . 4
A RN
s 7 | N7
V2R N A BN
L/ | ' | N9
oo s TN
5/ | : | ' |
/;\\/}\\/I\)/
D O N Y N
AN | : | /
N s N s
AN | /
N

an, so dass fiir jedes Ziffernpaar eine Raute entsteht, die durch die vertikalen
Striche in zwei Halften unterteilt wird. Die Produkte der einstelligen Ziffern
geméafl dem kleinen Einmaleins schreibt man in die zugehorige Raute, und
zwar die Endziffer rechts und die Zehnerziffer links.

Dann addiert man die entstehenden Spalten aus einstelligen Zahlen zusam-
men, notiert die Endziffer der Summe darunter und verarbeitet den Ubertrag
eine Stelle weiter links. Das Gesamtergebnis steht unter der punktierten Li-
nie. Fiir die Korrektheit dieses Algorithmus sei auf Aufgabe 16.18 verwiesen.
Der Vorteil dieses Algorithmus ist, dass man nur das kleine Einmaleins und
die Addition braucht, man muss keine Ubertriige ,,im Sinn“ haben.
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3 : 4
VA N
8 1 ]2 N 7
0 R N R BN
1 /3 | 2 . 2 | 1\ 5
N I N e N 2 BN
5 /0 | 4 - 5 | 6 - 1 | 5
2 N A BN 2 I N R
2 | o0 - 0o | 7 - 4 | 0o J
N s 0 N S
N 3 | 5 - 0 | 5 J
N o N S
N 2 | 5/
N | S
1 2 1
2 4 6 1 9 2 5

16.2. Schriftliches Subtrahieren.

Verfahren 16.9. Beim schriftlichen Subtrahieren m — n zweier natirlicher
Zahlen mit

m > n,

die im Dezimalsystem als
m = ap+ a;10 + as10® + - - - + @, 10¥ und n = by + b110 + by 10% + - - - + b 10%

gegeben sind, geht man folgendermafien vor. Man berechnet die Dezimalzif-
fern ¢; des Ergebnisses und die Ubertrage d;;; (mit dem Startwert dy = 0)
sukzessive durch

o al—(br}—dl),fallsaleZ—{—dl,
" a+ 10— (b +dy) , falls a; < b; + d;
und
O, falls aZZbl—i—dz,
dipr =
1, fallsai<bi+di.

Die Dezimaldarstellung der Differenz m — n ist ¢ . .. cacqco.

Satz 16.10. Das schriftliche Subtrahieren von natiirlichen Zahlen ist kor-
rekt.

Beweis. Es sei

m=ag—+ a1 10+ a10% + - - + ;10" und n = by + b;10 + by 10% + - - - + b, 10F
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und

m > n.

Wir behaupten, dass fiir jedes 1 = —1,0,1,...,k der Ausdruck
0 = apl0 - a1 107 —di 107 40,107+ - by 104+by4-¢; 107+ - -+, 104+

konstant gleich m ist. Fiir
= —1

fehlen die b-, die c- und die d-Ausdriicke, so dass dies richtig ist. Wir betrach-
ten den Ubergang von S;_; nach S;, was dem i-ten Rechenschritt entspricht.
Im Fall

a; > b, +d;

ist di+1 = 0, a; — dz = bz +¢ und somit

Si—1

= apl0% + -+ q;10° — ;107 + b;_ 1107 4+ - - 4+ 5110 + by
107 4 - 4 110 + ¢

= apl0F 4 4 107 4 (b 4 ¢) 107 4+ b 10 + -+ 5110 + by
+ci—1 107 4 c110 + ¢g

= p10F 4+ 4 a0 107 — di 1107 4 5;10° + - - - + D110 + by
108+ -+ 110 + ¢

Im Fall
ist disn = 1, a; = b; + ¢; +d; — 10 und somit

Si—1

= apl0F 4+ 4@ 10" — d;10" + b, 1107 + - + 5110+ bo
+ei 1107 4 110 + o

= a0 4 4+ a1 107 4 (bi 4 ¢ + di — 10) 10" — d; 10" 4+ b; 110" + -+« 4+ 5110 + bo
F¢im11077 4 4 6110 + ¢o

= apl0® 4+ 4411107 — 10 10" + 5;10° + ;110" 4 - + 5110 + by + ¢;10°
+C¢7110i71 +---4+c1l0+co

= apl0® + - +aip 1107 —digpy - 107 4 5;10° + b;—110°7 4+ -+ + 5110 + bo
+¢:10° + €110 4o+ 110 + ¢

= S

Fiir i = k sind die a- und die d-Ausdriicke vollstandig abgebaut ( dx.; = 0)
und es bleiben die vollstdndigen b- und c-Ausdriicke iibrig. Damit ist gezeigt,
dass

m = b10F+- - +b110+bg+cp 105+ - -4¢1104¢o = n+cp10F+---+c110+¢

ist und somit ist c;10¥ + - - - 4 ¢;10 4 ¢ gleich der Differenz m — n. O
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16. ARBEITSBLATT

16.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 16.1. Fiihre im Zehnersystem die Multiplikation
7863 - 4107
schriftlich durch.

16.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 16.2. Formuliere und beweise (bekannte) Teilbarkeitskriterien fiir
Zahlen im Dezimalsystem fiir die Teiler k = 2,3,5,9, 11.

Aufgabe 16.3. Betrachte im 15er System mit den Ziffern 0,1,...,8,9, A, B,
C, D, F die Zahl
EA09B4ACA.

Ist diese Zahl durch 7 teilbar?

Aufgabe 16.4. Fiihre im Vierersystem die Multiplikation
302 - 201
schriftlich durch.

Aufgabe 16.5. Fiihre die Multiplikation 3426-517 mit dem Jalousie-Verfah-
ren durch.

Aufgabe 16.6.*

Zeige, dass im kleinen Einmaleins (ohne die Zehnerreihe) zur Basis n > 2
nur ein- und zweistellige Zahlen auftreten.

Aufgabe 16.7.*

(1) Berechne 32 im Vierersystem, 4% im Fiinfersystem und 92 im Zehner-
system.

(2) Zeige, dass im kleinen Einmaleins (ohne die Zehnerreihe) zur Basis
n > 3 rechts unten die Zahl mit den Ziffern n — 2 und 1 steht.

Aufgabe 16.8. Zeige, dass beim schriftlichen Multiplizieren im Zehnersy-
stem der Ubertrag maximal gleich 8 ist.



225

Aufgabe 16.9. Beweise Lemma 16.2 durch Induktion iiber die Stelligkeit
des mehrstelligen Faktors.

Aufgabe 16.10.*

Zeige, dass beim schriftlichen Multiplizieren mit einer einstelligen Zahl b die
Ubertrage stets < b sind.

Aufgabe 16.11. Multipliziere
583063817 - 2

und
583063817 - 5

gemafl Bemerkung 16.4.

Aufgabe 16.12. Bestimme die Ziffer ¢;3 des Produktes
5771681093069402738186 - 5
gemafl Bemerkung 16.4.

Aufgabe 16.13. Bestimme die Ziffer ¢19 des Produktes
5781864716867740275310931109 - 2
gemafl Bemerkung 16.4.

Aufgabe 16.14. Begriinde, dass bei der Multiplikation einer Zahl m =
agag—1 - .. asa1ag (im Dezimalsystem) mit 4 die Ziffer ¢; des Produktes nur
von den drei Ziffern a;, a;_1, a;_o abhéngt, aber im Allgemeinen nicht nur von
den zwei Ziffern a;, a;_1.

Aufgabe 16.15. Wie viele Ziffern des linken Faktors muss man beriicksich-
tigen, wenn man sich nur fiir die Anfangsziffer des Produktes

14285714325 - 7

interessiert?

Aufgabe 16.16. Es sollen zwei Zahlen multipliziert werden, von denen die
eine mit 7 und die andere mit 8 anfédngt. Mit welcher Ziffer kann das Produkt
anfangen?
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Aufgabe 16.17. Jemand macht gegen den Beweis zu Lemma 16.6 den Ein-
wand, dass dort eine Situation entsteht, wo sich die Koeffizienten a; nicht auf
107, sondern auf 10°+¢ bezichen, was verwirrend sei. Nehme dazu Stellung.

Aufgabe 16.18. Beweise, dass das Multiplizieren mit dem Jalousie-Verfah-
ren korrekt ist.

Aufgabe 16.19. Gabi Hochster hat sich im Mathematikunterricht (erste
Klasse), der von Frau Doris Maier-Sengupta (mit den Féchern Deutsch und
buddhistische Philosophie) unterrichtet wird, geweigert, bei der Uberpriifung
des Kleinen Einmaleins 7 - 10 auszurechnen, mit der Begriindung, dass das
kleine Einmaleins dazu da sei, einstellige Zahlen miteinander zu multipli-
zieren, es fiir groffere Zahlen einen anderen Algorithmus gebe und dass die
Einbeziehung der Zehnerreihe in das kleine Einmaleins diesen Aspekt vollig
verdunkle. Als Frau Maier-Sengupta diesen Einwand nicht verstand und auf
die Aufgabe bestand, wurde Gabi zornig und sagte ,,Sie haben ja gar keine
Ahnung von Mathematik, gehen Sie doch zu IThrer buddhistischen Philoso-
phie und schicken Sie eine echte Mathelehrerin hier her“. Darauthin trug Frau
Maier-Sengupta einen Vermerk iiber das beleidigende Verhalten von Gabi in
das Klassenbuch ein. Da es der dritte Vermerk war, kommt es zu einem El-
terngespréch, zu dem neben Frau Maier-Sengupta, den Eltern, Melissa und
Melvin Hochster, der Schulleitung auch Sie als Fachleiter/In Mathematik
teilnehmen sollen. Was ist Thre Position?

Aufgabe 16.20.*
Bestitige die folgende Identitét.
2T+ 17 = 71

Aufgabe 16.21. Fiihre im Zehnersystem die Subtraktion
710534 — 691228
schriftlich durch.

Aufgabe 16.22. Berechne 13 — 8 direkt und mit dem Algorithmus des
schriftlichen Subtrahierens. Was fallt aut?

Aufgabe 16.23. Welche und wie viele Grunddifferenzen muss man (auswen-
dig) kennen, um den Algorithmus des schriftlichen Subtrahierens anwenden
zu konnen? Was ist das kleine Einsminuseins?
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Aufgabe 16.24. Fiihre im Zweiersystem die Subtraktion
11010 — 10111
schriftlich durch.

Aufgabe 16.25. Beweise die Korrektheit des schriftlichen Subtrahierens
durch den Nachweis, dass beim schriftlichen Subtrahieren m — n und
(m —1) — (n — 1) das gleiche Ergebnis liefern.

Aufgabe 16.26. Gibt es ein Verfahren zum schriftlichen Potenzieren, das
die Dezimalentwicklung von n* berechnet, wenn die natiirlichen Zahlen n, k
in ihrer Dezimalentwicklung gegeben sind?

16.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 16.27. (3 Punkte)

Fiihre im Sechsersystem die Multiplikation
453 - 525

schriftlich durch.

Aufgabe 16.28. (2 Punkte)

Bestimme die Ziffer ¢;7 des Produktes
402738186226577168109506971 - 5

gemafl Bemerkung 16.4.

Aufgabe 16.29. (3 Punkte)

Es sollen zwei Zahlen m,n multipliziert werden, von denen jeweils nur die
beiden Anfangsziffern a bzw. b bekannt sind. Erstelle eine Tabelle, die die
moglichen ersten Anfangsziffern des Produktes auflistet.

Aufgabe 16.30. (2 Punkte)
Fiihre die Multiplikation 50317 - 9483 mit dem Jalousie-Verfahren durch.

Aufgabe 16.31. (2 Punkte)

Fiithre im Zweiersystem die Subtraktion
10011 — 1101

schriftlich durch.
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Aufgabe 16.32. (4 Punkte)

Es sei x eine dreistellige natiirliche Zahl im Zehnersystem und y die von hin-
ten gelesene Zahl. Zeige, dass die positive Differenz x — y stets ein Vielfaches
von 9 und von 11 ist.

17. VORLESUNG - TERME UND GLEICHUNGEN

If you don’t know how to fix
it, please stop breaking it

Severn Suzuki

17.1. Terme und Gleichungen.

Unter einem (arithmetischen) , Term* versteht man einen ,zahldhnlichen®

Ausdruck, der sich aus ,,Zahlen“ und ,, Variablen* mit Hilfe der Verkniipfungs-
symbole + und - (eventuell mit — und : oder daraus abgeleiteten Operationen
wie Potenzen), mit weiteren Funktionssysmbolen (wie die Fakultéit, Wurzel,
abstrakte Funktionssymbole wie f) und mit Klammern , korrekt“ bilden l4sst.
Eine Variable ist typischerweise ein Buchstabe x, v, z,a, b, ¢, in den man ei-
ne echte Zahl (zumeist aus einem fixierten Zahlenbereich) oder auch einen
anderen Term einsetzen kann.%® Mit zahlenihnlich ist gemeint, dass wirklich
eine Zahl entsteht, wenn man alle Variablen durch Zahlen ersetzt. Terme sind
auch die Ausdriicke, die auf einer Seite einer Gleichung (oder Ungleichung)
stehen konnen. Beispielsweise sind

3
3-(4+5), z,2x+7, ?,4x3—y, (a+b)%, a* +2ab+0b* 0-1, n!, (Z),

n
T, euaxyu 517 \/57 Za’i7 f(x)
=1

Terme. Dagegen sind
3:(4+5)),2c+7=0,,/
keine Terme.

Wichtig ist, dass man Terme nur dann als gleich ansieht, wenn es sich um
dieselbe Zeichenreihe handelt. Das ,, Ausrechnen“ oder , Vereinfachen“ von
Termen verdndert den Term, aber nicht die dadurch gegebene Zahl. Bei-
spielsweise sind 3 + 5 und 8 oder (a + b)? und a® + 2ab + b* verschiedene
Terme. Gleichheit zwischen diesen beiden letzten Ausdriicken gilt nur bei ei-
ner bestimmten Interpretation, wenn man a und b als natiirliche Zahlen oder

S Laufvariablen kann man nicht durch andere Terme ersetzen, nur durch eine andere
Laufvariable umbenennen. Eine Laufvariable kommt beispielsweise im Term ;- i vor,
hier ist 7 eine Laufvariable und n eine echte Variable. Andererseits bezeichnet der Buch-
stabe 7 die Kreiszahl und ist keine Variable.
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als Elemente eines kommutativen Halbringes interpretiert (erste binomische
Formel).

Eine wichtige Funktion von Termen ist ihr Auftreten in Gleichungen. Glei-
chungen sich durch das Vorkommen des Gleichheitszeichens ,=“ charakte-
risiert, wodurch eine Gleichung in zwei Hélften unterteilt wird,”® in diesen
Hiélften stehen Terme. Gleichungen sind Aussagen, die prinzipiell wahr oder
falsch sein konnen. Gleichungen und Terme treten in der Mathematik in
unterschiedlicher Bedeutung auf, die sich hdufig vom Kontext her erkennen
lassen. Wir listen die wesentlichen Gleichungstypen auf.

1) Identitéten von Elementen

Das sind Gleichungen der Form 2+4 = 6 oder 3-7 = 21 oder 4! = 24, die
besagen, das zwei irgendwie gegebene Elemente einer Menge gleich sind. 2+4
und 6 sind unterschiedliche Terme, haben aber denselben Zahlwert. In solchen
Gleichungen kommen keine Variablen vor. Haufig werden solche Gleichungen
verwendet, um etwas auszurechnen, also einen komplizierten Ausdruck in
eine einfache Standardform zu bringen. Dazu gehoren die Rechnungen in N,
etwa im Dezimalsystem.

2) Allgemeine Termidentitaten (Formeln, Rechengesetze)

Diese driicken eine allgemeine Gleichung zwischen Termen aus, in denen
Variabeln vorkommen, und die Gleichheit bedeutet, dass fiir jede sinnvol-
le Ersetzung der Variablen durch Zahlen (die gewisse Bedingungen erfiillen)
Gleichheit gilt. Beispiele dazu sind

a(b+c¢) = ab+ ac

oder
(a+b)? = a*+2ab+b*
oder
a’+b* = A

Sie driicken eine GesetzméBigkeit aus, die unter bestimmten Bedingungen
gilt, beispielsweise wenn a,b Elemente eines kommutativen Halbringes sind
oder wenn a, b Kathetenldngen und ¢ die Hypotenusenlénge eines rechtwink-
ligen Dreiecks ist. Charakteristisch fiir solche Gleichungen ist, dass in ih-
nen Variablen vorkommen und dass, wenn man fiir die Variablen simultan
(also an jeder Stelle, wo die Variable steht) Elemente, die die Bedingung
erfiillen, einsetzt, eine wahre Elementgleichung entsteht. Eine solche Iden-
titdt reprasentiert also eine Vielzahl an einzelnen Elementgleichungen. Aus

dem Distributivgesetz ensteht beispielsweise durch Einsetzen die spezielle
Identitdt 3-(5+4) = 3-5+3-4.

3) Definitionsgleichungen
Eine Gleichungskette wie 5(4 +3) = 5-4+5-3 = 204 15 = 35 ist einfach

eine abkiirzende Schreibweise fiir die drei Einzelgleichungen 5(4 +3) = 5-4+5 - 3,
5:-4+5-3=20+1520+15 = 35.
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Das sind Gleichungen, durch die eine abkiirzende Schreibweise fiir einen kom-
plexeren Ausdruck eingefithrt wird. Beispiele sind

, !
a*=a-a-a,n=nn—-1)---3-2-1, (Z) = m, P=42® + 7z 5.
Hierbei schreibt man haufig := (gelesen: ist definitionsgeméif gleich) statt =,
wobei der Doppelpunkt auf der Seite des einzufithrenden Ausdrucks steht.

4) Gleichungen als Bedingung

Damit sind Gleichungen wie

7T—2+45=2,7T=N(z),r+3=54x =09,
20+ 7=0,50" -3 +4=0,v=y,y=f(x), 2°+y* =1

gemeint. In diesen kommen (in aller Regel) Variablen vor, es wird aber nicht
eine allgemeingiiltige Formel zum Ausdruck gebracht, sondern es wird eine
Bedingung an die auftretenden Variablen formuliert. D.h. es werden die Ele-
mente gesucht, die die Gleichungen erfiillen, die man also fiir die Variablen
einsetzen kann, damit eine wahre Elementidentitit entsteht. Gleichungen in
diesem Sinne definieren die Aufgabenstellung, nach Losungen zu suchen. Eine
Ldsung ist ein Element a aus der gegebenen Grundmenge M (bzw. ein Tupel
wie (a,b) € M x M, falls es mehrere Variablen gibt), das die Eigenschaft be-
sitzt, dass wenn man = durch a ersetzt, eine wahre Elementidentitéit entsteht.
Die Ldsungsmenge (oder Erfillungsmenge) besteht aus allen Losungen, sie
kann leer sein, aus einem Element oder aus vielen Elementen bestehen. Bei
Gleichungen wie 7—2+5 = x, was manchmal auch als 7—2+5 =7 formu-
liert wird, ist das Losen einer Gleichung einfach das Ausrechnen der einen
Seite.

5) Funktionale Gleichungen

Eine Gleichung der Form y = f(x) nennt man auch Funktionsgleichung. Da-
bei steht f(z) fiir einen komplexen Term, in dem die Variable z vorkommt
(funktionaler Ausdruck). Man kann sie als eine Definitionsgleichung auffas-
sen, insofern y eine abkiirzende Schreibweise fiir den komplexen Term ist,
aber auch als Bedingungsgleichung, insofern nach den Paaren (x,y) gesucht
wird, die diese Gleichung erfiillen. Bei dieser Interpretation ist die Losungs-
menge einfach der Graph der Funktion f. Eine solche Funktionsgleichung hat
aber auch noch den zusétzlichen Aspekt, dass sie eine Groflenbeziehung bzw.
eine Groflenberechnung beschreibt. Aus der variablen Grofle x wird geméfl der
Funktionsvorschrift f(x) die variable Grofle y berechnet. Zwischen physikali-
schen oder sonstigen GroBen kann beispielsweise ein linearer (proportionaler)
Zusammenhang bestehen, wie wenn eine Meterangabe in Zentimeter umge-
rechnet werden soll oder eine Wéhrung in eine andere Wahrung konvertiert
werden soll. Wenn man fiir x oder fiir y gewisse Elemente vorgibt, so erhélt
man Bedingungsgleichungen in einer (ndmlich der nicht fixierten) Variablen.
Wenn man fiir  ein bestimmtes Element a vorgibt, so ist die Bestimmung
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des zugehorigen y einfach das Ausrechnen von f(a). Wenn hingegen fiir y ein
bestimmtes Element b vorgegeben wird, so ist die Suche nach allen x mit der
Eigenschaft b = f(x) oft schwierig.

Manche Gleichungen wie die zuletzt genannten Funktionsgleichungen kann
man in mehrfacher Weise auffassen. So kann man die Gleichung

a?+0: =2

als Gesetzméfigkeit in einem rechtwinkligen Dreieck auffassen (bei richtiger
Interpretation der einzelnen Variablen) oder als Aufgabenstellung, alle Tripel
(a,b, ) zu bestimmen.

Da Gleichungen prinzipiell Aussagen sind, kann man auch die aussagenlo-
gischen Operationen auf sie anwenden. Man kann eine Gleichung negieren,
was zu einer Ungleichung (im Sinne von #, nicht im Sinne von <) fiihrt.
Eine quadratische Gleichung wie 22 — 10z 4 21 = 0 fiihrt typischerweise zu
einer Losungsbeschreibung wie x = 3 oder = 7, also zu einer Alternation
von Gleichungen (die Durchnummerierung x1, z5 ist nur dann nétig, wenn
man das ,,oder* wegldasst und wenn man eine Auflistung der Losungen haben
mochte). Die Konjunktion von Gleichungen fithrt zu einem Gleichungssystem,
beispielsweise einem linearen Gleichungssystem, bei dem man nach den Zahl-
tupeln sucht, die sémtliche beteiligten Gleichungen simultan erfiillen.

17.2. Gleichungen in einer Variablen.

In dieser Vorlesung beschiftigen wir uns mit Gleichungen von dem zuletzt
beschriebenen Typ, in dem nur eine Variable vorkommt, und die von einer
einfachen Bauart sind.

Unter einer Gleichung in einer Variablen (oder Unbekannten oder Unbe-
stimmten) x versteht man einen Ausdruck der Form

f(x) = g(=),

wobei sowohl f(z) als auch g(z) mathematische Ausdriicke (Terme) bezeich-
nen, in denen x in einer mehr oder weniger komplexen Form vorkommt (als
Extremfall erlauben wir die Situation, wo f(x) nicht explizit von = abhéngt).
In einer solchen Situation besteht die Aufgabe darin, die Losungen oder die
Losung fiir 2 zu finden, also diejenigen Zahlen (aus einem vorgegebenen Zah-
lenbereich) zu finden, die die Gleichung erfiillen, die also die Eigenschaft be-
sitzen, dass, wenn man links und rechts die Unbestimmte durch die Zahl
ersetzt, in der Tat links und rechts das gleiche steht, oder aber festzustellen,
dass die Gleichung keine Losung hat. Typische Beispiele sind®” N(z) = 7,
34+x = 9,4 = 7,3z = 72> — 5, 21 = 25. Wenn man von Gleichun-
gen in einer Variablen (von einer bestimmten Bauart) allgemein spricht, so

STN bezeichnet im Folgenden die Nachfolgerabbildung, gesucht ist also nach dem
Vorgénger.
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ist es oft sinnvoll, fiir die umgebenden Daten, die die Gleichung konstituie-
ren, selbst wieder Buchstaben zu verwenden. Diese sind zwar auch variabel,
sie sind aber keine Variablen (der Gleichung), sondern Parameter, die man
sich als konkret fixiert denken sollte. Eine solche Gleichung heifit auch eine
Gleichungsform, erst durch die wirkliche Fixierung der Parameter als Zahlen
entsteht eine echte Gleichung. Beispielsweise ist eine additive Gleichung eine
Gleichung der Form
r+a=2>

und eine lineare Gleichung ist eine Gleichung der Form cx = d. Eine nor-
mierte quadratische Gleichung hat die Form 22 + pz + ¢ = 0. Hier sind
a,b (bzw. ¢,d,p,q) Parameter, die die Gleichung festlegen, wofiir dann die
Losung x gesucht wird.

Wir sagen, dass zwei Gleichungen [dsungsiquivalent (oder ldsungsgleich)
sind, wenn sie sich auf die gleiche Variablenmenge beziehen und ihre Losungs-
mengen iibereinstimmen.

Bemerkung 17.1. Wenn eine Gleichung der Form
r=c

vorliegt, wobei ¢ ein Term ist, in dem die Variable x nicht vorkommt, so sagt
man, dass z in der Gleichung isoliert (oder aufgelést®®) vorliegt. Hierbei kann
¢ eventuell ein komplizierter Ausdruck sein, und so besteht die Aufgabe im
Allgemeinen darin, den Ausdruck ¢ zu vereinfachen. Wenn beispielsweise

xr =23-1547-11

vorliegt, so fithrt dies auf die vereinfachte und nicht weiter zu vereinfachende
Gleichung

T = 89,
die man dann als Losung betrachtet. Grundsétzlich versteht man unter der
Losung (im Sinne von die Losung finden) einer Gleichung in einer Variablen
die Isolierung der Variablen auf einer Seite und die Vereinfachung der anderen
Seite.

Bemerkung 17.2. Eine Gleichung der Form
flz) = g(z)

mit Ausdriicken f und g, in denen die Variable x vorkommt, ist 16sungséaqui-
valent zur Gleichung

f(z) —g(x) = 0.
Fiir diese Umformung braucht man die negativen Zahlen. Grundsétzlich, und
das heiBt bei theoretischen Uberlegungen, kann man sich auf Gleichungen der
Form

h(z) =0

58Djeser Sprachgebrauch ist nicht unproblematisch, da zur Losung das Vereinfachen
gehort. Allerdings ist dieser Vereinfachungsschritt hdufig unproblematisch.
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mit einem Ausdruck h in der Variablen x beschréanken. Allerdings muss diese
Umstellung nicht unbedingt eine Vereinfachung sein.

Beispiel 17.3. Es sei N ein Dedekind-Peano-Modell der natiirlichen Zahlen,
d.h. man hat nur die Nachfolgerabbildung N: N — N mit ihren charakteri-
stischen Eigenschaften zur Verfiigung. Damit kann man fiir jedes feste ¢ € N
die Nachfolgergleichung
Nx = ¢

formulieren. Dies ist eine Bedingungsgleichung, man sucht nach derjenigen
Zahl z, dessen Nachfolger die Zahl ¢ ist. Bei ¢ # 0 besitzt diese Gleichung ei-
ne eindeutige Losung, ndmlich den Vorgénger von ¢, der aufgrund der Injekti-
vitat der Nachfolgerabbildung und dem Induktionsaxiom eindeutig bestimmt
ist (siehe Aufgabe 7.10). Hingegen besitzt die Gleichung

Nx =0
keine Losung, da die 0 kein Nachfolger einer natiirlichen Zahl ist.
Beispiel 17.4. Wir arbeiten iiber den natiirlichen Zahlen und betrachten
die Gleichung

3+x =8
mit der Unbestimmten x. Gesucht ist also nach derjenigen Zahl, die zu 3
addiert die Zahl 8 ergibt. Diese Gleichung besitzt die einzige Losung

r = 9.

Dies sind zwei Aussagen! Einerseits wird behauptet, dass 5 eine Losung ist
und andererseits, dass es aufler der 5 keine weitere Losung gibt. Das Erste

kann man einfach durch Einsetzen und Nachrechnen iiberpriifen, es ist ja in
der Tat
345 =28.

Dass es keine weitere Losung gibt, ergibt sich einfach aus der Abziehregel.
Wenn y eine weitere Losung der Gleichung ist,” so liegt die Gleichungskette

3+5=8=3+y
vor, die Abziehregel sichert dann
o = .

Dieses Argument kann man auch dann durchfithren, wenn man die eine
Losung 5 noch gar nicht kennt: Aus der Gleichung®

3+ =8=34+y
folgt eben
T =y.
5Hier ist y also ein bestimmtes Element der Grundmenge, das die Gleichung erfiillt,

keine neue Variable der Gleichung.

60Djes ist keine neue Gleichung mit zwei Variablen, sondern eine Elementgleichung in
N.
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Betrachten wir allgemein eine Gleichung (eine additive Gleichung oder Ad-
ditionsgleichung) der Form
a+x =0>

mit fixierten natiirlichen Zahlen a,b € N. Zwar sind hier a,b ebenso wie x
Buchstaben, die fiir natiirliche Zahlen stehen, doch ist die Funktion jeweils
eine andere. Die Zahlen a,b stellen jeweils fixierte natiirliche Zahlen dar,
die somit die Gleichung (als Parameter) festlegen, fiir die dann x die zu
bestimmende Unbekannte ist. Wenn also a + x = b vorliegt, so denke man
nicht an die Menge aller Dreiertupel (a, b, x) € N? derart, dass die Gleichheit
vorliegt (was ebenfalls eine sinnvolle mathematische Aufgabe ist), sondern
an eine Gleichung in x, die durch die Zahlen a, b als Parameter bestimmt ist.

Das Losungsverhalten iiber N einer Gleichung der Form
at+z =0

héngt vom Groéfenverhéltnis zwischen a und b ab. Bei a > b gibt es keine
Losung, da wegen
a+zx >a>0b
die linke Seite stets (fiir jedes x € N) grofier als die rechte Seite ist.
Bei @ < b hingegen gibt es wie im zuerst genannten Beispiel genau eine
Losung. Die Voraussetzung
a<b

bedeutet ja, dass man von a aus durch sukzessives Nachfolgerbilden zu b
gelangt. Diese Definition ist nach Lemma 10.5 dquivalent dazu, dass es iiber-
haupt ein x € N mit a + x = b gibt. Die eindeutige Losung ist dann gerade
diejenige Zahl, die angibt, wie oft man den Nachfolger von ¢ nehmen muss,
um zu b zu gelangen. Also ist die Differenz%!

b—a
die eindeutig bestimmte Losung der Gleichung
at+z =0
bei a < b.
Bemerkung 17.5. Spezifische Bezeichnungen fiir spezielle Gleichungen ori-

entieren sich an den in der Gleichung vorkommenden mathematischen Struk-
turen, nicht am Loésungsverfahren. Eine quadratische Gleichung

ar’ +br+c =0

heilt quadratische Gleichung, weil in ihr der komplizierteste Ausdruck das
Quadrat 22 ist. Sie heifien nicht ,Quadratwurzelgleichungen“, obwohl zur
Bestimmung ihrer Losung Quadratwurzeln gezogen werden. Entsprechend
nennen wir

at+z =0

61Es ist typisch, dass Gleichungen zu neuen Begriffen fithren.
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eine Additionsgleichung, obwohl man die Losung durch Subtraktion findet,
und

N(z) = ¢

eine Nachfolgergleichung, obwohl die Losung der Vorgédnger von c ist.

17.3. Umformungen.

Eine wichtige Methode, Gleichungen zu l6sen, besteht darin, sie umzufor-

men, indem man in der Gleichung beidseitig die gleiche Rechenoperation
durchfiihrt.

Satz 17.6. Es sei
flz) = g(z)
eine Gleichung in der Variablen x diber einem gegebenen Zahlenbereich M.
Es seq
o: M — M
eine Abbildung. Dann gelten die folgenden Eigenschaften.

(1) Wenna € M eine Liosung der Gleichung ist, so ist a auch eine Lisung
der umgeformten Gleichung

o(f(z)) = »(g(z)).

(2) Wenn ¢ injektiv ist, so ist a € M genau dann eine Losung der Glei-
chung, wenn a eine Lisung der umgeformten Gleichung

o(f(z)) = p(g(z))

15t.

Beweis. (1) Wenn

ist, so ist auch

o(f(a)) = ¢(g(a)),

da ja eine Abbildung wohldefiniert auf den Elementen ist, und nicht
irgendwie von der Darstellung des Elementes abhéngt.
(2) Dies ist eine unmittelbare Anwendung der Injektivitéit von (.

t

Wichtige elementare Anwendungen dieses Prinzips sind, dass man zu ei-
ner Gleichung (iiber den natiirlichen, ganzen, reellen Zahlen) beidseitig eine
natiirliche Zahl hinzuaddieren oder beidseitig mit einer von 0 verschiedenen
Zahl multiplizieren darf darf. Die Injektivitdt ergibt sich aus der Abziehregel
bzw. aus der Kiirzungsregel. Bei einer injektiven Abbildung ergibt sich also ei-
ne losungsiquivalente Gleichung, man spricht von Aquivalenzumformungen.
Bei einer nicht injektiven Abbildung liefert die umgeformte Gleichung nur
eine notwendige Bedingung fiir eine Losung der urspriinglichen Gleichung.



236

Beispiel 17.7. Auf die Gleichung
r—3 =10

kann man beidseitig die Addition 43 (die bijektiv ist) loslassen und erhalt
die umgeformte Gleichung

r—3+3 =10+ 3.
Vereinfachungen fithren auf die Losung

rz = 13.

Bemerkung 17.8. Sei eine Gleichung der Form

flz) = g(x)
gegeben. Wir betrachten Gleichungsumformungen, die nicht auf einer injek-
tiven Abbildung beruhen. Als Extremfall betrachten wir die Multiplikation
mit 0, die ja aufgrund der Annullationsregel alles auf 0 abbildet und somit
hochgradig nicht injektiv ist. Die umgeformte Gleichung ist

0-f(z) = 0-g(z),
also einfach
0=0.
Diese Gleichung wird natiirlich von jedem =z erfiillt, zum Auffinden der Losun-

gen der Ursprungsgleichung liefert diese Umformung keinen sinnvollen Bei-
trag.

Betrachten wir das Quadrieren, d.h. wir gehen von der gegebenen Gleichung

(f(2))* = (9(x))*

iiber. Uber den natiirlichen Zahlen ist das Quadrieren eine injektive Abbil-
dung, aber nicht auf den ganzen Zahlen. Die Gleichung

T =3
hat offenbar die einzige Losung
r = 3,
dagegen hat die quadrierte Gleichung
r? =9
die beiden Lésungen
r = 3,—3

Ein wichtiges Leitmotiv fiir Zahlenbereichserweiterungen ist es, dass eine
bestimmte Art von Gleichungen, die bisher (in einem bestimmten Zahlen-
bereich) nur unter ganz bestimmten Bedingungen eine Losung besitzt, stets
eine Losung besitzt. Dieses Motiv wird beim Ubergang von N nach Z, von Z
nach Q und von Q nach R auftreten.
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17.4. Ungleichungen.

Bei einer Ungleichung handelt es sich um einen Ausdruck der Form

f(z) > g(z),
wobei f und g Ausdriicke in der einen Variablen x sind. Statt Ungleichung ist
eigentlich die Bezeichnung Abschdtzung besser. Wie eine Gleichung bezieht
sich eine solche Ungleichung auf eine Grundmenge M, typischerweise ein
Zahlenbereich mit einer Ordnung, in der die Ausdriicke f und g und das >
sinnvoll interpretiert werden konnen. Unter einer Loésung der Ungleichung
versteht man ein a € M, das die Bedingung

fla) > g(a)
erfiillt. Unter der Lésungsmenge zur Ungleichung versteht man die Menge
aller Losungen, also die Menge

{a € M| f(a) > g(a)} .
17. ARBEITSBLATT

17.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 17.1. Ersetze im Ausdruck
QZVWXYTXUXYSRWZ

simultan die Buchstaben ) durch F'; R durch A, S durch J, T durch N, V
durch O, W durch H, X durch E, Y durch S und Z durch R. Handelt es

sich um einen Term?

17.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 17.2. Diskutiere, ob es sich bei

n!, (Z), T, eh aY, 5%, \x, Q

um Terme handelt.

Aufgabe 17.3. Expandiere den Term 3a?.

Bei Einsetzungsaufgaben sind grundsétzlich die entstehenden Terme zu ver-
einfachen.

Aufgabe 17.4. Ersetze im Term 322+ 2x +4 die Variable x durch den Term
5 und vereinfache den entstehenden Ausdruck.
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Aufgabe 17.5. Ersetze im Term 422+ 3x + 7 die Variable z durch den Term
y3 4+ 2y + 5 und vereinfache den entstehenden Ausdruck.

Aufgabe 17.6.*

Ersetze im Term 3x2 + 5z + 6 die Variable x durch den Term 4y + 2y + 3
und vereinfache den entstehenden Ausdruck.

Aufgabe 17.7. Ersetze im Term
as - 101 4+ as - 10° + ay - 102 + ay - 10 + ag
simultan die Variablen

(1) ag durch 4, a; durch 7, ay durch 4, ag durch 0, a, durch 5,

(2) ag durch 7, a; durch 11, as durch 10, a3 durch 0, a4 durch 13,

(3) ag durch by, a; durch bs, as durch b7, ag durch by, ay durch bs,

(4) ap durch 10, a; durch 103, ay durch 10%, az durch 100, a4 durch 10%.

Aufgabe 17.8.*
Finde die Zifferntupel (a,b,c) € {1,2,...,9}3, die die Gleichung

a-ba = ac

erfiillen, wobei ba und ac zweistellige Zahlen im Dezimalsystem bezeichnen.
Schreibe die Gleichungen fiir die gefundenen Losungen.

Aufgabe 17.9. Ersetze im Molekiil
H-0-C=C-0-0-C=80B

jedes Sauerstoffatom (O) durch O —O und jedes Kohlenstoffaxiom (C') durch
ein Siliciumaxiom S7.

Aufgabe 17.10. Es sei T'(x) ein Term in der einen Variablen x, der an-
sonsten aus natiirlichen Zahlen und darauf definierten Funktionssymbolen
gebildet sei. Man mache sich klar, dass die Einsetzung a +— T'(a) eine Abbil-
dung von N nach N definiert.
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®
@@

Die kleine Scheibe A Die kleine Scheibe B

© ©
) )

Die kleine Scheibe C Die kleine Scheibe D

Die Kleine-Scheiben-Operade besteht aus Kreisen mit einem fixierten Ra-
dius, die kleinere iiberschneidungsfreie durchnummerierte Kreise beinhalten.
Es seien K und L zwei solche Scheiben. Die Verkniipfung K x; L (genannt die
i-te Einsetzung), wobei i zwischen 1 und der Anzahl der inneren Kreise von
K ist, erhélt man, indem man den i¢-ten inneren Kreis von K durch den auf
diese Grofle geschrumpften Kreis L (ohne Drehung) ersetzt, dabei die Um-
randung weglasst und die inneren Kreise neu nummeriert, und zwar so, dass
die inneren Kreise von K bis zur Nummer ¢ — 1 ihre Nummer behalten, die in
den i-ten Kreis von K platzierten Kreise die anschliefenden Nummern geméf
ihrer Reihenfolge in L bekommen und die verbleibenden inneren Kreise die
anschlieBenden Nummern geméf ihrer Reihenfolge in K bekommen.

Alle folgenden Einsetzungsaufgaben fiir die kleinen Scheiben beziehen sich
auf die skizzierten Objekte.

Aufgabe 17.11. Bestimme die Einsetzungen
(1) A *q1 B,
(2) A *9 B,

Aufgabe 17.12. Bestimme die Einsetzungen
(].) A *1 A,

(2) Axq A,
(3) Axs A.



240

Aufgabe 17.13. Bestimme die Einsetzungen

Aufgabe 17.14. Bestimme die Einsetzungen
( ) C *q C
(2) (1 C) % C,
(3) ((C#1 C)xy C) +1 C,

Aufgabe 17.15. Besitzen die Einsetzungen x; fiir die kleinen Scheiben ein
neutrales Element?

Aufgabe 17.16. Setze in den folgenden Definitionsgleichungen den Doppel-
punkt an die richtige Stelle.

|
ad=a-a-a,n =nn—1)---3-2-1, <Z)—W,P 4o* + Tz — 5

Aufgabe 17.17.*

Bestimme, von welcher Art (im Sinne der Vorlesung) die folgenden Gleichun-
gen sind.

—(—SL’) = Z,
22 —3x+5 = 0.

13 -8 =5,

n

Aplp_1 . .. A2G1Qg = E a;10".
i=0
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Aufgabe 17.18. Bestimme, von welcher Art (im Sinne der Vorlesung) die
folgenden Gleichungen sind.

(1) Yoy i= e,
(2) H?:li - n!7

(3) 4+9 =13,
(4)

(5) 2?2 =T1.

Aufgabe 17.19. Finde eine Losung und eine Nichtlosung fiir die Gleichung
52° +32% 4 4o +5 = 1122 + 7o + 7.

Aufgabe 17.20. Welche Umformungsregeln fiir Gleichungen kennen Sie?
Handelt es sich um Aquivalenzumformungen?

Aufgabe 17.21. Bestimme sdmtliche Losungen aus N fiir die folgenden Glei-
chungen.

(1) 224+ 3 = bz,
(2) 2z = 22,
(3) 9z = 3.

Aufgabe 17.22. Bestimme die Losungsmenge der Ungleichung
nd—n? < 20

innerhalb der natiirlichen Zahlen.

17.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 17.23. (4 Punkte)

Es sei

P(x) = 62° + 52° + 4
und

Qly) = vy +3y+T.

(1) Ersetze im Term Q(y) die Variable y durch 6. Das Ergebnis sei a.

(2) Ersetze im Term P(x) die Variable x durch a.

(3) Ersetze im Term P(z) die Variable z durch den Term Q(y). Das
Ergebnis sei R(y).

(4) Ersetze im Term R(y) die Variable y durch 6.
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Aufgabe 17.24. (4 Punkte)

Bestimme die Einsetzungen

Aufgabe 17.25. (2 Punkte)

Es seien v > u > 0 natiirliche Zahlen. Zeige, dass
r=10v%—u? y= 2w, z =u’+0°

die Gleichung

erfiillen.

Aufgabe 17.26. (2 Punkte)
Finde in N alle Losungen der Gleichung
ry = 24.

Markiere die Losungsmenge als Teilmenge im N2,

Aufgabe 17.27. (2 Punkte)
Es sei f: L — M eine Abbildung. Zu jedem y € M gehort die Gleichung

flx) =y

in der Variablen z. Charakterisiere die Injektivitit und die Surjektivitiat von
f durch FEigenschaften des Losungsverhalten dieser Gleichungen. Was kann
man sagen, wenn x € L fixiert ist und die Gleichung in der Variablen y
betrachtet wird?

18. VORLESUNG - DIE GANZEN ZAHLEN

Drei Schritte vor und zwei
zuriick, so kommt der Mensch
voran

Petra Pascal
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18.1. Die ganzen Zahlen.

Wir haben in der letzten Vorlesung gesehen, dass die Gleichung
a+x =0

mit a,b € N formulierbar ist, aber es dort bei a > b keine Losung gibt. Wir
wiirden gerne von dieser Gleichung links und rechts a ,,abziehen®, um links

at+xr—a ==

und rechts die Losung b — a fiir = zu erhalten. Um dies durchfiithren zu
konnen, miissen wir die natiirlichen Zahlen zu einem grofieren Zahlenbereich
erweitern, namlich zur Menge der ganzen Zahlen. Solche Zahlenbereichser-
weiterungen ziehen sich durch die gesamte Mathematik, egal ob in der Schule
oder auf der Hochschule. Wir werden noch die Erweiterung von den ganzen
Zahlen zu den rationalen Zahlen und von den rationalen Zahlen zu den reellen
Zahlen kennenlernen. Eine wichtige Motivation ist dabei, so wie hier, dass
man Losungen fiir gewisse Gleichungen finden mochte, fiir die es im Aus-
gangszahlenbereich keine Losung gibt, und dass man diese Lésungen auch
rechnerisch auffinden und handhaben mdéchte. Zugleich mochte man mit den
neuen Zahlen moglichst viel machen koénnen, was man im Ausgangsbereich
kann, also beispielsweise nach wie vor addieren und multiplizieren, wobei
auch die gleichen GesetzméiBigkeiten weiter gelten sollen (Permanenzprin-

2ip).
Da wir von nun an mit verschiedenen Zahlenbereichen arbeiten, wird es wich-
tig, zu betonen, in welchem Zahlenbereich wir uns befinden. Die Gleichung

54+ =2

besitzt in N keine Losung. Diese Tatsache bleibt unabhéngig davon bestehen,
dass es in anderen Bereichen eine Losung gibt.

Wir fithren jetzt die Menge der ganzen Zahlen ein, auf denen wir dann bald
die Verkniipfungen festlegen und die zugehorigen Rechengesetze nachweisen
werden.

Definition 18.1. Die Menge der ganzen Zahlen 7Z besteht aus der Menge
aller positiven natiirlichen Zahlen N, der 0 und der Menge {—n|n € N},
deren Elemente die negativen ganzen Zahlen heiflen.

Diese Definition hat den Vorteil, dass sie direkt ist und ohne mengentheo-
retische Uberlegungen (Aquivalenzrelationen) auskommt. Jede ganze Zahl
gehort unmittelbar zu genau einem der drei Typen (positiv, 0 , negativ).
Der Nachteil ist, dass die Verkniipfungen darauf, ndmlich die Addition und
die Multiplikation, die die gleichnamigen Verkniipfungen auf den natiirlichen
Zahlen fortsetzen sollen, nicht unmittelbar ersichtlich sind, sondern auf eine
Weise festgelegt werden miissen, die zumindest auf den ersten Blick etwas
willkiirlich aussehen mag. Zugleich ist der Nachweis der Gesetzméafligkeiten,
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wie beispielsweise das Assoziativgesetz, recht aufwindig, da man alle Kom-
binationen der moglichen Fille untersuchen muss.

Das Minuszeichen — kommt in dieser Definition nur im Sinne einer Bezeich-
nung vor, es ist Teil eines Namens (das Vorzeichen) fiir eine neue Zahl. Das
Minuszeichen wird bald unterschiedliche Funktionen iibernehmen, die man
konzeptionell auseinanderhalten muss, siehe Aufgabe 18.7.

Bemerkung 18.2. Die negativen Zahlen kann man ausgehend von jedem
Bezeichnungsystem fiir die natiirlichen Zahlen bilden, die neuen Zahlen erge-
ben sich ja einfach aus den natiirlichen Zahlen, indem man ein Minuszeichen
davorsetzt. Beispielsweise sind

L) _|||’ _||7 _|707 |> ||’ |||

... ~NNNO, —NNO, —N0,0, N0, NNO, NN NO, .....

..., minus drei, minus zwei, minus eins, null, eins, zwei, drei, ... .

vy —C,—b,—a,0,a,b,c, ....

vy —3,-2,-1,0,1,2,3, ...
angedeutete Auflistungen fiir alle ganzen Zahlen.

1 1 1 1 1 1 1 Il Il 1 1 1 L

EEEEERECEREE

b ey
e e e Tt
Sh cb -3-% -¢-8-9 -x-3 0 3 3} 9 8 ¢ v & ¥ > o

Insbesondere kann man den Zahlenstrahl zu einer Zahlengeraden erweitern
und links von der 0 die negativen Zahlen —1,—2, ... platzieren. Durch diese
Anordnung entsteht eine Symmetrie am Nullpunkt, wobei die negative Zahl
—a der positiven Zahl a gegeniiber liegt. Diese Symmetrie gilt insbesondere
auf der Zahlengeraden. Wenn man die ganzen Zahlen dynamisch als (gleich-
lange) Schritte nach rechts bzw. nach links (oder nach vorne bzw. nach hinten
oder nach oben bzw. nach unten) interpretiert, so sehen die negativen Zahl
so ,natiirlich“ wie die positiven Zahlen aus.
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Wie verhalten sich die ganzen Zahlen beziiglich der Zahlvorstellung (im Sinne
der Nachfolgerabbildung) fiir die natiirlichen Zahlen, die wir in der fiinften
Vorlesung kennengelernt haben? Die richtige Vorstellung ergibt sich, wenn
man die Nachfolgerabbildung auf Z fortsetzt, und dabei geméf§ der in Bemer-
kung 18.2 schon verwendeten Reihenfolge vorgeht (dort wurde die Nachfol-
gerabbildung durch die gewihlte Anordnung schon vorweggenommen). Wenn
man auf der Zahlenstrahl ist, so erhilt man den Nachfolger in N, indem man
einen Schritt (einer fixierten einheitlichen Léange) nach rechts macht. Diese
Interpretation des Nachfolgers lédsst sich unmittelbar auf die Zahlengerade
fortsetzen, der Nachfolger ist und bleibt der Schritt nach rechts (Permanenz-

prinzip).
Die algebraische Definition sieht folgendermafien aus.

Definition 18.3. Unter dem Nachfolger N(x) einer ganzen Zahl x € Z
versteht man die Zahl

N(z) = N(a), fallsx =a €N,
" | =V(b), falls 2 = —b mit b € N, .

In dieser Definition wir also Bezug auf die Nachfolgerabbildung in N (also
+1) und die Vorgéngerabbildung V: N; — N (also —1) Bezug genommen.

Lemma 18.4. Die Nachfolgerabbilung N : 7Z — 7 besitzt die folgenden Fi-
genschaften.

(1) Die Nachfolgerabbildung stimmt auf N mit der dortigen Nachfolgerab-
bildung tiberein.

(2) Die Nachfolgerabbildung ist bijektiv. (Die Umkehrabbildung wird als
Vorgéngerabbildung V' bezeichnet.)

(3) Esist N(—a) = —V(a) und V(=b) = —N(b) fir a,b e N,.

(4) Jede ganze Zahl ldsst sich ausgehend von 0 durch eine Iteration der
Nachfolgerabbildung oder eine Iteration der Vorgingerabbildung errei-
chen.

Beweis. Siehe Aufgabe 18.9. O

Die Bijektivitat der Nachfolgerabbildung bedeutet insbesondere, dass die
Nachfolgergleichung N(z) = =z fiir jedes z € Z eine eindeutige Losung be-
sitzt, ndmlich den Vorgénger von z. Durch diese Zielsetzung kann man auch
die ganzen Zahlen einfiihren. Man mochte fiir die 0 einen Vorgénger haben
(den es innerhalb der natiirlichen Zahlen nicht gibt), und diesen nennt man
V(0). Fiir diese neue Zahl méchte man wieder einen Vorgénger haben, diesen
nennt man V' (V'(0)), davon mochte man wieder einen Vorgéanger V(V(V(0)))
haben, u.s.w. Fiir den k-fachen Vorginger V*(0) schreibt man dann —k.

Bemerkung 18.5. Welche Objekte bzw. Strukturen kann man mit den gan-
zen Zahlen zéhlen? Es gibt keine Mengen mit negativ vielen Elementen! Den-
noch gibt es viele Situationen, wo man mit ganzen Zahlen sinnvoll zéhlen
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kann. Sobald es einen (gerichteten) Prozess zusammen mit einem zugehori-
gen gegenldufigen Prozess gibt, wie etwa einen Schritt nach rechts bzw. einen
Schritt nach links zu machen, oder wenn man zwei sehr grofie Haufen (oder
Korbe) an Apfeln hat, und der Prozess ist, einen Apfel von dem einen Haufen
zu dem anderen Haufen zu transportieren (mit dem umgekehrten Transport
als dem gegenldufigen Prozess), so kann man die méglichen (hintereinander
ausgefithrten) Prozesse durch die ganzen Zahlen beschreiben: 7 (oder deut-
licher +7) bedeutet 7 Apfel von Haufen G nach Haufen H iibertragen, —3
bedeutet drei Apfel von Haufen H nach Haufen G iibertragen. Hierbei muss
man willkiirlich festlegen, welche Prozessrichtung man als positiv ansehen
mochte. Auch in der Hauswirtschaft werden die Einnahmen positiv und die
Ausgaben negativ verbucht. Damit zusammenhéngend werden negative Zah-
len héufig als Schulden und positive Zahlen als Guthaben interpretiert.

Der Apfelkorb G Der Apfelkorb H

Definition 18.6. Unter der Negation auf der Menge der ganzen Zahl Z
versteht man die Abbildung —: Z — 7Z, die durch

(@) = —a, fallsx =a € N,
~ |, falls z = —b mit b e N |

gegeben ist.

Hier tritt das Minuszeichen in einer zweiten Bedeutung auf, als Funktions-
symbol. Fiir @ € N ist —a = —a, d.h. Vorzeichen und Funktionssymbol
stimmen {iberein (das ist der Grund, warum man das gleiche Symbol ver-
wenden kann), fur b € N ist —(—b) = b, wobei das vordere Minuszeichen
das Funktionssymbol und das hintere Minuszeichen das Vorzeichen ist. Fer-
ner gilt —(—x) = z fiir jedes € Z, wobei hier das Minuszeichen zweimal
das Funktionssymbol bezeichnet. Die Negation ist auf dem Zahlenstrahl die
Spiegelung an der 0, sie macht aus einen Schritt nach rechts ein Schritt nach
links (und umgekehrt) und vertauscht Guthaben und Schulden.

18.2. Die Addition auf den ganzen Zahlen.

Wir kommen zur Addition auf den ganzen Zahlen.
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Definition 18.7. Auf den ganzen Zahlen wird folgendermafien eine Ver-
kniipfung, genannt Addition, eingefithrt (dabei bezeichnen a,b natiirliche
Zahlen). Es ist

a+b:=a+b,

ot (=b) = a—0>b, fallsa > b,
" 1 =(b—a), fallsa < b,

(—a) +b = b—a, falls b > a,
"l =(a—b), fallsb < a,

(—a) + (=b) := —(a+0).

Bemerkung 18.8. Die in Bemerkung 18.2 besprochenen Interpretationen
fiir ganze Zahlen passen sehr gut zur Addition der ganzen Zahlen. Die Addi-
tion einer Reihe von Ausgaben oder Einnahmen fiihrt zur Gesamteinnahme
bzw. Gesamtausgabe; wenn man hintereinander mehrfach nach vorne (oder
nach rechts) bzw. nach hinten (nach links) geht, so beschreibt die Additi-
on den Gesamtbewegungsvorgang; wenn die einen Apfel von G nach H und
die anderen von H nach G schmeiflen, so beschreibt die Addition den Ge-
samttransport. Hierzu muss man sich nur davon iiberzeugen, dass die iiber die
Fallunterscheidung definierte Addition genau das macht, was im (Bewegungs-
)Prozess geschieht. Wenn man beispielsweise zuerst a Apfel von G nach H
transportiert und dann b Apfel ebenfalls von G nach H, so transportiert man
insgesamt a+b Apfel von G nach H. Wenn man hingegen zuerst a Apfel von
G nach H transportiert und dann b Apfel in die andere Richtung, also von H
nach G transportiert, so hingt der Gesamtprozess wesentlich davon ab, ob
a oder ob b grofler (oder gleich) ist. Bei a > b transportiert man insgesamt
a — b Apfel von G nach H (vergleiche Satz 10.13), andernfalls transportiert
man b— a Apfel von H nach G. Mit diesen Interpretationen werden auch die
algebraischen Gesetze fiir die Addition ganzer Zahlen einsichtig.

Mit der Addition kann man die Nachfolgerabbildung ale Addition mit 1 und
die Vorgéingerabbildung als Addition mit —1 auffassen. Die Addition auf
den ganzen Zahlen passt auch gut zu der Addition der natiirlichen Zahlen,
wenn man wie in der Definition 8.10 unter x + y das Ergebnis versteht,
das sich ergibt, wenn man von x ausgehend den y-fachen Nachfolger nimmt.
Entsprechend stimmt x + @ mit dem a-fachen Nachfolger von x und = + (—b)
mit dem b-fachen Vorgénger von x iiberein (dabei ist € Z und a,b € N).

Bemerkung 18.9. Innerhalb der ganzen Zahlen besitzt die mit den natiirli-
chen Zahlen a, b formulierte Gleichung

at+x =0>
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eine eindeutige Losung, ndmlich (—a)+b. Bei a < b ist das ja nach Definition
die natiirliche Differenz b — a, und bei a > b ist nach Definition

(—a)+b = —(a—0),
und wegen
a>a—b>0
ist nach der Definition der Addition und Lemma 10.14 (3)
a+(—(a—b) =a—(a—b) = (a+b)—a =b.
Diese eindeutige Losbarkeit iibertriagt sich auf eine Gleichung der Form
a+x =b

mit a,b € Z, siche Aufgabe 18.24. Diese Aussage folgt auch aus Lemma 19.8
in Verbindung mit Satz 19.3.

Lemma 18.10. Die Addition auf den ganzen Zahlen erfillt die folgenden
FEigenschaften.

(1) Die Addition besitzt 0 als neutrales Element.

(2) Die Addition ist eine kommutative Verknipfung.
(3) Die Addition ist assoziative Verkniipfung.

(4) Zu jedem x € Z gibt es ein y € Z mit

r+y = 0.

Beweis. (1) Dass 0 das neutrale Element ist, folgt unmittelbar aus den
ersten beiden Teilen der Definition der Addition.

(2) Die Kommutativitét der Addition beweisen wir mit einer Fallunter-
scheidung, je nachdem, ob die Summanden nichtnegativ (natiirliche
Zahlen) oder negativ sind. Wenn beide Summanden aus N sind, er-
gibt sich dies unmittelbar aus der Kommutativitdt der Addition in

den natiirlichen Zahlen. Wenn x = a aus N ist und y = —b nega-
tiv ist, so muss man eine weitere Fallunterscheidung vornehmen. Bei
a > bist

r+y =a+(-b) =a—-">
nach dem (der ersten Hélfte des) zweiten Teil der Definition, und
ebenso ist

y+z = (-b)+a=a->b
nach dem (der ersten Hilfte des) dritten Teils der Definition. Bei
a < bist wiederum

r+y=a+(=b) = —(b—a) = (-b)+a=y+x

nach den Definitionen. Wenn beide Zahlen negativ sind ergibt sich
die Kommutativitat sofort aus dem vierten Teil der Definition.
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(3) Die Assoziativitdt nachzuweisen ist aufwéndiger, da dann drei Zahlen
x,y, z ins Spiel kommen, fiir die es jeweils mehrere Fille gibt. Wenn
eine der beteiligten Zahlen aber 0 ist, so ist die Aussage wegen der
bewiesenen neutralen Eigenschaft der 0 klar. Wir miissen also nur
noch die acht Fille (in denen selbst jeweils wiederum Fallunterschei-
dungen geméfl der Grofenbeziehung der beteiligten Elemente nétig
sind) durchgehen, je nachdem, ob x,y, z positiv oder negativ sind.

Wenn beispielsweise * = a,y = —b, 2 = —c mit positiven Zahlen
a, b, c, ist, so ist

r+y+z2) =a+ ((=b)+(—¢c) = a+ (=(b+0¢)).
Wenn a > b+ cist, so ist dies a — (b+ ¢) (in N), andernfalls ist dies
—((b+ ¢) — a). Fiir die andere Klammerung ergibt sich
(z+y)+2z = (a+(=b) + (o).
Bei a > b+ c ist einerseits
a>b
und andererseits
a—b > c
Somit ist die zweite Klammerung in diesem Fall nach Aufgabe 10.27
ebenfalls gleich
(a+(=b)) + (=) = (@—b)—c = a—(b+c).

Bei @ < b+ ¢ unterscheiden wir die Félle ¢ > b und ¢ < b. Beil

a > bist ¢ > a— b und daher ist unter Verwendung von Lemma
10.14 (3)

(a+(=b)+(—c) =(a—b)—c = —(c—(a—0b)) = —((c+b) —a).
Bei a < b ist erst recht a < b+ ¢ und somit ist nach Lemma 10.14
(2)
(@a+(=0)+(=¢) = (=(b—a)) +(=¢) = =((b—a) +¢)) = —((c+b) —a).
Fiir die anderen Fille siche Aufgabe 18.23.
(4) Bei positivem x hat —x die Eigenschaft, dass die Summe
r+(—x) =0
ist, bei negativem x mit + = —a mit a € N erfiillt a die Eigenschaft.
O

In beiden Fallen erfiillt also das Negative —z zu = die Eigenschaft x4 (—z) =
0.

Fiir die Assoziativitat der Addition in Z geben wir noch ein weiteres einleuch-
tenderes Argument, das sich an der inhaltlichen Beschreibung der Addition
von ganzen Zahlen als einen gerichteten Transport von Objekten (zwischen
zwei Haufen, also mit Riicktransport) orientiert. Diese Interpretation deckt
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sich mit den Festlegungen in Definition 18.7. In dieser Interpretation ist aber
das Assoziativgesetz unmittelbar einleuchtend, da man die Hintereinander-
ausfithrung von drei Transportprozessen als einen Gesamtprozess auffassen
kann, aber auch die beiden ersten Prozesse zusammenfassen oder die beiden
letzten zusammenfassen kann.

18.3. Die Multiplikation auf den ganzen Zahlen.

Definition 18.11. Auf den ganzen Zahlen wird folgendermaflen eine Ver-
kniipfung, genannt Multiplikation, eingefithrt (dabei bezeichnen a, b natiirli-
che Zahlen). Es ist

a-b:=a-b,
@ (=b) = ~(a-b)
(—a) b i= —(a-b),
(—a)-(=b) :=a-b.

Der letzte Teil passt gut zu der Eigenschaft der Negation, zu sich selbst invers
zu sein, gut zusammen. Die Negation kann man insbesondere als Multiplika-
tion mit der —1 auffassen. Dennoch sind

—(—2) =z
und
(—z)(—y) = =y
verschiedene Eigenschaften (Letzteres ist fiir x,y € N eine Definition, und
das Minuszeichen ist dabei das Vorzeichen, fiir beliebige x,y ist es eine dar-

aus folgende Eigenschaft der Multiplikation, und das Minuszeichen ist das
Funktionszeichen).

Bemerkung 18.12. Wie schon bei den natiirlichen Zahlen ist die Vorstel-
lung fiir die Multiplikation von ganzen Zahlenschwieriger als fiir die Addition,
da bei der Addition beide Summanden die gleiche Rolle spielen (zumindest in
der wichtigsten Interpretationen), wihrend dies bei der Multiplikation nicht
der Fall ist. Man kann nicht drei Apfel mal fiinf Apfel ausrechnen. Wie bei
den natiirlichen Zahlen beschreibt der eine Faktor die Vielfachheit, mit der
ein Prozess durchgefiihrt, den der andere Faktor quantitativ misst. Man kann
also dreimal jeweils fiinf Apfel von G nach H transportieren und transportiert
dann insgesamt 15 Apfel von G nach H. Das gleiche erreicht man, wenn man
fiinfmal drei Apfel von G nach H transportiert. Ebenso kann man a-mal b
Apfel in die andere Richtung von H nach G transportieren, und transportiert
damit insgesamt ab Apfel von H nach G. Ganze Zahlen (der Apfeltransport
samt Richtung) mit einer natiirlichen Zahl zu multiplizieren besitzt also ei-
ne passende natiirliche Interpretation. Schwieriger ist es, wenn beide Zahlen
negativ sind. Die Definition sagt, dass dann das Produkt der zugehorigen
positiven Zahlen herauskommt. Dies kann man sich so vorstellen: Es sei P
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ein reversibler Prozess, der gegenlaufige Prozess sei mit — P bezeichnet. Fiir
n € N ist nP die n-fache Ausfithrung von P. Fiir negatives

n = —-m

interpretiert man dann nP als die m-fache Ausfiithrung des gegenlaufigen
Prozesses. Insbesondere ist

(~1)P = —P.

Multiplikation mit —1 fiithrt also auf den gegenldufigen Prozess, und von
daher ist es einleuchtend, auch

(-1)(-P) = P
zu setzen, da der gegenlaufige Prozess zum gegenldufigen Prozess der Prozess
selbst ist.

Auch von den gewiinschten algebraischen Gesetzméafigkeiten her ist die Fest-
legung Minus mal Minus ist Plus sinnvoll. Es soll

0Oz =0
gelten und es soll das Distributivgesetz gelten. Dann ist fiir n € Nund x € Z
0=0z = (n+(—n))zx = nx+(—n)x.
Bei negativem x = —a ergibt sich daraus
n(—a) + (—n)(—a) = 0.

Das Produkt (—n)(—a) muss also bei Addition mit n(—a) Null ergeben, dies
ist aber gerade die charakteristische Eigenschaft von na. Also ist

(—n)(—a) = na.

Lemma 18.13. Die Multiplikation auf den ganzen Zahlen ist eine kommu-
tative assoziative Verkniipfung mit 1 als neutralem Element. Es gilt das Dis-
tributivgesetz.

Beweis. Die Kommutativitdt der Multiplikation und die Eigenschaft, dass 1
das neutrale Element ist, folgt unmittelbar aus der Definition 18.11. Zum
Nachweis des Assoziativgesetzes stellt man zunéchst fest, dass 0 heraus-
kommt, sobald ein Faktor 0 ist. Die verbleibenden acht moglichen Fiélle kann
man einfach abhandeln, da das Vorzeichen des Produktes nur davon abhéngt,
wie viele Zahlen positiv und wie viele Zahlen negativ sind, siche Aufgabe
18.29.

Zum Nachweis des Distributivgesetzes
x-(y+z2)=x-y+ax-z

konnen wir, indem wir bei negativem x mit —1 multiplizieren, annehmen,
dass z positiv ist (bei x = 0 gilt die Gleichung sowieso). Wenn y, z beide
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aus N sind oder beide negativ, so ergibt sich die Gleichung unmittelbar. Sei
also y = a aus N und z = —0b negativ. Bei a > b ist nach Satz 10.8 auch

xra > xb.
In diesem Fall ist somit nach Lemma 10.15
z-(y+z) = z-(a+(-b)) = z-(a—b) = z-:a—zx-b = r-atx-(—b) = x-y+x-2.
Bei a < b ist nach Satz 10.8 auch

xa < xb.

In diesem Fall ist somit wieder nach Satz 10.8

- (a+ (=b))
= z-(=(b—a))
= ( (b —a))
—(z-b—x-a)
x-a+ (—z-b)
= z-a+xz-(=b)
= r-yt+tx-=z

x-(y+2)

18.4. Der Betrag.

Definition 18.14. Unter dem Betrag |n| einer ganzen Zahl n versteht man
die Zahl selbst, falls diese positiv ist, oder aber die Zahl —n, falls n negativ
(und —n positiv) ist.

Der Betrag ist also stets eine natiirliche Zahl.

18. ARBEITSBLATT

18.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 18.1. Lucy Sonnenschein befindet sich auf der Zahlengerade in
Position 2 und schaut in die positive Richtung. Sie bewegt sich drei Schrit-
te nach vorne (das bezieht sich auf ihre momentane Ausrichtung), sodann
sieben Schritte zuriick, sie macht sodann eine Halbdrehung, dann geht sie
vier Schritte nach vorne, macht wieder eine Halbdrehung, macht einen Sal-
to riickwérts im Stand und geht zwei Schritte zuriick. In welcher Position
befindet sie sich zum Schluss?
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18.2. Ubungsaufgaben.

Gar nicht mehr lange! Wir wiinschen schon jetzt frohe Weihnachten!

Aufgabe 18.2. Welche Vorstellungen zu den ganzen Zahlen (einschlieflich
der Verkniipfungen) haben Sie?

Aufgabe 18.3. Wir betrachten die Tage

. vorvorvorgestern, vorvorgestern, vorgestern, gestern, heute,

morgen, iibermorgen, iiberiibermorgen, iiberiiberiibermorgen, . ..

als Zahlen und addieren mit ihnen.

(1) Bestimme vorgestern von morgen.

(2) Bestimme vorvorvorgestern von iibermorgen.

(3) Bestimme vorvorvorvorgestern von vorvorvorgestern von iiberiiber-
iiberiiberiibermorgen.

(4) Welchen Tag von iiberiiberiiberiibermorgen muss ich nehmen, um
heute zu erhalten?

(5) Wie bestimmt man den ,negativen“ Tag zu einem gegebenen Tag?

(6) Welchen Tag von iiberiiberiiberiibermorgen muss ich nehmen, um vor-
vorgestern zu erhalten?

(7) Wie selbstverstéindlich ist in diesem Modell das Kommutativgesetz
und das Assoziativgesetz?

Aufgabe 18.4. Wie z&hlt man die Jahre in der Geschichte? Warum?

Aufgabe 18.5. Was hat die Temperaturskala mit den ganzen Zahlen zu
tun?
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Aufgabe 18.6. Soll man eine negative Zahl stets mit einem Minuszeichen
als —x schreiben? Oder darf man eine negative Zahl auch mit x bezeichnen?

Aufgabe 18.7. Man mache sich die verschiedenen Rollen des Minuszeichens
klar: Benennungszeichen (Teil des Namens der Zahl), Umkehrungszeichen
(Negationszeichen), Verkniipfungszeichen (Subtraktionszeichen bzw. beding-
tes Subtraktionszeichen in N). Wo konnten prinzipiell Verwechslungen auf-
treten? Aufgrund von welchen mathematischen GesetzméBigkeiten ist diese
mehrfache Verwendung des gleichen Zeichens sinnvoll?

Aufgabe 18.8. Es sei N die Nachfolgerabbildung und V' die Vorgéngerab-
bildung auf den ganzen Zahlen. Berechne

(NoVoVoVoNoVoNoNoVoVoVoNoNoV)(3).

Aufgabe 18.9.*

Zeige, dass die Nachfolgerabbilung N: Z — 7Z die folgenden Eigenschaften
besitzt.

(1) Die Nachfolgerabbildung stimmt auf N mit der dortigen Nachfol-
gerabbildung iiberein.

(2) Die Nachfolgerabbildung ist bijektiv.

(3) Esist N(—a) = =V(a) und V(=b) = —N(b) fiir a,b € N;.

(4) Jede ganze Zahl lésst sich ausgehend von 0 durch eine Iteration der
Nachfolgerabbildung oder eine Iteration der Vorgéngerabbildung er-
reichen.

Aufgabe 18.10.*

Es sei V' die Vorgéangerabbildung auf den ganzen Zahlen. Beweise die Gleich-
heit

V¥ (a) = —a
fiir a € N durch Induktion iiber a.

In der folgenden Aufgabe verstehen wir zu a € Z unter Z>, die Menge aller
sukzessiven Nachfolger von a (einschliefllich a) und unter Z<, die Menge aller
sukzessiven Vorgénger von a. Dies stimmt mit der spateren Definition iiber
die Ordung auf Z iiberein.

Aufgabe 18.11. Zeige, dass zu jeder ganzen Zahl a sowohl die Menge Z>,
mit der Nachfolgerabbildung als auch die Menge Z<, mit der Vorgéngerab-
bildung die Dedekind-Peano-Axiome erfiillt.
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Aufgabe 18.12. Wir betrachten die Menge
M ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

mit der natiirlichen Nachfolgerabbildung N, die wir durch N(9) = 0 ergén-
zen. Vergleiche diese Menge mit den ganzen Zahlen Z und der dortigen Nach-
folgerabbildung unter den folgenden Aspekten.

(1) Ist N bijektiv?
(2) Was ist die Umkehrabbildung?
(3) Gibt es eine Abbildung

7 — M,

die die beiden Nachfolgerabbildungen respektiert? Man denke an ein
Zahnrad und eine unendliche Zahngerade.
(4) Gibt es eine Abbildung

M — Z,

die die beiden Nachfolgerabbildungen respektiert?
(5) Kann man auf M eine Addition einfiithren?

Aufgabe 18.13. Wir nehmen die Menge M = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} mit
der Nachfolgerabbildung aus Aufgabe 18.12 unendlich oft, und zwar fiir jede
natiirliche Zahl ¢ genau einmal, diese Kopie bezeichnen wir mit M;. Vergleiche
die Nachfolgerabbildung auf dieser Gesamtmenge und auf Z. Gibt es eine
Addition auf dieser Gesamtmenge?

Aufgabe 18.14. Es seien zwei Haufen H und G an (hinreichend vielen)
Apfeln gegeben. Es werden der Reihe nach 7 Apfel von H nach G, 13 Apfel
von G nach H, dann 10 Apfel von G nach H und schlieBlich 9 Apfel von
H nach G transportiert. Wie viele Apfel werden insgesamt und in welche
Richtung transportiert?

Aufgabe 18.15. Lucy Sonnenschein hat einen Stand auf dem Flohmarkt.
Sie verkauft ein altes Kleid fiir 8 Euro, trinkt einen Kaffee fiir 2 Euro, verkauft
eine alte Schallplatte fiir 5 Euro, hat Hunger und holt sich eine Schlachtplatte
fiir 7 Euro, verschenkt einen Aschenbecher und kauft sich beim Nachbarstand
eine coole Bluse fiir 3 Euro. Wie sieht ihr finanzielles Gesamtergebnis vom
Flohmarkttag aus?

Aufgabe 18.16. Lucy Sonnenschein unternimmt eine Zeitreise. Sie reist
zuerst 71 Stunden nach vorne, dann (immer vom jeweiligen erreichten Zeit-
punkt aus) 23 Stunden nach vorne, dann 87 Stunden zuriick, dann 17 Stunden
zuriick, dann 10 Stunden nach vorne und dann 13 Stunden zuriick.
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(1) Wo befindet sie sich am Ende dieser Zeitreise, wenn die Reise selbst
keine Zeit verbraucht?

(2) Wo befindet sie sich am Ende dieser Zeitreise, wenn eine Zeitreise um
eine Stunde, egal ob in die Zukunft oder in die Vergangenheit, immer
eine Minute verbraucht?

Aufgabe 18.17. Ein Elektron e hat eine negative Elementarladung und ein
Proton p hat eine positive Elementarladung, die sich gegenseitig neutrali-
sieren. Auf einer bislang ladungstechnisch neutralen Weihnachtskugel lan-
den zuerst 3 Elektronen, dann 5 Protonen, sodann 1 Elektron und schlief3-
lich nochmal 2 Elektronen. Durch welchen einfacheren Elementarteilchenflug
hétte man die Endladung der Kugel auch erreichen kénnen?

Aufgabe 18.18. Mustafa Miiller und Heinz Ngolo tauschen Fufiballbildchen
aus. Mustafa gibt Heinz vier Bildchen und Heinz gibt Mustafa fiinf Bildchen.
Daheim merkt Mustafa, dass er jetzt eines doppelt hat und gibt es am Nach-
mittag zuriick. Heinz hat vier neue Bildchen von seiner Oma bekommen,
davon gibt er zwei an Mustafa weiter. Der revanchiert sich mit einem Bild-
chen. Wie viele Bildchen haben sie unter dem Strich ausgetauscht?

Aufgabe 18.19. Gabi Hochster und Heinz Ngolo tauschen Kiisse aus. Ga-
bi gibt Heinz drei Kiisse, daraufhin gibt Heinz Gabi fiinf Kiisse, woraufhin
Gabi einen Kuss zuriickgibt. Wie viele Kiisse haben sie unter dem Strich
ausgetauscht?

Aufgabe 18.20. Prézisiere an jeder Stelle der Definition der Addition auf
Z., ob + die Addition in N oder in Z bezeichnet und ob — die Differenz auf
N oder die Negation bezeichnet.

Aufgabe 18.21. Es bezeichne N die Nachfolgerabbildung und V' die Vor-
gangerabbildung auf den ganzen Zahlen. Begriinde die Umlegungsregel

x+y = N(z)+ V(y)

unter Bezug auf das Assoziativgesetz der Addition.

Aufgabe 18.22. Begriinde, dass man allein mit Hilfe der Umlegungsregel
r+y = N(x)+V(y)

jede Addition innerhalb der ganzen Zahlen ausrechnen kann. Fiihre dies fiir
3+ —(5) durch.
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Aufgabe 18.23. Beweise die iibrigen Félle fiir die Assoziativitat der Addi-
tion in Z wie im Beweis zu Lemma 18.10.

Aufgabe 18.24. Zeige, dass zu gegebenen ganzen Zahlen a,b € Z die Glei-
chung

a+x =0>
eine eindeutige Losung, ndmlich b — a, besitzt.

Aufgabe 18.25. Zeige, dass fiir jede ganze Zahl a € Z die Additionsabbil-
dung mit a, also
7 — 7L, x — x + a,

bijektiv ist. Was ist die Umkehrabbildung?

Aufgabe 18.26. Betrachte die ganzen Zahlen Z mit der Differenz als Ver-
kniipfung, also die Abbildung

ZxZ— 7, (a,b) — a —b.

Besitzt diese Verkniipfung ein neutrales Element? Ist diese Verkniipfung as-
soziativ, kommutativ, gibt es zu jedem Element ein inverses Element?

Aufgabe 18.27.*

Berechne

Aufgabe 18.28. Prizisiere an jeder Stelle der Definition der Multiplikation
auf Z, ob - die Multiplikation in N oder in Z bezeichnet.

Aufgabe 18.29. Beweise die Assoziativitdt der Multiplikation in Z. Wie
kann man die Anzahl der méglichen Félle reduzieren?

Aufgabe 18.30. Heinz Ngolo multipliziert eine positive Zahl mit einer ne-
gativen Zahl, das Ergebnis multipliziert er mit einer negativen Zahl, das
Ergebnis multipliziert er mit einer negativen Zahl, das Ergebnis multipliziert
er mit einer positiven Zahl, das Ergebnis multipliziert er mit einer negativen
Zahl, das Ergebnis multipliziert er mit einer negativen Zahl, das Ergebnis
multipliziert er mit einer positiven Zahl, das Ergebnis multipliziert er mit
einer negativen Zahl. Ist das Ergebnis positiv oder negativ?
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Aufgabe 18.31. Berechne
(—1)934050663653

Aufgabe 18.32.*

Zeige, dass fiir zwei von 0 verschiedene ganze Zahlen z,y auch das Produkt
x -y von 0 verschieden ist.

Aufgabe 18.33. Erstelle eine Verkniipfungstabelle fiir die Multiplikation
der ganzen Zahlen, wobei aber nur die drei Symbole 0, p, n (fiir positiv und
negativ) vorkommen sollen. Ist eine solche Verkniipfungstabelle wohldefiniert
und sinnvoll? Ist diese Verkniipfung assoziativ, kommutativ, besitzt sie ein
neutrales Element?

Ist eine entsprechende Verkniipfungstabelle fiir die Addition sinnvoll?

Aufgabe 18.34. Was kommt heraus, wenn man —7 ,positiv nimmt“ oder
von —7 ,,das Positive nimmt“?

Aufgabe 18.35. Beweise die folgenden Eigenschaften fiir den Betrag ganzer
Zahlen.

(1) [s] 2 0.
(2) |z| = 0 genau dann, wenn x = 0 ist.

(3) |z| = |y| genau dann, wenn « = y oder x = —y ist.

(4) ly — | =z -yl

(5) |zyl = || lyl.

(6) Esist |z +y| < |z|+ |y| (Dreiecksungleichung fir den Betrag).

18.3. Die Weihnachtsaufgabe fiir die ganze Familie.

Aufgabe 18.36. Welches Bildungsgesetz liegt der Folge
1, 11, 21, 1211, 111221, 312211, ...
zugrunde?

(Es wird behauptet, dass diese Aufgabe fiir Grundschulkinder sehr einfach
und fiir Mathematiker sehr schwierig ist.)

Eine der Aufgaben zum Abgeben verwendet den folgenden Begriff.
Es sei M eine Menge und
fi M — M
eine Abbildung. Ein Element x € M mit f(z) = 2 heifit Fizpunkt der Abbil-
dung.
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18.4. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 18.37. (2 Punkte)

Die Familie Miiller hat im Monat Dezember folgende Einnahmen und Ausga-
ben (alles in Euro). Gehilter: 4847, Lebensmittelkosten: 1250, Kosten fiir das
Silvesterfeuerwerk: 101, Schuldentilgung: 705, Zinsen: 280, Geschenke kaufen:
325, Lottogewinn: 253, Unterstiitzung an die Oma: 300, Taschengeld fiir die
Kinder: 40, Spende an die Bahnhofsmission: 80, auf der Strafle gefunden:
20, Heizungskosten: 531, Fortbildungsseminar: 345, Ausflug an die Nordsee:
470, Wasser- und Strom: 360, Opernbesuch: 108, Erlos durch den Verkauf
der Fufiballbildchen von Mustafa: 35.

Wie hoch sind die Gesamteinnahmen und wie hoch sind die Gesamtausga-
ben der Familie im Dezember? Wie sieht die Gesamtbilanz fiir den Monat
Dezember aus?

Aufgabe 18.38. (3 Punkte)

Die Fahrradtournee ,Rund um die Nordseediinen“ besteht aus sechs Etap-
pen. Auch in diesem Jahr kommen nur drei Fahrer fiir den Sieg in Frage:
Albert Albrecht, Bruno Rotato und Cico Ferrari. Bei der ersten Etappe fahrt
Albert einen Vorsprung von 13 Sekunden auf Bruno und von 16 Sekunden
auf Cico heraus. Bei der zweiten Etappe landet Cico an erster Stelle mit
einem Vorsprung von 19 Sekunden auf die zeitgleichen Albert und Bruno.
Das dritte Rennen gewinnt Bruno, Cico kommt 8 Sekunden danach ins Ziel
mit einem Vorsprung von 3 Sekunden auf Albrecht. Bei der vierten Etappe
verliert Bruno 1 Sekunde auf Cico und 3 Sekunden auf Albrecht. Die fiinfte
Etappe gewinnen Albrecht und Cico zeitgleich mit einem Vorsprung von 4
Sekunden auf Bruno. Bei der letzten Etappe verliert Albrecht 11 Sekunden
gegeniiber Cico, dafiir gewinnt er 7 Sekunden gegeniiber Bruno.

Welche Gesamtzeitabstiande bestehen am Ende der Tournee zwischen den
drei Fahrern?

Aufgabe 18.39. (4 Punkte)

Ein Apotheker hat eine zweischalige Waage zur Verfiigung und die folgen-
den Gewichte: Zwei 1-Gramm-Gewichte, ein 5-Gramm-Gewicht, zwei 10-
Gramm-Gewichte, ein 50-Gramm-Gewicht, zwei 100-Gramm-Gewichte, ein
500-Gramm-Gewicht, u.s.w. Zeige, dass er mit diesen Gewichten jede Menge
(in vollen Gramm) abwiegen kann.
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Aufgabe 18.40. (2 Punkte)

Zeige, dass die Multiplikation mit —1 auf den ganzen Zahlen, also die Abbil-
dung
7 — 7, g— —g,

bijektiv ist.

Aufgabe 18.41. (4 Punkte)

Unter welchen Bedingungen gilt fiir ganze Zahlen aq, as, . . ., a,, die Gleichheit

n n
Dol = la?
i=1 i=1

Aufgabe 18.42. (4 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
f: N— N,
die dem Bildungsgesetz aus Aufgabe 18.36 entspricht.

(1) Ist f wachsend?

(2) Ist f surjektiv?

(3) Ist f injektiv?

(4) Besitzt f einen Fixpunkt?

19. VORLESUNG - KOMMUTATIVE RINGE

Das Leben ist schon. Von
einfach war nie die Rede.

19.1. Kommutative Ringe.

Wir erfassen die in der letzten Vorlesung etablierten algebraischen FEigen-
schaften der ganzen Zahlen mit einem neuen Begriff.

Definition 19.1. Eine Menge R heifit ein Ring, wenn es zwei Verkniipfungen
(genannt Addition und Multiplikation)

+:RxR— Rund-: RxR—R

und (nicht notwendigerweise verschiedene) Elemente 0,1 € R gibt, die die
folgenden Eigenschaften erfiillen.

(1) Axiome der Addition

(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c € R gilt (a+b)+c = a+(b+c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € R gilt a +b = b+ a.
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(c) 0 ist das neutrale Element der Addition, d.h. fiir alle a € R ist
a+0 = a.
(d) Existenz des Negativen: Zu jedem a € R gibt es ein Element
be Rmita+0b = 0.
(2) Axiome der Multiplikation
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c € R gilt (a-b)-c = a-(b-¢).
(b) 1 ist das neutrale Element der Multiplikation, d.h. fiir alle a € R
ista-1=1-a = a.
(3) Distributivgesetz: Fiir alle a,b,c € Rgilt a- (b+¢) = (a-b)+ (a-c)
und (b+c¢)-a = (b-a)+ (c-a).

Definition 19.2. Ein Ring R heifit kommutativ, wenn die Multiplikation
kommutativ ist.

Ein kommutativer Ring ist insbesondere ein kommutativer Halbring, alle fiir
Halbringe geltenden Eigenschaften wie beispielsweise die allgemeine binomi-
sche Formel gelten insbesondere auch fiir kommutative Ringe. Der wesentli-
che Unterschied liegt in der zusétzlichen Bedingung (1.4), der Existenz des
Negativen. Dieses Negative ist eindeutig bestimmt: Wenn ndmlich sowohl b
als auch c¢ die Eigenschaft haben, dass ihre Addition zu a den Wert 0 ergibt,
so erhélt man direkt

b=b+0=b+(a+c)=((b+a)+c=0+c =c
Fiir das zu jedem a € R eindeutig bestimmte Negative schreiben wir —a.
Wegen
a+(—a) =0
ist a auch das Negative zu —a, also —(—a) = a. Bei R = Z stimmt diese

Definition mit der in der letzten Vorlesung gemachten Definition iiberein, wie
der Beweis der Existenz des Negativen in Lemma 18.10 zeigt.

Mit diesem neuen Begriff konnen wir festhalten.

Satz 19.3. Die ganzen Zahlen (Z,0,1,+,-) bilden einen kommutativen
Ring.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 18.10 und Lemma 18.13. U

In einem kommutativen Ring R und Elemente a,b € R verwendet man
a—b=a+(-D)

als abkiirzende Schreibweise. Man spricht von der Subtraktion bzw. der Dif-
ferenz. Die Subtraktion a — b ist also die Addition von a mit dem Negativen
(also —b) von b. Bei natiirlichen Zahlen a,b mit b < a stimmt die innerhalb
der natiirlichen Zahlen genommenen Differenz (siche die zehnte Vorlesung)
mit der hier in Z iiber das Negative genommenen Differenz {iberein. Dies
beruht darauf, dass es sich jeweils um eine Losung der Gleichung

b+z =a
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handelt und diese Gleichung eine eindeutige Losung besitzt.

Lemma 19.4. Es sei R ein kommutativer Ring und seien a,b,c Elemente
aus R. Dann gelten folgende Aussagen.

(1)
Oa =0

( Annullationsregel ),
(2)
a(=b) = —(ab) = (=a)b,

(3)

(Vorzeichenregel ),
(4)

a(b—c) = ab— ac.

Beweis. (1) Esist a0 = a(04+0) = a0+ a0. Durch beidseitiges Abziechen
(also Addition mit —a0) von a0 ergibt sich die Behauptung.

(2)
(—a)b+ab = (—a+a)b =0b =0
nach Teil (1). Daher ist (—a)b das (eindeutig bestimmte) Negative
von ab.
(3) Nach (2) ist (—a)(=b) = (—(—a))b und wegen —(—a) = a folgt die
Behauptung.
(4) Dies folgt auch aus dem bisher Bewiesenen.

g

Wie in jedem kommutativen Halbring kann man in jedem kommutativen
Ring R Ausdriicke der Form nx mit n € N und x € R sinnvoll interpretieren,
und zwar ist nz die n-fache Summe von x mit sich selbst. Auch die Potenz-
schreibweise 2" wird wieder verwendet. Dariiber hinaus kann man auch fiir
negative Zahlen —n den Ausdruck (—n)xz interpretieren, namlich als

(—m)e = nl(=2) = (=) + o+ (—a).

n—mal

Insbesondere ist

n—mal

in jedem kommutativen Ring sinnvoll interpretierbar. Dabei gelten nahelie-
gende Rechengesetze, siehe Aufgabe 19.10.
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19.2. Gruppen.

Wir schauen uns kurz die Addition in einem kommutativen Ring genauer an.
Hier begegnen wir einer Struktur, die spéter bei Korpern wieder auftaucht.
Mit dieser Struktur kann man viele strukturelle Gemeinsamkeiten zwischen
der Addition (in Z) und der Multiplikation (beispielsweise in Q \ {0} oder in
R\ {0}) erfassen.

Definition 19.5. Eine Menge GG mit einem ausgezeichneten Element e € G
und mit einer Verkniipfung

GxG— G, (g,h) —> goh,
heifit Gruppe, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind.

(1) Die Verkniipfung ist assoziativ, d.h. fiir alle f,g,h € G gilt

(fog)oh = fo(goh).
(2) Das Element e ist ein neutrales Element, d.h. fiir alle g € G gilt

goe =g =eog.
(3) Zu jedem g € G gibt es ein inverses Element, d.h. es gibt ein h € G
mit
hog = goh = e.
Definition 19.6. Eine Gruppe (G, e, o) heiBBt kommutativ (oder abelsch),

wenn die Verkniipfung kommutativ ist, wenn also x oy = y o x fiir alle
x,y € G gilt.

Lemma 19.7. Es sei (G,e,0) eine Gruppe. Dann ist zu jedem v € G das
Element y € G mat
rToy = yow = e

eindeutig bestimmit.

Beweis. Sei

rToy = yoxr = e
und

roz = zoxr = e.

Dann ist
y=yoe =yo(rxoz) = (yoxr)oz =eoz = 2.

g

Ein kommutativer Ring R ist beziiglich der Addition insbesondere eine kom-
mutative Gruppe. Insbesondere bilden die ganzen Zahlen (Z, 0, +) eine kom-
mutative Gruppe, das inverse Element zu z ist das negative Element —z. All-
gemein gilt in Gruppen die eindeutige Losbarkeit von mit der Verkniipfung
formulierten Gleichungen.
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Lemma 19.8. Sei (G, e, 0) eine Gruppe. Dann besitzen zu je zwei Gruppen-
elementen a,b € G die beiden Gleichungen

aox=>bundyoa=>0
eindeutige Losungen x,y € G.
Beweis. Wir betrachten die linke Gleichung. Aus beidseitiger Multiplikation
mit a~! (bzw. mit a) von links folgt, dass nur
r=atob

als Losung in Frage kommt. Wenn man dies einsetzt, so sieht man, dass es
sich in der Tat um eine Losung handelt. U

19.3. Die Ordnung auf den ganzen Zahlen.

Wir erweitern die Groflergleichrelation auf den natiirlichen Zahlen zu einer
Ordnung auf den ganzen Zahlen.

Definition 19.9. Auf den ganzen Zahlen definieren wir folgendermaflen die
Grafiergleichrelation >. Wir sagen

a > b,
wenn es eine natiirliche Zahl n mit
a=>b+n
gibt.

Damit gilt bei der Interpretation an der Zahlengeraden wieder, dass
a>b

bedeutet, dass a rechts von b liegt.

Bemerkung 19.10. (1) Wenn a,b € N ist, so ist
a>b

einfach die Ordnung auf N, wie unmittelbar aus Lemma 10.5 folgt.
(2) Wenn a € N ist und b negativ, so ist

a > b,

da ja dann
a=>b+(a—0)
mit a — b € N ist, da ja sowohl a als auch —b natiirliche Zahlen sind.
(3) Wenn a und b beide negativ sind, so ist

a>b
genau dann, wenn (innerhalb der natiirlichen Zahlen)

-b > —a
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gilt. Die Beziehung a = b+ n mit einer natiirlichen Zahl n ist ja zu
—a = —b—n dquivalent, was man als —b = —a + n schreiben kann.

Lemma 19.11. Die Grdéfiergleichrelation > auf den ganzen Zahlen erfiillt
die folgenden Figenschaften.

(1) Es liegt eine totale Ordnung vor.
(2) Aus a > b folgt a + ¢ > b+ c fir beliebige a,b,c € Z,
(3) Ausa > 0 und b > 0 folgt ab > 0 fiir beliebige a,b € Z.

Beweis. (1) Siehe Aufgabe 19.17.
(2) Die Bezichung a > b bedeutet, dass es eine natiirliche Zahl n mit
a = b+ n gibt. Durch beidseitige Addition von ¢ ergibt sich a + ¢ =
b+c+mn, was a+c > b+ c bedeutet.
(3) Die Voraussetzung bedeutet, dass a,b € N sind. Somit ist auch ab €
N, also ab > 0.

i

Damit bilden die ganzen Zahlen (Z,>) einen angeordneten Ring im Sinne
der folgenden Definition.

Definition 19.12. Ein kommutativer Ring heiflt angeordnet, wenn es eine
totale Ordnung > auf R gibt, die die beiden Eigenschaften

(1) Aus a > b folgt a+ ¢ > b+ c fiir beliebige a,b,c € R,
(2) Ausa > Ound b > 0 folgt ab > 0 fiir beliebige a,b € R,

erfiillt.

Die erste Eigenschaft nennt man Vertrdaglichkeit mit der Addition, die zweite
Vertrdglichkeit mit der Multiplikation. Neben den ganzen Zahlen werden wir
spater zwei weitere angeordnete Ringe kennenlernen, ndmlich den Kérper der
rationalen Zahlen und den Korper der reellen Zahlen. Fiir all diese Ringe bzw.
Korper gelten die folgenden Eigenschaften. Man iiberlege sich fiir den Fall
der ganzen Zahlen, ob und inwiefern sich die Beweise der folgenden Aussagen
vereinfachen.

Lemma 19.13. In einem angeordneten Ring gelten die folgenden FEigen-
schaften.

(1)1 > 0.
) Es ista > 0 genau dann, wenn —a < 0 ist.

) Es ista > b genau dann, wenn a —b > 0 ist.
) Es ista > b genau dann, wenn —a < —b ist.
) Ausa > bund c > d folgt a+c > b+d.

) > b und c > 0 folgt ac > be.

) Ausa > b und ¢ < 0 folgt ac < be.

) >b>0undc > d > 0 folgt ac > bd.
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(9) Ausa > 0 und b < 0 folgt ab <
(10) Ausa < 0 und b < 0 folgt ab > 0.

Beweis. (1) Nehmen wir an, dass 1 > 0 nicht gilt. Da eine totale Ord-
nung vorliegt, muss

1 <0

gelten, Dies miissen wir zum Widerspruch fithren. Nehmen wir 1 < 0
an. Aufgrund der Vertraglichkeit mit der Addition kann man beidsei-
tig —1 addieren und erhélt

0 < —1.

Aufgrund der Vertraglichkeit mit der Multiplikation mit positiven
Elementen kann man diese Abschéitzung quadrieren und erhélt

0<(=D(=1 =1,

also ist zugleich 1 > 0, ein Widerspruch.
) Folgt unmittelbar aus der Vertréglichkeit mit der Addition.
) Folgt unmittelbar aus der Vertréglichkeit mit der Addition.
) Folgt unmittelbar aus der Vertréiglichkeit mit der Addition.
)

2
3
4
5) Zweimalige Anwendung der Vertriglichkeit mit der Addition liefert

(
(
(
(
at+ec>a+d>b+d

(6) Aus a > b ergibt sich @ —b > 0 nach (3). Aus der Vertriglichkeit
mit der Multiplikation ergibt sich

ca —cb = cla—b) > 0.

Addition mit c¢b ergibt ca > cb.
(7) Siehe Aufgabe 19.19.
(8) Zweimalige Anwendung von (6) liefert

ac > be > bd.
(9) Nach (2) ist —=b > 0, also
a(—b) > 0,

was wiederum ab < 0 bedeutet.
(10) Folgt aus (2) und aus (—a)(—b) = ab.

g

Die Eigenschaft (2) kann man so verstehen, dass das Negative eines positiven
Elementes negativ ist. Allerdings tritt dabei negativ in zwei verschiedenen
Bedeutungen auf!
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19.4. Die Teilbarkeitsbeziehung fiir ganze Zahlen.
Wir wollen die Teilbarkeitsbeziehung von N auf Z erweitern.

Definition 19.14. Man sagt, dass die ganze Zahl a die ganze Zahl b teilt
(oder dass b von a geteilt wird, oder dass b ein Vielfaches von a ist), wenn

es eine ganze Zahl ¢ derart gibt, dass b = ¢ - a ist. Man schreibt dafiir auch
alb.

Fiir natiirliche Zahlen a,b gilt a|b in N genau dann, wenn a|b in Z gilt. Die
folgende Aussage ist eine direkte Verallgemeinerung von Lemma 12.3, sie
beruht ausschliefllich auf Eigenschaften eines kommutativen Ringes.

Lemma 19.15. In Z gelten folgende Teilbarkeitsbeziechungen.

(1) Fiir jede ganze Zahl a gilt 1|a und a|a.

(2) Fiir jede ganze Zahl a gilt a 0.

(3) Gilt a|b undb|ec, so gilt auch a|c.

(4) Gilt a|b und c|d, so gilt auch ac|bd.

(5) Gilt a|b, so gilt auch ac|bc fir jede ganze Zahl c.

(6) Gilt a|bunda|c, so gilt auch a| (rb+ sc) fir beliebige ganze Zahlen
T, S.

Beweis. Siehe Aufgabe 19.26. O

19.5. Die Zifferndarstellung fiir ganze Zahlen.

Die Zifferndarstellung von natiirlichen Zahlen iibertragt sich direkt auf ganze
Zahlen, wobei die Zifferndarstellung einer negativen Zahl

n = —k

einfach die Zifferndarstellung von & (also der im Betrag genommenen Zahl)
mit einem Minuszeichen davor ist. Fiir die schriftliche Durchfithrung des
Addierens, des Multiplizierens und des Subtrahierens geht man abhingig
davon vor, ob die beteiligten Zahlen beide positiv, beide negativ oder ob eine
positiv, eine negativ ist. Wenn beide positiv sind werden die Verfahren fiir
natiirliche Zahlen direkt angewendet. Die Korrektheit der folgenden Regeln
beruht auf Lemma 19.4 und der Korrektheit der schriftlichen Operationen
innerhalb der natiirlichen Zahlen.

Zur Addition

(1) Wenn beide Zahlen negativ sind, so nimmt man den Betrag der beiden
Zahlen, addiert diese und nimmt davon das Negative.

(2) Wenn eine Zahl positiv ist und eine negativ ist, so zieht man von der
betragsméfig grofleren Zahl die betragsméBig kleinere Zahl ab. Wenn
die positive Zahl betragsméflig grofler ist, so hat man die Losung,
wenn die negative Zahl betragsméfiig grofler ist, so muss man das
Errechnete negieren.
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Zur Multiplikation

(1) Wenn beide Zahlen negativ sind, so multipliziert man einfach die
Betrége der beiden Zahlen miteinander.

(2) Wenn eine Zahl positiv ist und eine negativ ist, so multipliziert man
ebenfalls die Betrage miteinander und nimmt dieses Ergebnis negativ.

Die Subtraktion fasst man als Addition mit eventuell negativen Zahlen auf.
Wenn eine ganze Zahl in der Form
n = 107 + cp_110% 4 - - + ¢10% 4 ¢, 10" + ¢10°

gegeben ist, wobei die ¢; beliebige ganze Zahlen sind, so kann man nicht
unmittelbar die zugehorige Dezimalentwicklung ablesen, da dies wesentlich
davon abhéngt, ob die Zahl positiv oder negativ ist.

19. ARBEITSBLATT

19.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 19.1. Formuliere die zweite binomische Formel fiir einen kommu-
tativen Ring R und fiihre sie auf die erste binomische Formel zuriick.

19.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 19.2. Formuliere und beweise die dritte binomische Formel fiir
einen kommutativen Ring R.

Aufgabe 19.3. Es sei R ein kommutativer Ring und seien x,y und z Ele-
mente in R. Berechne

(2:63 — xy’z — 4x2y2) (—21’3 —z— xyz) — 22 (4 — 3y — 5xy5z) .

Aufgabe 19.4. Es sei R ein kommutativer Ring, z € R und n € N,. Zeige
die Gleichheit

" —1=(x-1) (2" " +a" P+ 4 1),

Aufgabe 19.5. Zeige, dass Z? mit der komponentenweisen Addition und der
komponentenweisen Multiplikation ein kommutativer Ring ist. Gilt in diesem
Ring die Eigenschaft, dass aus zy = 0 folgt, dass x oder y gleich 0 ist?
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Aufgabe 19.6. Lucy Sonnenschein befindet sich in Position (—2,3) € Z?,
wobei sich im Folgenden die erste Komponente auf links/rechts und die zwei-
te Komponente auf vorne/hinten bezieht. Sie geht vier Schritte nach rechts,
dann zwei Schritte nach hinten, dann einen Schritt nach links, einen (et-
was groferen) Diagonalschritt nach links hinten und schliefllich zwei Schritte
nach vorne. In welcher Position befindet sie sich zum Schluss? Durch wel-
che moglichst einfache Bewegung kann sie die Gesamtbewegung riickgéngig
machen?

Aufgabe 19.7. Sei M eine Menge. Zeige, dass die Potenzmenge P (M) mit
dem Durchschnitt N als Multiplikation und der symmetrischen Differenz

AAB = (A\ B)U(B\ A)

als Addition (mit welchen neutralen Elementen?) ein kommutativer Ring ist.

Aufgabe 19.8. Es sei R ein kommutativer Ring. Zeige, dass die Multiplika-
tion mit —1, also die Abbildung

R— R, g— —g,

bijektiv ist.

Aufgabe 19.9. Diskutiere, welche Bedeutungen die Begriffe positiv und ne-
gativ in einem kommutativen Ring besitzen. Wie sieht es in Z aus? Welche
Bedeutung ist relativ, welche absolut?

Aufgabe 19.10. Es sei R ein kommutativer Ring und es seien k, m,n ganze
Zahlen und x,y € R. Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Zun € Nist nz (also die n-fache Summe von x mit sich selbst) gleich
(1+---41) -, wobei links die n-fache Summe der 1 € R mit sich
selbst steht.

(2) Zu n € Nist —n (also die n-fache Summe des Negativen von 1 mit
sich selbst) gleich dem Negativen (in R) von n =14 -+ 1.

(3) Es ist

(m+k)xr = mz + kx.

(4) Es ist

k(x+y) = kx + ky.
(5) Es ist
(km)x = k(mz).
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Aufgabe 19.11.*
Es sei R ein kommutativer Ring. Zu jedem f € R sei
pr: B— R, g+— [y,
die Multiplikation mit f. Zeige, dass p; genau dann bijektiv ist, wenn es
surjektiv ist.

Man zeige durch ein Beispiel, dass in dieser Situation aus der Injektivitéit
nicht die Bijektivitét folgt.

Aufgabe 19.12. Gabi Hochster hat heute keine Lust, bei der Addition von
natiirlichen Zahlen im Dezimalsystem die Ubertrige zu beriicksichtigen. Sie
addiert einfach ziffernweise und schreibt nur die Endziffern der Einzelsummen
an die richtige Stelle hin. Sie sagt: ,,Meine neue Verkniipfung ist viel besser
als die iibliche Addition: Sie ist einfacher zu berechnen, sie ist assoziativ und
kommutativ und sie besitzt ein neutrales Element. Dariiber hinaus gibt es zu
jeder natiirlichen Zahl eine natiirliche Zahl mit der Eigenschaft, dass deren
Summe die 0 ergibt. Es liegt also sogar eine Gruppe vor und die ganzen
Zahlen braucht man gar nicht mehr®. Sind ihre Beobachtungen korrekt?

Aufgabe 19.13.*
Sei G eine Gruppe. Zeige, dass
o) =

fir alle z € G ist.

Aufgabe 19.14. Es sei M eine Menge und es sei B die Menge aller bijektiven
Abbildungen von M nach M. Zeige, dass B mit der Hintereinanderschaltung
von Abbildungen eine Gruppe ist. Was ist das neutrale Element, was ist das
inverse Element zu f € B?

Aufgabe 19.15. Sei G eine Gruppe und sei g € G ein Element und sei
p: G— G, z—1x0g,

die Verkniipfung mit g. Zeige, dass ¢ bijektiv ist. In welcher Beziehung steht
diese Aussage zu Lemma 19.87

Aufgabe 19.16.*

Person A wird 80 Jahre alt und Person B wird 70 Jahre alt. Vergleiche die
Gesamtlebenswachzeit und die Gesamtlebensschlafzeit der beiden Personen
bei folgendem Schlafverhalten.
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(1) A schlift jede Nacht 7 Stunden und B schlift jede Nacht 8 Stunden.
(2) A schlift jede Nacht 8 Stunden und B schlift jede Nacht 7 Stunden.

Aufgabe 19.17. Zeige, dass die GroBergleichrelation > auf den ganzen Zah-
len eine totale Ordnung ist.

Aufgabe 19.18. Es sei R ein angeordneter Ring. Zeige, dass fiir jedes z € R
die Beziechung 2% = zz > 0 gilt.

Aufgabe 19.19. Zeige, dass in einem angeordneten Ring aus a > b und
¢ < 0 die Beziehung ac < be folgt.

Aufgabe 19.20. Es sei R ein angeordneter Ring und x > y. Zeige, dass
dann —z < —y ist.

Aufgabe 19.21. Es sei R ein angeordneter Ring und z,y > 0. Zeige, dass
xr > y genau dann gilt, wenn 22 > y? gilt.

Aufgabe 19.22. Bestimme das Maximum und das Minimum der folgenden
ganzen Zahlen.

a) 4,—7,—6,8,5,
b) —3, -2, —1,0,
¢) —443,2-3,4—56—7,—4+6.

Wie lautet die Antwort, wenn man jeweils die Betriage dieser Zahlen betrach-
tet?

Aufgabe 19.23. Wir betrachten die ganzen Zahlen mit der Ordnung <, bei
der
02 X7,

gilt und die auf den Teilmengen Z_ und Z, mit der Ordnung < iiberein-
stimmt.

(1) Zeige, dass < eine totale Ordnung auf Z ist.

(2) Zeige, dass mit 0 < x,y auch

0 z+y
gilt.
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(3) Zeige, dass mit 0 < z,y auch
02y

gilt.
(4) Ist (Z, <) ein angeordneter Ring?

Aufgabe 19.24. Diskutiere Grenzen des Permanenzprinzips angesichts der
Definition 19.9 in Bezug zu Lemma 10.5.

Aufgabe 19.25. Welche Teilerbeziehung besteht zwischen 0 und einer be-
liebigen ganzen Zahl n und welche Teilerbeziehung besteht zwischen 1 und
einer beliebigen ganzen Zahl n?

Aufgabe 19.26. Beweise die Teilbarkeitsregeln fiir ganze Zahlen, die in Lem-
ma 19.15 aufgelistet sind.

Aufgabe 19.27. Zeige, dass fiir je zwei ganze Zahlen a,b € Z aus
alb und b|a
die Beziehung a = £b folgt.

Aufgabe 19.28.*

Zeige, dass fiir jede ungerade Zahl n die Zahl 25n2 — 17 ein Vielfaches von 8
ist.

Aufgabe 19.29. Rechne im Dezimalsystem
5382 — 6981 .

Aufgabe 19.30. Rechne im Dezimalsystem
—75009 + 9817 .

Aufgabe 19.31. Bestimme die Darstellung der ganzen Zahl
n=5-10"-70-10* —3- 10" + 6 - 10°

im Zehnersystem.
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Aufgabe 19.32. Bestimme die Darstellung der ganzen Zahl
n = 11-10>+6-10*+4-10" — 2561 - 10

im Zehnersystem.

Aufgabe 19.33. Es liegen zwei ganze Zahlen m und n im Dezimalsystem
vor. Léasst sich die letzte Ziffer der Summe m-+n allein aus den beiden letzten
Ziffern der beiden Zahlen bestimmen?

Aufgabe 19.34. Gilt fiir ganze Zahlen, die im Dezimalsystem gegeben sind,
fiir die Teilbarkeit durch 3 ein Quersummentest? Wie ist dieser zu formulie-
ren?

19.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 19.35. (3 Punkte)
Sei R ein Ring und seien x,y und z Elemente in R. Berechne das Produkt
(m2 — 3yzy — 229° + 4xy2) (2xy3x — z%ym) (1 - 3zyx22y) .

Wie lautet das Ergebnis, wenn der Ring kommutativ ist?

Aufgabe 19.36. (3 Punkte)

Zeige, dass fiir ganze Zahlen a, b, ¢ € 7Z genau dann das ,,umgekehrte Distri-
butivgesetz*
a+(b-c) = (a+b)-(a+c)

gilt, wenn
a=20
oder
a+b+c=1
ist.

Aufgabe 19.37. (3 Punkte)

Bestimme das Maximum und das Minimum der folgenden ganzen Zahlen.
a) —6, 4, =5, 3, 5,

b) =7, =5, —6, —4,

c)—6+2,2-85-53-75-0.

Wie lautet die Antwort, wenn man jeweils die Betriage dieser Zahlen betrach-
tet?
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Aufgabe 19.38. (2 Punkte)

Welche Ordnungseigenschaften erfiillt die Teilarkeitsbeziehung auf Z, welche
nicht?

Aufgabe 19.39. (2 Punkte)
Rechne im Dezimalsystem
—4901 — 5328.

Aufgabe 19.40. (2 Punkte)
Bestimme die Darstellung der ganzen Zahl
n = -3-10*+31-10*>+5- 10" — 37-10°

im Zehnersystem.

Aufgabe 19.41. (6 Punkte)

Zeige, dass es fiir jede ganze Zahl z eine eindeutige Darstellung

z = zn:cilOi
=0

mit
—4 < C; <5

fiir alle ¢ gibt.

20. VORLESUNG - EUKLIDISCHER ALGORITHMUS

Wir kehren zur Thematik der Primzahlen und der Primfaktorzerlegung einer
natiirlichen Zahl zuriick. Bisher kennen wir nur die Existenz einer Prim-
faktorzerlegung (siehe Satz 12.9), aber noch nicht die Eindeutigkeit. Obwohl
wir diese Fragestellung fiir natiirliche Zahlen formuliert haben, ergibt sich im
Kontext der ganzen Zahlen ein neuer Zusammenhang, der fiir diese Thematik
hilfreich ist.

20.1. Teilerfremdheit und das Lemma von Bezout.
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Aufgabe 20.1. Die Wasserspedition ,,Alles im Eimer®“ verfiigt iiber einen
7- und einen 10-Liter-Eimer, die allerdings keine Markierungen haben. Sie
erhilt den Auftrag, insgesamt genau einen Liter Wasser von der Nordsee in
die Ostsee zu transportieren. Kann sie diesen Auftrag erfiillen?

Die Aufgabe ist 16sbar: Man macht dreimal den 7-Liter-Eimer in der Nordsee
voll und transportiert dies in die Ostsee. Danach (oder gleichzeitig) macht
man zweimal den 10-Liter-Eimer in der Ostsee voll und transportiert dies in
die Nordsee. Unterm Strich hat man dann

3-7—=2-10 =1

Liter transportiert (eine andere Moglichkeit ist 5-10 —7-7 = 1). Die dieser
Uberlegung zugrunde liegende Aussage heifit Lemma von Bezout.

Satz 20.2. Es seien a,b € N zwei teilerfremde natirliche Zahlen. Dann gibt
es ganze Zahlen r,s € Z mit ra + sb = 1.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber das Maximum von
a und b, wobei wir ohne Einschriankung ¢ < b wéhlen kénnen. Wenn das
Maximum 0 ist, so sind beide Zahlen 0 und somit nicht teilerfremd. Wenn
das Maximum 1 ist, so ist b = 1 und somit ergeben r = 0 und s = 1 eine
Darstellung der 1. Seien nun a < b teilerfremd, b > 2 und die Aussage sei
fiir alle Zahlenpaare, deren Maxima kleiner als b sind, schon bewiesen. Dann
ist a < b, da bei a = b die beiden Zahlen nicht teilerfremd sind. Ebenso
konnen wir @ = 0 ausschliefen. Wir betrachten das Zahlenpaar (a,b — a)
und wollen darauf die Induktionsvoraussetzung anwenden. Das Maximum
dieses neuen Paares ist jedenfalls kleiner als b. Allerdings miissen wir, damit
die Induktionsvoraussetzung wirklich eingesetzt werden kann, wissen, dass
auch a und b— a teilerfemd sind. Dazu fiithren wir einen Widerspruchsbeweis.
Nehmen wir also an, dass a und b — a nicht teilerfremd sind. Dann gibt es
eine natiirliche Zahl t > 2, die sowohl a als auch b — a teilt. Dies bedeutet
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wiederum, dass es natiirliche Zahlen m,n mit a = mt und b — a = nt gibt.
Doch dann ist

b= (b—a)+a=nt+mt = (n+mt
ebenfalls ein Vielfaches von t, im Widerspruch zur Teilerfremdheit von a und
b. Die Induktionsvoraussetzung ist also auf ¢ und b — a anwendbar und somit
gibt es ganze Zahlen r, s mit
ra+s(b—a) = 1.
Dann ist aber auch
(r—s)a+sb=ra+slb—a) =1

und wir haben eine Darstellung der 1 mit a und b gefunden. U

Man sagt auch, dass ra + sb = 1 eine Darstellung der 1 als eine Linearkom-
bination der a und b ist. Die r, s heiflen Koeffizienten der Darstellung.

20.2. Die Untergruppen von Z.

Die Division mit Rest, die wir bisher nur fiir natiirliche Zahlen formuliert
haben, tibertrdgt sich unmittelbar auf ganze Zahlen (der Divisor bleibt eine
natiirliche Zahl).

Satz 20.3. Sei d eine fixierte positive natiirliche Zahl. Dann gibt es zu jeder
ganzen Zahl n eine eindeutig bestimmte ganze Zahl q und eine eindeutig
bestimmte natiirliche Zahlr, 0 < r < d — 1, mit

n = qd+r.

Beweis. Siehe Aufgabe 20.9. U

Definition 20.4. Sei (G,e,0) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G heifit
Untergruppe von G wenn folgendes gilt.

(1) ec H.
(2) Mit g,h € H ist auch goh € H.
(3) Mit g € H ist auch g~ € H.

In einer Untergruppe kann man also die Verkniipfung der Gruppe ausfiihren,
man kann das Inverse nehmen und das neutrale Element gehort dazu. In
additiver Schreibweise, die fiir uns im Mittelpunkt steht, bedeuten die Be-
dingungen einfach

(1) 0 e H.
(2) Mit g,h € H ist auch g+ h € H.
(3) Mit g € H ist auch das Negative —g € H.
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Beispielsweise bilden alle Vielfachen der 5 innerhalb der ganzen Zahlen eine
Untergruppe, die wir mit Z5 bezeichnen. Es ist ja

0=0-5,
wenn g = 5-a und h = 5-b sind, so ist
h+g =5 (a+Db)

nach dem Distributivgesetz und mit ¢ = 5-a ist —g = 5 (—a). Wie im
eingangs gegebenen Beispiel kann man sich eine Menge aq, ..., a; von ganzen
Zahlen (Eimergrofien) vorgeben und sich fragen, welche Zahlen man daraus
mit Hilfe von ganzzahligen Koeffizienten bilden kann (welche Wassermengen
man transportieren kann). Es geht also um die Menge aller Zahlen der Form

niay + - - -+ npap mit n; € Z.

Diese Gesamtmenge bildet eine Untergruppe von Z, siehe Aufgabe 20.27,
man spricht von der von den aq, ..., ay erzeugten Untergruppe von Z. Statt
Eimern kann man sich auch eine Menge von ganzzahligen Pfeilen, die man
hintereinanderlegen und umdrehen kann, vorstellen, oder eine vorgegebene
Menge an Sprungmdéglichkeiten, oder eine Menge an Gewichten. Der folgende
Satz heifit auch ,,Ein-Eimer-Satz“.

Satz 20.5. Die Untergruppen von Z sind genau die Teilmengen der Form
Zd = {kd| k € Z}

mit einer eindeutig bestimmten nicht-negativen Zahl d.

Beweis. Eine Teilmenge der Form Zd ist aufgrund der Distributivgesetze eine
Untergruppe. Sei umgekehrt H C 7Z eine Untergruppe. Bei H = 0 kann
man d = 0 nehmen, so dass wir voraussetzen diirfen, dass H neben 0 noch
mindestens ein weiteres Element x enthélt. Wenn x negativ ist, so muss die
Untergruppe H auch das Negative davon, also —z enthalten, welches positiv
ist. D.h. H enthalt auch positive Zahlen. Sei nun d die kleinste positive Zahl
aus H. Wir behaupten H = Zd. Dabei ist die Inklusion Zd C H klar, da
mit d alle (positiven und negativen) Vielfachen von d dazugehéren miissen.
Fiir die umgekehrte Inklusion sei h € H beliebig. Nach der Division mit Rest
gilt
h=qd+rmit0<r<d.

Wegen h € H und qd € H ist auchr = h—qd € H. Nach der Wahl von d
muss wegen r < d gelten: r = 0 Dies bedeutet h = ¢d und damit h € Zd,
also H C Zd. O

Lemma 20.6. Seien aq,...,a, ganze Zahlen und
H = (a1,...,a1) = {may +ngag + - - - + ngag| n; € Z}

die davon erzeugte Untergruppe. Eine ganze Zahlt ist ein gemeinsamer Teiler
der ay,...,a; genau dann, wenn H C Zt ist, und t ist ein grofiter gemein-
samer Teiler genau dann, wenn H = Zt ist.
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Beweis. Aus H = (a,...,a;) C (t) folgt sofort a;Z C tZ fir jedes i =
1,...,k, was gerade bedeutet, dass t diese Zahlen teilt, also ein gemeinsamer
Teiler ist. Sei umgekehrt ¢ ein gemeinsamer Teiler. Dann ist a; € tZ und
da H = (aq,...,a;) die kleinste Untergruppe ist, die alle a; enthélt, muss
H C tZ gelten.

Aufgrund von Satz 20.4 wissen wir, dass es eine ganze Zahl g gibt mit H =
Zd. Fiir einen anderen gemeinsamen Teiler ¢ der a; gilt Zd = H C Zt, so
dass d von allen anderen gemeinsamen Teilern geteilt wird, also ein grofiter
gemeinsamer Teiler ist. U

20.3. Der Euklidische Algorithmus.

Der euklidische Algorithmus dient dazu, zu gegebenen Zahlen a, b ihren gro-
Bten gemeinsamen Teiler zu bestimmen, und eine Darstellung dieses grofiten
gemeinsamen Teilers ale eine Linearkombination der a und b explizit zu fin-
den.

Es seien a,b ganze Zahlen, b # 0. Dann kann man die Division mit Rest
durchfithren und erhélt @ = ¢b + r mit 0 < r < b. Danach kann man (bei
r # 0) die Division mit Rest von b durch r durchfiithren, d.h. b nimmt die
Rolle von a und r die Rolle von b ein und erhélt einen neuen Rest. Dies
kann man fortsetzen, und da dabei die Reste immer kleiner werden bricht
das Verfahren irgendwann ab.

Euklid (4. Jahrhundert v. C.)

Definition 20.7. Seien zwei ganze Zahlen a,b (mit b # 0) gegeben. Dann
nennt man die durch die Anfangsbedingungen ry = a und r; = b und die
mittels der Division mit Rest

Ti = qiTiy1 T Tig2

rekursiv bestimmte Folge r; die Folge der euklidischen Reste.
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Satz 20.8. Seien ganze Zahlen ro = a und ry = b # 0 gegeben. Dann besitzt
die Folge r;, 1 = 0,1,2,..., der euklidischen Reste folgende Figenschaften.

(1) Es istrio =0 oder rizg < ripq.
(2) Es gibt ein (minimales) k > 2 mit ry, = 0.
(3) Es ist
ggT(riy,mi) = ggT(ri,rita)
furallei = 1,...k
(4) Sei k > 2 der erste Index derart, dass r, = 0 ist. Dann ist
ggT(a,b) = r_1.

Beweis. (1) Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Division mit

Rest.

(2) Solange r; # 0 ist, wird die Folge der natiirlichen Zahlen r; immer
kleiner, so dass irgendwann der Fall r; = 0 eintreten muss.

(3) Wenn t ein gemeinsamer Teiler von r; und von r;, ist, so zeigt die
Beziehung

Tim1 = qi—1T% + Tig1,

dass t auch ein Teiler von 7;_; und damit ein gemeinsamer Teiler von
r;—1 und von r; ist. Die Umkehrung folgt genauso.

(4) Dies folgt aus (3) mit der Gleichungskette

ggT(a,b) = ggT(b,r3)
= ggT(ry,13)

= ggT(Tk—Q,Tk—l) = ggT(T’k—l,Tk:) = ggT(Tk—l,O) = Tk—1.
U

Beispiel 20.9. Aufgabe:

Bestimme in Z mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den gréfiten gemein-
samen Teiler von 71894 und 45327.

Losung:
Der Euklidische Algorithmus liefert:

71894 =1 - 45327 + 26567
45327 =1 - 26567 + 18760
26567 =1 - 18760 + 7807

18760 = 2 - 7807 + 3146
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7807 =2 - 3146 4 1515

3146 = 2- 1515 4 116

1515 =13-116 +7

116 =16-7+4
7T=1-443
4=1-3+1.

Die Zahlen 71894 und 45327 sind also teilerfremd.

Bei kleinen Zahlen sieht man héufig relativ schnell direkt, was ihr gréfiter ge-
meinsamer Teiler ist, da man die Primfaktorzerlegung kennt bzw. mogliche
gemeinsame Teiler schnell iibersehen kann. Bei zwei grofleren Zahlen miissten
aber viel zu viele Probedivisionen durchgefiihrt werden! Der euklidische Al-
gorithmus ist also zur Bestimmung des grofiten gemeinsamen Teilers ein sehr
effektives Verfahren!

Wenn man mit dem euklidischen Algorithmus den grofiten gemeinsamen Tei-

ler d von zwei Zahlen a und b gefunden hat, so kann man aus diesen Rech-

nungen auch die Quotienten ¢ und g bestimmen, da dann alle euklidischen

d
Reste Vielfache von d sind.

20.4. Darstellung des grofiten gemeinsamen Teilers.

Mit dem euklidischen Algorithmus kann man auch durch Zuriickrechnen ei-
ne Darstellung des gréfiten gemeinsamen Teilers als Linearkombination der
beiden vorgegebenen Zahlen erhalten. Dazu seien
Ti = qiTiy1 T Tig2
die Gleichungen im euklidischen Algorithmus und rp_; = ggT (rg,71). Aus
der letzten Gleichung
Tk—3 = qk—3Tk—2 + Tk—1

erhélt man die Darstellung

Tk—1 = Tk—3 — qk—3TL—2

von 1,1 als Linearkombination mit r,_3 und r;_o. Mit der vorhergehenden
Zeile

Thd4 = Qk—4aTk—3 + Tk_2
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bzw.

Tk—2 = Tk—4 — qk—4Tk-3
kann man in dieser Darstellung r,_o ersetzen und erhélt eine Darstellung
von r_; als Linearkombination von r,_3 und r,_4. So fortfahrend erhélt
man schliellich eine Darstellung von

Th—1 = ggT (7‘0,7"1)
als Linearkombination von rq und r;.
Beispiel 20.10. Wir wollen fiir 52 und 30 eine Darstellung des grofiten

gemeinsamen Teilers finden. Wir fithren dazu den euklidischen Algorithmus
durch.

02 =1-30+4 22
30=1-22438
22=2-8+46
8=1-6+2

6=3-2+4+0.

D.h. 2 ist der grofite gemeinsame Teiler von 52 und 30. Riickwirts gelesen
erhédlt man daraus die Darstellung

2 = 8-6
= 8—(22—2-8)
= 3.8-22
= 3.(30 —22) — 22
3.30—4-22
= 3.30—4- (52— 30)
— 7-30—4-52.

20.5. Kommensurabilitit.

Es seien zwei Strecken s und t gegeben. Man sagt, dass ¢ ein (ganzzahliges)
Vielfaches von s ist, wenn es eine natiirliche Zahl n mit der Eigenschaft gibt,
dass sich die Strecke t ergibt, wenn man die Strecke s n-fach gerade hin-
tereinanderlegt (die Strecke wird also n-mal genommen). Fiir zwei Strecken
s und ¢ gibt es das folgende Konzept, das ihre ganzzahlige Vergleichbarkeit
ausdriickt. Man beachte, dass dieses Konzept unabhéngig von solchen Mes-
sungen ist, die die Langen in Zahlen mit Hilfe von Einheiten ausdriicken.
Es werden nur die beiden Lingen gegeneinander gemessen, man verwendet
keine normierten Standardléngen.
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Definition 20.11. Zwei Strecken s und t heiflen kommensurabel, wenn es eine
Strecke g mit der Eigenschaft gibt, dass beide Strecken ganzzahlige Vielfache
von ¢ sind.

Auch vom euklidischen Algorithmus gibt es in diesem Kontext eine sinnvolle
Version. Die Strecke ¢ sei mindestens so lang wie s. Dann ist

t=mns+r

mit n € N und einer , Reststrecke® r, die kiirzer als s ist und eventuell 0 ist.
Die Gleichung ist dabei als eine Gleichung von hintereinander hingelegten
Strecken zu verstehen. Wie in Satz 20.7 ergibt sich, dass mit s und t auch
s und r kommensurabel sind. Wenn man dieses Verfahren rekursiv fortsetzt,
so tritt im Falle der Kommensurabilitéat irgendwann die Situation auf, wo die
kleine Strecke in die groflere Strecke voll aufgeht. Somit hat man dann auch
die grofite gemeinsame Teilerstrecke gefunden.

20. ARBEITSBLATT

20.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 20.1. Es stehen zwei Eimer ohne Markierungen zur Verfiigung,
ferner eine Wasserquelle. Der eine Eimer hat ein Fassungsvermégen von 5
und der andere ein Fassungsvermogen von 7 Litern. Zeige, dass man allein
durch Auffiillungen, Ausleerungen und Umschiittungen erreichen kann, dass
in einem Eimer genau ein Liter Wasser enthalten ist.

20.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 20.2. Interpretiere das Lemma von Bezout als eine Losungsaussage
iiber eine Gleichung.

Aufgabe 20.3.*
Finde eine Darstellung der 1 fiir das Zahlenpaar 11 und 13.

Aufgabe 20.4. Man gebe eine Darstellung des gg'T' von 5 und 7 an. Wie
viele solche Darstellungen gibt es?

Aufgabe 20.5. Finde eine Darstellung der 1 fiir die folgenden Zahlenpaare:
5 und 7; 20 und 27; 23 und 157.
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Aufgabe 20.6. Die Wasserspedition ,,Alles im Eimer® verfiigt iiber 77-, 91-
und 143-Liter Eimer, die allerdings keine Markierungen haben. Sie erhélt den
Auftrag, insgesamt genau einen Liter Wasser von der Nordsee in die Ostsee
zu transportieren. Wie kann sie den Auftrag erfiillen?

Aufgabe 20.7. Es seien a und b teilerfremde natiirliche Zahlen. Es ste-
hen beliebig viele Eimer ohne Markierungen zur Verfiigung, deren Fassungs-
vermogen a bzw. b ist. Zeige, dass man allein durch Auffiilllungen, Auslee-
rungen und Umschiittungen erreichen kann, dass in einem Eimer genau ein
Liter Wasser enthalten ist.

Aufgabe 20.8.*

Es stehen zwei Eimer ohne Markierungen zur Verfiigung, ferner eine Wasser-
quelle. Der eine Eimer hat ein Fassungsvermogen von a und der andere ein
Fassungsvermogen von b Litern, wobei a und b teilerfremd seien. Zeige, dass
man allein durch Auffiillungen, Ausleerungen und Umschiittungen erreichen
kann, dass in einem Eimer genau ein Liter Wasser enthalten ist.

Aufgabe 20.9.*

Zeige, dass es zu ganzen Zahlen d,n mit d > 0 eindeutig bestimmte ganze
Zahlen ¢,r mit 0 < r < d und mit

n=dqg+r
gibt.

Aufgabe 20.10. Es seien n, d positive Zahlen und es sei
n=qd+r

mit ¢ € N und r zwischen 0 und d — 1. Wie erhélt man daraus die Division
mit Rest von —n durch d?

Aufgabe 20.11.*

Zeige, dass es zu ganzen Zahlen d,n mit d > 0 eindeutig bestimmte ganze
Zahlen k, s mit
n = kd+s

und mit

gibt.
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Aufgabe 20.12. Zeige, dass fiir zwei ganze Zahlen a,b € 7Z die folgenden
Beziehungen dquivalent sind.

(1) a teilt b (also alb).
(2) b € Za.
(3) Zb C Za.

Aufgabe 20.13.*

Beweise das folgende Untergruppenkriterium. Eine nichtleere Teilmenge H C
G einer Gruppe G ist genau dann eine Untergruppe, wenn gilt:

fiir alle g,h € H ist gh™' € H .

Aufgabe 20.14. Es sei GG eine Gruppe und es seien H; und Hs Untergruppen
von G. Zeige, dass der Durchschnitt

H,N H,

ebenfalls eine Untergruppe von G ist.

Aufgabe 20.15. Es seien (beliebige viele) gemalte Pfeile der Lange 7 und
der Léange 12 gegeben. Wie muss man die Pfeile hintereinanderlegen (wobei
immer ein Pfeilende an der Pfeilspitze des Vorgéngerpfeils anliegt), damit
insgesamt ein Gesamtpfeil der Lange —1 entsteht?

Aufgabe 20.16.*

Auf einer Baustelle gibt es eine grole Waage mit zwei Schalen und (beliebig
viele) Gewichte der Schwere 12 bzw. 50 Kilogramm.

(1) Erlautere, wie man damit sechs Kilogramm Sand abwiegen kann.
(2) Bestimme, welche Massen man damit abwiegen kann.

Aufgabe 20.17. Auf den ganzen Zahlen Z lebe eine Kolonie von Flohen,
und jeder Flohsprung geht fiinf Einheiten weit (in beide Richtungen). Wie
viele Flohpopulationen gibt es? Wie kann man einfach charakterisieren, ob
zwei Flohe zur gleichen Population gehoren oder nicht?

Aufgabe 20.18. Bestimme in Z mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den
groffiten gemeinsamen Teiler von 5439 und 3871.

Aufgabe 20.19. Bestimme in Z mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den
grofften gemeinsamen Teiler von 2956 und 2444.
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Aufgabe 20.20.*

Bestimme in Z mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den grofiten gemein-
samen Teiler von 1085 und 806 und schreibe die beiden Zahlen als Vielfache
des grofiten gemeinsamen Teilers.

Aufgabe 20.21. Es sei p # 2,5 eine Primzahl. Zeige, dass es eine natiirliche
Zahl der Form (im Dezimalsystem)

111...111
gibt, die ein Vielfaches von p ist.

¥

T
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Aufgabe 20.22. Kaninchen werden bekanntlich immer zur Monatsmitte
geboren, die Tragzeit betriagt einen Monat und die Geschlechtsreife erreichen
sie im Alter von zwei Monaten. Jeder Wurf besteht aus genau einem Paar,
und alle leben ewig.

Wir starten im Monat 1 mit einem Paar, das einen Monat alt ist. Sei f,, die
Anzahl der Kaninchenpaare im n-ten Monat, also f; = 1, fo, = 1. Beweise
durch Induktion die Rekursionsformel

fn+2 = fn—i—l + fn‘

Diese Zahlfolge nennt man die Folge der Fibonacci-Zahlen. Wie viele der f,
Paare sind im n-ten Monat reproduktionsfahig?

13
21




286

Die Fibonacci-Zahlen sind somit 1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...

Aufgabe 20.23. Wende auf zwei aufeinander folgende Fibonacci-Zahlen den
euklidischen Algorithmus an. Welche Gesetzméafigkeit tritt auf?

Aufgabe 20.24.*

Beweise durch Induktion die Simpson-Formel oder Simpson-Identitét fiir die
Fibonacci-Zahlen f,. Sie besagt (fiir n > 2)

farrfomr = f2 = (D)™

20.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 20.25. (2 Punkte)

Bestimme in Z mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den gréfiten gemein-
samen Teiler von 1983 und 1528.

Aufgabe 20.26. (4 Punkte)

Bestimme den gréfiten gemeinsamen Teiler von 4199, 2431 und 3553, sowie
eine Darstellung desselben als eine Linearkombination der gegebenen Zahlen.

Aufgabe 20.27. (2 Punkte)

Es seien aq, as, ..., a; ganze Zahlen. Zeige, dass die Menge
H = {n1a1 + NoGg + - -+ + nkak\ n; € Z}

eine Untergruppe von 7Z ist.

Aufgabe 20.28. (5 Punkte)
Es seien a, b teilerfremde natiirliche Zahlen. Zeige, dass jede natiirliche Zahl
n > ab
eine Darstellung
n = xa+ yb
mit x,y € N besitzt.
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Aufgabe 20.29. (4 Punkte)

Alle Flohe leben auf einem unendlichen Zentimeter-Band. Ein Flohméannchen
springt bei jedem Sprung 78 c¢cm und die deutlich kréaftigeren Flohweibchen
springen mit jedem Sprung 126 cm. Die Flohménnchen Florian, Fléhchen
und Carlo sitzen in den Positionen —123,55 und —49. Die Flohweibchen
Flora und Florentina sitzen in Position 17 bzw. 109. Welche Flohe konnen
sich treffen?

Aufgabe 20.30. (6 Punkte)

Wir betrachten eine digitale Uhr, die 24 Stunden, 60 Minuten und 60 Se-
kunden anzeigt. Zur Karnevalszeit 1lauft sie aber nicht in Sekundenschritten,
sondern addiert, ausgehend von der Nullstellung, in jedem Zéahlschritt immer
11 Stunden, 11 Minuten und 11 Sekunden dazu. Wird bei dieser Zahlweise
jede mogliche digitale Anzeige erreicht? Nach wie vielen Schritten kehrt zum
ersten Mal die Nullstellung zuriick?

21. VORLESUNG - PRIMFAKTORZERLEGUNG

Ein guter Schiiler lernt auch
bei einem schlechten Lehrer ...

21.1. Kleinstes gemeinsames Vielfaches und grofliter gemeinsamer
Teiler.

Zu einer ganzen Zahl a besteht Za aus allen Vielfachen von a. Zu zwei Zahlen
a, b besteht somit der Durchschnitt Za N 7Zb aus allen Zahlen, die sowohl von
a als auch von b Vielfache sind, also aus allen gemeinsamen Vielfachen von
a und b. In der Tat gilt die folgende Aussage.

Lemma 21.1. Es seien aq, ..., a; ganze Zahlen. Dann ist
ZalﬂZagﬂ...ﬂZak = Zu,

wobei u das kleinste gemeinsame Vielfache der aq, ..., ay ist.

Beweis. Nach Aufgabe 20.14 ist der Durchschnitt der Untergruppen Za; wie-
der eine Untergruppe von Z. Nach Satz 20.4 gibt es ein eindeutig bestimmtes
¢ > 0 mit

Zay N ... NZa, = Zc.

Wegen Zc C Za; fiir alle 7 ist ¢ ein Vielfaches von jedem a;, also ein gemein-
sames Vielfaches der aq,...,a;. Fiir jedes gemeinsame Vielfache v dieser
Elemente gilt

Zv C ZayN...N Zay.
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Die Zahl ¢ besitzt also die Eigenschaft, dass jedes gemeinsame Vielfache
der Elemente ein Vielfaches von c¢ ist. Daher ist ¢ das kleinste gemeinsame
Vielfache. 0

Fiir ganze Zahlen setzen wird den gréfiten gemeinsamen Teiler und das klein-
ste gemeinsame Vielfache stets positiv an, um Eindeutigkeit zu erzielen.
Grundsétzlich hat jeweils das Negative dazu die gleichen Eigenschaften.

Lemma 21.2. Fir natiirliche Zahlen a,b, g gelten folgende Aussagen.

(1) Fir teilerfremde a,b ist kgV (a,b) = ab.

(2) Es gibt ¢,d € Z mit a = c-ggT (a,b) und b= d-ggT (a,b), wobei c,d
teilerfremd sind.

(3) Es ist kgV (ga, gb) = g -kgV (a,b).

(4) Es ist ggT (a,b) - kgV (a,b) = ab.

Beweis. (1) Zunéchst ist natiirlich das Produkt ab ein gemeinsames Viel-
faches von a und b. Sei also f irgendein gemeinsames Vielfaches, also
f = wa und f = vb. Nach Satz 20.1 gibt es im teilerfremden Fall
Zahlen r;s € Z mit ra + sb = 1. Daher ist

f=1f-1= f(ra+sb) = fra+ fsb = vbra+ uasb = (vr + us)ab

ein Vielfaches von ab.

(2) Die Existenz von ¢ und d ist klar. Hétten ¢ und d einen gemeinsa-
men Teiler e # 1,—1, so ergébe sich sofort der Widerspruch, dass
e-ggT (a,b) ein groferer gemeinsamer Teiler wiére.

(3) Die rechte Seite ist offenbar ein gemeinsames Vielfaches von ga und
gb. Sei n ein Vielfaches der linken Seite, also ein gemeinsames Vielfa-
ches von ga und gb. Dann kann man n = uga und n = vgb schreiben.
Damit ist uga = vgb und somit ist k := ua = vb (bei g # 0

bei g = 0 ist die Behauptung direkt klar)
ein gemeinsames Vielfaches von a und b. Also ist n = gk ein Viel-
faches der rechten Seite.

(4) Wir schreiben unter Verwendung der ersten Teile

ggT (av b) : kgv (CL, b) = ggT (CL, b) : kgv (C ’ (ggT (CL, b))? d- (ggT (CL, b)))
= ggT(a,b) - geT (a,b) -kgV (c,d)

geT (a,b) - geT (a,b) - cd

c[; geT (a,b) -d-ggT (a,b)

t

Der Teil (4) der vorstehenden Aussage erlaubt es, das kleinste gemeinsame
Vielfache zu zwei Zahlen algorithmisch dadurch zu bestimmen, dass man
ihren grofiten gemeinsamen Teiler mit Hilfe des euklidischen Algorithmus
bestimmt und das Produkt durch diesen teilt.
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21.2. Der Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie.

Wir méchten nun zur Primfaktorzerlegung, deren Existenz wir bereits in Satz
12.9 gezeigt haben, beweisen, dass sie eindeutig ist. Natiirlich kann man

12=3-2-2=2-3-2=2-2-3

schreiben, mit eindeutig ist also eindeutig bis auf die Reihenfolge gemeint.
Um dies zu zeigen brauchen wir zunéchst das sogenannte Lemma von Euklid,
das eine wichtige Eigenschaft einer Primzahl beschreibt.

Satz 21.3. Es sei p eine Primzahl und p teile ein Produkt ab von natiirlichen
Zahlen a,b € N. Dann teilt p einen der Faktoren.

Beweis. Wir setzen voraus, dass a kein Vielfaches von p ist (andernfalls sind
wir fertig). Dann miissen wir zeigen, dass b ein Vielfaches von p ist. Unter
der gegebenen Voraussetzung sind a und p teilerfremd. Nach dem Lemma
von Bezout gibt es ganze Zahlen r, s mit

ra+sp =1
Da ab ein Vielfaches von p ist, gibt es ein ¢ mit
ab = tp.
Daher ist
b=>b-1=b(ra+sp) = abr +bsp = tpr +bsp = p(tr + bs) .

Also ist b ein Vielfaches von p. U
Aus dem Lemma von Euklid folgt sofort die etwas stéirkere Aussage: Wenn
eine Primzahl p ein beliebiges Produkt ayas- - -a,, teilt, dann teilt p mindestens
einen Faktor. Man wendet das Lemma einfach auf (a;ay- - -a,,_1)-a, an (formal

ist das eine Induktion iiber die Anzahl der Faktoren). Dies wird im Beweis
des folgenden Hauptsatzes der elementaren Zahlentheorie verwendet.

Satz 21.4. Jede natiirliche Zahln € N, n > 2, besitzt eine eindeutige Zerle-
gung in Primfaktoren.

D.h. es gibt eine Darstellung
no=prp

mit Primzahlen p;, und dabei sind die Primfaktoren bis auf thre Reithenfolge
eindeutig bestimmit.

Beweis. Die Existenz der Primfaktorzerlegung wurde bereits in Satz 12.9
gezeigt. Die Eindeutigkeit wird durch Induktion iiber n gezeigt. Fiir n =
2 liegt eine Primzahl vor. Sei nun n > 3 und seien zwei Zerlegungen in
Primfaktoren gegeben, sagen wir

no=prcpr = GG
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Wir miissen zeigen, dass nach Umordnung die Primfaktorzerlegungen iiber-
einstimmen. Die Gleichheit bedeutet insbesondere, dass die Primzahl p; das
Produkt rechts teilt. Nach Satz 21.3 muss dann p; einen der Faktoren rechts
teilen. Nach Umordnung kénnen wir annehmen, dass ¢; von p; geteilt wird.
Da ¢ selbst eine Primzahl ist, folgt, dass p; = ¢; sein muss. Daraus ergibt
sich durch Kiirzen, dass
P2 Pr = Q27 Qs

ist. Nennen wir diese Zahl n’. Da n’ < n ist, konnen wir die Induktionsvor-
aussetzung auf n’ anwenden und erhalten, dass links und rechts die gleichen
Primzahlen stehen. U

In der kanonischen Primfaktorzerlegung schreibt man die beteiligten Prim-
zahlen in aufsteigender Reihenfolge mit ihrem jeweiligen Exponenten, also
beispielsweise

840 = 2°-3-5-7.

Damit ist insbesondere zu jeder ganzen Zahl n # 0 und jeder Primzahl p
eindeutig bestimmt, ob p in der Primfaktorzerlegung {iberhaupt vorkommt
und wenn ja mit welchem Exponenten.

Definition 21.5. Zu einer ganzen Zahl n # 0 und einer Primzahl p nennt
man den Exponenten, mit dem p in der Primfaktorzerlegung von n vor-
kommt, den p- Ezponenten von n. Er wird mit v,(n) bezeichnet.

Statt Exponent spricht man auch von der Vielfachheit oder der Ordnung von
p in n. Wenn p in der Primfaktorzerlegung nicht vorkommt, so ist

vp(n) = 0.

Die Primfaktorzerlegung einer Zahl n # 0 kann man damit abstrakt und

kompakt als
n = :l: prp(n)
P

schreiben. Da in jeder Primfaktorzerlegung nur endlich viele Primzahlen
wirklich vorkommen, ist dies ein endliches Produkt.

Zu n = 14000 ist die Primfaktorzerlegung gleich
14000 = 2*-5° -7

und somit gilt
15(14000) =
v5(14000)
v7(14000) =

4,
3,
1

und
yp(14000) =0

fiir alle weiteren Primzahlen p.
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Lemma 21.6. Es sei p eine Primzahl und
vyt Z\ {0} — N, 0 — v,(n),
der zugehdrige p-FExponent. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die Zahl p*»™ ist die gréfite Potenz von p, die n teilt.
(2) Es ist
vp(m - n) = vp(m) + vy(n).
(3) Es ist
vp(m -+ 1) = min(v,(m), v (n))

(es sei m +mn # 0 vorausgesetzt).

Beweis. Siehe Aufgabe 21.14. O

Korollar 21.7. FEs seien n und k positive natiirliche Zahlen. Dann wird n
von k genau dann geteilt, wenn fiir jede Primzahl p die Beziehung

vp(n) = vp(k)
qgilt.
Beweis. (1) = (2). Aus der Bezichung n = kt folgt in Verbindung mit der
eindeutigen Primfaktorzerlegung, dass die Primfaktoren von k mit minde-
stens ihrer Vielfachheit auch in n vorkommen miissen. (2) = (1). Wenn die

Exponentenbedingung erfiillt ist, so ist t = Hp p»(M=v(k) eine natiirliche
Zahl mit n = kt. 0

Aus diesem Kriterium ergibt sich, dass man zu einer gegebenen Zahl, deren
Primfaktorzerlegung vorliegt, einfach alle Teiler angeben kann. Bei

no=pi'py
sind die (positiven) Teiler genau die Zahlen
Pipy? o opymit 0 <81 <71, 0< 85 <rg,...,0< s, <7y
Davon gibt es (11 + 1)(rg + 1) - -+ (1, + 1) Stiick.

Korollar 21.8. FEs seien n und m positive natiirliche Zahlen mit den Prim-
faktorzerlegungen n =[], pr™ und m = I, p*»(™ - Dann ist

kgv<n7 m) — Hpmax(l/p(n)ﬂ,p(m))
p

und
ggT(n’ m) — Hprnin(up(n),up(m)) .

p

Beweis. Dies folgt direkt aus Korollar 21.7. O
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Fiir die beiden Zahlen m = 23.3%2.7%2.11 und m = 22-33.5-11 ist beispielsweise
der grofite gemeinsame Teiler gleich 22 - 32 - 11 und das kleinste gemeinsame
Vielfache gleich 23 -33.5-72.11.

21. ARBEITSBLATT

21.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 21.1. Bestimme das kleinste gemeinsame Vielfache von 589 und
837.

21.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 21.2.*
Bestimme das kleinste gemeinsame Vielfache von 116901 und 138689.

Gurru springt 8 Meter

Aufgabe 21.3. Das Riesenkénguru Gurru und das Zwergkédnguru Gurinu
leben entlang des australischen Highways, ihr Schlafplatz liegt am Beginn des
Highways (0 Meter). Gurru legt bei jedem Sprung 8 Meter zuriick, Gurinu
nur 6 Meter. Charakterisiere die Streckenmeter, an denen sie sich begegnen
konnen.

Aufgabe 21.4. Es sei n eine natiirliche Zahl. Bestimme das kleinste gemein-
same Vielfache von n und n + 1.

Aufgabe 21.5.*

Es seien a, m,n natiirliche Zahlen mit a > 1.

(1) Bestimme ggT(a™,a").
(2) Bestimme kgV(a™, a™).
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Aufgabe 21.6.*

Die beiden Flohe Carlo und Fredo sitzen im Nullpunkt eines beidseitig un-
endlich langen Zentimeterbandes. Carlo kann Spriinge der Weite 255 und 561
(in Zentimeter) machen, Fredo kann Spriinge der Weite 357 und 595 machen.
Auf welchen Zentimeterpositionen kénnen sich die beiden Flohe begegnen?

Aufgabe 21.7.*

Es sei n > 2. Woran erkennt man am Kleinen Einmaleins im n-System (ohne
die Nuller- und die Zehnerreihe), ob n eine Primzahl ist.

Aufgabe 21.8. Es sei k > 2 eine natiirliche Zahl mit der folgenden Eigen-
schaft: Sobald k ein Produkt ab teilt, teilt k& bereits einen Faktor. Zeige, dass
k eine Primzahl ist.

Aufgabe 21.9. Es sei p eine Primzahl. Zeige durch Induktion nach n, dass
wenn p ein Produkt von n Zahlen teilt, dass p dann schon eine der Zahlen
teilt.

Aufgabe 21.10. Es seien a und b natiirliche Zahlen, deren Produkt ab von
einer natiirlichen Zahl n geteilt werde. Die Zahlen n und a seien teilerfremd.
Zeige, dass b von n geteilt wird.

Aufgabe 21.11. Seien r und s teilerfremde Zahlen. Zeige, dass jede Losung
(x,y) der Gleichung

re+sy = 0
die Gestalt (x,y) = v(s, —r) mit einer eindeutig bestimmten Zahl v besitzt.

Aufgabe 21.12.*

Es sei n eine ganze Zahl, von der die folgenden Eigenschaften bekannt sind:

(1) n ist negativ.

(2) n ist ein Vielfaches von 8, aber nicht von —16.

(3) n ist kein Vielfaches von 36.

(4) n ist ein Vielfaches von 150, aber nicht von 125.

(5) In der Primfaktorzerlegung von n gibt es keine Primzahl, die groBer
als 5 ist.

Was ist n?
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Aufgabe 21.13.*

Bestimme den Exponenten zu 2 von 203264.

Aufgabe 21.14. Es sei p eine Primzahl und
vp: Z\ {0} — N, n+— 1,(n),
der zugehorige p-Exponent. Zeige die folgenden Aussagen.
(1) Die Zahl p*»™ ist die grofite Potenz von p, die n teilt.
(2) Es ist
vp(m-n) = vp(m) + vp(n).
(3) Es ist
vp(m +n) = min(vy(m), vp(n))
(es sei m +n # 0 vorausgesetzt).

Aufgabe 21.15.*

Wir betrachten das kleine Einmaleins als eine Verkniipfungstablelle, in der
alle Produkte ¢-j mit 1 < 4,57 < 9 stehen. Bestimme die Primfaktorzerlegung
des Produktes iiber alle Eintrége in der Tabelle.

Aufgabe 21.16.*

Zu einer positiven natiirlichen Zahl n sei a,, das kleinste gemeinsame Vielfa-
che der Zahlen 1,2,3,... n.

(1) Bestimme a,, fiir n =1,2,3,4,5.
(2) Was ist die kleinste Zahl n mit

A = Qpy1?
(3) Was ist die kleinste Zahl n mit

Qp = Ap41 = an+2?

Aufgabe 21.17. Zu einer natiirlichen Zahl n bezeiche T'(n) die Anzahl der
positiven Teiler von n. Zeige die folgenden Aussagen iiber T'(n).

a) Sein = pi'---p,* die Primfaktorzerlegung von n. Dann ist
b) Fiir teilerfremde Zahlen n und m gilt T'(nm) = T(n)T(m).

c¢) Bestimme die Anzahl der Teiler von 20!.

Aufgabe 21.18. Finde unter den Zahlen < 100 diejenigen Zahlen mit der
maximalen Anzahl an Teilern. Wie grof3 ist diese Anzahl?
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Aufgabe 21.19.*

Finde unter den Zahlen < 1000 diejenige Zahl mit der maximalen Anzahl an
Teilern.

Aufgabe 21.20.*

a) Berechne den grofiten gemeinsamen Teiler der ganzen Zahlen 2-3%- 74 und
24.3%.511. 7.

b) Berechne den gréfiten gemeinsamen Teiler der ganzen Zahlen 2-3%-6 -7
und 22 - 33 - 54,

Aufgabe 21.21. Es seien a,b € N, . Zeige, dass
ab = v°
genau dann gilt, wenn
a =15

ist oder wenn @ = 2 und b = 4 ist (oder umgekehrt).

Aufgabe 21.22. Es sei M C N, diejenige Teilmenge, die aus allen natiirli-
chen Zahlen besteht, die bei Division durch 4 den Rest 1 besitzen, also
M =1{1,5,9,13,17,...}. Zeige, dass man 441 innerhalb von M auf zwei ver-
schiedene Arten in Faktoren zerlegen kann, die in M nicht weiter zerlegbar
sind.

Aufgabe 21.23.*

Wir betrachten die Menge der natiirlichen Zahlen mit den beiden Verkniip-
fungen

NxN-—N, (a,b) — GgT (a,b)
und
NxN-—N, (a,b) — KgV (a,b).

(1) Zeige, dass der grofite gemeinsame Teiler eine kommutative und asso-
ziative Verkniipfung ist, die ein neutrales Element besitzt (der grofite
gemeinsame Teiler von 0 und 0 sei als 0 festgelegt).

(2) Zeige, dass das kleinste gemeinsame Vielfache eine kommutative und
assoziative Verkniipfung ist, die ein neutrales Element besitzt (das
kleinste gemeinsame Vielfache von a und 0 sei als 0 festgelegt).

(3) Zeige, dass mit diesen Verkniipfungen (mit dem GgT als Addition)
ein kommutativer Halbring vorliegt.
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21.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 21.24. (3 Punkte)

Bestimme das kleinste gemeinsame Vielfache von 3277 und 10057.

Aufgabe 21.25. (3 Punkte)

Sei p eine Primzahl. Zeige, dass p den Binomialkoeffizienten (Z) fiir alle k =
1,...,p—1 teilt.

Aufgabe 21.26. (3 Punkte)

Seien a, b und r positive natiirliche Zahlen. Zeige, dass die Teilbarkeit a”|b”
die Teilbarkeit a|b impliziert.

Aufgabe 21.27. (6 Punkte)

Finde unter den Zahlen < 1000000 diejenige Zahl mit der maximalen Anzahl
an Teilern.

22. VORLESUNG - PROPORTIONALITAT UND DREISATZ

... und ein guter Lehrer kann
auch einem schlechten Schiiler
was beibringen

22.1. Proportionalitét.

Héufig hdngen zwei variable Groflen - hdufig mit « und y bezeichnet - in einer
Weise voneinander ab, dass sich die zweite Groéfle aus der ersten errechnet,
indem man mit einer bestimmten Konstanten multiplizieren muss. Zwischen
den beiden Gréflen herrscht ein bestimmtes Verhdltnis. Wir besprechen einige
typische Beispiele.

Beispiel 22.1. Der monatlich zu zahlende Strompreis hédngt unmittelbar
vom Verbrauch ab. Es gibt einen Grundpreis fiir die Kilowattstunde, sagen
wir 20 Cent, und dieser Grundpreis wird mit dem Verbrauch (sagen wir im
Monat) multipliziert und ergibt dann den Gesamtstrompreis. Wenn man 1000
Kilowattstunden verbraucht hat, so muss man

1000 - 20 Cent = 20000 Cent = 200 Euro

zahlen, wenn man nur die Hélfte, also 500 Kilowattstunden verbraucht hat,
so muss man auch nur die Hélfte zahlen, geméaf

500 - 20 Cent = 10000 Cent = 100 Euro.
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Beispiel 22.2. Ein Fahrradfahrer fahrt mit einer Geschwindigkeit von 15
Stundenkilometer durch die Gegend. Nach Definition von Stundenkilometer
legt er also in der Stunde 15 Kilometer zuriick. In zwei Stunden legt er somit

2-15 = 30

Kilometer zuriick, in drei Stunden 45 Kilometer, in vier Stunden 60 Kilome-
ter. Man kann natiirlich auch iiberlegen, wie viele Kilometer er in kleineren
Zeitabschnitten zuriicklegt. Beispielsweise legt er in einer halben Stunde 7,5
Kilometer®? zuriick, in 20 Minuten 5 Kilometer und so weiter.

In den Beispielen gibt es eine einfache Formel, die aus der ersten Grofie
(Stromverbrauch, gefahrene Zeit) die zweite Grofie (Stromkosten, gefahrene
Strecke) ausrechnet. Die Formel lautet

y = 20z

bzw.
y = 15z.

Dabei ist im Moment nicht wichtig, welche Zahlen fiir x und y erlaubt sind,
jedenfalls kann man natiirliche Zahlen einsetzen (bald auch rationale Zah-
len). Wichtig ist aber, dass man auf den beiden Seiten der Formeln stets
mit den gleichen Einheiten rechnen muss. In der ersten Gleichung muss der
Stromverbrauch z in Kilowattstunden eingegeben werden und man erhélt
den Gesamtpreis y in Cent (wenn man mit Euro arbeiten méchte, muss man
die 20 durch 0,2 ersetzen), in der zweiten Gleichung muss die Zeitdauer x
in Stunden und die Strecke y in Kilometern angegeben werden. Wenn ei-
ne Zeitangabe nicht in Stunden angegeben ist, so muss man diese zuerst in
Stunden umrechnen, bevor man die Formel benutzen darf. Dies liefert uns
weitere wichtige Beispiele fiir einen solchen Zusammenhang.

Beispiel 22.3. Ein Tag besteht bekanntlich aus 24 Stunden, eine Stunde aus
60 Minuten, eine Minute aus 60 Sekunden. Manchmal m6chte man, beispiels-
weise, um verschiedene Angaben besser miteinander vergleichen zu kénnen,
eine Angabe in einer Einheit in eine andere Einheit umrechnen. Fiir die Um-
rechnung einer Zeitangabe in Stunden in eine Zeitangabe in Minuten muss
man einfach die Stundenanzahl mit 60 multiplizieren. Es liegt also die Be-
ziehung
y = 60z

vor, wobei x die Zeit in Stunden und y die gleiche Zeit in Minuten angibt.
Diesen Sachverhalt kann man sich auch durch eine Wertetabelle sichtbar
machen.

Stunden | 1 2 3 4 5)
Minuten |60 | 120 | 180 | 240 | 300

621 dieser Darstellung ist das bereits eine rationale Zahl, was wir ja erst einfiihren
wollen. In Metern gerechnet steht hier einfach 7500.
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Die Beziehung zwischen der Zeit in Tagen und in Stunden wird durch die
Formel

y = 24x
ausgedriickt, wobei jetzt x die Anzahl der Tage und y die Anzahl der Stunden
ist.

Tage 11213141 5
Stunden |24 |48 |72 |96 | 120

Wenn man die beiden Umrechnungen als unabhéngig voneinander betrach-
tet, so ist es unproblematisch, hier wieder mit den Variablen x und y zu
arbeiten, es handelt sich dann um einen neuen Kontext. Wenn man aller-
dings gleichzeitig mit Tagen, Stunden und Minuten arbeiten mochte, so ist
es sehr gefdahrlich, mit z einmal die Stunden und einmal die Tage und mit
y einmal die Minuten und einmal die Stunden zu bezeichnen, und die Stun-
den einmal mit x und einmal mit y zu bezeichnen. Um dies zu vermeiden,
schreibt man die zweite Formel mit neuen Variablen beispielsweise als

v = 24z.

Héufig sind auch suggestive Variablensymbole hilfreich. Wenn man ¢ fiir Tage,
s fiir Stunden und m fiir Minuten nimmt, so schreiben sich die Umrechnungs-
formeln als

s = 60m
und

t = 24s.
Solche Bezeichnungsphilosophien sollte man aber auch nicht iiberstrapazie-
ren, wenn man noch Sekunden mitberiicksichtigen mdochte, ist das s wegen
Stunden schon besetzt.

Beispiel 22.4. Haufig unterscheiden sich physikalische Einheiten um eine
Zehnerpotenz. So gibt es Meter, Zentimeter, Millimeter, Kilometer oder Ton-
ne, Kilogramm, Gramm, Milligramm (Zentner). In diesem Fall ist die Um-
rechnungsformel besonders einfach, beispielsweise gilt

y = 100z,

wobei x die Strecke in Meter und y die Strecke in Zentimeter ist. Bei der rech-
nerischen Durchfiithrung muss man dann nur eine gewisse Anzahl an Nullen
anhédngen oder weglassen.

Eine sinnvolle Probe fiir eine solche Umrechnungsformel erhélt man, wenn
man fiir  den Wert 1 einsetzt.

Beispiel 22.5. Proportionale Zusammenhénge treten haufig bei geometri-
schen Figuren auf. Beispielsweise besteht zwischen dem Radius eines Kreises
und seinem Umfang der proportionale Zusammenhang

U = 27,
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zwischen dem Umfang eines Quadrats und seiner Seitenldnge gilt
U = 4s,

zwischen der Hohe und der Grundseite in einem gleichseitigen Dreieck besteht
die Beziehung
V3

h = 5 S.

Beispiel 22.6. Ein wichtiger geometrischer Ursprung fiir konstante Verhélt-
nisse liefern die Strahlensédtze bzw. dhnliche Dreiecke. Man hat zwei durch
einen Punkt A gehende Geraden und zwei parallele Geraden gegeben, die
nicht durch den Punkt verlaufen. Dann bestehen zwischen entsprechenden
Seitenlédngen in den entstehenden Dreiecken konstante Verhéltnisse. Im Bild
verhilt sich beispielsweise die Strecke BC zur Strecke BA wie die Strecke
DE zur Strecke DA. Wenn man als variable GroBe = den Abstand von B zu
A und als Grofle y die Streckenlédnge der durch B verlaufenden Dreiecksseite,
die zur Strecke DE parallel ist, denkt, so liegt zwischen diesen GréBen ein
konstantes Verhéltnis vor.

Beispiel 22.7. In der Musik entsprechen die Téne den Schwingungen bzw.
Frequenzen. In einer Tonleiter bestehen zwischen den verschiedenen Tonen
gewisse erlaubte, wohlklingende Verhéltnisse. Die Bezeichnungen dafiir ori-
entieren sich an der Reihenfolge in einer Tonleiter. Eine Oktave entspricht
dem Frequenzverhéltnis 2 : 1 (das ist der ,gleiche®, aber hohere Ton), eine
Quinte entspricht beispielsweise dem Frequenzverhéltnis 3 : 2. Als Beispiel
geben wir die Verhéltnisse in C-Dur, das Verhéltnis bezieht sich immer auf
den Grundton C. Die Verhéltnisse und die relativen Namen wie Grofle Se-
kunde sind in jeder Dur-Tonart gleich, die Buchstabenbezeichnungen und die
anzuschlagenden Tasten dndern sich.%

63Fiir die gleichstufige Stimmung des Klaviers, bei der irrationale Schwingungsverhélt-
nisse auftreten, siehe Beispiel 42.13.
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’ H Verhéltnis \ Verhéltnisname \ Ton in C-Dur ‘

Prime
Grofle Sekunde
Grofie Terz
Quarte
Quinte
Grofle Sexte
Grofle Septime
Oktave

QI | Q= =T Q

I 18500 | T | oo [ efoe | s [ oo T e 1+

Definition 22.8. Wenn zwischen zwei Grofien x und y (die in N, in Z, in Q,
in R oder einem beliebigen kommutativen Ring variieren), ein Zusammen-
hang der Form

Yy = cx
mit einer festen Zahl ¢ besteht, so spricht man von einem proportionalen Zu-
sammenhang zwischen den beiden Groflen und man sagt, dass y proportional

zu x ist. Die Zahl ¢, die den Umrechnungsfaktor zwischen den beiden Gréflen
darstellt, heifit Proportionalititskonstante.

varjable ¥ Lx
y= /
-~
Yo p ’/
|
Xy oA : : variabla x
' X | % X3
A ¥a
//

Statt proportional spricht man auch von einem linearen Zusammenhang oder
man sagt, dass zwischen den Groflen ein konstantes Verhdltnis besteht. Da
man bei einem proportionalen Zusammenhang zu jedem x den Wert

Yy = cx

berechnen kann, liegt insbesondere eine Abbildung vor, die einem x-Wert
den y-Wert zuordnet. Man spricht von einer linearen Abbildung oder einer
linearen Funktion und schreibt auch

y = plr) = cx.

Wenn man den Graphen eines proportionalen Zusammenhanges zwischen
zwei Groflen zeichnet, so ergibt sich eine Gerade durch den Nullpunkt. Die
Proportionalitdtskonstante schlégt sich in der Steigung der Geraden nieder.
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Der Proportionalitatsfaktor ¢ = 0 und auch negative Proportionalitatsfak-
toren sind erlaubt. Bei

c=1

sind die Rechnungen besonders einfach, wie wenn ein Huhn (pro Tag) ein Ei
legt.

— y=zx0
— y=zx1
— y==x2
— =23
— y=zxt

y=sx5
—y=zx6

—_— =27
—y=ex8
—y=rx9
- — y=zxI0

7
///
—

Wir fassen die einfachen Eigenschaften eines proportionalen Zusammenhangs
in dem folgenden Lemma zusammen.

Lemma 22.9. Es sei ein proportionaler Zusammenhang
Yy = cx

zwischen den beiden Gréfien x und y gegeben. Dann gelten folgende Figen-
schaften.

(1) Es ist
p(0) = 0.
(2) Es ist
p(1) = c
(3) Wenn man die Grofle x um einen bestimmten Wert xo erhoht, so
erhoht sich die Griffe y um einen bestimmten Wert yo, der un-
abhéingig von x ist.
(4) Wenn man die Grifle x um einen bestimmten Faktor vervielfacht

(verdoppelt, verdreifacht, verzehnfacht), so wvervielfacht (verdoppelt,
verdreifacht, verzehnfacht) sich die Grifle y um den gleichen Faktor.

Beweis. (1) Ist klar nach Lemma 9.2 (1) fir den Grundbereich N bzw.
nach Lemma 19.4 (1) fiir einen beliebigen kommutativen Ring.
(2) Ist klar wegen

c-1=c
(3) Nach dem Distributivgesetz ist

c(x+xz9) = cx + cxo.
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Die Differenz zwischen dem Ausgangswert und dem erhchten Wert
ist somit

c(x + ) — cx = cx + crg — cxr = cxo,

und dies ist unabhéngig von x.
(4) Die Vervielfachung werde durch den Faktor a ausgedriickt. Dann ist
der Wert an der Stelle ax gleich

olaz) = clax) = acx = ap(z),

wie aus dem Assoziativgesetz und dem Kommutativgesetz der Mul-
tiplikation folgt.

O

Da der Proportionalitéatsfaktor die gesamte Proportionalitéit bestimmt, ldsst
sich nach (2) die gesamte Proportionalitit aus dem Wert an der Stelle der
Einheit 1 ablesen. (3) bedeutet beispielsweise, dass wenn Heinz Ngolo und
Mustafa Miiller jeweils die gleiche Menge mehr Strom verbrauchen wie im
Vormonat (weil sie sich den gleichen Rasenméher gekauft haben und gleich
oft Rasen méhen und ansonsten alles beim Alten bleibt), dass dann ihre
jeweilige Stromrechnung um den gleichen Betrag steigt, unabhéngig davon,
wie viel sie im Vormonat gezahlt haben.

Bemerkung 22.10. Hiufig besteht zwischen Gréfien ein proportionaler Zu-
sammenhang, der nicht durch eine Konstante des Zahlenbereiches gegeben
ist, sondern dadurch, dass der Wert an einer bestimmten Stelle festgelegt
ist, wie wenn der Preis fiir drei Apfel als zwei Euro angegeben wird und
nur die ganzen Zahlen zur Verfiigung stehen. Ein solches Zahlenpaar legt
dann einen (unvollsténdigen) proportionalen Zusammenhang nur fiir Vielfa-
che dieser Zahlenpaare (und fiir Paare, die sich durch Division durch einen
gemeinsamen Teiler ergeben) fest. Die Eigenschaften aus Lemma 22.9 (3,4)
gelten auch in dieser Situation entsprechend.

22.2. Dreisatz.

Unter Dreisatz versteht man Aufgaben, bei denen es sich um Gréflen han-
delt, zwischen denen eine Proportionalitédt vorliegt, wobei man aber oft den
Proportionalitédtsfaktor noch gar nicht kennt. Es gibt im Wesentlichen die
folgenden Aufgabentypen und Mischformen davon.

(1) Der Zusammenhang
Yy = cx
ist vorgegeben, d.h. die Zahl ¢ ist bekannt und es geht darum, zu

einem oder mehreren = den zugehdrigen Wert von y zu bestimmen.
(2) Der Zusammenhang

Yy = cx
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ist vorgegeben, d.h. die Zahl ¢ ist bekannt und es geht darum, zu
einem (oder mehreren) Funktionswert y den Ausgangswert fiir z zu
bestimmen.

(3) Es ist zwar klar, dass zwischen = und y ein proportionaler Zusammen-
hang besteht, es ist aber nicht klar, wie der Proportionalitatsfaktor
aussieht. Typischerweise ist ein bestimmtes xg mit dem zugehérigen
Wert yo gegeben und es wird das ¢ gesucht, das den linearen Zusam-
menhang beschreibt, also das ¢ mit

Yo = CXy.

(4) Es ist zwar klar, dass zwischen = und y ein proportionaler Zusammen-
hang besteht, es ist aber nicht klar, wie der Proportionalitatsfaktor
aussieht. Es ist ein bestimmtes xy mit dem zugehorigen Wert yy ge-
geben und es wird der Wert zu einem weiteren z; gesucht (oder der
Ausgangswert zu einem weiteren y ).

Die Formulierung in (4) ist eine Mischung aus (3) mit (1) bzw. mit (2). Aller-
dings kann man oft auch (4) direkt l6sen, ohne den Proportionalitatsfaktor
c auszurechnen. Die Bezeichnung Dreisatz%* riihrt von der Situation in (4)
her, wo die Beziehung

Yo Y1

— = = —

To T
betrachtet wird (unabhéngig davon, ob man das ¢ mit anfiithrt) und wo die
drei Zahlen xg, v, 1 (bzw. xg,yo,y1) vorgegeben sind und man die vierte
Zahl y; (bzw. 1) bestimmen soll. Wir betrachten einige typische Beispiele.

Beispiel 22.11. Aufgabe: Mustafa Miiller fahrt mit seinem Fahrrad zu sei-
ner Oma, die sechs Kilometer entfernt lebt, er braucht dazu eine halbe Stun-
de. Wie viele Minuten braucht er zu seinem Freund Heinz Ngolo, der einen
Kilometer von ihm entfernt wohnt.

Das ist Typ (4) vom Dreisatz mit der zusétzlichen Schwierigkeit, dass die
Zeitangaben sich auf unterschiedliche Einheiten, ndmlich Stunden und Minu-
ten beziehen. Man kann beispielsweise seine Fahrgeschwindigkeit ausrechnen,
es ergibt sich, da er in einer halben Stunde sechs Kilometer zuriicklegt, dass
er in einer Stunde zwolf Kilometer zuriicklegt. Er fihrt also zwolf Stundenki-
lometer, der Proportionalitidtsfaktor (nach dem nicht gefragt wurde) ist also
12. Wir fragen uns nun nach der Zeit, die er bené¢tigt, um einen Kilometer
zuriickzulegen. Da er fiir 12 Kilometer 60 Minuten braucht, benétigt er fiir
einen Kilometer den zwolften Anteil einer Stunde, also 60/12 = 5 Minuten.

Bemerkung 22.12. Zwischen zwei Groflen kénnen unterschiedliche Pro-
portionalititen bestehen, beispielsweise kostet die Ubernachtung 60 Euro
pro Urlaubstag, das Friihstiick 8 Euro pro Urlaubstag und der Strandkorb
5 Euro pro Tag. In diesem Fall ist es sinnvoll, die einzelnen Proportiona-
litdtskonstanten miteinander zu addieren, um eine Gesamtproportionalitét

64Zur Grundbedeutung von Dreisatz gibt es verschiedene Interpretationen.
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zu erhalten, die die Gesamtkosten pro Tag wiedergibt. Wenn sich die beiden
Proportionalitdten nicht auf die gleiche Grundeinheit wie hier ein Tag be-
ziehen, so muss man zuerst einen gemeinsamen Bezugspunkt finden, um die
beiden Proportionalitidten addieren zu kénnen.

Bemerkung 22.13. Wenn drei Groéflen x,y, 2 gegeben sind und zwischen
den beiden ersten eine Proportionalitidt und zwischen den beiden letzten
Groflen eine Proportionalitéit besteht, so besteht auch eine Proportionalitét
zwischen der ersten und der letzten Grofle. Die neue Proportionalitatskon-
stante ist dabei das Produkt der beiden Proportionalitdtskonstanten. Wenn
ndmlich z = ¢y und y = dx vorliegt, so ist

z = cy = c(dx) = (cd)x.

Eine solche Situation liegt zwischen Tagen, Stunden, Minuten vor. Oder wenn
man pro Tag 10 Schokoriegel isst und ein Schokoriegel 60 Cent kostet, so sind
die Schokoriegelkosten pro Tag gleich 6 Euro.

Wir betrachten eine Gleichung der Form
b= az

mit fixierten ganzen Zahlen a,b € Z und der unbekannten Zahl z. Diese Glei-
chung besitzt innerhalb der ganzen Zahlen genau dann eine Lésung, wenn a
ein Teiler von b ist. Dies ist eine unmittelbare Umformulierung der Teilerbe-
ziehung. Wenn dies der Fall ist, und a # 0 ist, so ist die eindeutig bestimmte
Losung z gleich dem ganzzahligen Quotienten b/a. Eine solche Gleichung ist
aber, wie die obigen Beispiele zeigen, auch sinnvoll, wenn a kein Teiler von b
ist. Beispielsweise kann man Apfel verkaufen und dabei drei Apfel zum Preis
von zwei Euro anbieten. Dann ist klar, dass sechs Apfel vier Euro kosten
u.s.w. Es liegt auch hier eine Proportionalitdt vor, es lédsst sich aber kein
Proportionalitédtsfakor innerhalb der natiirlichen Zahlen angeben. Der Preis
fiir einen Apfel ist keine natiirliche Zahl, aber das Verhdltnis zwischen Preis
zu Apfelanzahl ist konstant. So wie die Losbarkeit der allgemeinen Differenz-
gleichung

b=a+z

Ausgangspunkt und Motivation zur Einfithrung der ganzen Zahlen war, ist
die Losbarkeit der allgemeinen Proportionalitdtsgleichung

b= az

(mit @ # 0) Ausgangspunkt und Motivation zur Einfiihrung der rationalen
Zahlen. Wir mochten also sinnvolle Zahlen b/a mit der charakteristischen
Eigenschaft haben, dass sie mit a multipliziert die Zahl b ergeben. Da «
ganzzahlig ist, sagen wir aus N, kann man diese Multiplikation auf die a-
fache Addition von b/a mit sich selbst zuriickfithren. Wir suchen also eine
Strecke, die, wenn man sie a-mal hintereinander hinlegt, die Strecke b ergibt.
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Bemerkung 22.14. Hiufig liegt auch zwischen zwei Gréfien ein Zusammen-
hang der Form

y =cr+d
vor, beispielsweise, wenn eine vom Verbrauch unabhéngige Grundgebiihr d
zu zahlen ist. Man spricht dann von einer affin-linearen Abbildung.

22. ARBEITSBLATT

22.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 22.1. Um die Erde wird entlang des Aquators ein Band gelegt. Das
Band ist jedoch einen Meter zu lang, so dass es ringsherum gleichméflig an-
gehoben wird, um straff zu werden. Welche der folgenden Lebewesen kénnen
drunter durch laufen/schwimmen/fliegen/tanzen?

(1) Eine Amobe.

(2) Eine Ameise.

(3) Eine Meise.

(4) Eine Flunder.

(5) Eine Boa constrictor.

(6) Ein Meerschweinchen.

(7) Eine Boa constrictor, die ein Meerschweinchen verschluckt hat.
(8) Ein sehr guter Limboténzer.

22.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 22.2. Eine Unze Gold kostet 1100 €.
a) Wie viel kosten sieben Unzen Gold?
b) Wie viel Gold bekommt man fiir 10000 €7

Aufgabe 22.3. Von einer Brotsorte kostet ein Laib mit 750 Gramm 3 €.
a) Wie viel kostet ein Laib mit 1000 Gramm?
b) Wie viel Brot bekommt man fiir 10 €7

Aufgabe 22.4. Lucy Sonnenschein fahrt mit ihrem Fahrrad 10 Meter pro
Sekunde.

a) Wie viele Kilometer fahrt sie pro Stunde?

b) Wie lange braucht sie fiir 100 Kilometer?

Aufgabe 22.5. Ein Huhn legt pro Tag ein Ei.



306

(1) Wie viele Eier legt ein Huhn in einer Woche?

(2) Wie viele Eier legen 12 Hiihner an einem Tag?

(3) Wie viele Eier legen 8 Hithner in 7 Tagen? Ist dies eine Dreisatzauf-
gabe?

Aufgabe 22.6. In einem Mikroliter menschlichen Blutes befinden sich ca.
5000000 Erythrozyten. Wie viele Erythrozyten befinden sich in einem Ku-
bikkilometer Blut?

Aufgabe 22.7.*

Heidi Gonzales beschlieit, sich eine Woche lang ausschliellich von Heidelbee-
ren zu ernidhren, und ihre Nahrungszufuhr gleichméfBig iiber ihre Wachzeit
(16 Stunden pro Tag) zu verteilen. Thr Kalorienbedarf liegt bei 2000 kcal und
100 Gramm Heidelbeeren enthalten 42 kcal. Eine mittlere Heidelbeere wiegt
1,5 Gramm. In welchem Abstand muss sie sich eine Heidelbeere einwerfen?

Aufgabe 22.8. Interpretiere die folgenden physikalischen Gesetze als lineare
Abbildungen von R nach R. Was sind die messbaren Grofien, was ist der
Proportionalitéitsfaktor und wodurch ist dieser festgelegt?

(1) Die zuriickgelegte Strecke ist Geschwindigkeit mal Zeit.
2) Masse ist Volumen mal Dichte.

) Energie ist Masse mal Brennwert.

) Kraft ist Masse mal Beschleunigung,.

) Energie ist Kraft mal Weg.

) Energie ist Leistung mal Zeit.

) Spannung ist Widerstand mal Stromstérke.

) Ladung ist Stromstérke mal Zeit.

(
(3
(4
(5
(6
(7
8

Aufgabe 22.9. Fiinf Spaziergdnger laufen eine Strecke in 35 Minuten ab.
Am néchsten Tag laufen 7 Spaziergénger die gleiche Strecke in gleichem Tem-
po. Wie lange brauchen sie?

Aufgabe 22.10.*

Ein Zug ist 500 Meter lang (ohne Lokomotive) und bewegt sich mit 180 Stun-
denkilometer. Lucy Sonnenschein hat ihr Fahrrad mit in den Zug genommen
und fihrt mit einer Geschwindigkeit von 20 Metern pro Sekunde von ganz
hinten nach ganz vorne.

(1) Wie viele Sekunden benétigt Lucy fiir die gesamte Zuglange?
(2) Welche Geschwindigkeit (in Meter pro Sekunde) hat Lucy bezogen
auf die Umgebung?
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(3) Welche Entfernung (in Meter) legt der Zug wihrend der Fahrradfahrt
zuriick?

(4) Berechne auf zwei verschiedene Arten, welche Entfernung Lucy
wéhrend ihrer Fahrradfahrt bezogen auf die Umgebung zuriicklegt.

Aufgabe 22.11. Erfahrungsgeméfl essen bei einem Kindergeburtstag sie-
ben Kinder je zwei Kuchen. Skizziere den Kuchenanteil, den ein Kind isst.
Wie viele Kuchen braucht man mindestens fiir zwanzig Kinder, wie viel Ku-
chen bleibt iibrig? Wie viele Kinder kann man mit sieben Kuchen héchstens
versorgen, wie viel Kuchen bleibt iibrig?

Aufgabe 22.12. Fiir welche ¢ € Z ist die lineare Abbildung
7 — 1, x — cx,

injektiv bzw. surjektiv?

Aufgabe 22.13. Ein Birnenverkdufer verkauft 1221 Birnen fiir 1067 Euro.
Beschreibe dieses Angebot durch die kleinstmdoglichen ganzen Zahlen.

Aufgabe 22.14.*

Ein Apfelverkiufer verkauft 2893 Apfel fir 3127 Euro. Ein zweiter Apfel-
verkaufer verkauft 3417 Apfel fiir 3693 Euro. Welches Angebot ist giinstiger?

Aufgabe 22.15. Es sei ein proportionaler Zusammenhang
Yy = cx

durch einen Graphen, also eine Gerade durch den Nullpunkt, gegeben. Wie
16st man geometrisch die Dreisatzaufgabe zu einem gegebenen x, wie zu
einem gegebenen y?
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Aufgabe 22.16. Ein proportionaler Zusammenhang sei dadurch gegeben,
dass an der Stelle zy der Wert 1 herauskommen soll. Wie erstellt man daraus
den Graphen des gesuchten Zusammenhangs?

Aufgabe 22.17. Es sei ein proportionaler Zusammenhang dadurch gegeben,
dass
pla) = b

mit ganzen Zahlen a,b ist. Dieser Zusammenhang wird in der Ebene durch
den Graphen, ndmlich eine Gerade durch den Nullpunkt, visualisiert, die an
der Stelle a den Wert b besitzt. Wie bestimmt man das ganzzahlige Paar
(a',0') auf dem Graphen, fiir das o’ positiv und minimal ist? Wie lautet die
Antwort fiir @ = 45 und b = 1087

Aufgabe 22.18. Zerlege geometrisch die angegebene Strecke in fiinf gleich-
lange Teile.

22.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 22.19. (3 (1+1+1) Punkte)

Eine zu asphaltierende Strafle ist sieben Meter breit. Die Asphaltierung eines
Quadratmeters kostet 5000 Euro.

(1) Erstelle eine Formel, die die Asphaltierungskosten fiir die Strafie pro
Meter angibt.

(2) Bestimme die Kosten fiir die Aspaltierung von 100 Metern der Strafle.

(3) Der Stadtrat bewilligt eine Million Euro fiir die Strale. Wie viele volle
Meter der Strafie kann man damit asphaltieren?

Aufgabe 22.20. (2 Punkte)

Frau Maier-Sengupta plant eine Schullandheimsfahrt fiir ihre Klasse. Es ist
noch nicht klar, wie viele Kinder genau mitdiirfen. Als Fahrtkosten fiir ein
Kind fallen 50 Euro an, fiir die Unterbringung 80 Euro pro Kind und fiir die
Verpflegung 120 Euro pro Kind. Der Elternbeirat unterstiitzt jedes Kind mit
30 Euro, aus Landesmitteln stehen weitere 20 Euro pro Kind zur Verfiigung.
Wie hoch sind die Kosten fiir den Aufenthalt pro Kind? Wie hoch sind die
Gesamtkosten, wenn 20 Kinder mitkommen, wie hoch, wenn 25 Kinder mit-
kommen?
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Aufgabe 22.21. (5 (14+1+41+2) Punkte)

Ein Zug ist 600 Meter lang (ohne Lokomotive) und bewegt sich mit 240 Stun-
denkilometer. Lucy Sonnenschein hat ihr Fahrrad mit in den Zug genommen
und fihrt mit einer Geschwindigkeit von 15 Metern pro Sekunde von ganz
hinten nach ganz vorne.

(1) Wie viele Sekunden benétigt Lucy fiir die gesamte Zuglange?

(2) Welche Geschwindigkeit (in Meter pro Sekunde) hat Lucy bezogen
auf die Umgebung?

(3) Welche Entfernung (in Meter) legt der Zug wihrend der Fahrradfahrt
zuriick?

(4) Berechne auf zwei verschiedene Arten, welche Entfernung Lucy
wéhrend ihrer Fahrradfahrt bezogen auf die Umgebung zuriicklegt.

Aufgabe 22.22. (3 Punkte)

Ein Apfelverkiufer verkauft 2483 Apfel fiir 2249 Euro. Beschreibe dieses An-
gebot durch die kleinstmdoglichen ganzen Zahlen.

Aufgabe 22.23. (2 Punkte)

Zerlege geometrisch die angegebene Strecke in sieben gleichlange Teile.

23. VORLESUNG - KONVERGENZ VON MATRIXPOTENZEN

Aus grofier Macht folgt grofie
Verantwortung

Ben Parker

23.1. Die rationalen Zahlen.

Eine Gleichung der Form

br = a
mit fixierten ganzen Zahlen a, b besitzt innerhalb der ganzen Zahlen im All-
gemeinen keine Losung fiir . Bei b = 0 und a # 0 gibt es auch keine
Losung innerhalb einer sinnvollen Zahlenbereichserweiterung. Bei b # 0 gibt
es hingegen innerhalb der rationalen Zahlen eine eindeutige Losung, ndmlich

Wir fithren nun die rationalen Zahlen, ausgehend von Z ein, und zwar zu-
néchst als Menge von Briichen. AnschlieSend definieren wir eine Addition
und eine Multiplikation auf dieser Menge und weisen, ebenfalls unter Bezug
auf die ganzen Zahlen, die Giiltigkeit der wichtigsten Rechengesetze nach.
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Als eine Motivation fiir die folgende Gleichsetzung von unterschiedlichen
Briichen betrachten wir nochmal die Proportionalitéit. Zwei ganze Zahlen
a und b definieren einen proportionalen Zusammenhang ¢, der an der Stelle
a den Wert b besitzt. Er besitzt dann an der Stelle na den Wert nb. Die-
ser Zusammenhang besteht unabhéngig davon, ob er durch eine ganzzahlige
Konstante ¢ in der Form ¢(z) = cx beschrieben werden kann. Ein pro-
portionaler Zusammenhang ist durch ein einziges von (0,0) verschiedenes
Zahlenpaar eindeutig festgelegt. Daher bestimmen zwei ganzzahlige Paare
(a,b) und (a’,0’) genau dann den gleichen Zusammenhang (die Steigungen
der zugehorigen linearen Graphen stimmen iiberein), wenn sie an der Stel-
le aa’;, wo man die Werte unmittelbar vergleichen kann, den gleichen Wert
besitzen. Die Werte sind an dieser Stelle ba’ bzw. 0'a, so dass genau im Fall

ab = al
die beiden proportionalen Zusammenhénge als gleich zu betrachten sind. Dies

ist eine Grundlage fiir die in der folgenden Definition auftretenden Uberkreuz-
regel.

Definition 23.1. Unter einer rationalen Zahl versteht man einen Ausdruck

der Form a

Z )
wobei a,b € Z und b # 0 sind, und wobei zwei Ausdriicke ¥ und 5 genau
dann als gleich betrachtet werden, wenn ad = be (in Z) gilt. Die Menge aller

rationalen Zahlen wird mit QQ bezeichnet.

Einen Ausdruck § nennt man Bruch, wobei a der Zihler und b der Nenner
des Bruches heifit. Eine rationale Zahl wird durch verschiedene Briiche be-
schrieben und kann mit unterschiedlichen Zahlern und Nennern dargestellt

werden, beispielsweise ist
5 1

10 2
Man sagt auch, dass diese beiden Briiche gleichwertig sind. Fiir die rationale
Zahl ¢ schreibt man einfach a. In diesem Sinne sind ganze Zahlen insbeson-

dere auch rationale Zahlen. Insbesondere gibt es die Null 0 = % und die Eins
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1 = % Es gelten die folgenden Identitéten (dabei seien ¢,d # 0, ansonsten
seien a, b, ¢, d € 7 beliebig).

(1)

FE
—1
(2)
0
Y
c
(3)
¢ _ 1,
c
(4)
@ _ o
¢ cd

Die Begriindung fiir de Richtigkeit dieser Regeln liegt in der Uberkreuzregel.
Die letzte Regel heifit Erweiterungsregel (wenn man sie von links nach rechts
liest) bzw. Kiirzungsregel (wenn man sie von rechts nach links liest). Der
Wert eines Bruches (also die rationale Zahl, die durch den Bruch festgelegt
ist) dndert sich also nicht, wenn man sowohl den Zahler als auch den Nenner
mit der gleichen, von 0 verschiedenen ganzen Zahl multipliziert. Wegen

a —a

b —b

kann man jede rationale Zahl mit einem positiven Nenner schreiben. Zwei
Briiche mit einem gemeinsamen Nenner, also von der Form ¢ und £, hei-
Ben gleichnamig. Zwei beliebige Briiche ¢ und ¢ kann man gleichnamig ma-
chen, indem man sie durch Erweiterung auf einen Hauptnenner bringt. Eine
Moglichkeit ist, die beiden Nenner miteinander zu multiplizieren und zu den
gleichwertigen Briichen ‘Z—j und g—g iiberzugehen. Statt mit bd kann man mit
jedem gemeinsamen Vielfachen der Nenner arbeiten.

Definition 23.2. Ein Bruch a/b heifit gekiirzt, wenn a und b teilerfremd
sind.

Zu jeder rationalen Zahl gibt es eine gekiirzte Darstellung. Wenn man den
Nenner positiv wihlt, ist diese Darstellung sogar eindeutig. Man erhélt sie,
indem man in einer beliebigen Darstellung durch den grofiten gemeinsamen
Teiler des Zéhlers und des Nenners dividiert und das Vorzeichen anpasst.

Definition 23.3. Eine rationale Zahl der Form %, n € Ny, heiit Stamm-
bruch.
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23.2. Rechenoperationen auf den rationalen Zahlen.

Eine iiber Z formulierte Gleichung der Form
br = a

mit a,b € Z soll bei b # 0 eine eindeutige Losung besitzen, ndmlich 7. Um
dies formulieren zu konnen, miissen wir natiirlich erstmal eine Multiplikation
und eine Addition auf den rationalen Zahlen definieren. Bei gleichnamigen
Nenner addiert man einfach die Zahler, auf diesen Fall kann die allgemeine
Definition zuriickgefiihrt werden. Mit diesem Ubergang, endlich viele ratio-
nale Zahlen mit einem gemeinsamen Nenner zu schreiben, kann man haufig
Rechnungen und auch theoretische Uberlegungen vereinfachen.

Definition 23.4. Die Addition der rationalen Zahlen z = ¢ und y = ¢ ist
durch

a n c  ad+bc

b d~  bd
definiert.

Man addiert also zwei rationale Zahlen, indem man die Nenner gleichnamig
macht. Diese Operation ist wohldefiniert! Was soll das bedeuten? Es gibt hier
das folgende Problem, das gerne iibersehen wird. Die beiden rationalen Zah-
len z und y, die miteinander addiert werden sollen, besitzen unterschiedliche
Darstellungen als Briiche, beispielsweise ist

!/

a a

xr = _b — _b/
— % J— C/

y d d/ '

In der Definition der Addition kann man mit einer beliebigen Bruchdar-
stellung arbeiten. Dann ergibt sich einerseits, wenn man jeweils die erste
Darstellung nimmt, die Summe
ad + bc
bd
und andererseits, wenn man jeweils die zweite Darstellung nimmt, die Summe
a/dl + b/cl
b/d/
Es ist nicht unmittelbar klar, dass hier die gleiche rationale Zahl steht. Wegen
abl = a’b und ed’ = d ist aber nach Erweitern mit &'d und Kiirzen durch

bd

ad + be adb/d’ + beb'd’ a'dbd + bd'b'd ad +bd
bd bdb'd’ B bdb'd’ a7

so dass das Ergebnis als rationale Zahl wohldefiniert ist. Nach der Definition

nimmt man fiir den Nenner das Produkt der beiden Nenner. Man kann aber
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genauso gut ein beliebiges gemeinsames Vielfaches der beiden Nenner und die
entsprechende Erweiterung nehmen. Bei gleichem Nenner ist insbesondere

a b a+b
+

T T r

Definition 23.5. Die Multiplikation von rationalen Zahlen z = § und y =
ist durch

aulo

definiert.

Auch hier muss man die Wohldefiniertheit der Verkniipfung nachweisen, siehe
Aufgabe 23.21. Mit der Multiplikation kann man einen Bruch auch als

a 1

b b
schreiben. Bei positivem a ist dies die a-fache Summe des Stammbruches %
mit sich selbst.

Bemerkung 23.6. Die Addition von rationalen Zahlen kann man {iber die

Proportionalitdten begriinden. Es sei ein proportionaler Zusammenhang ¢
durch

pla) = b
und ein weiterer (gleichskaliger) proportionaler Zusammenhang durch
w(a/) — b/

gegeben. Beispielsweise seien (vergleiche Bemerkung 22.11) die Ubernach-
tungskosten dadurch beschrieben, dass 7 Tage (und Néchte) 320 Euro kosten
und die Verpflegungskosten dadurch beschrieben, dass 10 Tage 258 Euro ko-
sten. Wie kann man die beiden Zusammenhénge sinnvoll addieren, also wie
viel kostet Ubernachtung und Verpflegung zusammen in einem bestimmten
Zeitabschnitt? Die beiden Einzelangaben kann man nur dann sinnvoll mitein-
ander verarbeiten, wenn sie sich auf die gleiche Taganzahl beziehen. Dies kann
man erreichen, indem man zum Produkt der beiden Tageanzahlen iibergeht.
Die Ubernachtungskosten sind fiir 70 Tage gleich 320 - 10 = 3200 und die
Verpflegungskosten sind fiir 70 Tage gleich 258 -7 = 1806, die Gesamtkosten
fiir 70 Tage sind also 5006 Euro.

Fiir eine entsprechende Interpretation der Multiplikation von rationalen Zah-
len muss man die Hintereinanderschaltung von proportionalen Zusammen-
héngen wie in Bemerkung 22.12 betrachten.

Die Addition und die Multiplikation von rationalen Zahlen erfiillen weitere
wichtige algebraische Eigenschaften. Letztlich werden diese auf die entspre-
chenden GesetzméBigkeiten von Z zuriickgefiihrt.

Satz 23.7. Die rationalen Zahlen Q erfiillen die folgenden FEigenschaften.
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(1) Die Addition ist eine kommutative assoziative Verkniipfung mit 0 als
neutralem Element. Zu jedem x € Q gibt es ein y € Q mit

r+y = 0.

(2) Die Multiplikation ist eine kommutative assoziative Verkniipfung mit
1 als neutralem Element. Zu jedem z € Q , z # 0, gibt es ein w € Q
mit

z-w = 1.

(3) Es gilt das Distributivgesetz.

Beweis. (1) Die Kommutativitidt der Addition folgt unmittelbar aus der
Definition und der Kommutativitidt der ganzzahligen Addition und
der ganzzahligen Multiplikation. Zum Nachweis der Assoziativitét
konnen wir annehmen, dass alle drei beteiligten rationalen Zahlen
den gleichen Nenner haben. Sei also

a b c
T=—Yy=—-,2=—.
T T

T
Dann ist
a b c a+b ¢ a+b+c
(+y)+z=|-+-)+-= +-=——=2a+(y+2).
roor r r r r
Ferner ist
O+a_0+a_0—|—a_a
b b b b b
Zu x = § betrachtet man y = =*. Dann ist
n _a+—a_a—a_0_0
R S A A S

(2) Die Kommutativitéit und die Assoziativitat der Multiplikation erge-
ben sich unmittelbar aus der Definition und den entsprechenden Ei-
genschaften der ganzzahligen Verkniipfungen. Die 1 = % hat die Ei-
genschaft

Y

a 1
1.2 = .
b 1

Sl RS
e

es ist also das neutrale Element der Multiplikation. Zu einer ratio-

nalen Zahl z # 0ist z = § mit a,b # 0 (also sowohl der Zahler
als auch der Nenner sind von 0 verschieden) ist auch der umgedrehte

Bruch
b
z = -
a
eine rationale Zahl, und es gilt
e b _a .
b a ab
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(3) Zum Nachweis des Distributivgesetzes sei

a b c
T=—Yy=— 2=
r r r
Damit ist unter Verwendung des Distributivgesetzes der ganzen Zah-
len
a (b ¢
r-(y+z) = —- <—+—>
ro\r r
_a b+ec
or r
~a(b+c)
= —
_ab+ac
= >
_ab ac
- T
a b a c
—_ . = + —_ . =
ror. o ror
rT-Yy+x-2
OJ
Man nennt =* die negative rationale Zahl zu § und man nennt bei a,b # 0

die Zahl £ die inverse rationale Zahl (oder den Kehrwert) zu %.

23.3. Korper.

Wir erfassen die algebraischen Eigenschaften, die fiir die rationalen Zahlen
gelten, mit einem eigenen Begriff.

Definition 23.8. Eine Menge K heifit ein Kdrper, wenn es zwei Verkniipfun-
gen (genannt Addition und Multiplikation)

+: A xK—Kund - : K x K — K

und zwei verschiedene Elemente 0,1 € K gibt, die die folgenden Eigenschaf-
ten erfiillen.

(1) Axiome der Addition
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a, b, ¢ € K gilt: (a+b)+c¢ = a+(b+c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a+b = b+ a.
(c) 0 ist das neutrale Element der Addition, d.h. fiir alle @ € K ist
a+0 = a.
(d) Existenz des Negativen: Zu jedem a € K gibt es ein Element
be Kmita+b = 0.
(2) Axiome der Multiplikation
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt: (a-b)-¢ = a-(b-¢).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt -b = b- a.
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(c) 1ist das neutrale Element der Multiplikation, d.h. fiir alle a € K
ista-1 = a.
(d) Existenz des Inversen: Zu jedem a € K mit a # 0 gibt es ein
Element ¢ € K mit a-c¢ = 1.
(3) Distributivgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt a-(b+¢) = (a-b)+ (a-c).

Da wir den Ringbegriff schon haben, kann man auch die folgende kiirzere
Definition geben.

Definition 23.9. Ein kommutativer Ring R heifit Kdrper, wenn R # 0
ist und wenn jedes von 0 verschiedene Element ein multiplikatives Inverses
besitzt.

Ein Korper ist also insbesondere ein kommutativer Ring. Jede Eigenschaft,
die in einem kommutativen Ring gilt, gilt auch in einem Koérper (aber nicht
umgekehrt).

Die beiden wichtigsten Korper sind fiir uns der Korper der rationalen Zahlen
und der Korper der reellen Zahlen, der Koérper mit zwei Elementen wurde in
Beispiel 11.4 besprochen. Zu einem Element x € K bezeichnet man, wie in
jedem kommutativen Ring, dasjenige Element, das mit x addiert die 0 ergibt,
als das Negative von z, geschrieben —x. Zu einem Element x € K, x # 0,
bezeichnet man dasjenige Element, das mit x multipliziert die 1 ergibt, als
das Inverse von x (oder den Kehrwert von x oder die zu x reziproke Zahl),
geschrieben 7. Auch dieses ist eindeutig bestimmt.

Bemerkung 23.10. In einem Korper K wird fiir beliebige Elemente z,y €
K mit y # 0, die Bruchschreibweise

xz _
_::gj.yl

verwendet. Es handelt sich also um eine Abkiirzung fiir das Produkt von z
mit dem inversen Element von y. Die Zahl % ist das eindeutig bestimmte
Element, das mit y multipliziert das Element x ergibt. Diese Schreibweise
passt mit der Bruchschreibweise fiir rationale Zahlen zusammen, da ja

a a b ab

ist.

Die Berechnung von

nennt man Division, wobei x der Dividend und y der Divisor der Division
heifit, das Ergebnis heifit Quotient.

Bemerkung 23.11. In einem Korper K ist wie in jedem kommutativen
Ring die additive Struktur (K, 0, +) eine kommutative Gruppe. Insbesondere
besitzt in jedem Korper eine Gleichung der Form

at+x =0>
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mit a,b € K eine eindeutige Losung, ndmlich
b—a = b+ (—a),

wie sich direkt aus Lemma 19.8 ergibt. Dariiber hinaus ist zu jedem Korper K
die multiplikative Struktur, wenn man die 0 herausnimmt, also (K \ {0}, -, 1)
eine kommutative Gruppe. Dies bedeutet wiederum, dass eine Gleichung der
Form

c-x=d
mit ¢,d # 0 eine eindeutige Losung in K besitzt, ndmlich
d
det = —.
c

Die folgende Eigenschaft heifit die Nichtnullteilereigenschaft eines Korpers.
Sie gilt auch fiir Z, im Allgemeinen aber nicht fiir jeden kommutativen Ring,
siehe Aufgabe 19.5.

Lemma 23.12. FEs sei K ein Korper. Aus a-b = 0 folgt a = 0 oderb = 0.
Beweis. Siehe Aufgabe 23.35. O

In einem Kérper K kann man die Potenzschreibweise erweitern. Zu x €
K, x # 0, und einer natiirlichen Zahl n € N versteht man, wie in jedem
kommutativen Ring, unter z™ das n-fache Produkt von x mit sich selbst (n
Faktoren). Fiir negatives n € Z_ schreibt man n = —k mit £ € N; und

setzt
n o .__ —-1\k _ -1\~ _ —n\—1
= () = (@) = ()
Fiir diese Potenzen gelten die folgenden Potenzgesetze, die die Potenzgesetze

fiir positive Exponenten, die in jedem kommutativen Ring gelten, wesentlich
erweitern.

Lemma 23.13. Es sei K ein Korper und seien a,b # 0 Elemente aus K.
Dann gelten die folgenden Potenzgesetze fiir m,n € Z.

(1) Es st
(ail)_l = a.

(2) Esista™ = (a™)" das inverse Element zu a™.
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Beweis. (1) folgt aus Aufgabe 19.13, da K \ {0} eine Gruppe ist. (2). Bei
n € N ist die linke Gleichheit eine Definition und die Behauptung folgt aus

(a‘l)n~a” = (a_la)n = 1.

Daraus folgt auch die Aussage fiir negatives n. Fiir (3), (4), (5) sieche Aufgabe
23.38. U

Auch bei der Nummerierung von Héusern ergeben sich mit rationalen Zahlen
neue Moglichkeiten.

Rationale Zahlen

23. ARBEITSBLATT

23.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 23.1. Lose in Q die Gleichung
2 1 3

1
3V 75 T2 1"

23.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 23.2. Artikuliere die beiden folgenden Briiche mit , tel®

500
(1) 19

(2) .

Aufgabe 23.3. Sind die beiden rationalen Zahlen

25746 47556
und
32987 60931

gleich oder verschieden?
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Aufgabe 23.4. Finde die gekiirzte Darstellung fiir den Bruch
1517
1591 °

Aufgabe 23.5. Finde die gekiirzte Darstellung (ausgerechnet) fiir den Bruch
2¢.3%.5%. 151
27.3%2.5%.72.1512°

Aufgabe 23.6. Bestimme die Darstellung der Zahlen
41 91 69
1257 3507 222

mit dem kleinstmdoglichen Hauptnenner.

Aufgabe 23.7.*

fm Bruch i

sind Zéhler und Nenner im Strichsystem angegeben. Man gebe die entspre-
chende gekiirzte Darstellung an.

Aufgabe 23.8. Rechne den im Fiinfersystem gegebenen Bruch
214

303
in das Zehnersystem um.

Aufgabe 23.9. Rechne den Bruch

219
95
in das Dreiersystem um.
Aufgabe 23.10.*
Berechne im Vierersystem
321 n 131
203 301

(das Ergebnis muss nicht gekiirzt sein).

Aufgabe 23.11. Addiere die ersten fiinf Stammbriiche.
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Aufgabe 23.12. Zeige, dass die Gleichung
1 n I 1
a b

nur die einzige ganzzahlige Losung (a,b) = (2,2) besitzt.

Aufgabe 23.13. Bestimme die Losungen der Gleichung
1 1 1

S T |
a+b+c

mit a, b, c € N.

Eine natiirliche Zahl n heifit vollkommen, wenn sie mit der Summe all ihrer
von n verschiedenen Teiler iibereinstimmt.

Aufgabe 23.14. (1) Zeige
1 1 1

44+ =1
2 3 6
(2) Zeige
1+1+1 1 I
2 4 7 14 28

1

k#1, k Teiler von n

Aufgabe 23.16. Welche Modelle (Veranschaulichungen, inhaltliche Inter-
pretationen) kennen Sie fiir die rationalen Zahlen? Vermittelt das Modell
eine sinnvolle Groflenvorstellung der rationalen Zahlen, lassen sich im Mo-
dell sowohl die Addition als auch die Multiplikation sinnvoll interpretieren?

Aufgabe 23.17. Es sei eine Menge von Zahnrédern unterschiedlicher Gréfie
(Zackenanzahl) gegeben, die zueinander passen (Zackengrofe und Zacken-
abstédnde seien also so, dass die Zahnriader miteinander verkoppelt werden
kénnen). Inwiefern stellen zwei miteinander verbundene Zahnréder einen pro-
portionalen Zusammenhang dar? Inwiefern eine rationale Zahl? Wie kann
man die Hintereinanderschaltung von drei Zahnréddern mit rationalen Zahlen
interpretieren? Kann man eine solche Hintereinanderschaltung (abgesehen
vom Drehsinn) durch zwei Zahnriader realisieren?
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Aufgabe 23.18. Lucy Sonnenschein legt mit ihrem Fahrrad 15 Meter pro 2
Sekunden zuriick, ihre Schwester Veronika 20 Meter pro 3 Sekunden. Besitzt
die Summe bzw. das Produkt der beiden Geschwindigkeiten eine sinnvolle
inhaltliche Interpretation?

Aufgabe 23.19. Finde physikalische Interpretationen, die die Multiplikation
von rationalen Zahlen widerspiegeln. Was passiert dabei mit den Einheiten?
(Beispiel: Geschwindigkeit mal Benzinverbrauch pro Streckeneinheit ist Ben-
zinverbrauch pro Zeiteinheit).

Aufgabe 23.20. Zeige, dass die natiirliche Abbildung

Z—)Q,nt—)%

injektiv ist.

Aufgabe 23.21. Zeige, dass die Multiplikation von rationalen Zahlen wohl-
definiert ist.

Aufgabe 23.22. Man gebe die Antworten als Bruch (bezogen auf das an-
gegebene Vergleichsmaf): Um wie viel ist eine drei Viertel Stunde langer als
eine halbe Stunde, und um wie viel ist eine halbe Stunde kiirzer als eine drei
Viertel Stunde?

Aufgabe 23.23. Man erldutere die Uhrzeitangaben ,halb fiinf“, | viertel
fiinf“, ,,drei viertel fiinf“. Was wiirde ,,ein sechstel fiinf“ und ,,drei siebtel
fiinf“ bedeuten?

Aufgabe 23.24. Berechne
3.5t T4t 57T
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Aufgabe 23.25. Berechne

|
-3

—_
—_

—_
w

|
©

Aufgabe 23.26. Beweise durch Induktion die folgende Formel.

n 22(1‘—1) AN\ ™
5= (5)

i=1

Aufgabe 23.27. Lose in Q die Gleichung

11 9

Aufgabe 23.28. Lise in Q die Gleichung

3 2 4 5 1
—r— - = - —=r+ <.

5 7 3 6 2

Aufgabe 23.29.*

Zwei Personen, A und B, liegen unter einer Palme, A besitzt 2 Fladenbrote
und B besitzt 3 Fladenbrote. Eine dritte Person C' kommt hinzu, die kein
Fladenbrot besitzt, aber 5 Taler. Die drei Personen werden sich einig, fiir
die 5 Taler die Fladenbrote untereinander gleichméflig aufzuteilen. Wie viele
Taler gibt C' an A und an B?

Aufgabe 23.30. Lucy Sonnenschein féhrt fiinf Stunden lang Fahrrad. In
den ersten zwei Stunden schafft sie 30 km und in den folgenden drei Stunden
schafft sie auch 30 km. Was ist insgesamt ihre Durchschnittsgeschwindigkeit?

Aufgabe 23.31.*

Es soll Holz unterschiedlicher Lénge (ohne Abfall) in Stiicke zerlegt werden,
die zwischen 30 und 40 cm lang sein sollen (jeweils einschliefllich). Fiir welche
Holzlangen ist dies moglich?

Aufgabe 23.32.*

Ein Metallarbeiter hat zwei Metallstdbe zur Verfiigung. Wenn er den kleinen
siebenmal hintereinanderlegt, erhélt er genau drei Meter. Wenn er den groflen
achtmal hintereinanderlegt, erhélt er genau fiinf Meter.

(1) Wie kann er allein mit diesen Stdben eine Linge von einem Meter
bestimmen?
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(2) Was ist die kleinste positive Strecke, die er mit den Stédben messen
kann?

(3) Welche Streckenléingen kann er mit seinen beiden Metallstdben mes-
sen?

Aufgabe 23.33.*

Zwei Schmimmer, A und B, schwimmen auf einer 50-Meter-Bahn einen Kilo-
meter lang. Schwimmer A schwimmt 3m/s (das ist besser als der Weltrekord)
und Schwimmer B schwimmt 2m/s.

(1) Erstelle in einem Diagramm fiir beide Schwimmer den Graphen der
jeweiligen Abbildung, die fiir die Zeit zwischen 0 und 100 Sekunden
angibt, wie weit der Schwimmer von der Startlinie zu diesem Zeit-
punkt (wirklich, also unter Beriicksichtigung der Wenden) entfernt
ist.

(2) Wie weit von der Startlinie entfernt befindet sich Schwimmer A (und
Schwimmer B) nach 30 Sekunden?

(3) Nach wie vielen Sekunden begegnen sich die beiden Schwimmer zum
ersten Mal?

(4) Wie oft begegnen sich die beiden Schwimmer (Start mitzdhlen)?

(5) Wie oft iiberrundet Schwimmer A den Schwimmer B?

Aufgabe 23.34. Eine Gitarrensaite schwingt beim Ton ¢ ca. 131 mal pro
Sekunde hin und her (also 131 Hertz). Wie oft schwingt die Grofie Septime
dazu pro Sekunde? Wie oft schwingt die Quarte zu ¢ pro Minute?

Aufgabe 23.35. Der Preis fiir eine Mafl Bier auf der Miinchner Wiesn steht
zum Vorjahrespreis im Verhéltnis 14 : 13. In welchem Verhéiltnis steht der
heutige Preis zum Preis von vor zehn Jahren?

Aufgabe 23.36. Zeige, dass es ganze Zahlen a, b derart gibt, dass
1 1 1
100 ~ 17 "%
gilt. Finde solche Zahlen.

Aufgabe 23.37. Finde ganze Zahlen a,b derart, dass
1 1 1
= a=4b=
15 375

gilt.
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Aufgabe 23.38.*

Es seien a, b positive natiirliche Zahlen. Die Summe der Stammbriiche ist

dann
1 1_b—i—a

a b ab

(1) Zeige, dass bei a, b teilerfremd diese Darstellung gekiirzt ist.
(2) Zeige, dass im Allgemeinen diese Darstellung nicht gekiirzt sein muss.

Aufgabe 23.39.*

Beweise die Nichtnullteilereigenschaft fiir einen Korper K.

Aufgabe 23.40. Zeige direkt, dass fiir rationale Zahlen 7 und § das Produkt
nur dann 0 sein kann, wenn eine der Zahlen 0 ist.

Aufgabe 23.41. Essei K ein Korper. Zeige, dass man jeder natiirlichen Zahl
n € N ein Korperelement ny zuordnen kann, so dass Ox das Nullelement in
K und 1k das Einselement in K ist und so dass

n+1)g =ng+ 1k
gilt. Zeige, dass diese Zuordnung die Eigenschaften
(n+m)x =ng +mg und (nm) g = ng - mg
besitzt.

Erweitere diese Zuordnung auf die ganzen Zahlen Z und zeige, dass die an-
gefithrten strukturellen Eigenschaften ebenfalls gelten.

Aufgabe 23.42.*

Es sei K ein Korper und seien a, b # 0 Elemente aus K. Beweise die folgenden
Potenzgesetze fiir ganzzahlige Exponenten m,n € Z. Dabei darf man die
entsprechenden Gesetze fiir Exponenten aus N sowie die Tatsachen, dass das
Inverse des Inversen wieder das Ausgangselement ist und dass das Inverse

. _1\k .
von uf gleich (u~1)" ist, verwenden.
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Aufgabe 23.43.*

Zeige, dass jede rationale Zahl z # 0 eine eindeutige Darstellung der Form
z = :l: Hpup(z)
p

besitzt, wobei das (endliche) Produkt sich iiber Primzahlen erstreckt und die
Exponenten v,(z) € Z sind.

23.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 23.44. (3 Punkte)

Finde die gekiirzte Darstellung von

8586305
7190755
Aufgabe 23.45. (2 Punkte)
Eine lineare Funktion
p: Q—Q

hat an der Stelle % den Wert 1—77 Welchen Wert hat sie an der Stelle %?

Aufgabe 23.46. (3 (1+2) Punkte)

Zum Geburtstag von Mustafa hat Oma Miiller drei Kuchen gebacken. Die
Kuchen wurden schon gerecht auf die erwarteten sieben Kinder (Mustafa
eingeschlossen) aufgeteilt. Alle Kinder kommen, allerdings bringt Lucy noch
ihre Schwester Veronika und Heinz bringt Carmen und Conchita mit.

(1) Freunde mitbringen ist kein Problem, allerdings muss man diese vom
eigenen Kuchenanteil mitversorgen. Welchen Anteil an Kuchen be-
kommt Veronika und welchen Anteil Carmen, wenn Lucy bzw. Heinz
fair teilt?

(2) Freunde mitbringen ist kein Problem, da wird halt nochmal véllig neu
und gerecht aufgeteilt. Welchen Kuchenanteil bekommt jedes Kind?
Welchen Anteil von seinem eigentlichen Anteil muss Heinz abgege-
ben?

Aufgabe 23.47. (5 Punkte)

Wir betrachten eine Uhr mit Stunden- und Minutenzeiger. Es ist jetzt 6 Uhr,
so dass die beiden Zeiger direkt gegeniiber stehen. Um wie viel Uhr stehen
die beiden Zeiger zum néchsten Mal direkt gegeniiber?
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Aufgabe 23.48. (3 Punkte)
Zeige, dass die ,,Rechenregel“

a c a—+c

b d T brd
bei a,¢ € Ny (und b,d,b+d € Z \ {0}) niemals gilt. Man gebe ein Beispiel
mit a,b,c,d, b+ d # 0, wo diese Regel gilt.

Aufgabe 23.49. (3 Punkte)

Es seien p und ¢ verschiedene Primzahlen. Zeige, dass es ganze Zahlen a,b
derart gibt, dass

1 1 1
pq p q

gilt.

24. VORLESUNG - ORDNUNG AUF DEN RATIONALEN ZAHLEN

24.1. Die Platzierung der rationalen Zahlen auf der Zahlengera-
den.

-

10 Go Go) G

(’1‘ )] (7)0\

Man kann die rationalen Zahlen auf der Zahlengeraden platzieren (die ganzen
Zahlen seien dort schon platziert). Die rationale Zahl ¢ mit a,b € N, findet
man so: Man unterteilt die Strecke von 0 nach a in b gleichlange Teilstrecken.
Die Zahl § ist dann die rechte Grenze des (von links) ersten Teilintervalls. Ins-
besondere ist % die Lange des Intervalls, dass b-fach nebeneinander gelegt die
Einheitsstrecke von 0 bis 1 (das Einheitsintervall) ergibt. Unter Bezugnahme
auf elementargeometrische Figenschaften der Ebene kann man diese Unter-
teilung folgendermaflen durchfithren: Man betrachtet den linearen Graphen
zum proportionalen Zusammenhang, der an der Stelle a den Wert b besitzt.
Die Gerade, die senkrecht auf der y-Achse steht und durch den Punkt (0, 1)
geht, trifft den Graphen in einem Punkt (s, 1), wobei s die Lénge der Verbin-
dungsstrecke von (0, 1) zu (s, 1) ist. Aufgrund des Strahlensatzes, angewendet
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auf die Strahlen y—Achse und linearer Graph und die durchy =1 und y = b
gegebenen parallelen Geraden, gilt die Verhéltnisgleichheit

a S

b 1

Die Streckenlénge s kann man dann parallel auf die x-Achse verschieben, das
Ergebnis ist der gesuchte Platz fiir 3. Umgekehrt formuliert: Da das d-fache
der Strecke von 0 nach 1 die Lénge b besitzt, ist das b-fache der Strecke s gleich
der Lange a. Achtung! Die Steigung des proportionalen Zusammenhangs (die
Proportionalitdtskonstante), der an der Stelle a den Wert b besitzt, ist g
Diese Zahl ergibt sich geometrisch, wenn man den Graphen mit der durch
r = 1 gegebenen Geraden (also die Gerade, die parallel zur y-Achse ist
und durch den Punkt (1,0) verlduft) schneidet, als Abstand zwischen dem
Schnittpunkt und (1, 0).

a+b

Die geometrische Ausfithrung der vektoriellen Addition auf der Zahlengeraden.
Man muss einen Zirkel einsetzen und parallele Geraden konstruieren kénnen. Die
1 spielt keine Rolle.

Die Addition und die Multiplikation lassen sich ebenfalls auf der Zahlenge-
raden geometrisch deuten bzw. durchfiithren. Die Addition von zwei Punk-
ten P und @ ist die vektorielle Addition der Pfeile O? und (ﬁ, wobei der
Startpunkt des einen Vektors parallel verschoben an den Endpunkt des an-
deren Vektors angelegt wird. Fiir positive Zahlen bedeutet das einfach, dass
die zugehorigen, von 0 ausgehenden Strecken aneinandergelegt werden. Die
Korrektheit dieser Interpretation beruht (fiir rationale Zahlen) darauf, dass

man die beiden Strecken als ganzzahlige Vielfache einer Vergleichsstrecke 0
darstellen kann (Ubergang zu einem Hauptnenner), also 0P = mOR und
0Q = n()-l-)Z mit m,n € N schreiben kann. Dann ist die Hintereinanderlegung
der Strecken einfach (m + n)(ﬁ

Fiir die geometrische Deutung der Multiplikation muss man den Strahlensatz
heranziehen, man muss die 1 fixiert haben und man muss Zirkel und Line-
al zur Verfiigung haben. Die zu multiplizierenden Punkte a und b seien auf

der Zahlengerade gegeben, die wir als z-Achse in einem Koordinatensystem
auffassen. Auf der y-Achse (man konnte auch eine andere Gerade durch den



328

Nullpunkt nehmen) markieren wir den Punkt o', der zum Nullpunkt den Ab-
stand @ und somit die Koordinanten (0, a) besitzt. Wir zeichnen die Gerade
durch die beiden Punkte (0,1) und (b, 0). Zu dieser Geraden zeichnen wir die
parallele Gerade durch den Punkt (0,a). Der Schnittpunkt dieser Geraden
mit der xz-Achse sei (z,0). Mit dem Strahlensatz gilt dann die Beziehung

_a ;
;= 7, also ist

z = ab.
Das Produkt ab ist also der konstruierte Punkt z. Fiir den Nachweis der
Korrektheit dieser geometrischen Multiplikation, die keinen Bezug auf den
Strahlensatz nimmt, siche Aufgabe 24.9.

Als Punkte auf der Zahlengeraden lassen sich rationale Zahlen ihrer Grofie
nach vergleichen. In der geometrischen Vorstellung bedeutet > v fiir belie-
bige Punkte z und y aus der rechten Hélfte der Zahlengeraden (dem positiven
Zahlenstrahl), dass die Strecke [0, z] in der Strecke [0, y] enthalten ist, bzw.,
dass y rechts von z liegt. Fiir eine rationale Zahl wissen wir, dass ein ganzzah-
liges (geometrisches) Vielfaches davon, also die n-fache Hintereinanderlegung
der Strecke, eine ganze Zahl ergibt. Fiir zwei rationale Zahlen x und y gibt
es daher eine natiirliche Zahl n mit der Eigenschaft, dass sowohl nx als auch
ny ganzzahlig sind. Damit konnen wir den Vergleich von rationalen Zahlen
auf den Vergleich von ganzen Zahlen zuriickfiihren. Wenn z = ¢ und y = §
mit a,c € Z und b,d € N ist, so kann man n = bd nehmen und erhélt die
Beziehung

a c

Z > =

b — d
genau dann, wenn in Z die Beziehung

ad > be

gilt. Hier begegnen wir wieder dem Uberkreuzungsprinzip.

24.2. Die Ordnung auf den rationalen Zahlen.
Wir definieren eine Anordnung auf den rationalen Zahlen.

Definition 24.1. Auf den rationalen Zahlen Q wird die Grdfiergleichrelation
> durch § > £ (bei positiven Nennern b,d € N,), falls ad > ¢b in Z gilt,
definiert.

Wir miissen zuerst zeigen, dass diese Definition sinnvoll ist, also unabhéngig
von den gewéhlten Darstellungen der rationalen Zahlen als Briiche. Seien
also

Sl S

und

Qo
&
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mit positiven Nennern. Dann ist

abl = a'b
und

cd = dd.
Aus

ad > be

ergibt sich dann geméfl Lemma 19.13 (6) durch Multiplikation mit der posi-
tiven ganzen Zahl b'd’

adb'd > beb'd'.
Dies schreiben wir als
a'dbd > bc'b'd,
woraus sich durch Kiirzen mit der positiven ganzen Zahl db die Abschitzung
ad > bd
ergibt, die
a’ d
- =
b/ — d/

bedeutet. Wegen der Symmetrie der Situation gilt auch die Umkehrung. Die
Beziehung > ist also unabhéngig von dem gewihlten Bruchrepriasentanten.
Die zugrunde liegende Idee ist, die beiden zu vergleichenden Briiche auf einen
gemeinsamen positiven Nenner zu bringen und dann die Zahler zu verglei-
chen. Es ist

ad 1
b od
und
c_cb_bl
4 bd v

Es liegt also einerseits das ad-Vielfache und andererseits das cb-Vielfache
des gleichen Stammbruches %z' Es leuchtet ein, dass die Groflerbeziehung
nur von dem ganzzahligen Vorfaktor abhédngt. Daraus und aus der Tatsache,
dass man auch drei rationale Zahlen auf einen gemeinsamen Nenner bringen
kann, folgt auch direkt, dass es sich um eine totale Ordnung handelt, siehe
Aufgabe 24.35.

Beispiel 24.2. Wir wollen die rationalen Zahlen

11 3 8

725
miteinander vergleichen. Man kann alle diese Zahlen auf den gemeinsamen
Nenner 70 bringen, wodurch man die Darstellungen

110 105 112 140
707707 707 70
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erhélt, aus denen man an den Zahlern unmittelbar die Groéfenverhéltnisse
ablesen kann. Man kann auch die Briiche paarweise geméfl der Definition
vergleichen, wegen

2:-11=22>21=3-7

ist beispielsweise

11 3
- > Z
7T T2

Um die Ordnungseigenschaften der rationalen Zahlen leichter erfassen zu
konnen, empfiehlt es sich, mit angeordneten Koérpern zu arbeiten. Dies ist
einfach ein angeordneter Ring, der zugleich ein Korper ist.

Definition 24.3. Ein Korper K heifit angeordnet, wenn es eine totale Ord-
nung > auf K gibt, die die beiden Eigenschaften

(1) Aus x > y folgt x + z > y + z (fiir beliebige z,y, z € K),
(2) Aus z > 0 und y > 0 folgt xy > 0 (fiir beliebige z,y € K),

erfillt.

Die beiden Eigenschaften heiflen wieder die Vertrdglichkeit mit der Addition
und die Vertrdglichkeit mit der Multiplikation. Es wird sich spéter herausstel-
len, dass auch die reellen Zahlen einen angeordneten Korper bilden. Elemente
x € K mit x > 0 heilen positiv und mit x < 0 heiflen negativ.

Satz 24.4. Die rationalen Zahlen Q bilden mit der in der Definition 24.1
festgelegten Ordnung einen angeordneten Kdérper.

Beweis. Dass eine totale Ordnung vorliegt wird in Aufgabe 24.35 gezeigt.

Esseiz = ¢,y = 5und 2 = ? mit positiven Nennern b, d, f. Durch

Ubergang zu einem gemeinsamen Hauptnenner kénnen wir direkt b = d = f
annehmen. Sei

r >y,
also
a > c.

Dann ist nach Lemma 19.11 (2) auch

at+e>c+e
und somit ist
n a+e a+e>c+e C+e n
TH+2=—-+- = = -+ - = z.
b b b = b b b Y

Wenn die beiden Briiche % und g beide > 0 sind, so sind alle Zahler und

Nenner aus N und dies {ibertrédgt sich auf §5, also ist auch dies > 0. U
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Da ein angeordneter Korper insbesondere ein angeordneter Ring ist, gelten
die Eigenschaften aus Lemma 19.13 unmittelbar auch fiir Q und fiir R. Die
dort angegebenen Regeln gelten bei einem angeordneten Korper auch dann,
wenn man mit > statt mit > arbeitet. Wesentlich neue Aspekte bei einem
angeordneten Korper treten in Bezug auf inverse Elemente auf.

Lemma 24.5. In einem angeordneten Korper gelten die folgenden Eigen-
schaften.

(1) Aus x > 0 folgt auch z=' > 0.

(2) Aus x < 0 folgt auch z=! < 0.

(3) Fiirx > 0 ist x > 1 genau dann, wenn v < 1 ist.
(4) Ausz >y > 0 folgt 271 < y~L.

(5) Fir positive Elemente ist x > y dquivalent zu s =1

Beweis. Siehe Aufgabe 24.15, Aufgabe 24.16, Aufgabe 24.17, Aufgabe 24.18
und Aufgabe 24.19. O

24.3. Der Betrag.

y = x|

Definition 24.6. In einem angeordneten Koérper K ist der Betrag eines
Elementes © € K folgendermaflen definiert.

2] = x, falls x >0,
| -z, fallsz <O0.

Der Betrag ist also nie negativ (da aus z < 0 die Beziehung —z > 0 folgt,
vergleiche Lemma 19.13 (2)) und hat nur bei z = 0 den Wert 0, sonst ist er
immer positiv. Die Gesamtabbildung

K — K, x> |2|,

nennt man auch Betragsfunktion. Der Funktionsgraph setzt sich aus zwei
Halbgeraden zusammen; eine solche Funktion nennt man auch stickweise
linear.
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Lemma 24.7. Es sei K ein angeordneter Korper. Dann erfillt die Betrags-
funktion

K — K, x> |2|,
folgende FEigenschaften (dabei seien x,y beliebige Elemente in K ).

(1) J2] > 0.
(2) |z| = 0 genau dann, wenn x = 0 ist.

(3) |z| = |y| genau dann, wenn x =y oder x = —y ist.

(4) ly — | = |z —yl.

(5) |yl = |2] [yl

(6) Fiir x # 0 ist |z~ = |z| "

(7) Es ist |x + y| < |z] + |y| (Dreiecksungleichung fiir den Betrag).

Beweis. Siehe Aufgabe 24.26. O

Die Zahl |z — y| nennt man auch den Abstand der beiden Zahlen z und y
und die Lénge der Strecke (oder des Intervalls) von x nach y bzw. von y
nach z. Bei < y wird die Strecke von z nach y in n (n € N ) gleichlange
Streckenabschnitte eingeteilt, wenn man die Zwischenpunkte

—x
x—l—iy

,0=0,1,....n
n

betrachtet (bei i = 0 bzw. i = n ergeben sich Randpunkte).

24.4. Das arithmetische Mittel.

Definition 24.8. Zu n Zahlen a4, ...,a, in einem angeordneten Korper K

nennt man
ar+ag+---+ay,

n
das arithmetische Mittel der Zahlen.

24.5. Die Bernoullische Ungleichung.
Die folgende Aussage heifit Bernoullische Ungleichung.

Lemma 24.9. Sei K ein angeordneter Korper und n eine natirliche Zahl.
Dann gilt fir jedes x € K mit v > —1 die Abschditzung

(I+2z)">1+nz.

Beweis. Wir fithren Induktion iiber n. Bei n = 0 steht beidseitig 1, so dass
die Aussage gilt. Sei nun die Aussage fiir n bereits bewiesen. Dann ist

(14 )" (14 2)"(1+ )
(1+nz)(1+x)
1+ (n+ 1)z + na®
14+ (n+1)x,

AVARIINAVARI
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da Quadrate (und positive Vielfache davon) in einem angeordneten Korper

nichtnegativ sind. U

24. ARBEITSBLATT

24.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 24.1. Ordne die folgenden rationalen Zahlen geméfl ihrer Grofe.

5\ 11 11 7 5 21 19 407 _ 15
2, (2) ,45——=,3+—,-.2 = 4= —~ 3 2
’(3)”5 2Ty 0 00

24.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 24.2.*

Bestimme, welche der beiden rationalen Zahlen p und ¢ grofler ist.
~ 973 . —2007
T C123a 1T gz

p

Aufgabe 24.3. Man gebe fiinf rationale Zahlen an, die (echt) zwischen 2
und g liegen.

Aufgabe 24.4. Warum braucht man in der Definition 24.1 die Bedingung,
dass beide Nenner positiv sind?

Aufgabe 24.5.*

Unterteile die Strecke von 2

= nach % rechnerisch in drei gleichlange Strecken.

Aufgabe 24.6.*

Es stehen zwei Glaser auf einem Tisch, wobei das eine mit Rotwein und
das andere mit Weilwein gefiillt ist, und zwar gleichermafien. Nun wird ein
kleineres leeres Glas (ein Fingerhut oder ein Schnapsglas) in das Rotwein-
glas voll eingetaucht und der Inhalt in das Weiweinglas iiberfiihrt und dort
gleichméBig vermischt (insbesondere gibt es Platz fiir diese Hinzugabe). Da-
nach wird das kleinere Glas in das Weifiweinglas voll eingetaucht und der
Inhalt in das Rotweinglas iiberfiihrt. Befindet sich zum Schluss im Rotwein-
glas mehr Rotwein als im Weiflweinglas Weilwein?
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Aufgabe 24.7.*

Eine Bahncard 25, mit der man ein Jahr lang 25 Prozent des Normalpreises
einspart, kostet 62 Furo und eine Bahncard 50, mit der man ein Jahr lang 50
Prozent des Normalpreises einspart, kostet 255 Furo. Fiir welchen Jahresge-
samtnormalpreis ist keine Bahncard, die Bahncard 25 oder die Bahncard 50
die giinstigste Option?

Aufgabe 24.8.*

Zwei Fahrradfahrer, A und B, fahren auf ihren Fahrridern eine Strafle ent-
lang. Fahrer A macht pro Minute 40 Pedalumdrehungen, hat eine Uberset-
zung von Pedal zu Hinterrad von 1 zu 6 und Reifen mit einem Radius von 39
Zentimetern. Fahrer B braucht fiir eine Pedaldrehung 2 Sekunden, hat eine
Ubersetzung von 1 zu 7 und Reifen mit einem Radius von 45 Zentimetern.

Wer fahrt schneller?

Aufgabe 24.9.*

Wir wollen (ohne den Strahlensatz zu benutzen) begriinden, dass die geome-
trische Multiplikation von rationalen Zahlen auf dem Zahlenstrahl korrekt
ist, also mit der algebraisch eingefithrten Multiplikation iibereinstimmt. Wir
beschrianken uns auf positive rationale Zahlen und bezeichnen die geometri-
sche Multiplikation mit .

(1) Zeige, dass fiir positive natiirliche Zahlen n und rationale Zahlen z
die Gleichheit
nxr = nr
gilt.
(2) Zeige, dass fiir positive natiirliche Zahlen n und rationale Zahlen z,y

die Gleichheit
(nx) *y = n(z*y)
gilt.
(3) Zeige, dass generell fiir rationale Zahlen z,y die Gleichheit
TRy = 1Y

gilt.

Aufgabe 24.10.*

Der Flacheninhalt eines Quadrates mit Seitenldnge 1 (das Einheitsquadrat)
wird als 1 festgelegt.

(1) Begriinde, dass ein Rechteck, dessen Seitenldngen a,b € N sind, den
Flacheninhalt ab besitzt. Welche naheliegenden GesetzméafBigkeiten
fiir den Fliacheninhalt werden dabei verwendet?
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(2) Begriinde, dass ein Rechteck, dessen Seitenléngen =,y € Q4 sind, den
Flacheninhalt ab besitzt.

Das folgende Konzept reicht historisch weiter zuriick als das der rationalen
Zahlen.

Zwei Strecken s und ¢ heiflen kommensurabel, wenn es eine Strecke g mit der
Eigenschaft gibt, dass beide Strecken ganzzahlige Vielfache von ¢ sind.

Aufgabe 24.11. Zeige, dass zwei Strecken a und b genau dann kommensu-
rabel sind, wenn es eine Strecke v mit der Eigenschaft gibt, dass v von beiden
Strecken ein ganzzahliges Vielfaches ist.

Aufgabe 24.12. Es sei a # 0 ein rationale Zahl auf der Zahlengeraden.
Zeige, dass a zu einem weiteren Punkt b # 0 genau dann kommensurabel ist,
wenn b ebenfalls rational ist.

Im Stern-Brocot-Baum ergeben sich die gekiirzten positiven Briiche, indem man
zwei je in der x-Richtung benachbarte Briiche ,,falsch“ addiert, ndmlich
FP5= % rechnet, und in die néchste Zeile dazwischen platziert. An der

Links-Rechtsausrichtung kann man die Groflenverhéltnisse ablesen.

Aufgabe 24.13. Gabi Hochster hat die Addition und die Multiplikation der
rationalen Zahlen verstanden und mochte jetzt die Operation verstehen, bei

der man
a C a—+c

b d b+d
setzt. Sie beschrinkt sich auf positive a, b, ¢, d. Uberpriife ihre Behauptungen:

(1) Bei

a C
2 <« Z
b — d
gilt
a ate ¢
b — b+d — d

Dies kann man algebraisch und geometrisch beweisen.
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(2) Die Verkniipfung ist fiir rationale Zahlen nicht wohldefiniert.

(3) Wenn man fiir rationale Zahlen stets ihre teilerfremde Darstellung
nimmt, so ist die Verkniipfung wohldefiniert.

(4) Die Verkniipfung ist kommutativ.

(5) Die Verkniipfung ist nicht assoziativ.

Die in der vorstehenden Aufgabe eingefithrte Verkniipfung auf den Bruch-
zahlen nennt man Mediant-Addition.

Aufgabe 24.14. Man finde sinnvolle Interpretationen fiir die Mediant-Addi-
tion
a ¢ a+c

b Va7 brd
auf den Bruchzahlen. Man betrachte beispielsweise Aufgabe 23.30.

Aufgabe 24.15.*

Es sei K ein angeordneter Korper und x > 0. Zeige, dass auch das inverse
Element 2! positiv ist.

Man folgere daraus, dass die positiven Elemente in einem angeordneten
Korper beziiglich der Multiplikation eine Gruppe bilden.

Aufgabe 24.16. Es sei K ein angeordneter Korper und x < 0. Zeige, dass
auch das inverse Element x~! negativ ist.

Aufgabe 24.17. Es sei K ein angeordneter Korper und x > 1. Zeige, dass
fiir das inverse Element 271 < 1 gilt.

Aufgabe 24.18. Es sei K ein angeordneter Korper und z > y > 0. Zeige,
dass fiir die inversen Elemente 271 < y~1 gilt.

Aufgabe 24.19. Es sei K ein angeordneter Korper und seien x,y positive
Elemente. Zeige, dass ¢+ > y zu £ > 1 dquivalent ist.

y
Aufgabe 24.20.*

Es sei K ein angeordneter Koérper und b € K, b > 1. Zeige, dass es dann
Elemente ¢,d > 1 mit b = cd gibt.
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Aufgabe 24.21.*

Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass fiir x > 3 die Beziehung
2+ (2 +1)*> (v +2)

gilt.

Aufgabe 24.22.*

Es sei K ein angeordneter Kérper und seien a > b > 0 Elemente aus K.
Zeige
1 1

>
a—b+a—|—b -

IS

Aufgabe 24.23. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass die in Auf-
gabe 23.37 eingefiihrte Abbildung

7 — K, n+— ng,

injektiv ist.

Aufgabe 24.24. Zeige die Abschéitzung

n+1\"
I <
s ()

fir n € N4.

Aufgabe 24.25.*

Bestimme die ganzzahligen Losungen x # 0 der Ungleichung
3

x
=7 > —1.
4

Aufgabe 24.26. Beweise die folgenden Eigenschaften fiir die Betragsfunk-
tion

K — K, x—> |2|,
in einem angeordneten Korper (dabei seien z,y beliebige Elemente in K).

(1) [z = 0.
(2) |z| = 0 genau dann, wenn x = 0 ist.

(3) |z| = |y| genau dann, wenn x = y oder x = —y ist.

(4) |y — ] = |z —yl.

(5) lzyl = |2 [yl

(6) Fiir 2 # 0 ist |2~ = |z "

(7) Esist |z +y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung fiir den Betrag).
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Aufgabe 24.27. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass fir x,y € K
die Identitét
1
max(z,y) = o (z+y+Jz —yl)
gilt.

Aufgabe 24.28. Es sei K ein angeordneter Korper. Man untersuche die
Verkniipfung
Kx K — K, (z,y) — min (z,y),

auf Assoziativitiat, Kommutativitit, die Existenz von einem neutralen Ele-
ment und die Existenz von inversen Elementen.

Aufgabe 24.29. Es sei K ein angeordneter Koérper und es seien z < y
Elemente in K. Zeige, dass fiir das arithmetische Mittel w—;y die Beziehung

T+
$<Ty<y

gilt.

Aufgabe 24.30. Es sei K ein Korper mit 2 = 1+ 1 # 0. Zeige, dass die Ver-
kniipfung, die zwei Elementen a und b ihr arithmetisches Mittel “T“’ zuordnet,
nicht assoziativ ist.

Aufgabe 24.31. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass fiir jedes
x > 0 die Ungleichung x + % > 2 erfiillt ist. Fiir welche = gilt Gleichheit?

Aufgabe 24.32. Zeige die Abschitzung
2n" < (n+41)"
fiir n S N+.

Aufgabe 24.33. Es sei K ein angeordneter Korper und x € K mit 0 <
x < % Zeige, dass fiir alle n € N, die Abschétzung

l+z4+2°+- 42" <2
gilt.

Aufgabe 24.34. Bestimme die kleinste reelle Zahl, fiir die die Bernoullische
Ungleichung zum Exponenten n = 3 gilt.

nicht reell



24.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 24.35. (3 Punkte)
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Zeige, dass die Grofergleichrelation auf den rationalen Zahlen eine totale

Ordnung ist.

Aufgabe 24.36. (2 Punkte)

Bestimme, welche der beiden rationalen Zahlen p und ¢ grofer ist.

—5549 3615
= und ¢ = .
11092 7173

p

Aufgabe 24.37. (2 Punkte)

Zeige die Abschéatzung
(d + n) > (d ) ‘
n n

Aufgabe 24.38. (4 (1+3) Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper. Betrachte die in Aufgabe 23.37 konstru-

ierte Zuordnung Z — K.

a) Zeige, dass diese Zuordnung injektiv ist.

b) Zeige, dass man diese Zuordnung zu einer Zuordnung Q C K fortsetzen
kann, und zwar derart, dass die Verkniipfungen in Q mit den Verkniipfun-
gen in K iibereinstimmen und die Ordnung auf Q mit der Ordnung auf K

iibereinstimmt.

Aufgabe 24.39. (3 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper und seien x4, ..., z, € K Elemente. Zeige,

dass dann

n
D
i=1

n
<Dl
=1

gilt.

Aufgabe 24.40. (3 Punkte)

Erginze den Stern-Brocot-Baum um eine weitere Zeile.



340

25. VORLESUNG - ARCHIMEDISCH ANGEORDNETE KORPER

Wenn ich weiter geblickt
habe, so deshalb, weil ich auf
den Schultern von Riesen
stehe

Isaac Newton

25.1. Das Archimedes-Axiom fiir die rationalen Zahlen.

Archimedes (ca. 287 -212 v. C.)

Lemma 25.1. Zu jeder rationalen Zahl q gibt es eine natiirliche Zahl n mit

q < n.

Beweis. Sei
_a
=5

mit positivem b. Wenn a negativ ist, kann man jede natiirliche Zahl nehmen.
Wenn a nicht negativ ist, so ist

a < ba
und damit
g <a
geméaf der Definition der Ordnung auf den rationalen Zahlen. O

Vor der folgenden Definition erinnern wir daran, dass jeder angeordnete
Korper (und jeder angeordnete Ring # 0) die ganzen Zahlen Z enthélt.
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Definition 25.2. Es sei K ein angeordneter Kérper. Dann heifit K archi-
medisch angeordnet, wenn das folgende Archimedische Axiom gilt, d.h. wenn
es zu jedem x € K eine natiirliche Zahl n mit

n>x

gibt.

Geméaf Lemma 25.1 sind die rationalen Zahlen archimedisch angeordnet. Die
reellen Zahlen bilden ebenfalls, wie wir spéter in Lemma 46.7 sehen werden,
einen archimedisch angeordneten Koérper. Man kann sich dariiber streiten, ob
jeder angeordnete Korper, fiir den die Zahlengerade ein sinnvolles Modell ist,
bereits archimedisch angeordnet ist. Da die Zahlengerade eine geometrisch-
intuitives Konstrukt ist, ldsst sich dies nicht endgiiltig entscheiden. Es geht
um die Frage, ob die Vorstellung einer Zahlengeraden umfasst, dass es jenseits
eines jeden Punktes auf der Geraden noch grofiere natiirliche Zahlen gibt.
Unabhéngig davon sei bemerkt, dass es angeordnete Korper gibt, die nicht
archimedisch angeordnet sind, siehe Aufgabe 50.24.

Lemma 25.3. In einem archimedisch angeordneten Korper K gibt es zu
jedem Element x € K eine eindeutig bestimmte ganze Zahl n € Z mit

n<z<n+l.

Beweis. Dass es ganze Zahlen a, b mit
a < x<b

gibt folgt unmittelbar aus der Definition bzw. fiir die untere Grenze aus
Aufgabe 25.5. Da es nur endlich viele ganze Zahlen zwischen a und b gibt,
findet man auch die zu = néchstliegenden ganzen Zahlen. U

Die letzte Aussage lédsst sich gut mit Intervallen formulieren.

Definition 25.4. Sei K ein angeordneter Korper. Zu a,b € K, a < b, nennt

o a,b) ={x € K|z > aund z < b} das abgeschlossene Intervall.
ela,bj={x € K|z > a und = < b} das offene Intervall.

ela,b) ={x € K|z > aund x < b} das linksseitig offene Intervall.
e a,b|={x € K|z > a und = < b} das rechtsseitig offene Intervall.

Die Differenz b—a nennt man die Intervalllinge. Bei a, b € Z spricht man von
einem ganzzahligen Intervall, das Intervall [0, 1] heiBt das (abgeschlossene)
Einheitsintervall. Die obige Aussage bedeutet, dass jedes Element z in einem
archimedisch angeordneten Korper in einem eindeutig bestimmten Intervall
der Form [n,n + 1] mit n € Z liegt.
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25.2. Gemischte Briiche.

3 [ ]
2 [ ] O
1~ o—O -
0 *—O —
1 [ @ -
2~ o—O -
3 —@—O —
| | | | |

Definition 25.5. Zu einer rationalen Zahl x ist die Gaufklammer |z| durch
|z] =n, fallsz € [n,n+1[und n € Z,
definiert.

Diese ganze Zahl n existiert nach Lemma 25.3, da wir uns in einem archi-
medisch angeordneten Korper befinden. Ein damit verwandtes Konzept ist
die Rundung. Die Rundung einer rationalen (oder reellen) Zahl z ist durch
Lx + %J definiert. Sie gibt an, welche Ganze Zahl der Zahl am néchsten ist,
wobei man die %-Werte abrundet.

Definition 25.6. Unter einem gemischten Bruch versteht man einen Aus-
druck der Form .

"
mit einer natiirlichen Zahl n und einer rationalen Zahl 3 mit a,b € N und
a < b. Der Wert eines gemischten Bruches ist

a
n+ b

Die natiirliche Zahl n heifit der ganzzahlige Anteil und ¢ heifit der Bruchan-
teil. Ein gemischter Bruch ist eine besondere Darstellung fiir eine rationale
Zahl, sie ist vor allem bei Mengen-, Zeit- und bei Lingenangaben gebréuch-
lich, wie wenn man sagt, dass die Oper dreieinviertel Stunden gedauert hat.
Vorteile sind, dass durch den ganzzahligen Anteil die Groenordnung der Zahl
unmittelbar ersichtlich ist und dass sich diese Darstellung ergibt, wenn man
bei einem gegebenen Bruch die Division mit Rest von Zahler durch Nenner
durchfithrt. Ein Nachteil ist die Verwechslungsgefahr von 7%1 mit dem Pro-

dukt 7 - i. In einem Kontext, in dem man mit gemischten Briichen arbeitet,
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muss man auf die Konvention, dass man das Produktzeichen weglassen darf,
verzichten. Was gemischte Briiche fiir negative Zahlen sind ist auch heikel.

Jede positive rationale Zahl besitzt eine Darstellung als gemischter Bruch,
die bis auf das Kiirzen des Bruchanteils eindeutig bestimmt ist. Zu einem
Bruch 7 erhélt man die Darstellung als gemischter Bruch, indem man die
Division mit Rest

c=nb+a

mit 0 < a < b durchfithrt und die Umformung

c nb+a n a a
- = =N - = NnN—-
b b b b
vornimmt. Insbesondere ist n = L%J . Bei der Weiterverarbeitung eines ge-

mischten Bruches ny arbeitet man mit n + ¢. Dies kann man in einen unge-
mischten Bruch zuriickrechnen, was aber nicht immer von Vorteil ist. Wenn
man beispielsweise die beiden gemischten Briiche n + 3 und m + ¢ miteinan-
der addieren und das Ergebnis als gemischten Bruch haben mdochte, so kann
man von (n +m) + (% + <) ausgehen und muss fiir die Summe der Briiche
hinten nur iiberpriifen, ob diese 1 {ibertrifft oder nicht und gegebenenfalls 1

zum ganzen Anteil dazuschlagen.

25.3. Das Archimedes-Prinzip fiir kleine Zahlen.

Die folgende wichtige Aussage sollte man so lesen: Egal wie grofl y ist und
egal wie klein ein positives x ist, man kann stets mit hinreichend vielen z die
Zahl y tibertreffen. Egal wie klein eine Strecke ist, wenn man sie hinreichend
oft hintereinander legt, {ibertrifft man damit jede gegebene Strecke. Mit
Sandkornern beliebig kleiner Grofle kann man eine beliebig grofle Sanddiine
aufbauen.
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Lemma 25.7. Sei K ein archimedisch angeordneter Kéorper. Dann gibt es
2w x,y € K mit v > 0 stets einn € N mit nz > y.

Beweis. Wir betrachten y/z. Aufgrund des Archimedes-Axioms gibt es ein
n mit n > y/x. Da z positiv ist, gilt nach Lemma 19.13 auch nx > y. O

Lemma 25.8. Es sei K ein archimedisch angeordneter Kéorper. Es sei x >
0. Dann g¢ibt es eine natiirliche Zahl n € N mit % < .

Beweis. Es ist z71 eine nach Lemma 24.5 (1) positive Zahl und daher gibt

es eine natiirliche Zahl n € N mit n > 2! > 0. Dies ist nach Lemma 24.5
(4) dquivalent zu

g

Bei den beiden folgenden Aussagen denke man bei B an eine sehr grofie und
bei € an eine sehr kleine Zahl.

Lemma 25.9. Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper und x > 1.
Dann gibt es zu jedem B € K eine natirliche Zahl n € N mit

" > B.

Beweis. Wir schreiben x = 1 4 u mit u > 0. Aufgrund von Lemma 25.7 gibt
es eine natiirliche Zahl n mit nu > B — 1. Damit gilt unter Verwendung der
Bernoulli-Ungleichung die Abschéitzung

2" =(1+w)>1+nu>14+B-1=B.
U

Korollar 25.10. Es sei K ein archimedisch angeordneter Kérper und x € K
mit 0 < x < 1. Dann gibt es zu jedem positiven € € K eine natiirliche Zahl
n € N mit

" < e
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Beweis. Seiy := 27! und B := ¢ !. Nach Lemma 25.9 gibt es ein n mit
y" > B.

Durch Ubergang zu den inversen Elementen erhilt man gemi Lemma 24.5
(4) die Behauptung. O

25.4. Monotone Abbildungen.

Abbildungen eines angeordneten Korpers in sich kann man dahingehend un-
tersuchen, ob sie die Ordnung beibehalten oder verédndern.

Definition 25.11. Es sei K ein angeordneter Korper und 7' C K eine
Teilmenge. Eine Abbildung

T —K
heilt wachsend, wenn fiir je zwei Elemente z,2’ € T mit x < 2’ auch

f(r) < f(a") gils
Definition 25.12. Es sei K ein angeordneter Korper und 77 € K eine
Teilmenge. Eine Abbildung

fiT—K
heif3t streng wachsend, wenn fiir je zwei Elemente x, 2’ € T mit x < 2’ auch

f(x) < f(') gilt.
Definition 25.13. Es sei K ein angeordneter Korper und 77 € K eine
Teilmenge. Eine Abbildung

T —K
heilt fallend, wenn fiir je zwei Elemente z,2’ € T mit x < 2/ die
Abschitzung f(xz) > f(2') gilt.

Definition 25.14. Es sei K ein angeordneter Korper und 77 C K eine
Teilmenge. Eine Abbildung

f:T—K
heif3t streng fallend, wenn fiir je zwei Elemente z,2’ € T mit z < 2/ die

Abschitzung f(x) > f(2') gilt.

Als gemeinsame Bezeichnung spricht man von (streng) monotonen Funktio-
nen.

Lemma 25.15. Es sei K ein angeordneter Korper, T C K eine Teilmenge
und
fiT—K

eine streng wachsende (oder streng fallende) Funktion. Dann ist f injektiv.
Beweis. Seien x,y € T verschieden. Da wir in einem angeordneten Korper

sind, ist z > y oder y > x, wobei wir ohne Einschrinkung den ersten Fall
annehmen konnen. Bei strenger wachsender Monotonie folgt daraus

f(x) > f(y)
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und insbesondere sind f(x) und f(y) verschieden, also ist die Abbildung
injektiv. U

Definition 25.16. Es sei K ein Korper. Eine Funktion der Form
f: K — K, v+ cx,

mit einem festen ¢ € K heifit lineare Funktion.

Lineare Funktionen driicken eine Proportionalitdt aus.

Lemma 25.17. Es sei K ein angeordneter Kérper, c € K und
fi K— K, x+— cx,

die zugehorige lineare Funktion. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Beic > 0 ist f streng wachsend.

(2) Bei ¢ = 0 ist f konstant und damit (nicht streng) wachsend und
fallend.

(3) Beic < 0 ist f streng fallend.

Beweis. Die Aussagen folgen aus Lemma 19.13, wenn man dort > durch >
ersetzt. Wir fithren dies fur (1) aus. Sei

c>0
und z > y. Dann ist
rx—y >0
und damit
c(x —y) >0,
also
cx—cy >0
und somit
cr > cy.

Insbesondere ist die Negation
K — K, x+— —uz,

streng fallend.

Die Funktionen, deren Monotonieverhalten in der folgenden Aussage bespro-
chen wird, heilen Potenzfunktionen.
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_________________ >

Die zweite Potenz ist im Positiven streng wachsend und im Negativen streng
fallend.

Die dritte Potenz ist auf ganz Q bzw. R streng wachsend.

Lemma 25.18. Es sei K ein angeordneter Korper und n € N,.. Dann gelten
folgende Aussagen.
(1) Die Abbildung
Ksy — K, v — 2",

ist streng wachsend.
(2) Die Abbildung
K§0 — K, T +— l’n,
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st bet n ungerade streng wachsend.
(3) Die Abbildung

Koy — K, v — 2",
st bei n gerade streng fallend.
Beweis. Der erste Teil folgt unmittelbar durch n-fache Anwendung von Lem-

ma 19.13 (6), die beiden weiteren Teile ergeben sich daraus durch Beriick-
sichtigung der Negation und Lemma 25.17 (3). O

25.5. Antiproportionale Zusammenhinge.

In einem Korper sind zu
x # 0

und einer negativen ganzen Zahl

mit m € N, auch die Ausdriicke
" = (x’l)m
sinnvoll definiert und ergeben sinnvolle Funktionen
K\ {0} — K\ {0}, x —> 2",

die man, wenn ein geordneter Korper vorliegt, dhnlich zu Lemma 25.18 auf
das Monotonieverhalten hin untersuchen kann. Hierbei muss man haupt-
séchlich die Invertierungsfunktion

K\ {0} — K\ {0}, 2 — 21,

verstehen.

Den Graphen der Invertierungsfunktion nennt man auch Hyperbel.
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Lemma 25.19. Es sei K ein angeordneter Kéorper. Dann gelten folgende
Aussagen. Dann ist die Abbildung

-1
K, — K, z+— a2,

streng fallend und ebenso ist

K —K_, oz,

streng fallend.
Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 24.5 (4) und Lemma 19.13 (2). O

Obwohl die Invertierungsfunktionen auf den beiden Abschnitten, auf denen
sie definiert ist, streng fallend ist, ist sie insgesamt nicht streng fallend. Wenn
zwischen zwei Groflen die Beziehung

Y = cx !

mit einer Konstanten ¢ besteht, so spricht man von einem antiproportionalen

Zusammenhang oder einem reziproken Zusammenhang.

Lemma 25.20. FEs sei K ein angeordneter Korper und n = —m. Dann
gelten folgende Aussagen.

(1) Die Abbildung
K, — K, z— 2",

ist streng fallend.
(2) Die Abbildung
K_— K, x+— 2",

ist bei n ungerade streng fallend.
(3) Die Abbildung
K. — K, x+— 2",

st bet n gerade streng wachsend.

Beweis. Dies folgt wegen
g = (27"

und Lemma 24.5 (4) aus Lemma 25.18. O

25. ARBEITSBLATT
25.1. Die Pausenaufgabe.
Aufgabe 25.1. Ein Bakterium mdochte entlang des Aquators die Erde um-

runden. Es ist ziemlich klein und schafft am Tag genau 2 Millimeter. Wie
viele Tage braucht es fiir eine Erdumrundung?
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25.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 25.2. Beinhaltet Thre intuitive Vorstellung einer Zahlengerade,
dass es zu jeder Zahl darauf eine natiirliche Zahl weiter rechts gibt?

Aufgabe 25.3. Beinhaltet Ihre intuitive Vorstellung einer Zahlengerade,
dass es keine positive Zahl gibt, die kleiner als alle Stammbriiche ist?

Aufgabe 25.4. Auf der Zahlengeraden seien zwei Punkte als 0 und 1 mar-
kiert. Welche Punkte der Zahlengerade lassen sich, ausgehend von diesen
beiden Punkten und mit welchen Methoden, prézise positionieren, markie-
ren, adressieren?

Aufgabe 25.5. Zeige, dass es in einem archimedisch angeordneten Koérper
zu jedem Element x € K eine ganze Zahl m mit m < x gibt.

Aufgabe 25.6. Sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Zeige, dass die
halboffenen Intervalle

nyn+1l={zreKlz>nundz<n+1},nez,

eine disjunkte Uberdeckung von K bilden.

Aufgabe 25.7. Sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Zeige, dass es
fiir jedes s € K eine ganze Zahl ¢ und ein t € K mit 0 <?¢ <1 und mit

s =q+1
gibt.

Aufgabe 25.8. Berechne die Gaulklammer
513
21 |-
Aufgabe 25.9. Berechne die Gaulklammer

5]
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Aufgabe 25.10. Es sei

n=dq+r
das Ergebnis einer Division mit Rest innerhalb der ganzen Zahlen. Zeige,
dass
-2
1= la
ist.

Aufgabe 25.11.%*

Es sei z eine rationale Zahl. Zeige, dass z genau dann ganzzahlig ist, wenn

[—2] = =[]

gilt.

Aufgabe 25.12.*

Es seien z,y rationale Zahlen. Zeige, dass

r—|z] =y— |y

genau dann gilt, wenn es ein n € Z mit y = x + n gibt.

Aufgabe 25.13. Runde die folgenden Briiche auf ganze Zahlen.

317
(]‘) 15 0

982
(2) 323"

(3) — 4

26 °

Aufgabe 25.14. Fiihre die folgenden Rechnungen durch, wobei die Angaben
als gemischte Briiche zu lesen sind. Auch die Ergebnisse sollen als gemischte
Briiche angegeben werden.

(1) 73 + 28,
(2) 82 + 412,
(3) 55 -32.

Aufgabe 25.15. Wir betrachten positive rationale Zahlen als gemischte
Briiche.

a) Zeige, dass bei der Addition von zwei gemischten Briichen der Bruchterm
der Summe nur von den Bruchtermen der Summanden abhéngt.

b) Wie sieht dies mit dem ganzen Teil aus?
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Aufgabe 25.16. Wie oft muss man eine Strecke der Lénge ﬁ Meter min-

destens hintereinander legen, um einen Kilometer zu erhalten?

Aufgabe 25.17. Wie viele Billionstel braucht man, um ein Milliardstel zu
erreichen?

Aufgabe 25.18.*

Im Wald lebt ein Riese, der 8 Meter und 37 cm grof ist, sowie eine Kolonie von
Zwergen, die eine Schulterhohe von 3 cm haben und mit dem Kopf insgesamt
4 cm grof} sind. Hals und Kopf des Riesen sind 1,23 Meter hoch. Auf der
Schulter des Riesen steht ein Zwerg. Wie viele Zwerge miissen aufeinander
(auf den Schultern) stehen, damit der oberste Zwerg mit dem Zwerg auf dem
Riesen zumindest gleichauf ist?

Aufgabe 25.19. Finde eine natiirliche Zahl n derart, dass

10001\"
— | >1
(10000> > 1000000

ist.

Aufgabe 25.20. Es sei K ein angeordneter Korper. Bestimme das Monoto-
nieverhalten der Funktion

K\{0} — K, z+—— 2.

Aufgabe 25.21. Es sei K ein angeordneter Korper. Untersuche das Mono-
tonieverhalten der Funktion

K\{0} — K, 2+ —2~ ..
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Aufgabe 25.22. Untersuche das Monotonieverhalten der Funktion

Q\{0} —Q, z+— —;Lx_g.

Aufgabe 25.23. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass die Abbil-
dung
f: KZ—% — K, s— 2 +z+1,

streng wachsend ist.

Aufgabe 25.24. Zeige, dass die Funktion
Q —Q z+—2° -1,

weder wachsend noch fallend ist.

Aufgabe 25.25. Es sei K ein angeordneter Korper. Bestimme das Monoto-
nieverhalten der Funktion

K — K, x— |x].

Aufgabe 25.26. Es sei K ein angeordneter Korper. Bestimme das Monoto-
nieverhalten der GauBklammer

K — K, z+— |z].

Aufgabe 25.27. Es sei K ein angeordneter Korper und es sei
fi K— K

eine Abbildung. Zeige, dass f genau dann konstant ist, wenn f gleichzeitig
wachsend und fallend ist.

Aufgabe 25.28. Es sei K ein angeordneter Koérper und es sei
fi K— K
eine Abbildung. Zeige, dass f genau dann wachsend ist, wenn die Funktion
K — K, z— —f(2),
fallend ist, und dass dies dquivalent dazu ist, dass die Funktion
K — K, v — f(—x),
fallend ist.
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Aufgabe 25.29.*

Es sei K ein angeordneter Korper und es sei
f: K — K

eine bijektive Abbildung mit der Umkehrfunktion f~!. Zeige die folgenden
Aussagen.

(1) f ist genau dann streng wachsend, wenn f~! streng wachsend ist.
(2) f ist genau dann streng fallend, wenn f~! streng fallend ist.

Aufgabe 25.30. Man gebe ein Beispiel fiir eine streng wachsende Funktion
w: Q — Q7

deren Werte zwischen 0 und 1 liegen.

Aufgabe 25.31. Mustafa Miiller will mit Freunden zelten gehen, dafiir hat
ihm seine Oma eine stattliche Portion Kuchen mitgegeben. Wenn er drei
Freunde mitnimmt, so reicht der Kuchen fiir 8 Tage. Wie lange reicht der
Kuchen, wenn er sieben Freunde mitnimmt? Wie lange reicht der Kuchen,
wenn er allein geht? Mustafa entschliefit sich, mit seiner ganzen Klasse ein-
schliellich der Klassenlehrerin, Frau Maier-Sengupta, zelten zu gehen. Der
Kuchenvorrat reicht genau fiir einen Tag. Wie viele Kinder sind in der Klasse?

Aufgabe 25.32. Wir interessieren uns fiir alle Rechtecke eines vorgegebenen
Flacheninhalts c. Zeige, dass zwischen den Rechtecksseiten ein antipropor-
tionaler Zusammenhang besteht.

Aufgabe 25.33. Es soll eine bestimmte Entfernung zuriickgelegt werden.
Zeige, dass zwischen der Fahrzeit und der (Durchschnitts-)Geschwindigkeit
ein antiproportionaler Zusammenhang besteht.

Aufgabe 25.34. Fiir ein aufwéndiges Projekt hat die Teamleitung 120 Per-
sonenjahre angesetzt. Welche ganzzahligen Realisierungen gibt es fiir die-
ses Projekt, wenn es spétestens in zwanzig Jahren fertig sein soll und wenn
hochstens 50 qualifizierte Mitarbeiter zur Verfiigung stehen?
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25.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 25.35. (3 Punkte)

Zeige, dass fiir jede rationale Zahl x die Abschéitzungen
0 < |2z]—-2]z] <1

gelten.

Aufgabe 25.36. (1 Punkt)

Lucy Sonnenschein verbringt einen Urlaubsnachmittag in einem Seebad. Sie
hélt sich eineinviertel Stunden am Strand auf, dann eine halbe Stunde in der
Eisdiele, dann eineinhalb Stunden im Park, sodann wieder zweidreiviertel
Stunden am Strand und schliellich 40 Minuten im Café. Wie lange war ihr
Nachmittag?

Aufgabe 25.37. (2 Punkte)
13

Eine kleines Sandkorn hat ein Gewicht von 5= Gramm. Wie viele
Sandkorner muss man nehmen, um eine Sanddiine aufzubauen, die 5906 und
eine halbe Tonne wiegt?

Aufgabe 25.38. (3 Punkte)

Untersuche das Monotonieverhalten der Funktion

Q\{0} —Q, z+— —%m_4.

Aufgabe 25.39. (4 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper und es seien Abbildungen
fla'--afn: K—K

gegeben, die jeweils entweder streng wachsend oder streng fallend sind. Es
sei k die Anzahl der streng fallenden Abbildungen darunter. Zeige, dass die
Hintereinanderschaltung f; o foo---o f, genau dann streng fallend ist, wenn
k ungerade ist.
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Aufgabe 25.40. (2 Punkte)

Es soll eine Diine aus 300 Tonnen Sand vom Nordseestrand zum Ostseestrand
transportiert werden. Zur Erledigung dieser Aufgabe stehen der beauftragten
Firma folgende Geréte zur Verfiigung: eine Schaufel, mit der man auf einmal
4 kg transportieren kann, eine Schubkarre mit Platz fiir einen Zentner, ein
Bagger, der 1,6 Tonnen aufladen kann und ein Laster mit einem Fassungs-
vermogen von 7 Tonnen. Wie oft muss das Gerét jeweils eingesetzt werden,
um (mit diesem Gerét allein) den Auftrag zu erfiillen?

26. VORLESUNG - DEZIMALBRUCHE

26.1. Dezimalbriiche.

Zu jeder rationalen Zahl x kann man die Potenzen 2", n € Z, betrachten. Bei
ganzzahligem = > 2 sind die 2" (beliebig) grof} fiir positives n und (beliebig)
klein fiir negatives n. Solche Potenzen stellen ein wichtiges Vergleichsmaf3 fiir
die Groflenordnung von Zahlen dar. Da wir im Dezimalsystem arbeiten, sind
insbesondere die Zehnerpotenzen 10", n € Z, wichtig. Fiir n > 0 treten die
Zehnerpotenzen insbesondere bei der Dezimaldarstellung natiirlicher Zahlen
auf. Die Zehnerpotenzen zu negativem n spielen auch eine wichtige Rolle bei
der Erfassung und Beschreibung von beliebigen rationalen Zahlen.

Definition 26.1. Eine rationale Zahl, die man mit einer Zehnerpotenz als
Nenner schreiben kann, heif3t Dezimalbruch.

Dezimalbriiche sind beispielsweise sdmtliche ganzen Zahlen (man kann 1 =
10° als Nenner nehmen), ferner Zahlen wie

1 1 53 271 3
1071007 100" 1000’ 1000000"

Nach unserer Definition liegt ein Dezimalbruch vor, wenn man die dadurch
gegebene rationale Zahl mit einer Zehnerpotenz als Nenner schreiben kann.
Das heif3t nicht, dass die Zahl in dieser Form vorliegen muss. Beispielsweise
sind auch die Briiche

117 13 7014

25757207 500
Dezimalbriiche, da man sie nach einer Erweiterung mit einer Zehnerpotenz
als Nenner schreiben kann. Dies gilt fiir alle Briiche mit der Eigenschaft,
dass in der Primfaktorzerlegung des Nenners nur Potenzen von 2 und von 5
vorkommen. Wenn der Bruch gekiirzt ist, so sind genau die Briiche der Form

557 die Dezimalbriiche, siche Aufgabe 26.13.
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Die Linealversion der Zahlengeraden markiert neben den ganzen Zahlen die
ganzzahligen Vielfachen des Dezimalbruches %0' Wenn man den Meter als
Einheit nimmt, zeigt es die ganzzahligen Vielfachen von ﬁ.

Einen Dezimalbruch 5= (mit m > 0) kann man auch in der Form 107"
schreiben. Dies ergibt wohl die kompakteste Charakterisierung eines Dezi-

malbruches, eine rationale Zahl der Form
a-10F mit a,k € Z.
Aus dieser Darstellung ist unmittelbar ersichtlich, dass man Dezimalbriiche

miteinander addieren und multiplizieren kann und dabei wieder einen Dezi-
malbruch erhélt.

Lemma 26.2. Die Summe und das Produkt von zwei Dezimalbriichen ist
wieder ein Dezimalbruch. Das Negative eines Dezimalbruches ist ein Dezi-
malbruch. Die Menge der Dezimalbriiche bilden einen kommutativen Ring®
innerhalb der rationalen Zahlen.

Beweis. Die Briiche seien
r = a-10
und
y = b-10°
mit a,b € Z und mit k, ¢ € Z. Wegen der Symmetrie konnen wir k& > /
annehmen. Dann ist

a-10"+b-10° = a-10°7°- 10"+ b-10° = (a- 10" +b) - 10°
wieder von der gleichen Bauart, also ein Dezimalbruch. Fiir das Produkt ist
a-10"-b-10° = a-b- 105

Die anderen Behauptungen sind ebenfalls klar. U

Die Menge der Dezimalbriiche bilden keinen Kérper, da zwar samtliche gan-
zen Zahlen Dezimalbriiche sind, ihre inversen Elemente aber im Allgemeinen
nicht. Beispielsweise sind 37! und 77! keine Dezimalbriiche. Fiir zwei De-
zimalbriiche ist es einfach, einen Hauptnenner zu finden, da die Nenner im
gekiirzten Fall grundsitzlich von der Form 2°57 sind. Insofern spielt sich bei
Rechnungen mit Dezimalbriichen alles Wesentliche im Zéahler ab.

Beispiel 26.3. Es ist

_7+i+9_ 99 —7000+ 30 +1800_ 99  —5269
100 5 1000 1000 ~ 1000 1000 1000 1000

und
27 11 297

100 1000 100000

65Man spricht von einem Unterring.
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26.2. Dezimaldarstellung fiir Dezimalbriiche.

Wenn man fiir einen Dezimalbruch, sagen wir
2318
1000
fiir den Zéhler die Dezimalentwicklung einsetzt, so erhélt man

2318 2-1024+3-102+1-10" +8-10°

1000 103
2'103+3'102+ 1-10 +8-100
103 103 103 103

= 24310 +1072+8-1073.

In diesem Sinne kann man jeden Dezimalbruch auf die Form

V4
+ Z a; 10
i=k

mit Ziffern a; € {0,1,...,9} und ganzen Zahlen
E <t

bringen, wobei der untere Summationsindex k bei einem echten Dezimal-
bruch (also keiner ganzen Zahl) negativ ist. Von dieser Beobachtung her ist
es naheliegend, die Dezimaldarstellung auf Dezimalbriiche auszudehnen. Da-
durch erhilt man abbrechende®

,Kommazahlen“.

Definition 26.4. Es sei ein Dezimalbruch
a

10+
mit a = +b € 7Z, b e N, und k € N gegeben, und es sei

b = Zbimi = b, - biby
1=0

die Dezimaldarstellung von b. Dann nennt man
+by, -+ - bg, b—1 -+ - bibo

die Darstellung des Dezimalbruches im Dezimalsystem.

Diese Darstellung verwendet also direkt die Zifferndarstellung von b, wobei
allein ein Komma eingefithrt wird, und zwar so, dass hinter dem Komma
genau k Ziffern stehen, ndmlich die hinteren k Ziffern by_+, . .., by von b. Dabei
darf man hintere Nullen weglassen. Wenn b weniger als k Stellen besitzt, muss
man dies vorne durch hinreichend viele Nullen auffiillen. Wegen Satz 14.3 ist
diese Darstellung eindeutig.

66Bei unendlichen Kommazahlen handelt es sich um ein viel komplizierteres Konzept,
das wir erst richtig im zweiten Semester verstehen werden.
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Fir a = b = 1 ergibt sich die folgende Tabelle.

| | Potenz | Bruch | Kommazahl |

10° I 1
107" [ 5 0,1
1077 | 0,01
107° | o5 0,001
10" | @ | 0,0001
107° | s | 0,00001

Die Potenz 10~ ist also der Bruch, wo im Nenner n Ziffern stehen, namlich
eine 1 und n—1 Nullen, und das ist zugleich die Kommazahl, bei der nach dem
Komma n Ziffern stehen, ndmlich n—1 Nullen und eine 1. Fiir Umrechnungen
ist auch folgende Beobachtung hilfreich: Wenn man eine Kommagzahl mit 10
multipliziert, so verschiebt sich das Komma um eine Stelle nach rechts, wenn
man sie mit 107! multipliziert, verschiebt sich das Komma um eine Stelle
nach links. Die Stelle zu 107 nennt man auch die k-te Nachkommastelle.

Das Rechnen mit Kommazahlen ist einfach, allerdings ist das richtige Setzen
des Kommas eine Fehlerquelle.

Bemerkung 26.5. Der Groflenvergleich zwischen zwei Dezimalbriichen im
Dezimalsystem ist einfach (wir beschrénken uns auf positive Zahlen). Man
schreibt die beiden Zahlen iibereinander, wobei die beiden Kommata iiber-
einander stehen miissen. Dann vergleicht man wie bei den ganzen Zahlen
(siche Korollar 15.4) von links nach rechts.

Beispiel 26.6. Dezimalbriiche im Dezimalsystem addiert man wie ganze
Zahlen im Zehnersystem, d.h. man addiert von hinten nach vorne mit Uber-
trag, wobei die beiden Kommata deckungsgleich sein miissen. Beispielsweise
ist

53,273

25,648

78,921.

Dieses Verfahren ist korrekt nach Satz 15.6, da im Wesentlichen die Z&hler
bezogen auf einen gemeinsamen Nenner addiert werden.

Bemerkung 26.7. Dezimalbriiche im Dezimalsystem multipliziert man wie
ganze Zahlen im Zehnersystem, d.h. man multipliziert die eine Zahl nachein-
ander mit allen Ziffern der anderen Zahl. Abschliefend muss man das Komma
richtig setzen. Dazu z&hlt man die Stellen hinter den Kommata der beiden
Zahlen zusammen und setzt an der entsprechenden Stelle im Produkt von
hinten gezdhlt das Komma. Dabei muss man, wenn hinten die Zahlen mit 2
bzw. 5 enden, die sich ergebende 0 mitzéhlen (bei ganzen Zahlen darf man
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die ja auch nicht weglassen), auch wenn sie letztendlich weggelassen werden
darf. Dieses Verfahren ist korrekt, da ihm die Gleichung

a-10F-5-10° = a-b- 10

zugrunde liegt. Bei nicht zu grofien und nicht zu kleinen Zahlen kann man
auch durch eine Uberschlagsrechnung entscheiden, wo das Komma hingehért.

Wenn man beispielsweise 1,2 - 3,5 rechnen méochte, so kann man zuerst 420
berechnen und dann zwei Stellen von hinten gezéhlt das Komma setzen, also
4,2.

26.3. Approximation durch Dezimalzahlen.

Eine wichtige Motivation zur Einfiihrung der rationalen Zahlen war, beliebige
Léangen, die beispielsweise bei der gleichméafligen Unterteilung einer gegebe-
nen Strecke auftreten, moglichst gut messen zu konnen. Dies konnen wir erst
dann prézise formulieren, wenn wir die reellen Zahlen zur Verfiigung haben.
Die folgende Aussage zeigt, dass man rationale Zahlen selbst schon belie-
big gut mit Dezimalbriichen approzimieren (annihern) kann. Wenn es also
nur darum geht, beliebige Langen approximativ zu beschreiben, so sind die
Dezimalbriiche genauso gut wie die deutlich grofliere Menge aller rationalen
Zahlen.

Lemma 26.8. Zu jeder rationalen Zahl q und jedem k € N, gibt es ein
eindeutig bestimmtes a € 7 derart, dass

a a+1
— < <
10F =1 1o
gilt. D.h., dass man jede rationale Zahl beliebig gut (nimlich mit einem Feh-

ler, der mazimal gleich ﬁ ist) durch Dezimalbriiche approzimieren kann.

Beweis. Es sei
a = |q10*].
Dann ist
a < ql0* < a+1.

Division durch 10* ergibt die Behauptung. Der Zusatz ergibt sich daraus, dass
man nach Korollar 25.10 jede beliebige positive Fehlergenauigkeit ¢ durch
eine geeignete negative Zehnerpotenz unterbieten kann. U

In diesem Satz gibt das k iiber die Potenz 10~* vor, wie grof§ der Fehler sein
darf. Man sagt dann auch, dass die Approximation bis zur k-ten Nachkom-
maziffer genau ist.

Essei ¢ = Z. Wenn man beispielsweise einen Taschenrechner mit acht Nach-
kommastellen hat, so ergibt sich zu & = 8 die Zahl a als Ergebnis, wenn man
z : n eingibt und das Komma in der Darstellung ignoriert.
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Beispiel 26.9. Wir wenden Lemma 26.8 auf ¢ = % mit £ = 9 an. Eine
Rechnung des Taschenrechners mit menschlichen Korrekturen liefert

0,428571428 < % < 0,428571429.

Die beiden Dezimalbriiche links und rechts sind also eine Approximation des

wahren Bruches % mit einem Fehler, der kleiner als ﬁ ist.

Die Rechnung im vorangehenden Beispiel beruht auf dem Divisionsalgo-
rithmus, den wir noch nicht besprochen haben. Lemma 26.8 besagt, dass
es eine solche eindeutig bestimmte Zahl geben muss. Dass die angefiihrten
Abschéatzungen gelten, kann man einfach tiberpriifen, indem man die beiden
Dezimalzahlen mit 7 multipliziert.

Mit der Approximation von rationalen Zahlen durch Dezimalzahlen geht die
Dezimalrundung einher. Bei der Rundung auf eine ganze Zahl schaut man
einfach nach der ganzzahligen Approximation im Sinne von Lemma 25.3 und
nimmt von der unteren und der oberen Approximation diejenige, die néher
ist (wobei man bei gleichem Abstand abrundet). Bei der Dezimalrundung
von x zur Stellenanzahl k (bzw. zur Genauigkeit 107%) fithrt man dies fiir die
Nenner a bzw. a + 1 in der Approximation 5z < = < %,3 aus Lemma 26.8
durch. Die Zahl 47,2940574 ist beispielsweise auf zwei Nachkommastellen
gerundet gleich 47,29. Héufig finden sich auch Rundungsangaben von der

Form 7,3 - 10%,

26.4. Halbierung und Division durch 5.

Einen im Dezimalsystem gegebenen Dezimalbruch kann man einfach durch
10 teilen, indem man einfach das Komma um eine Stelle nach links verschiebt.
Die Zahl 10, die die Grundlage des Dezimalsystems ist, hat die beiden Teiler 2
und 5. Durch diese beiden Zahlen kann man ebenfalls teilen und erhélt wieder
einen Dezimalbruch (was fiir andere Primzahlen nicht stimmt). Ein wichti-
ger Gesichtspunkt in diesem Zusammenhang ist, dass die Division durch 2
das gleiche ist wie Multiplikation mit % = 1% = 0,5 (also im Wesentlichen
Multiplikation mit 5) und dass die Division durch 5 das gleiche ist wie die
Multiplikation mit % = 1% = 0, 2. Daher sind diese Divisionen im Dezimal-
system algorithmisch besonders einfach durchzufithren. Eine Besonderheit
liegt darin, dass die Ziffern des Ergebnisses nur von der entsprechenden und
von der um eins hoherstelligen Ziffer des Dividenden abhidngen. Man braucht

keinen Ubertrag und kann an jeder beliebigen Stelle anfangen.

Verfahren 26.10. Es sei

¢
z = Zail()i
i=k
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ein Dezimalbruch, fiir den die Halbierung (also die Division durch 2) durch-
gefiihrt werden soll. Dazu fithrt man fiir jede Ziffer a; fiir

i > k-1
die Division mit Rest durch 2 durch, d.h. man berechnet
a; = 2b; + ;.
Aus diesen Zahlen berechnet man
c; = b +5ri41.
Dies sind die Ziffern der Halbierung von z, also
¢

g = Y 10

i=k—1

Da die Ziffern a; zwischen 0 und 9 liegen, sind die b; zwischen 0 und 4 und die
r; sind 0 oder 1. Ohne die Division mit Rest kann man diesen Algorithmus
auch mit der folgenden Fallunterscheidung darstellen. Es ist

% +5, falls a; gerade und a;;, ungerade,

a;—1
2
a;—1
2

falls a; und a;,, gerade,

C; =

, falls a; ungerade und a;,; gerade,

+ 5, falls a; und a; 1 ungerade.

Kurz gesagt: Man nehme von a; die abgerundete Hélfte und erhohe dies um
5, falls die davorstehende Ziffer ungerade ist. Oder: Man teile jeweils die
zweistellige Zahl a;;1a; durch 2 und schreibe davon die Einerziffer hin (die
Zehnerziffer muss nicht ausgerechnet werden). Man muss also nur zweistellige
Zahlen durch 2 dividieren kénnen.

Beispiel 26.11. Wir wollen den Dezimalbruch 509,273 mit dem Verfahren
halbieren. Wir fangen hinten an, auch wenn wir an jeder Stelle anfangen
konnten, und zwar an der Stelle mit dem Index —4 (die Zehntausendstel-
Stelle). Es ist (das Aufschreiben ist miihseliger als die Durchfithrung) a_, =
0, und weil a_3 = 3 ungerade ist, ist

C_y = 5.
Aus a_3 = 3 ergibt sich b_3 = 351 = 1 und da a_, = 7 ungerade ist, ist

2
C_3 =

Aus a_s = 7 ergibt sich b_y = % = 3 und da a_; = 2 gerade ist, ist
c_9g = b_g = 3.
So fahrt man fort und erhéalt schliefflich
254, 6365 .

Lemma 26.12. Der Algorithmus zur Berechnung der Halbierung eines De-
zimalbruches ist korrekt.
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Beweis. Die Division durch 2 ist die Multiplikation mit %, also die Multipli-
kation mit %. Man muss also die Zahl mit 5 multiplizieren und anschlieflend
durch 10 dividieren, was in der Dezimaldarstellung lediglich eine Kommaver-
schiebung bedeutet. Die Korrektheit des Algorithmus beruht daher auf der
Korrektheit des speziellen Algorithmus fiir die Multiplikation mit 5, siehe
Bemerkung 16.4. O

Auch fiir die Division durch 5 gibt es einen entsprechenden Algorithmus.

Verfahren 26.13. Es sei
¢
=Y a;10’
i=k

ein Dezimalbruch, fiir den der fiinfte Anteil (also die Division durch 5) be-
rechnet werden soll. Dazu fithrt man fiir jede Ziffer a; fiir

i > k-1
die Division mit Rest durch 5 durch, d.h. man berechnet
a; = db; + ;.
Aus diesen Zahlen berechnet man
¢i = b+ 2rip.
Dies sind die Ziffern der Fiinftelung von z, also

V4
g = Y 10,

i=k—1

Kurz gesagt: Man nehme von a; das abgerundete Fiinftel (das 0 oder 1 ist)
und addiere das Doppelte des Fiinferrestes der Ziffer a;,; dazu. Oder: Man
teile jeweils die zweistellige Zahl a;,1a; durch 5 und schreibe davon die Einer-
ziffer hin (die Zehnerziffer muss nicht ausgerechnet werden). Man muss also
nur zweistellige Zahlen durch 5 dividieren kénnen.

Lemma 26.14. Der Algorithmus zur Berechnung des fiinften Anteils eines
Dezimalbruches ist korrekt.

Beweis. Siehe Aufgabe 26.30. O

Wenn man beispielsweise durch 4 teilt, so hiangt die Ziffer des Ergebnisses
nicht nur von zwei Ziffern, sondern von drei Ziffern ab, wie 100 : 4 = 25 und
200 : 4 = 50 zeigt.

Die in dieser Vorlesung angestellten Betrachtungen kann man in jedem Zah-
lensystem wie hier im Zehnersystem durchfiihren. Die Aussagen gelten ent-
sprechend, wobei die zuletzt genannten Ergebnisse dann fiir die Teiler der
Grundzahl gelten.
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26. ARBEITSBLATT

26.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 26.1. Halbiere die 1 im Dezimalsystem zehnmal hintereinander.
26.2. Ubungsaufgaben.
Aufgabe 26.2. Welche der folgenden Zahlen sind Dezimalbriiche?

6
1
215,273 711,273 7. 1171 =
) M 7Zn

n=1

W
[N\
(@21 )

Aufgabe 26.3. Berechne 0,5 -0, 2.

Aufgabe 26.4. Berechne
0, 000000000000000007 - 0,0000000000000006 .

Aufgabe 26.5. Berechne 1,0205 - 0,0073.

Aufgabe 26.6.*
1

Was ist das kleinste ganzzahlige Vielfache von gz, das ein Dezimalbruch ist.

Aufgabe 26.7. Zeige, dass das arithmetische Mittel von zwei Dezimalbrii-
chen a; und ay wieder ein Dezimalbruch ist. Gilt dies auch fiir das arithme-
tische Mittel von drei Dezimalbriichen?

Aufgabe 26.8.*

(1) Bestimme die Stammbriiche, die zugleich Dezimalbriiche und grofier
als 1—(1)0 sind, und liste sie in absteigender Reihenfolge auf.
(2) Wie viele rationale Zahlen, die sowohl Stammbriiche als auch Dezi-

malbriiche sind, gibt es zwischen oos und 1 (einschlieBlich).

Aufgabe 26.9. Berechne
(3-107'+6-107+7-107%)-(5-10°4+9-10" +5-10° +2- 107" +4-107%) .
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Aufgabe 26.10. Berechne
6,9-107*.7,3-1077.

Aufgabe 26.11. Berechne
4,3-107%4-6,4-107°.

Aufgabe 26.12.*
Ist die Zahl

ein Dezimalbruch?

Aufgabe 26.13.*

Zeige, dass eine rationale Zahl genau dann ein Dezimalbruch ist, wenn in der
gekiirzten Bruchdarstellung der Nenner die Form 2¢ - 57 mit 7, j € N besitzt.

Aufgabe 26.14. Eine rationale Zahl z # 0 sei in der Form

+ H pVP(Z)

p Primzahl

gegeben. Woran erkennt man, ob es sich um einen Dezimalbruch handelt
oder nicht?

Aufgabe 26.15. Berechne im 7-er System
0,026 - 3,605.

Aufgabe 26.16. Berechne im 5-er System
0,0230241 - 32,1102 + 4,301 - 2,133.

Aufgabe 26.17.*

Es seien a # b Basen zu einem Stellenwertsystem (a-er System und b-er
System). Es sei z eine rationale Zahl, die im Stellenwertsystem zur Basis a
eine abbrechende Darstellung als Kommazahl besitzt. Gilt dies dann auch
im Stellenwertsystem zur Basis b7
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Eine Teilmenge S C R eines kommutativen Ringes R heifit Unterring, wenn
0,1,—1 € S ist und wenn S unter der Addition und der Multiplikation ab-
geschlossen ist.

Aufgabe 26.18. Es sei n € N eine fixierte positive natiirliche Zahl. Zeige,
dass die Menge aller rationalen Zahlen, die man mit einer Potenz von n als
Nenner schreiben kann, einen Unterring von Q bildet.

Aufgabe 26.19. Es sei T' C P eine Teilmenge der Primzahlen. Zeige, dass
die Menge
Ry = {q € Q| q lasst sich mit einem Nenner schreiben,
in dem nur Primzahlen aus 7' vorkommen}

ein Unterring von Q ist. Was ergibt sich bei T = 0, T = {3}, T = {2,5},
T="P

Aufgabe 26.20. Bestitige die Abschéitzungen
3
0,428571428 < - < 0,428571429

aus Beispiel 26.9 durch Multiplikation der Abschitzungen mit 7.

7

Aufgabe 26.21. Approximiere die rationale Zahl £ durch einen Dezimal-

bruch mit einem Fehler von maximal 10~%.

wl

Aufgabe 26.22. Approximiere die rationale Zahl & durch einen Dezimal-

6
bruch mit einem Fehler von maximal 1072.

Aufgabe 26.23.*
Zeige, dass fiir jedes k € N, der Dezimalbruch

k
> 3-107
i=1

die rationale Zahl % mit einem Fehler von maximal 10~% approximiert (von
unten).

Aufgabe 26.24. Runde die folgenden Zahlen auf zwei Stellen nach dem
Komma.

4 3
7874802, —, —. 4-57L.671,
) 797 137
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Aufgabe 26.25.*

Bei der Onlinepartnervermittlung ,e-Tarzan meets e-Jane® verliebt sich alle
elf Minuten ein Single. Wie lange (in gerundeten Jahren) dauert es, bis sich
alle erwachsenen Menschen in Deutschland (ca. 65000000) verliebt haben,
wenn ihnen allein dieser Weg zur Verfiigung steht.

Aufgabe 26.26. Halbiere den Dezimalbruch 297, 07522009.

Aufgabe 26.27.*
Bestimme vom achten Teil des Dezimalbruches
760982393473, 90354771045729

die dritte Nachkommaziffer.

Aufgabe 26.28. Berechne den fiinften Anteil des Dezimalbruches
7601, 4550738 .

Aufgabe 26.29. Begriinde, dass sich bei der Halbierung (und bei der Fiinfte-
lung) eines Dezimalbruches die Anzahl der Nachkommastellen um hochstens
1 erhoht.

Aufgabe 26.30.*

Zeige, dass der Algorithmus zur Berechnung des fiinften Anteils eines Dezi-
malbruches korrekt ist.

Aufgabe 26.31. Die Schiiler sollen die 1 im Dezimalsystem zehnmal hin-
tereinander halbieren. Heinz Ngolo wundert sich {iber Gabi Hochster, die
anfingt, die Potenzen der 5, also 5%, 52,52, ... auszurechnen. Er sagt: ,, Hast
du wieder nicht aufgepasst“? Sie sagt: ,,Doch, das ist doch das gleiche®. Wer
hat recht?

Man nennt einen Algorithmus parallelisierbar, wenn man ihn in einfachere
Teilalgorithmen aufspalten kann, die in dem Sinne voneinander unabhéngig
sind, dass sie nicht die Ergebnisse voneinander benétigen (es entstehen also
keine Wartezeiten).

Aufgabe 26.32. Die Klasse soll den fiinften Teil einer Zahl ausrechnen,
die im Zehnersystem durch 27 Ziffern gegeben ist. In der Klasse gibt es 28
Kinder. Wie teilt Gabi Hochster die Aufgabe auf?

Inwiefern ist die Halbierung (Fiinftelung) eines Dezimalbruches parallelisier-
bar?
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26.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 26.33. (2 Punkte)

In den Klassenarbeiten hat Mustafa Miiller eine 3 plus (= 2,7), eine 1 minus
(= 1,3), eine 3 und eine 2 plus geschrieben. Berechne seinen Notendurch-
schnitt als Bruch, und runde das Ergebnis.

Aufgabe 26.34. (2 Punkte)
Berechne 401, 0013507 - 0, 002056.

Aufgabe 26.35. (2 Punkte)

Approximiere die rationale Zahl % durch einen Dezimalbruch mit einem Feh-
ler von maximal 1075,

Aufgabe 26.36. (2 Punkte)
Halbiere den Dezimalbruch 30437, 09134508902.

Aufgabe 26.37. (3 Punkte)
Bestimme vom achten Teil des Dezimalbruches
876059301193674, 2903347310459901

die finfte Nachkommaziffer.

27. VORLESUNG - PROZENTRECHNUNG UND WACHSTUM

27.1. Prozentrechnung.

Definition 27.1. Ein Prozent ist 1%.0.

Definition 27.2. Ein Promille ist ﬁ.

Cement Production 2010

Der Bundeshaushalt von 2011
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Dafiir gibt es spezielle Zeichen, % und Y%,. Von der Definition her ist die
Prozentrechnung ein Spezialfall des Rechnens mit rationalen Zahlen, und
zwar von Dezimalbriichen. Eine rationale Zahl zwischen 0 und 1 gibt den
Anteil von einer gegebenen Grundgréfie an. Diese AnteilsgroBle wird in vie-
len alltéglichen Kontexten am besten durch einen Dezimalbruch angeben, da
dieser eine unmittelbare GroBlenvorstellung mitliefert, da Dezimalbriiche un-
tereinander einfach vergleichbar sind, wie in Bemerkung 26.7 erwédhnt wurde.
Bei der Groflenordnung will man es haufig gar nicht so genau wissen, sondern
nur eine ungefihre Groflenvorstellung haben. Deshalb werden viele Grofien-
anteile in Hunderstel oder seltener in Tausendstel angegeben, wofiir sich die
Bezeichnungen Prozent und Promille eingebiirgert haben. Die Prozentrech-
nung beschéftigt sich mit dem Rechnen von Groéflenangaben, die in Prozent
gemacht werden. Prozentrechnung ist einfach, wenn man erkennt, dass es
sich um Rechnungen mit rationalen Zahlen handelt. Dennoch gibt es eini-
ge, fiir die Prozentrechnung typische Formulierungen, bei denen man sich
die zugrunde liegende mathematische Bedeutung erst klar machen muss. Im
Prozentkontext werden die Angaben grundsétzlich nur mit einer gewissen
Fehlergenauigkeit gemacht.

Wenn eine endliche Grundmenge GG und eine Teilmenge 7' C G gegeben ist,
so versteht man unter dem Anteil von T in G einfach den Quotienten der
Anzahlen, also den Bruch

#(T)

#(G)
Diese Zahl liegt zwischen 0 und 1. Wenn man daraus eine Prozentangabe
machen will, so macht man die Umformung

#(T)  #(T)-100  #(T)-100 1 #(T)-100

#(G)  #(G)- 100 #(G) 100 #(G)
Durch die Multiplikation mit dem Faktor kommt der Anteil, der ja eigent-
lich zwischen 0 und 1 liegt, in einen Zahlenbereich zwischen 0 und 100, der
fir die meisten Menschen vertrauter ist (in einer solchen Situation ist die
Prozentangabe unterhalb von 100, in vielen anderen Kontexten ist aber auch
ein groBerer Anteil sinnvoll). Uberhaupt werden Prozentangaben nur in einer
Groflenordnung verwendet, in der sie suggestiv sind, wo also die Multiplika-
tion mit 100 dem Vorstellungsvermégen entgegenkommt. Ob man sagt, dass
der Anteil von Gold an der Gesamtmasse des Universums gleich 2 - 10723 ist
oder 2 - 1072'% betriigt, macht keinen Unterschied.

%.

Bemerkung 27.3. Wenn eine Grundmenge gegeben ist und davon Anteile
durch Prozente beschrieben werden, und die Anteile disjunkt zueinander sind,
so muss man die Prozentangaben addieren, um den Gesamtanteil zu erhalten.
Wenn beispielsweise die Inhaltsstoffe eines Getréankes in Prozent angegeben
werden, sagen wir 80% Wasser, 10% Orangensaft, 5% Himbersaft und 2%
Heidelbeersaft und 3% Cola, so liegt der Fruchtsaftanteil wegen

10+5+2 =17
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bei 17 Prozent. Die Gesamtsumme der Prozentwerte sollte sich auf 100%
addieren; da man bei Prozentangaben aber héufig gerundete Werte nimmt,
muss das nicht immer stimmen.

Bemerkung 27.4. Haufig dndert sich, auch in einem bestimmten Kon-
text, die Bezugsmenge bei verschiedenen Prozentangaben. Wenn beipielswei-
se die Lebenshaltungskosten prozentual nach Essen, Wohnung, Korperpflege,
Vergniigen aufgelistet wird, so werden die Vergniigungskosten eventuell wei-
ter prozentual unterteilt, nach Kino, Theater, Kneipe, Spielholle, und diese
Angaben beziehen sich dann héaufig auf die Gesamtvergniigungskosten. Den
prozentualen Anteil an den Gesamtlebenshaltungskosten vom Kino muss man
dann ausrechnen, indem man die relativen Prozentangaben als Briiche inter-
pretiert, diese miteinander multipliziert und daraus wieder einen Prozentwert
macht. Wenn die Vergniigungskosten 8% der Lebenshaltungskosten ausma-
chen und Kinobesuche 30% an den Vergniigungskosten, so muss man

0,08-0,3 = 0,024

ausrechnen und erhélt, dass die Kinobesuche 2, 4% der Lebenshaltungskosten
ausmachen.

Bemerkung 27.5. Wenn man zwei Mengen (Vermogen, Einwohnerzahl, ...)
A und B der Grofie nach vergleicht, so kann man das durch einen Anteil und
als Prozent ausdriicken. Man muss dabei deutlich machen, welche Menge man
als Grundmenge betrachten moéchte. Wenn man A als Grundmenge nimmt,
so ist

#(B)
#(B) = 720 A
(B) = 2 )
und # (bzw 10;]&?&(3 -% in Prozent) beschreibt die Gréfie von B in Bezug

auf A Belsplelswelse kann das Vermogen einer Person 30% des Vermogens
einer anderen Person betragen. Wenn man die Verhéltnisgrofle umgekehrt
wissen mochte, also die Grofle von B in Bezug auf A, so muss man den in-
versen Bruch i( B) berechnen. Um aus der ersten Prozentangabe die neue
Prozentangabe zu erhalten, muss man invertieren und mit 10000 multiplizie-
ren (1), also

10000 1000

1
— .1 = — =
20 0000 30 5 333,33

Prozent. Die zweite Person hat also 333, 33 Prozent des Vermdgens der ersten
Person.

Wenn Angaben iiblicherweise in Prozenten gemacht werden, wie beispiels-
weise das Ergebnis von Wahlen, so driickt man die Anderung zwischen zwei
Wahlen durch Prozentpunkte aus, also nicht prozentual! Wenn die Partei vor
vier Jahren 35% erzielt hat und bei den neuen Wahlen 32% erzielt, so spricht
man von einem Verlust von 3 Prozentpunkten.
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Bemerkung 27.6. Es sei M eine endliche Menge und f: M — W eine
Abbildung in eine geordnete Menge W. Man denke an die Gréflenmessung
eines bestimmten Personenkreises (mit Werten in Q) oder die Benotung von
Klausuren. Man sagt, dass x € M zu einem gewissen Prozentrang gehort
(ausgedriickt mit einem Prozentwerte n), wenn héchstens n% der Menge M
den Wert von z, also f(x), iibertreffen. Im GroBenbeispiel besteht der Pro-
zentrang 10% aus allen Personen, die dem grofiten Zehntel der Bevolkerung
angehoren.

27.2. Wachstum.

Viele Wachstumsprozesse in Natur und Gesellschaft sind von der Form, dass
sich die Grofle nach einem bestimmten Zeitraum (beispielsweise nach einem
Jahr) zur Ausgangsgrofle proportional mit einem bestimmten konstanten
Proportionalitédtsfaktor verhélt. Beispiele hierfiir sind das Wachstum einer
Population oder die Inflation. Bei konstanten Bedingungen héngt das Wachs-
tum einer Population mit einem festen Faktor, genannt Wachstumsfaktor,
von der Grofle der Population ab. Wenn sich beispielsweise eine gewisse Po-
pulation, sagen wir Méuse, auf katzenfreien, kornreichen Feldern, in einem
Jahr verdoppelt, so werden in einem Jahr aus 100 Mausen 200 M&use, aus
1000 M&ausen 2000 Méause u.s.w. Das Verhéltnis der Population nach einem
Jahr zur Population vor einem Jahr ist also konstant gleich 2. Wenn die Be-
dingungen iiber einem ldngeren Zeitraum konstant sind, so &ndert sich dieser
Faktor nicht, und man muss von Jahr zu Jahr mit diesem Faktor multiplizie-
ren. Nach n Jahren gibt es dann 2"x Méuse, wenn x die Grofle der jetzigen
Mauspopulation bezeichnet.

Jahre 0 1 2 3 4 5 6
Mause | 100 | 200 | 400 | 800 | 1600 | 3200 | 6400

Der Wachstumsfaktor 2 ist recht grofl. Haufiger sind Wachstumsfaktoren wie
1,01, 1,02, 1,05 und &hnliches. Bei einem Preisentwicklungsfaktor von 1,05
erhdlt man beispielsweise (gerundete Werte)

Jahre 0 1 2 3 4 5 6
Bierpreis auf der Wiesn | 10 | 10,50 | 11,03 | 11,58 | 12,16 | 12,76 | 13,40

Ein Wachstum wird héufig nicht mit dem Wachstumsfaktor beschrieben,
sondern mit dem proportionalen Zuwachs, dem Zuwachsfaktor. Es wird also
der proportionale Anteil in Bezug auf die Vorgédngergrofie angegeben, der
hinzukommt. Bei einem Wachstumsfaktor von 2 ist der Zuwachsfaktor gleich
1 (die Grofe der Population kommt in einem Jahr neu hinzu), in den weiteren
genannten Beispielen ist der Zuwachsfaktor gleich 0,01, 0,02, 0,05. Dieser
Zuwachsfaktor wird zumeist in Prozent angegeben, man spricht von einem
jahrlichen Wachstum von 100%, von 1%, 2%, 5%. Eine Prozentangabe bei
Wachstumsprozessen von a% bedeutet also einen Zuwachsfaktor von -4 und

100
einen Wachstumsfaktor von Hi%g“. Wenn man einen Wachstumsprozess, der
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mit einer Prozentangabe beschrieben wird, iiber mehrere Jahre verstehen
will, muss man also den Wachstumsfaktor ausrechnen und diesen potenzieren
(mit der Anzahl der Jahre im Exponenten). Es ist falsch, die Prozentwerte
mit der Anzahl der Jahre zu multiplizieren und dies als Gesamtzuwachs zu
nehmen. Im Wiesnbeispiel fiihrt die falsche Rechnung zu folgendem Ergebnis

Jahre 0] 1 J2] 3 4 5 [6 |
Bierpreis auf der Wiesn (falsch gerechnet) | 10 [ 10,50 | 11 [ 11,50 [ 12 | 12,50 [ 13 |

Die Abweichung wird zunehmend grofer, fiir kleine Zeitrdume ist die einfa-
chere falsche Rechnung als Uberschlagsrechnung akzeptabel. Aufgrund der
allgemeinen binomischen Formel ist

(I+a)" = 1+na+ <Z)a2+ (g)a3+~~—|—a",

und 1 + na ist das Ergebnis bei der falschen Rechnung. Wenn a wie haufig
klein, etwa < 0,05 ist, so sind die héheren Potenzen a?,a® besonders klein,
und das wird auch durch die Binomialkoeffizienten (’Z) (bei nicht allzu grolem
n) nicht sehr grof§ gemacht. Der Fehler wird aber, egal wie klein der Prozent-
satz ist, bei hinreichend groflem n beliebig grofi.

27.3. Exponentialfunktionen auf Z.

Wir studieren das Wachstumsverhalten bei konstanten Bedingungen genauer
mit dem Begriff der (ganzzahligen) Exponentialfunktion.

1]/
|1/
N

w

|
/

—_—

3 2 4 i 2 3
(210" @ @2° 805

Die Exponentialfunktionen werden wir spéter auf ganz Q bzw. R ausdehnen,
definiert haben wir sie bisher nur fiir ganzzahlige Stellen.

Definition 27.7. Es sei K ein angeordneter Korper und b € K, ein positives
Element. Dann nennt man die Abbildung

7 — K, n+——10b",
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die (ganzzahlige) Ezponentialfunktion zur Basis b.

Die Basis b ist dabei der Wachstumsfaktor. Spéter werden wir Exponenti-
alfunktionen 0* fiir beliebige reelle Zahlen x erkldren, bis jetzt aber haben
wir Ausdriicke wie 7'/? oder (") noch nicht zur Verfiigung. In den Skizzen
werden wir aber diese Fortsetzung gelegentlich schon benutzen.

Lemma 27.8. Es sei K ein angeordneter Korper und b € K, ein positives
Element. Dann besitzt die (ganzzahlige) Exponentialfunktion

op: L — K, n+— 0",
zur Basis b die folgenden Figenschaften.
(1) Es st
wp(n) =" >0
fiir alle n € Z.

(2) Es ist
0p(0) = 0° =1
(3) Es ist
op(1) = b' = b
(4) Es ist
pp(m+mn) = b =50 = gy (m) - pp(n)
fiirm,n € Z.

(5) Fiir m € Z ist
py(—m) = b = (") = (pp(m))

Beweis. Die erste Aussage folgt fiir n > 1 aus der Vertréglichkeit der Ord-
nung mit der Multiplikation und fiir n negativ aus Lemma 24.5 (1), die
anderen Eigenschaften folgen aus den Potenzgesetzen. U

2000
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Die Exponentialfunktion zur Basis 2 im Vergleich zu einer linearen Funktion und
zur dritten Potenz. Auf der z- und der y-Achse wurden unterschiedliche
Mafistéibe gewdhlt.

Lemma 27.9. Es sei K ein angeordneter Korper und b € K ein positives
FElement. Dann besitzt die (ganzzahlige) Exponentialfunktion

wp: L — K, n+— 0",
zur Basis b die folgenden Eigenschaften.

(1) Beib > 1 ist die Exponentialfunktion streng wachsend.
(2) Beib < 1 ist die Exponentialfunktion streng fallend.

Beweis. (1) Sei b > 1 und m > n. Wir miissen zeigen, dass
pp(m) = " > 0" = @y(n)
ist. Nach Lemma 27.8 (4) ist
b= "
mit m —n > 0. Wegen Lemma 19.13 (8) ist
A |
und daher ist auch
bt =" > 10 = b
(2) Dies folgt aus Teil (1), wenn man die Identitét
ot = (")
und Lemma 24.5 (3) verwendet.

g

Lemma 27.10. Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper und b € K
ein positives Element # 1 und

op: Z— K, n+— 0",

die zugehorige (ganzzahlige) Exponentialfunktion zur Basis b. Es seien M €
K unde € K, e >0, vorgegebene Zahlen. Dann gibt es eine ganze Zahln € Z
mat

pp(n) = M

und eine ganze Zahl m € Z mit

wp(m) < e.

Beweis. Fiir b > 1 und M ist dies eine Umformulierung von Lemma 25.9, fiir
b < 1 und € ist dies eine Umformulierung von Korollar 25.10. Die anderen
Fille konnen darauf zuriickgefithrt werden, indem man negative Exponenten
betrachtet. O
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Héufig findet man die Vorstellung, dass exponentielles Wachstum etwas wie
yexplosives Wachstum® ist. Das ist so nicht richtig. Wenn der Wachstums-
faktor zwischen 0 und 1 liegt, so ist die Exponentialfunktion sogar fallend
und wenn der Faktor knapp oberhalb von 1, so ist das Wachstum langsam.
Exponentielles Wachstum ist ein natiirliches Phéinomen und hat nichts mit
unkontrollierbaren Entwicklungen zu tun. Allerdings zeigt der folgende Satz,
dass sich exponentielles Wachstum gegeniiber jedem Wachstum, das durch ei-
ne Potenzfunktion beschrieben wird, letztlich durchsetzt. Man beachte auch,
dass sowohl eine Exponentialfunktion als auch eine Potenzfunktion durch den
gleichen funktionalen Ausdruck, namlich als Potenz ¢¢, beschrieben wird. Der
Unterschied besteht darin, ob die Grundzahl g oder der Exponent e als va-
riabel betrachtet wird.

Beispiel 27.11. Wir vergleichen die Werte der Identitdt und der Quadrat-
funktion mit der Exponentialfunktion zur Basis

3
b= —.
2
Es ergibt sich die folgende Wertetabelle.
L fJolt[2 ]38 [4]5 [ 6 | 7 |89 [10]
nt 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n? 0] 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

()" 1]1,5]2,25[3,37 5,06 7,59 | 11,39 | 17,08 | 25,63 | 33,44 | 57,66

Im Vergleich mit der identischen Funktion ist die Exponentialfunktion schon
durchgéngig grofier (auBer bei n = 0), im Vergleich mit der Quadratfunktion
bleibt die Exponentialfunktion im angegebenen Bereich (auler bein > 0,1)
zuriick. Man sieht aber, dass sie ,,ziemlich schnell aufholt.

Satz 27.12. Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper und b > 1
gegeben mit der zugehdrigen Erponentialfunktion

op: Z— K, n+— 0",

zur Basis b. Es sei k eine natiirliche Zahl. Dann gibt es etn m € N derart,
dass fiir alle n > m die Abschdtzung

wp(n) = " > nk

gilt.

Beweis. Wir zeigen die Existenz des m durch Induktion {iber k fiir jedes
b > 0. Fiir £ = 0 ist die Aussage klar. Sei k£ = 1. Wir schreiben b = 1+ u
mit « > 0 und betrachten (fiir n > 2) die auf dem binomischen Lehrsatz in
Verbindung mit v > 0 beruhende Abschétzung

vto= (I+u)"

> 1l+nu+ <Z>u2
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-1
= 1+nu+%u2

(n-1) ,

= 14+nu+ nTu
C1\a2
n(n Du .
- 2
Da “72 positiv ist, gibt es nach Lemma 25.7 eine natiirliche Zahl m mit

2

U
— > 1.
m2 >
Fir n > m ist dann
. 2
- Zn% > .

wie gewiinscht. Sei nun die Aussage fiir £ > 1und alle b > 1 schon bewiesen,
und wir miissen sie fiir £ 4+ 1 beweisen. Wir schreiben b = ¢d mit Zahlen

c,d > 1,

die es nach Aufgabe 24.20 gibt. Aufgrund der Induktionsvoraussetzung gibt
es eine natiirliche Zahl m derart, dass fiir alle n > m die Abschétzung

> nk

gilt. Ebenso gibt es eine natiirliche Zahl m' mit der Eigenschaft, dass fiir alle
n > m' die Abschiatzung
d* > n
gilt. Damit gilt fiir alle
n > max(m,m’)
die Abschétzung

V' = (cd)" = c'd™® > nFn = nFt

27. ARBEITSBLATT

27.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 27.1. Bestimme den prozentualen Damen- und Herrenanteil in der
Vorlesung Grundkurs Mathematik am 5. Februar 2019.
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27.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 27.2. Ein Kuchen wurde in zwolf gleich grofle Stiicke unterteilt,
von denen bereits 7 gegessen wurden. Wie viel Prozent des Kuchens sind
noch da?

Aufgabe 27.3. (1) Wie viel Prozent sind 10007
(2) Wie viel sind 1000%?
(3) Berechne
7% 5) 0/00

4%, 11%°

Aufgabe 27.4. Driicke die Stammbriiche bis % in gerundeten Promille aus.

Aufgabe 27.5. Bei einer Befragung nach der Lieblingseissorte stellt sich
heraus, dass jeweils ein Drittel der Befragten fiir Erdbeereis, fiir Himbeereis
und fiir Zitroneneins pladiert. In Prozent sind es also jeweils 33. Wo ist das

Prozent 100% — 3 - 33% = 1% geblieben?

Aufgabe 27.6. Schitze im angegebenen Kuchendiagramm die Anteile der
Teilstiicke in Prozent und durch einen Winkel ein.

Aufgabe 27.7. (1) Driicke die folgenden Winkel in Prozent bezogen auf
eine Volldrehung aus.
36°, 30°, 90°, 45°, 120°.
(2) Driicke die folgenden Winkel in Prozent bezogen auf eine Vierteldre-

hung aus.
10°, 30°, 90°, 45°, 180°.
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(3) Driicke die folgenden Prozentangaben bezogen auf eine Volldrehung
als Winkel aus.

10%, 20%, 40%, 50%, 100% .

(4) Driicke die folgenden Teildrehungen in Prozent bezogen auf eine Voll-
drehung aus und mit einem Winkel aus.

Halbdrehung, Vierteldrehung, Dritteldrehung, Zwolfteldrehung,
Fiinfteldrehung, Sechsteldrehung.

Aufgabe 27.8. Lucy Sonnenschein gibt 20% ihres Taschengeldes fiir Siiflig-
keiten aus, davon wiederum 40% fiir Eis. Wie viel Prozent ihres Taschengeldes
gibt sie fiir Eis aus?

Aufgabe 27.9. Die engagierte Software-Entwicklerin Betti van Deyk ver-
bucht folgende Lohnsteigerungen in ihren ersten drei Berufsjahren: +10%
nach einem Jahr, +8% nach dem zweiten Jahr, +15% nach dem dritten
Jahr. Wie verhélt sich prozentual ihr Gehalt nach drei Jahren zu ihrem An-
fangsgehalt?

Aufgabe 27.10.*

Zwei Héndler spekulieren mit dem gleichen Kapitaleinsatz an der Borse.
Héndler A macht in der ersten Woche ein Prozent Gewinn und in der zweiten
Woche ein Prozent Verlust, dagegen macht Héndler B in der ersten Woche
ein Prozent Verlust und in der zweiten Woche ein Prozent Gewinn. Wie
sieht ihre Geschéftsbilanz in den zwei Wochen aus, und wer steht nach zwei
Wochen besser da?
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Aufgabe 27.11. Bauer Ernst erntet 100 Kilogramm Wassermelonen, die
zu 99 Prozent aus Wasser bestehen. Er lédsst sie eine Woche lang in der
Sonne liegen, wodurch sie etwas austrocknen und sich ihr Wasseranteil auf 98
Prozent reduziert, die festen Bestandteile &ndern sich nicht. Wie viel wiegen
die Melonen jetzt?

Aufgabe 27.12.*

Karl trinkt eine Flasche Bier (0,5 Liter) mit einem Alkoholgehalt von 5
Prozent. 10 Prozent des getrunkenen Alkohols werden von seinem Blut auf-
genommen, wobei er fiinf Liter Blut hat (diese Gesamtmenge wird durch
die Aufnahme nicht veréndert). Wie viel Promille hat Karl, wenn er zuvor
niichtern war?

Aufgabe 27.13.*

In einer Apfelpackung befinden sich stets sechs Apfel, die zusammen ein Kilo
wiegen sollen, wobei eine Toleranz zwischen 995 und 1005 Gramm erlaubt ist.
Der kleinste Apfel in der Packung muss mindestens 90 Prozent des Gewichts
des grofiten Apfels der Packung haben.

(1) Wie schwer (in gerundeten Gramm) kann ein Apfel in einer Packung
maximal sein?

(2) Wie leicht (in gerundeten Gramm) kann ein Apfel in einer Packung
minimal sein?

(3) Um wie viel Prozent ist der grofitmogliche Apfel schwerer als der
kleinstmogliche Apfel?

Aufgabe 27.14. Auf eine Ware ist beim Verkauf eine Mehrwertsteuer von
19% vom Grundpreis zu entrichten, die im Verkaufspreis Niederschlag findet.
Wie viel Prozent vom Verkauspreis ist das?

Aufgabe 27.15. Bei einer Wahl ist der Anteil der Nichtwéhler gleich 20%
und der Anteil der ungiiltigen Stimmen (bezogen auf alle abgegebenen Stim-
men) gleich 2%. Die Partei ,Soziale Alternative fiir Rentner” enthilt 5%
der giiltigen Stimmen. Wie viel Prozent der Bevolkerung haben diese Partei
gewdhlt?

Aufgabe 27.16. Bei einer Wahl werden 51076953 Stimmen abgegeben. Die
Partei A bekommt 19584022 Stimmen, die Partei B bekommt 17354313
Stimmen, die Partei C' bekommt 6274560 Stimmen, die Partei D bekommt
4103045 Stimmen. Alle anderen Partein bekommen weniger als 1000000 Stim-
men.
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(1) Wie viel Prozent erhalten jeweils die Parteien?

(2) Wie viel Prozent erhalten jeweils die Parteien von den giiltigen Stim-
men?

(3) Es gilt die 5%-Hiirde. Wie viel Prozent der Sitze im Parlament be-
kommen die Parteien?

(4) Es gibt 510 Sitze. Wie verteilen sich diese auf die Parteien?

Aufgabe 27.17. Der Lohnabschluss bei Tarifverhandlungen sieht vor: Je-
der Arbeitnehmer bekommt einen jahrlichen pauschalen Zuschlag von 600
Euro und einen prozentualen Zuwachs von 2,3%. Berechne die prozentua-

len Zuwéchse fiir die folgenden Lohngruppen (Monatliches Gehalt vor dem
Tarifabschluss).

Lohngruppe A B C D
Gehalt 1950 | 2300 | 2768 | 3010

Aufgabe 27.18. Die Software-Entwicklerin Betti van Deyk verdient 70000
Euro pro Jahr. Wie viel Steuer miisste sie prozentual geméf3 der abgebildeten
Steuermodelle zahlen? Wie viel Steuer miisste sie je nach Modell fiir den
70000. verdienten Euro zahlen, wie viel fiir den 30000. verdienten Euro?

Steuerbetragsfunktionen im Vergleich
Steuerbetrag (StB) (fiktives Beispiel)

40.000

35.000

u
30.000 - progressiv

v
26.000
progressiv
20.000 —linear bzw. /
roportional

15.000

ozl
Z et

2u versteuerndes Einkommen (2vE)

Aufgabe 27.19. Eine Sendung erzielt mit durchschnittlich 2200000 Zu-
schauern einen Marktanteil von 18%. Welchen Marktanteil erzielt eine gleich-
zeitig laufende Sendung mit 1500000 Zuschauern?
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Aufgabe 27.20. Auf einer Party sind 80% der anwesenden Frauen sympa-
thisch und 70% der anwesenden Ménner sympathisch. Was kann man {iber
den Prozentsatz der sympathischen Menschen auf der Party sagen?

Aufgabe 27.21. Eine Partei verliert bei einer Wahl gegeniiber den letzten
Wahlen 3 Prozentpunkte. Damals hatte sie einen Stimmenanteil von 15%.
Wie viel hat sie prozentual verloren?

Aufgabe 27.22. In welchem Prozentrang wiirden Sie Thre mathematische
Begabung einordnen? Bezogen auf welchen Bevolkerungsanteil? Auf welchen
Erfahrungen beruht Thre Einschétzung?

v

Aufgabe 27.23. Wir betrachten die Quotienten ("TH)2 fiir n € N,. Zeige,
dass es zu jedem € > 0 ein m € N derart gibt, dass fiir alle n > m die

Abschétzung
1\ 2
(n—l— ) < 1l+4e
n

gilt.

Aufgabe 27.24. Es sei K ein angeordneter Kérper und b € K, mit der
zugehorigen Exponentialfunktion

o=y L— K, n+—b",

und es sei ¢ die Exponentialfunktion zur Basis b~!. Zeige, dass die beiden
Funktionsgraphen zu ¢ und zu v symmetrisch zur y-Achse sind.

Aufgabe 27.25. Eine Population wachse pro Jahr um 0,1 Prozent. Man
gebe unter Verwendung von Lemma 25.9 (bzw. der Bernoulli-Ungleichung)
eine Jahreszahl n mit der Eigenschaft an, dass sich die Population in diesem
Zeitraum mindestens verdoppelt. Gibt es bessere Methoden, ein solches n zu
finden?
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Aufgabe 27.26. Bestimme ein m € N mit der Eigenschaft, dass fiir alle
n > m die Abschéitzung

(L))" >n
gilt.

Aufgabe 27.27. Finde in Beispiel 27.11 das minimale n > 2 mit
3 n
2] >k
() =r

Aufgabe 27.28.*

Man gebe explizit ein m mit der Eigenschaft an, dass fiir alle n > m die
Abschétzung

1,03" > n?

gilt.

Aufgabe 27.29. Bestimme ein m € N mit der Eigenschaft, dass fiir alle
n > m die Abschéitzung

2m > p?

gilt.

Aufgabe 27.30. Zu Beginn des Studiums ist Professor Knopfloch doppelt so
schlau wie die Studenten. Innerhalb eines Studienjahres werden die Studenten
um 10% schlauer. Leider baut der Professor ab und verliert pro Jahr 10%
seiner Schlauheit.

(1) Zeige, dass nach vier Studienjahren der Professor immer noch schlauer
als die Studenten ist.

(2) Zeige, dass nach fiinf Studienjahren die Studenten den Professor an
Schlauheit {ibertreffen.

Aufgabe 27.31. Im Ausgangsjahr erwirtschaftet die Volkswirtschaft A dop-
pelt so viel wie die Volkswirtschaft B. Das jahrliche Wachstum der Volks-
wirtschaft A betragt 1% und das jahrliche Wachstum der Volkswirtschaft B
betriagt 3%. Nach wie vielen Jahren hat die Volkswirtschaft A die Volkswirt-
schaft B eingeholt (hier ist eine grobe Rechnung erlaubt)?
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27.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 27.32. (2 Punkte)
Jetzt ist es 17 Uhr 25. Wie viel Prozent des Tages stehen noch bevor?

Aufgabe 27.33. (2 Punkte)

Eine Partei gewinnt bei einer Wahl gegeniiber den letzten Wahlen 5 Prozent-
punkte dazu. Jetzt hat sie einen Stimmenanteil von 25%. Wie viel hat sie
prozentual zugelegt?

Aufgabe 27.34. (4 (2+2) Punkte)

Bei einer zunehmend aggressiver gefiihrten Schneeballschlacht auf dem Schul-
hof der Haseigelschule wéchst der durchschnittliche Durchmesser der gewor-
fenen Schneebélle pro Minute um 5%.

(1) Um wie viel Prozent wiichst das Volumen der Schneebiille pro Minute?
(2) In welchem Zeitraum verdoppelt sich das Volumen der Schneebélle?

In den beiden folgenden Aufgaben ist zwar nicht nach dem minimalen m
gefragt, es soll aber im Rahmen der uns zur Verfiigung stehenden Methoden
ein moglichst kleines m gefunden werden.

Aufgabe 27.35. (4 Punkte)

Bestimme ein m € N mit der Eigenschaft, dass fiir alle n > m die Abschét-
zung

(1,05)" > n
gilt.

Aufgabe 27.36. (5 Punkte)

Bestimme ein m € N mit der Eigenschaft, dass fiir alle n > m die Abschét-
zung

(L, )" > n’

gilt.



384

28. VORLESUNG - DER DIVISIONSALGORITHMUS

Nicht allein in
Rechnungssachen Soll der
Mensch sich Miihe machen;
Sondern auch der Weisheit
Lehren Mufy man mit
Vergniigen horen.

Wilhelm Busch, Max und
Moritz

Aus der Schule wissen wir, dass es neben den abbrechenden Kommazahlen
(den Dezimalbriichen) auch ,,unendliche Kommazahlen“ gibt, wobei dabei die
Ziffernentwicklung wiederum periodisch oder nicht periodisch sein kann. Es
ist eine echte Herausforderung, die mathematische Natur solcher Ausdriicke
zu verstehen, und wir werden uns einen Grofiteil des zweiten Semesters damit
beschéftigen. Auf den ersten Blick ist jedenfalls eine solche Zahl dadurch
gegeben, dass jeder natiirlchen Zahl, die eine Nachkommastelle bezeichnet,
mehr oder weniger willkiirlich eine Ziffer zwischen 0 und 9 zugeordnet wird.
Eine solche Zuordnung erfassen wir generell mit dem Konzept einer Folge.

28.1. Folgen.

Definition 28.1. Es sei M eine Menge. Eine Abbildung
N— M, n+— z,,
nennt man auch eine Folge in M. Eine Folge wird héufig in der Form

(xn)nEN

geschrieben.

Die Elemente z,, heiflen dabei die Glieder der Folge.

28.2. Der Divisionsalgorithmus.

Wir besprechen nun das Verfahren des ,,schriftlichen Dividierens*, den Divi-
sionsalgorithmus.

Verfahren 28.2. Es seien a, b natiirliche Zahlen mit b positiv. Beim Divisi-
onsalgorithmus a : b fithrt man sukzessive die (unendlich vielen) Divisionen
mit Rest

a = zop-b+rg,
1079 = 2_1-b+1r_q,
10-r_1 = z_0-b+1r_o,

1079 = 2.3-D+1r_3,...
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aus, d.h. man berechnet rekursiv aus r_; mittels
10-7r— = 241 -b+1_4

die z_; 1 und die r_; ;. Die Folge z_;, i € N, heifit die Ziffernfolge und die
Folge r_;, 1 € N, heifit die Restefolge des Divisionsalgorithmus.

Man schaut also, wie oft b in a hineinpasst (das ergibt 2y, den ganzzahligen
Anteil der Division) und welcher Rest dabei iibrigbleibt. Dann schaut man,
wie oft b in das Zehnfache dieses Restes hineinpasst (das ergibt z;, die er-
ste Nachkommaziffer der Division) und welcher Rest dabei iibrigbleibt, und
wiederholt diesen Rechenschritt unendlich oft. Dieses Verfahren ist aus der
Schule bekannt. Als Ergebnis wird die ,,unendliche Kommazahl“

Zy,Z_1Z_9Z_3...

notiert, wobei die ganze Zahl z selbst in ihrer Dezimalentwicklung genommen
wird. Unklar ist dabei, welchen genauen Sinn ein solcher Ausdruck besitzt.
Dies lésst sich im Rahmen der Konvergenz von Folgen befriedigend prézisie-
ren. Die Indizierung ist hier so gewéhlt, dass sich die Ziffer z_; (fiir i > 1)
auf 107" bezieht. D.h. z_; ist die i-te Nachkommaziffer des Ergebnisses der
Division.

Lemma 28.3. Es seien a,b natiirliche Zahlen mit b positiv und es seien z_;,

1 € N, undr_;, © € N, die im Diwvisionsalgorithmus berechneten Folgen. Dann
gelten folgende Figenschaften.

(1) Die r_; liegen zwischen 0 und b — 1.

(2) Die z_;, i € Ny, liegen zwischen 0 und 9.

(3) Wenn fiir ein k der Rest r_,, = 0 ist, so sind fir alle i > k auch
z_; = 0. undr_; = 0.

(4) Es gibt ein k € N und ein ¢ € Ny mit ¢ < b derart, dass fir die
Ziffern mit i > k die Beziehung

Z_i—t = Z—

gilt.

(5) Wenn man statt a : b den Divisionsalgorithmus ma : mb mit m € N
ausfihrt, so dndert sich die Ziffernfolge nicht (wohl aber die Reste-
folge). Die Ziffernfolge ist also fiir die rationale Zahl § wohldefiniert.

(6) Bei der Division von a = Z;:o ¢;107 durch eine Zehnerpotenz b =

10° ust
t—s
Zp = chle_s
j=s

(was bei t < s als 0 zu lesen ist) und

Z—i = Cjts
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(was fir —i < —s als z_; = 0 zu lesen ist). Die Ziffernfolge z_;
ist also einfach eine verschobene Version der Zifferndarstellung des
Dividenden.

(7) Der Bruch § ist genau dann ein Dezimalbruch, wenn ein Rest r_;
gleich O ust, und dies ist genau dann der Fall, wenn die Ziffernfolge
z_; ab einem k konstant gleich O ist.

Beweis. (1) Ist eine Eigenschaft der Division mit Rest.
(2) Wegen
r_; <b-—1
1st
107, < 10-(b—1).

Bei der Division von 10-r_; = z_;_1-b+r_;_; durch b ist somit der
ganzzahlige Anteil z_; 1 echt kleiner als 10.

(3) Dies folgt unmittelbar aus dem rekursiven Aufbau des Divisionsalgo-
rithmus.

(4) Im Fall, dass fiir ein k der Rest r_, = 0 ist, ergibt sich dies unmit-
telbar aus (3), wobei man ¢ = 1 wihlen kann. Nehmen wir also an,
dass alle r_; von 0 verschieden sind. Da die Reste

r—1,T7-2,7-3

allesamt zwischen 1 und b — 1 liegen, muss es in ihnen irgendwann
eine Wiederholung geben, sagen wir, dass

T—k—t = T—k

gilt. Da z_;_1 und r_;_; allein von r_; abhéngt, wiederholt sich dann
die Restfolge und die Ziffernfolge

T s Thels -+ -y T—k—t1 DZW. 2, 2k 1, .oy 21

unendlich oft periodisch.
(5) Aus der Division mit Rest

10 Ty = 21 'b'+‘T4¢,1
ergibt sich direkt die entsprechende Division mit Rest
10-(m-r—y) = z_i-1-(m-b)+(m-r_i_1),

woraus die Behauptung folgt.
(6) Der Divisionsalgorithmus ist in diesem Fall

t t s—1
D ol = (Z cjloj—5> 10° 4+ ) 107,

s—1 s—2
10 - (Z cjmj) = ¢ 110° + 10 - (Z cjmj) :

J=0 J=0
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5—2 s5—3
102 . <Z Cj10j> = 0372108 + 102 . <Z Cj10j> )
7=0

Jj=0
u.s.w., woraus die Aussagen ablesbar sind.

(7) Wenn ein Dezimalbruch vorliegt, so kénnen wir wegen (5) annehmen,
dass

b = 10°

eine Zehnerpotenz ist. Dann folgt die Aussage mit der abbrechenden
Ziffernfolge aus (6).

Wenn ein r_; = 0, so sind nach (3) alle folgenden Ziffern gleich 0.
Wenn umgekehrt z_; = 0 fiir alle ¢ > k gilt, so wird die Rekursions-
bedingung fiir ¢« > k zu

10 - r—;, = T—j—1.
Nehmen wir z_; # 0 an. Dann ist
r_g—1 = 10r_,

r'_g—3 = 10T_k_1 = 1027’_k,

u.s.w., was zu einem Widerspruch fithrt, da nach Lemma 25.9 die
Zehnerpotenzen schliefllich die Zahl b iiberschreiten.
Wenn ein r_, = 0 ist, so folgt rekursiv aus

107"_1' = Z_i-1" b +7r_iq

bzw.
T—i  Z—i-1 r—i—1
b 10 10-b’
dass die Briiche
Tk _ g Toktl Tokiz o To1To
b7 b7 b T b b

Dezimalbriiche sind. Somit ist auch % ein Dezimalbruch.
O

Wir haben insbesondere bewiesen, dass beim Divisionsalgorithmus irgend-
wann eine Periodizitat auftritt und gezeigt, wie diese zu finden ist. Das klein-
ste positve ¢, das die Eigenschaft aus (4) erfiillt, heifit die Periodenldnge der
Division. Die Eigenschaft (6) bedeutet, dass die Ziffernfolge, die sich aus dem
allgemeinen Divisionsalgorithmus im Falle der Division durch eine Zehnerpo-
tenz ergibt, mit der endlichen Kommazahl aus Definition 26.4 iibereinstimmt.
Das Ergebnis des Divisionsalgorithmus wird als

20y R—1R—Q e e e B Rl v v+ R f—{

notiert, wobei die iiberstrichenen Zahlen die Periode darstellen.
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Bemerkung 28.4. Uber die Periodenléinge kann man einige prizise Aussa-
gen machen, die iiber Lemma 28.3 (4) hinausgehen und die wir im Moment
noch nicht beweisen konnen. Es seien a und b teilerfremd und b sei auch
teilerfremd zu 10. Dann héngt die Periodenlidnge ¢ der Division a : b allein
davon ab, welche minimale Zehnerpotenz 10*¥ mit & > 1 bei Division durch
b den Rest 1 besitzt. Fiir den Fall a = 1 siehe Aufgabe 28.13. Der minimale
Exponent ist die Periodenldnge. Wenn b = p eine Primzahl ist, so ist diese
Periodenléange ein Teiler von p — 1. Wenn die Periodenlénge von 1 : p genau
p—1ist, so gilt dies bei sémtlichen Divisionen a : p mit a teilerfremd zu p, und
die Reihenfolge der Ziffern ist eine zyklische Vertauschung der Reihenfolge
der Ziffern zu 1 : p. Siehe als Beispiel hierzu Aufgabe 28.3.

28.3. Dezimalbruchfolgen.

Die Ziffern z_;, die sich beim Divisionsalgorithmus a : b ergeben, sind in
ihrer genauen Bedeutung nicht einfach zu verstehen. Im Spezialfall, dass ein
Dezimalbruch vorliegt, erhalten wir nach Lemma 28.3 (6) eine abbrechen-
de Entwicklung zg, 2z 12 92 3...2_,, wobei wir diese Ziffern direkt aus der
Dezimalentwicklung des Z&ahlers ablesen kénnen. Wenn kein Dezimalbruch
vorliegt, so erhalten wir eine unendliche Ziffernfolge z_;. Zunéchst muss man
sich klar machen, dass jeder an einer bestimmten Ziffer abbrechende Aus-
schnitt daraus, also

20y R—1R_22_3...2_pn,

nicht die Zahl ¢ ist, obwohl es sich in einem zu prézisierenden Sinn um eine
Approximation davon handelt. Eine Formulierung wie

20y R—1R—22_3...2_pn ...

hingegen ist ziemlich aussagelos. Eine Formulierung wie

20, R_1R-22_3 ... 2 kR _f—1 -+ -R—f—4

kodiert zwar die volle Information aus dem Divisionsalgorithmus, das Pro-
blem ist aber, ob und inwiefern dies eine Zahl ist.

Definition 28.5. Es sei K ein angeordneter Korper. Eine Folge der Form
— a/n
ST
mit a,, € Z und
anp, nt1 ap, + 1
10m = 107+ 107

heifit Dezimalbruchfolge.

Achtung! Eine Dezimalbruchfolge ist nicht das gleiche wie eine Folge von De-
zimalbriichen. Die Folge, die abwechselnd die Werte 0 und 1 besitzt, besteht
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auch nur aus Dezimalbriichen. Hier ist wichtig, das bei einer Dezimalbruch-
folge bei jedem Folgenglied sich die , Genauigkeit® um ein % erhoht, das
folgende Glied x,, 1 liegt im Intervall

[ an, ap+1 = [ n 1 [
10m 10m T T e
der Lange 10%1, das vom Vorgénger x,, festgelegt ist.

Wir werden zeigen, dass es fiir jedes Element = in einem archimedisch an-
geordneten Korper eine zugehorige kanonische Dezimalbruchfolge gibt, und
dass diese im Fall einer rationalen Zahl # aus dem Divisionsalgorithmus ab-
lesbar ist. Die Folge

9 99 999 9999 99999

10’ 100° 1000° 10000° 100000° """’
ist eine Dezimalbruchfolge, aber nicht die kanonische Dezimalbruchfolge zu
1, diese ist ndmlich einfach die konstante Folge.

Verfahren 28.6. Es sei x € K ein Element in einem archimedisch angeord-
neten Korper K. Dann nennt man die iiber n € N durch

r = u, 107"+ v,

mit v, € Z und 0 < v, < 107" gegebene Folge

Tp = Uy - 1077

die (kanonische) Dezimalbruchfolge zu .

Die definierende Gleichung in diesem Verfahren kann man auch als von der
Gleichung
10"r = u, + v, - 10"
herstammend interpretieren. Es ist also einfach
U, = [z -10"]

und

T, = u, 107" = |z -10"] - 107",
was zugleich zeigt, dass diese Folge existiert und eine Dezimalbruchfolge im
Sinne der obigen Definition ist. Die Glieder z,, dieser Folge approximieren die
gegebene Zahl x optimal unter allen Dezimalbriichen mit dem vorgegebenen
Nenner 10", wie die folgende Aussage zeigt.

Satz 28.7. Es sei v € K ein Element in einem archimedisch angeordneten
Kérper K und es sei (x,), n € N, die zugehdrige (kanonische) Dezimalbruch-
folge. Dann ist

T, < x < x,+ W7
d.h. der n-te Dezimalbruch der Folge approzimiert die Zahl x bis auf einen
Fehler von maximal 10%. Es liegt eine Dezimalbruchfolge im Sinne von Defi-
nition 28.5 vor.
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Beweis. In der Definition der Dezimalbruchfolge wird
r = u, 107" +uv,

mit u,, € Z und 0 < v, < 107" berechnet. Daher ist einerseits
Tp = Uy - 107" <

und andererseits

= n]-o_n n — 4n n < Tp P
X U + v Tn + U X +10”

Die Eigenschaft
Tp S anrl

ergibt sich auch unmittelbar. U

Lemma 28.8. FEs seien a, b natiirliche Zahlen mit b positiv und es seien z_;,
1 € N, undr_;, © € N, die im Diwvisionsalgorithmus berechneten Folgen. Dann

15t .
T, = Zz_ilO_i
i=0

die Dezimalbruchfolge zu 3. Insbesondere ist fiir jedes n € N
n ' a n 4
L1070 < - < 107+ 107"

Beweis. Aus den definierenden Gleichungen des Divisionsalgorithmus ergibt
sich sukzessive

a = zb+ qo()
)
= zb
ECART) )
= 2zob+ Fobdra

10

= zob4+21-10 - b+r_4107¢
20b+2-1-107 b4+ 10-7_;1072

Zob +z_1- 10_1 b+ (Z_gb + 7‘_2) ]_0_2
= 20b4+2.1-107 - b+ 2901072 + 1r_51072

und insgesamt

a=0b <Z z_i10_i> +r_, 107",

=0
Division durch b ergibt

a - . r_ - . r_
- = L1070+ =210 = S10mt ) 107 4+ =210

Dies stimmt mit den Festlegungen aus dem Verfahren iiberein, in dem die
Dezimalbruchfolge zu ¢ definiert wurde. U
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28.4. Konvergente Folgen.

Die oben beschriebene Eigenschaft, dass eine rationale Zahl durch die zu-
gehorige (im Divisonsalgorithmus berechneten) Dezimalbruchfolge beliebig
genau approximiert wird, wird durch folgenden Begriff prizisiert, der im
zweiten Semester eine tragende Rolle spielen wird.

Definition 28.9. Es sei (), eine Folge in einem angeordneten Kérper
und es sei x € K. Man sagt, dass die Folge gegen x konvergiert, wenn folgende
Eigenschaft erfiillt ist.

Zu jedem € € K, € > 0, gibt es ein ng € N derart, dass fiir alle n > nq die
Beziehung

|z, — x| < €
gilt. In diesem Fall heiflit x der Grenzwert oder der Limes der Folge. Dafiir

schreibt man auch

lim z, = z.
n—o0

Wenn die Folge einen Grenzwert besitzt, so sagt man auch, dass sie konver-
giert (ohne Bezug auf einen Grenzwert.), andernfalls, dass sie divergiert.

Korollar 28.10. Es sei x € K ein Element in einem archimedisch angeord-
neten Korper K. Dann konvergiert die zugehirige Dezimalbruchfolge (z,,),
n € N, gegen x.

Beweis. Nach Satz 28.7 ist

1
|z, — x| < —.
10m

Wenn ein € > 0 vorgegeben ist, so gibt es nach Korollar 25.10 ein m mit

1

< €.
10m —
Fir alle n > m ist dann
1 1
|z, —2] < — < — < ¢
10m 10m

g

Korollar 28.11. Zu einer rationalen Zahl v = § konvergiert die Dezimal-
bruchfolge, die man aus dem Divisionsalgorithmus erhdlt, gegen x.

Beweis. Dies folgt direkt aus Korollar 28.10 in Verbindung mit Lemma 28.8.
O
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28. ARBEITSBLATT

28.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 28.1. Finde einen Bruch % mit einer Primzahl p derart, dass bei
der schriftlichen Division eine Periodenlénge ¢ mit 2 < ¢ < p — 1 auftritt.

28.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 28.2. Fiihre den Divisionsalgorithmus zu 1 : p fiir jede Primzahl
p < 20 durch. Was kann man an den Periodenldngen beobachten?

Aufgabe 28.3. Fiihre die schriftlichen Divisionen
1:7,2:7,3:7,4:7,5:7,6:7

durch. Was fillt bei der Ziffernentwicklung auf? Wie kann man das erklaren?

Aufgabe 28.4. Fiihre den Divisionsalgorithmus zu 5 : 7 und zu 15 : 21
durch. Notiere die Restfolge und die Ziffernfolge. Welche Gemeinsamkeiten
und welche Unterschiede treten auf?

Aufgabe 28.5. Finde eine Primzahl p derart, dass sich beim Divisionsalgo-
rithmus zu 1 : p eine von 0 verschiedene Ziffer wiederholt, dies aber nicht
Teil der Periodizitat ist.

Aufgabe 28.6. Bestimme die 1000. Nachkommastelle bei der schriftlichen
Division 1 : 7.

Aufgabe 28.7.*

(1) Fiihre séamtliche Divisionen mit Rest
10-k =q- 1747
fiir
k=1,...,16
aus.
(2) Bestimme mit Hilfe von Teil (1) die Dezimalentwicklung von
(3) Bestimme mit Hilfe von Teil (1) die Dezimalentwicklung von

Sl=5 e

Aufgabe 28.8. Berechne 1 durch 37 mit dem Divisionsalgorithmus.
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Aufgabe 28.9.*

Berechne 1 durch 41 mit dem Divisionsalgorithmus.
Aufgabe 28.10. Berechne 1 durch 101 mit dem Divisionsalgorithmus.

Aufgabe 28.11.*

Es sei a und b natiirliche Zahlen mit b positiv. Zeige durch Induktion nach i,
dass man die Restfolgenglieder r_; im Divisionsalgorithmus direkt durch die
Division mit Rest

10a = zb+r_;
erhalten kann.

Aufgabe 28.12. Es sei a und b natiirliche Zahlen mit b positiv. Zeige, dass
beim Divisionsalgorithmus zu

a:b, 10%a b, a: 10"

die gleiche Ziffernfolge auftritt, allerdings mit verdndeter Indizierung.

Aufgabe 28.13. Es sei b eine zu 10 teilerfremde positive Zahl. Zeige, dass
die Periodenlédnge ¢ beim Divisionsalgorithmus zu 1 : b gleich der kleinsten
positiven Zahl k ist, fiir die 10* bei der Division durch b den Rest 1 besitzt.

Aufgabe 28.14.*

Frau Maier-Sengupta ist fiir ein halbes Jahr in Elternzeit. Ihr Sohn Siddhar-
tha kam mit einem Gewicht von drei Kilogramm auf die Welt und wurde in
den sechs Monaten ausschliefllich von Muttermilch ernéhrt. Nach den sechs
Monaten wiegt er zehn Kilogramm. Jeden Tag hat das Kind 150 Milliliter
Milch getrunken. Wie viel Milch hat Siddhartha in den sechs Monaten ge-
trunken und wie viel Prozent davon ging in die Gewichtszunahme? (Rechne
mit Monat = 30 Tage und setze das Milchgewicht gleich dem Gewicht von
Wasser an).

Aufgabe 28.15. Die natiirlichen Zahlen a, b seien teilerfremd und b sei tei-
lerfremd zu 10. Zeige, dass dann sémtliche Reste r_; im Divisionsalgorithmus
zu a : b teilerfremd zu b sind.

Aufgabe 28.16. Fiihre die schriftliche Division
53,4 :0,07
durch.
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Aufgabe 28.17. Es sei z = 999...999 diejenige Zahl im Zehnersystem, die
aus n > 1 Neunen bestehe. Bestimme das Ergebnis der schriftlichen Division
1:n.

In Satz 47.7 werden wir zeigen, dass die rationalen Zahlen diejenigen reel-
len Zahlen sind, fiir die die Dezimalentwicklung periodisch ist. Die folgende
Aufgabe bietet eine algorithmische Vorwegnahme dieses Satzes.

Aufgabe 28.18. Zeige, dass jede endliche Ziffernfolge 2125 ... 2, als Periode
bei einer schriftlichen Division auftritt.

Aufgabe 28.19. Fiihre im 3-er System den Divisionsalgorithmus 121 : 102
aus.

Aufgabe 28.20. Fiihre im 5-er System den Divisionsalgorithmus 1 : 3 aus.

Aufgabe 28.21. Fiihre im 7-er System den Divisionsalgorithmus 6563203 :
1000 aus.

Aufgabe 28.22. Welche Bedeutung wiirden Sie dem Ausdruck
0,101001000100001...

(die Punkte bedeuten, dass die Ziffern in der erkennbaren Regelmafigkeit
unendlich weiter fortgesetzt werden) zuordnen? Gibt es dafiir eine Interpre-
tation als rationale Zahl, als reelle Zahl, als Folge?

Aufgabe 28.23. Welche Bedeutung wiirden Sie dem Ausdruck
.. 1212121212121212121212121212121212121212,0

zuordnen (die Periode 12 wiederholt sich also unendlich oft nach links)?

Aufgabe 28.24. Wo tritt in der Mathematik (und in anderen Gebieten) Pe-
riodizitat auf? Sind die Periodizitédten dabei ,,diskret“ oder , kontinuierlich*?

Aufgabe 28.25. Es seien die z_;, © € N, die im Divisionsalgorithmus zu a : b
berechneten Ziffern. Ist

Zn:z_im—i = (zn: z_ilO”_i> 10"
=0 =0

a

7 unter allen ganzzahligen Vielfachen von

stets die beste Approximation von
1077
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Aufgabe 28.26. Es seien a, b natiirliche Zahlen mit b positiv und es seien
z it € Nyund r_;, ¢ € N, die im Divisionsalgorithmus berechneten Folgen.
Zeige durch Induktion nach n, dass

a=1»> (Z zi10i> +r_,107"
i=0

gilt.

Aufgabe 28.27. Bestimme die ersten acht Glieder der Dezimalbruchfolge

1
zu 11

Aufgabe 28.28. Berechne mit dem Divisionsalgorithmus zu 2 : 13 die Zif-
fernfolge, die Restefolge und die Dezimalbruchfolge.

Aufgabe 28.29. Zeige, dass die Folge der Stammbriiche %, n € Ny, gegen
0 (in Q) konvergiert.

Aufgabe 28.30. Es sei K ein archimedisch angeordneter Kérper und x € K
mit |z| < 1. Zeige, dass die Folge

gegen 0 konvergiert.

Aufgabe 28.31. Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Zeige, dass

gegen 0 konvergiert.

Aufgabe 28.32. Es sei K ein angeordneter Kérper und sei (,,),oy €ine
konvergente Folge in K mit Grenzwert x. Zeige, dass dann auch die Folge

(In])nen

konvergiert, und zwar gegen |x|.

Aufgabe 28.33. Es sei z_;, i € N, die Ziffernfolge, die sich beim Divisions-
algorithmus a : b ergibt. Wann ist diese konvergent?
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Aufgabe 28.34. Es sei (z,),y eine Folge in einem archimedisch angeord-
neten Korper. Zeige, dass die Folge genau dann gegen = konvergiert, wenn es
fiir jedes k € N, ein ng € N derart gibt, dass fiir alle n > ny die Abschéitzung

|z, — x| < 1 gilt.

Aufgabe 28.35.*

Negiere die Aussage, dass eine Folge x,, in einem angeordneten Korper gegen
x konvergiert, durch Umwandlung der Quantoren.

28.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 28.36. (3 Punkte)

Berechne 1 durch 271 mit dem Divisionsalgorithmus.

Aufgabe 28.37. (3 Punkte)
Fiihre die schriftliche Division

162,017 : 0,23
durch.

Aufgabe 28.38. (3 Punkte)

Fiihre im 3-er System den Divisionsalgorithmus 2012 : 112 aus.

Aufgabe 28.39. (5 Punkte)

Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Zeige, dass die Folge

Aufgabe 28.40. (3 Punkte)

Zeige, dass die Folge (—1)", n € N, in einem angeordneten Korper nicht
konvergiert.
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