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VORWORT

Dieses Skript gibt die Vorlesung Elemente der Algebra wieder, die ich im
Sommersemester 2015 an der Universitdt Osnabriick im Studiengang Mathe-
matik (Bildung Erziehung Unterricht) gehalten habe.

Der Text wurde auf Wikiversity geschrieben und steht unter der Creative-
Commons-Attribution-ShareAlike 4.0. Die Bilder wurden von Commons
iibernommen und unterliegen den dortigen freien Lizenzen. In einem Anhang
werden die einzelnen Bilder mit ihren Autoren und Lizenzen aufgefiihrt. Die
CC-BY-SA 4.0 Lizenz erméglicht es, dass das Skript in seinen Einzelteilen
verwendet, verdndert und weiterentwickelt werden darf. Ich bedanke mich
bei der Wikimedia-Gemeinschaft und insbesondere bei Benutzer Exxu fiir
die wichtigen Beitrdge im Projekt semantische Vorlagen, die eine weitgehend
automatische Erstellung des Latexcodes ermdoglichen.

Bei Sabrina Syed bedanke ich mich fiir die Durchfithrung des Ubungsbetriebs.
Bei Frau Marianne Gausmann bedanke ich mich fiir die Erstellung der Pdf-
Files und bei den Studierenden fiir einzelne Korrekturen.

Holger Brenner



1. VORLESUNG - GRUPPEN

Der Gruppenbegriff

Definition 1.1. Eine Verkniipfung o auf einer Menge M ist eine Abbildung
o: M x M — M, (z,y) — o(z,y) =z oy.

Statt o(x,y) schreibt man x oy oder (je nach Kontext) x + y oder x *y oder
einfach zy.

Definition 1.2. Ein Monoid ist eine Menge M zusammen mit einer Ver-
kniipfung
o MxXM—M

und einem ausgezeichneten Element e € M derart, dass folgende beiden
Bedingungen erfiillt sind.

(1) Die Verkniipfung ist assoziativ, d.h. es gilt

(woy)oz=wo(yo2)
fiir alle z,y,z € M.
(2) e ist neutrales Element der Verkniipfung, d.h. es gilt

roe=ITr—=e€eox

fiir alle x € M.

In einem Monoid ist das neutrale Element eindeutig bestimmt. Wenn es
nédmlich zwei Elemente e; und e, gibt mit der neutralen Eigenschaft, so folgt
sofort

€1 = €169 — €9.

Definition 1.3. Ein Monoid (G, e, o) heiBt Gruppe, wenn jedes Element ein
inverses Element besitzt, d.h. wenn es zu jedem z € G ein y € G mit
roy = e = youx gibt.

Die Menge aller Abbildungen auf einer Menge X in sich selbst ist mit der
Hintereinanderschaltung ein Monoid; die nicht bijektiven Abbildungen sind
aber nicht umkehrbar, so dass sie kein Inverses besitzen und daher keine
Gruppe vorliegt. Die Menge der bijektiven Selbstabbildungen einer Menge
und die Menge der Bewegungen eines geometrischen Objektes sind hingegen
eine Gruppe. In einer Gruppe ist das inverse Element zu einem Element
x € G eindeutig bestimmt. Wenn namlich y und z die Eigenschaft besitzen,
zZu x invers zu sein, so gilt

y = ye = y(zz) = (yr)z = ez = z.
Daher schreibt man das zu einem Gruppenelement = € G eindeutig bestimm-
te inverse Element als

x b,
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Definition 1.4. Eine Gruppe (G, e, o) heifit kommutativ (oder abelsch),
wenn die Verkniipfung kommutativ ist, wenn also x oy = y o z fiir alle
z,y € G gilt.

Aus der Grundvorlesung sind schon viele kommutative Gruppen bekannt.
Zunéchst gibt es die additiven Zahlbereiche, also

(Z,0,+), (Q,0,+), (R,0,+), (C,0,4),

wobei jeweils das Inverse durch das Negative einer Zahl gegeben ist. Die-
se Zahlbereiche haben allerdings iiber die additive Gruppenstruktur hinaus
noch mehr Struktur, ndmlich die Multiplikation, die mit der Addition durch
die Distributivgesetze verbunden sind. Dies wird spéater mit dem Begriff des
»Ringes” bzw. des ,,Korpers“ prézisiert. Bei Q,R,C gilt ferner, dass man
durch jede von null verschiedene Zahl , dividieren darf“. Dies ist gleichbedeu-
tend damit, dass multiplikative Gruppen

(@ \ {0}7 L ')7 (R \ {0}7 1, ')7 (C \ {0}’ 1, )

vorliegen. Diese werden meistens mit Q*, R*, C* bezeichnet. Innerhalb der
ganzen Zahlen darf man nur durch 1 und —1 dividieren, und in der Tat ist
die Menge {1, —1} mit der Multiplikation eine Gruppe. Und wenn wir schon
bei kleinen Gruppen sind: Es gibt im wesentlichen genau eine Gruppe mit
nur einem Element, die man die triviale Gruppe nennt.

Ferner ist der Begriff des Vektorraums bekannt, also beispielsweise der Q™,
R™, C™ mit komponentenweiser Addition. Das neutrale Element ist der Null-
vektor 0 = (0,...,0), und das Inverse ist wieder das Negative eines Vektors,
das wiederum komponentenweise gegeben ist. Diese Gruppen sind alle kom-
mutativ.

Die Drehungen in der Ebene an einem regelméfligen n-Eck bilden wiederum
eine kommutative Gruppe, die aus n Elementen besteht (siehe unten). Die
Menge aller ebenen Drehungen zu einem beliebigen Winkel o, 0 < a < 27,
ist ebenfalls eine Gruppe, die sogenannte Kreisgruppe. Sie ist die Symmetrie-
gruppe des Kreises.

Losbarkeit von Gleichungen

Héufig wird gesagt, dass es in der Algebra um die Losbarkeit und die Losun-
gen von Gleichungen geht.

Satz 1.5. Sei (G,e,0) eine Gruppe. Dann besitzen zu je zwei Gruppenele-
menten a,b € G die beiden Gleichungen

aox=bundyoa=>

eindeutige Losungen x,y € G.
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Beweis. Wir betrachten die linke Gleichung. Aus beidseitiger Multiplikation
mit a~! (bzw. mit a) von links folgt, dass nur

r=alob

als Losung in Frage kommt. Wenn man dies einsetzt, so sieht man, dass es
sich in der Tat um eine Losung handelt. U

Im Aufbau des Zahlsystems spielt das Bestreben eine wichtige Rolle, Glei-
chungen eines bestimmten Typs l6sbar zu machen. So erklért sich der Uber-
gang von N nach Z dadurch, Gleichungen der Form

a+x=>0bmita,beN,

16sen zu konnen, und der Ubergang von Z nach Q dadurch, Gleichungen der
Form
ar =bmit a,b € Z, a #0,

l6sen zu konnen.

Potenzgesetze

Sei G eine (multiplikativ geschriebene) Gruppe und g € G ein Element. Dann
definieren wir zu jeder ganzen Zahl k € Z die k-te Potenz von g, geschrieben
g*, durch

eg, falls k=0,
d" =< gg---g k—mal falls k positiv ist,
glg .. g7t (—k) — mal, falls k£ negativ ist.
Bei additiver Schreibweise schreibt man kg und spricht vom k-ten Vielfachen
von g.

Lemma 1.6. Sei G eine Gruppe und g € G ein Element, und seien m,n € Z
ganze Zahlen. Dann gelten die folgenden Potenzgesetze.

(1) Esist ¢° = eg.
(2) Esist g™t = g"™g".

Beweis. Die erste Aussage folgt aus der Definition. Die zweite Aussage ist
klar, wenn beide Zahlen > 0 oder beide < 0 sind. Sei also m positiv und
n negativ. Bei m > —n kann man in ¢g™g" ,innen“ —n-mal g mit ¢! zu
eq kiirzen, und iibrig bleibt die m — (—n) = (m + n)-te Potenz von g, also
g™ Bei m < —n kann man m-mal ¢ mit ¢! kiirzen und iibrig bleibt die
—n —m = —(m + n)- te Potenz von ¢g~!. Das ist wieder g™*". d

Die vorstehende Aussage werden wir spéater so formulieren, dass ein Grup-
penhomomorphismus von Z nach G vorliegt, siehe hierzu auch Lemma 10.7.



Gruppenordnung und Elementordnung

Definition 1.7. Zu einer endlichen Gruppe G bezeichnet man die Anzahl
ihrer Elemente als Gruppenordnung oder als die Ordnung der Gruppe, ge-
schrieben

ord (G) = #(G) .

Definition 1.8. Sei GG eine Gruppe und g € G ein Element. Dann nennt man
die kleinste positive Zahl n mit ¢" = eg die Ordnung von g. Man schreibt
hierfiir ord (¢g). Wenn alle positiven Potenzen von g vom neutralen Element
verschieden sind, so setzt man ord (¢) = 0.

Lemma 1.9. Sei G eine endliche Gruppe. Dann besitzt jedes Element g € G
eine endliche Ordnung. Die Potenzen

¢ =ea, g =9, .. gm0

sind alle verschieden.

Beweis. Da GG endlich ist, muss es unter den positiven Potenzen
g, 9% ¢
eine Wiederholung geben, sagen wir ¢ = ¢" mit m < n . Wir multiplizieren

diese Gleichung mit g™ und erhalten

n—m

g =g = (g'g )" = eg = e
Also ist die Ordnung von g maximal gleich n — m. Mit dem gleichen Ar-

gument kann man die Annahme, dass es unterhalb der Ordnung zu einer
Wiederholung kommt, zum Widerspruch fiihren. U

Untergruppen

Definition 1.10. Sei (G,e,0) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G heifit
Untergruppe von GG wenn folgendes gilt.

(1) ee H.
(2) Mit g,h € H ist auch goh € H.
(3) Mit g € H ist auch g7' € H.

Man hat beispielsweise die beiden Ketten von sukzessiven additiven Unter-

gruppen,
ZCQCRCC

und multiplikativen Gruppen
{1,-1} C Q¥ C R* C C*.

Die triviale Gruppe {e} ist Untergruppe von jeder Gruppe. Untervek-
torrdume eines Vektorraums sind ebenfalls Untergruppen.



9

Lemma 1.11. Sei G eine Gruppe und H; C G, 1 € I, eine Familie von
Untergruppen. Dann ist auch der Durchschnitt

N
el

eine Untergruppe von G.

Beweis. Siehe Aufgabe 2.2. O
Definition 1.12. Sei G eine Gruppe und M C G eine Teilmenge. Dann

nennt man
(M) = N H

MCH, HUntergruppe
die von M erzeugte Untergruppe.

Insbesondere spricht man zu einer endlichen Menge g4, ...,g, € G von der
davon erzeugten Untergruppe

(glv"'>gn>-

Sie besteht aus allen , Wortern“ oder ,, Termen* (Buchstabenkombinationen)
in den g; und g;' . Zu einem einzigen Element g hat die davon erzeugte
Gruppe eine besonders einfache Gestalt, sie besteht ndamlich aus allen Poten-
zen

g" keZ,

wobei diese Potenzen untereinander nicht verschieden sein miissen.

Zyklische Gruppen

Definition 1.13. Eine Gruppe G heif3t zyklisch, wenn sie von einem Element
erzeugt wird.

Die Gruppe Z der ganzen Zahlen ist zyklisch, und zwar ist 1 aber auch —1
ein Erzeuger. Alle anderen ganzen Zahlen sind kein Erzeuger von Z, da die 1
nur ein ganzzahliges Vielfaches von 1 und von —1 ist (allerdings ist die von
einer ganzen Zahl n # 0 erzeugte Untergruppe ,isomorph“ zu Z). Ebenso
sind die ,,Restklassengruppen*

Z)(n) = {0,1,...,n—1}

zyklisch, und 1 und —1 sind ebenfalls Erzeuger. Allerdings gibt es dort in
aller Regel noch viele weitere Erzeuger; mit deren genauer Charakterisierung
werden wir uns bald beschéftigen.

Wie gesagt, in einer zyklischen Gruppe gibt es ein Element g derart, dass
man jedes andere Element als ¢* mit einer ganzen Zahl k € Z schreiben
kann, die im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt ist. Daraus folgt sofort
die folgende Beobachtung.
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Lemma 1.14. FEine zyklische Gruppe ist kommutativ.
Beweis. Das ist trivial. Il

Wir erwiahnen zwei Modelle fiir die zyklische Gruppe der Ordnung n.

Eine zyklische Bliite der Ordnung fiinf.

Beispiel 1.15. Sei n € N. Dann bilden die ebenen Drehungen um Vielfache
des Winkels 360/n Grad eine zyklische Gruppe der Ordnung n.

Beispiel 1.16. Sei n € N. Bei Division durch n besitzt jede ganze Zahl k
einen eindeutig bestimmten Rest aus

Z/(n) = {0,1,...,n— 1},

den man mit k& mod n bezeichnet. Auf der Menge dieser Reste kann man
addieren, und zwar setzt man

a+b:= (a+b) modn.

D.h. man ersetzt die in Z durch die gewShnliche Addition gewonnene Summe
durch ihren Rest modulo n. Dies ist ebenfalls eine zyklische Gruppe, siehe
Aufgabe 1.17, mit 1 als Erzeuger.

1. ARBEITSBLATT

Ubungsaufgaben
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Aufgabe 1.1. Betrachte die ganzen Zahlen Z mit der Differenz als Ver-
kniipfung, also die Abbildung

ZxZ— Z, (a,b) — a —b.

Besitzt diese Verkniipfung ein neutrales Element? Ist diese Verkniipfung as-
soziativ, kommutativ, gibt es zu jedem Element ein inverses Element?

Aufgabe 1.2. Zeige, dass die Verkniipfung auf einer Geraden, die zwei Punk-
ten ihren Mittelpunkt zuordnet, kommutativ, aber nicht assoziativ ist. Gibt
es ein neutrales Element?

Aufgabe 1.3. Man untersuche die Verkniipfung
R>p X R>9 — Rxo, (7,y) — min (z,y),

auf Assoziativitiat, Kommutativitit, die Existenz von einem neutralen Ele-
ment und die Existenz von inversen Elementen.

Aufgabe 1.4. Es sei S eine Menge und
M = Abb (S,S)

sei versehen mit der Hintereinanderschaltung von Abbildungen als Verkniip-
fung. Ist die Verkniipfung assoziativ, kommutativ, gibt es ein (eindeutiges)
neutrales Element, fiir welche F' € M gibt es ein inverses Element?

Aufgabe 1.5. Es sei S eine Menge und
G = {F : S — S| F bijektiv}.

Zeige, dass G mit der Hintereinanderschaltung von Abbildungen eine Gruppe
ist.

Aufgabe 1.6. Sei M eine Menge und sei f : M — M eine Abbildung. Zeige,
dass f genau dann injektiv ist, wenn f ein Linksinverses besitzt, und dass f
genau dann surjektiv ist, wenn f ein Rechtsinverses besitzt.

Aufgabe 1.7. Es sei (M, o, e) ein Monoid.
a) Folgt aus x = y die Beziehung a oz = a o y?

b) Folgt aus a o x = a o y die Beziehung = = y?
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Aufgabe 1.8.*
Sei G eine Gruppe. Zeige, dass
(+7) " =

fir alle x € G ist.

Aufgabe 1.9. Sei G eine Gruppe und x,y € G. Driicke das Inverse von xy
durch die Inversen von x und y aus.

Aufgabe 1.10. Man gebe ein Beispiel eines endlichen Monoids M und eines
Elementes m € M derart, dass alle positiven Potenzen von m vom neutralen
Element verschieden sind.

Aufgabe 1.11. Es sei M ein endliches Monoid. Es gelte die folgende ., Kiir-
zungsregel “: aus ax = ay folgt x = y. Zeige, dass M eine Gruppe ist.

Aufgabe 1.12. Man konstruiere eine Gruppe mit drei Elementen.

Aufgabe 1.13. Sei GG eine Gruppe und x € G ein Element. Beweise durch
Induktion unter Verwendung der Lemma 1.6, dass fiir m,n € Z gilt:

Aufgabe 1.14.*

Beweise das folgende Untergruppenkriterium.Eine nichtleere Teilmenge H C
G einer Gruppe G ist genau dann eine Untergruppe, wenn gilt:

fiir alle g,h € H ist gh™' € H .

Aufgabe 1.15. Es sei G eine Gruppe und H; C G, i € I, eine Familie von
Untergruppen. Zeige, dass der Durchschnitt

N
el

eine Untergruppe von G ist.
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Aufgabe 1.16. Wir betrachten rationale Zahlen als gemischte Briiche.

a) Zeige, dass bei der Addition von zwei positiven gemischten Briichen der
Bruchterm der Summe nur von den Bruchtermen der Summanden abhéngt.

b) Wie sieht dies mit dem ganzen Teil aus?

c) Wie sieht dies fiir beliebige rationale Zahlen aus?

Aufgabe 1.17. Wir betrachten die Menge
M ={qeQl0<q¢<1}
Zeige, dass auf M durch

a+0b, fallsa+b< 1,
a®b:=
a+b—1 sonst.

eine wohldefinierte Verkniipfung gegeben ist.

Aufgabe 1.18. Wir betrachten die Menge
M ={¢eQ0<qg<1}
mit der in Aufgabe 1.17 definierten Verkniipfung.

(GeD)=3)e)=3)-

b) Finde eine Losung fiir die Gleichung

a) Berechne

3@ 1
—dr = —.
) 2

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 1.19. (3 Punkte)

Sei n € Ny und betrachte auf
Z/(n)={0,1,...,n—1}

die Verkniipfung

at+bfallsa+b<n

b:= b dn=
ot (a+b) modn {a+b—nfallsa+b2n.

Zeige, dass dadurch eine assoziative Verkniipfung auf dieser Menge definiert
ist, und dass damit sogar eine Gruppe vorliegt.
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Aufgabe 1.20. (4 Punkte)
Zeige, dass die Menge
M={qeQ0<qg<1}

mit der in Aufgabe 1.17 definierten Verkniipfung eine kommutative Gruppe
ist.

Aufgabe 1.21. (2 Punkte)
Man untersuche die Verkniipfung
R>p X R>9 — Rxo, (z,y) — max (z,y),

auf Assoziativitiat, Kommutativitit, die Existenz von einem neutralen Ele-
ment und die Existenz von inversen Elementen.

Aufgabe 1.22. (3 Punkte)

Sei M eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung. Es gebe ein linksneu-
trales Element e (d.h. ex = x fiir alle x € M) und zu jedem z € M gebe es
ein Linksinverses, d.h. ein Element y mit yx = e. Zeige, dass dann M schon
eine Gruppe ist.

Aufgabe 1.23. (2 Punkte)

Betrachte die Gruppe der Drehungen am Kreis um Vielfache des Winkels
a = 360/12 = 30 Grad. Welche Drehungen sind Erzeuger dieser Gruppe?

2. VORLESUNG - RINGE

Ringe

Die wichtigsten mathematischen Strukturen wie Z,Q, R besitzen nicht nur
eine, sondern zwei Verkniipfungen.

Definition 2.1. Ein Ring R ist eine Menge mit zwei Verkniipfungen + und
- und mit zwei ausgezeichneten Elementen 0 und 1 derart, dass folgende
Bedingungen erfiillt sind:

(1) (R,+,0) ist eine abelsche Gruppe.

(2) (R,-,1) ist ein Monoid.

(3) Es gelten die Distributivgesetze, also a - (b+c¢) = (a-b) + (a - ¢) und
(b+c)-a=(b-a)+ (c-a) fir alle a,b,c € R.

Definition 2.2. Ein Ring R heifit kommutativ, wenn die Multiplikation kom-
mutativ ist.
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In einem kommutativen Ring muss man nicht zwischen den beiden Formen
des Distributivgesetzes unterscheiden. Das Basismodell fiir einen (kommu-
tativen) Ring bildet die Menge der ganzen Zahlen Z mit der natiirlichen
Addition und Multiplikation. Die 0 ist das neutrale Element der Addition
und die 1 ist das neutrale Element der Multiplikation. Der Nachweis, dass Z
die Axiome eines Ringes, also die oben aufgelisteten Eigenschaften, erfiillt,
beruht letztlich auf den Peano-Axiomen fiir die natiirlichen Zahlen N und
ist ziemlich formal. Darauf wollen wir verzichten und stattdessen diese seit
langem vertrauten Gesetzméfligkeiten akzeptieren.

Die natiirlichen Zahlen bilden keinen Ring, da sie noch nicht einmal eine
additive Gruppe bilden. Die Zahlbereiche Q, R, C sind ebenfalls kommutative
Ringe, wobei der Nachweis der Eigenschaften dadurch geschieht, dass man
die Konstruktion dieser Zahlbereiche aus den ,vorhergehenden® betrachtet
(etwa R aus Q) und die Giiltigkeit (in R) auf die Giiltigkeit im ,, Vorgénger*
(Q) zurtckfiihrt.

Wir benutzen allgemein die Klammerkonvention, dass Punktrechnung stérker
bindet als Strichrechnung, d.h. wir schreiben einfach ab+cd statt (ab) + (cd).
Das Inverse zu a € R beziiglich der Addition, das es ja immer gibt, schreiben
wir als —a und nennen es das Negative von a. Statt a + (—b) schreiben wir
a—b. An weiteren Notationen verwenden wir fiir ein Ringelement a € R und
eine natiirliche Zahl n € N die Schreibweisen na = a+- - -+a (n Summanden)
und a™ = a---a (n Faktoren). Bei einem negativen n € Z ist na = (—n)(—a)
zu interpretieren (dies beruht auf den , Potenzgesetzen“ in einer Gruppe aus
der ersten Vorlesung, wobei hier die Gruppe additiv geschrieben wird und
deshalb Vielfache genommmen werden) (dagegen macht a™ mit negativen
Exponenten im Allgemeinen keinen Sinn). Statt nl = nlg schreiben wir
einfach n (bzw. manchmal ng), d.h. jede ganze Zahl findet sich in jedem
Ring wieder.

Beispiel 2.3. Die einelementige Menge R = {0} kann man zu einem Ring
machen, indem man sowohl die Addition als auch die Multiplikation auf die
einzig mogliche Weise erklart, ndmlich durch 0 +0 = 0 und 0 -0 = 0. In
diesem Fall ist 1 = 0, dies ist also ausdriicklich erlaubt. Diesen Ring nennt
man den Nullring.

Nach dem Nullring ist der folgende Ring der zweitkleinste Ring.

Beispiel 2.4. Wir suchen nach einer Ringstruktur auf der Menge {0, 1}.
Wenn 0 das neutrale Element einer Addition und 1 das neutrale Element der
Multiplikation sein soll, so ist dadurch schon alles festgelegt, da 1 +1 =0
sein muss. Die Operationstafeln sehen also wie folgt aus.

[+ [O[1 |

010
11

1
0
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und

o]t
000
E

Durch etwas aufwéndiges Nachrechnen stellt man fest, dass es sich in der Tat
um einen kommutativen Ring handelt (sogar um einen Korper).

Eine ,natiirliche“ Interpretation dieses Ringes gewinnt man, wenn man sich
die geraden ganzen Zahlen durch 0 und die ungeraden ganzen Zahlen durch
1 reprasentiert denkt. Beispielsweise ist die Summe zweier ungerader Zahlen
stets gerade, was der obigen Gleichung 1+ 1 = 0 entspricht.

Zu jeder natiirlichen Zahl n € N kann man einen kommutativen Ring Z/(n)
definieren, ndmlich als die Menge {0,1,2,...,n — 2,n — 1, wobei die Ad-
dition und die Multiplikation zuerst in N ausgefiihrt wird und davon der
Rest bei Division durch n genommen wird. Die exakte Durchfiihrung dieser
Konstruktion und der Nachweis der Ringeigenschaften verschieben wir auf
spéter, es ist aber sinnvoll, diese (verglichen mit Z, Q, R) untypischen Ringe
schon jetzt zur Verfiigung zu haben. Der obige Ring mit zwei Elementen ist
beispielsweise gleich Z/(2).

Lemma 2.5. Sei R ein Ring und seien a,b,c,aq,...,a,,by,...,bs Elemente
aus R. Dann gelten folgende Aussagen

) 0a = a0 = 0 (Annullationsregel ),

a(—b) = —(ab) = (—a)b
(—a)(—b) = ab (Vorzeichenregel ),

)

)

) a(b—c) =ab—ac und (b — c)a = ba — ca,

) (i @) Qhmi bk) = D icicr 1<p<s @il (allgemeines Distributivge-
setz).

(1

(2
(3
(4
(5

Beweis. Wir beweisen im nicht kommutativen Fall je nur eine Hélfte.

(1) Esist a0 = a(040) = a0+ a0. Durch beidseitiges Abziehen von a0
ergibt sich die Behauptung.

(2)

(—a)b+ab = (—a+a)b =00 =0

nach Teil (1). Daher ist (—a)b das (eindeutig bestimmte) Negative
von ab.

(3) Nach (2) ist (—a)(—b) = (—(—a))b und wegen —(—a) = a (dies gilt
in jeder Gruppe) folgt die Behauptung.

(4) Dies folgt auch aus dem bisher Bewiesenen.

(5) Dies folgt aus einer einfachen Doppelinduktion.
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Die Binomialkoeffizienten

Die erste binomische Formel besagt bekanntlich
(a+b)? = a* + 2ab+ b*.
Fiir die dritte Potenz einer Summe gilt
(a+b)* = a® + 3a®b + 3ab® + b°

und fiir die vierte Potenz

(a+0b)* = a* +4a’b + 6a*V* + dab® + b*.
In dieser Weise kann man jede Potenz einer Summe als Summe von Produk-
ten ausdriicken, wobei die auftretenden Koeffizienten Binomialkoeffizienten
heiflen. Diese werden mit Hilfe der Fakultéit definiert, wobei die Fakultat n!
einer natiirlichen Zahl durch
nl=n-n—-1)-(n—-2)---3-2-1
definiert ist.

Definition 2.6. Es seien k£ und n natiirliche Zahlen mit k¥ < n. Dann nennt

man
n\ n!
k) kl(n — k)!

den Binomialkoeffizienten ,,n iiber k“.

Diesen Bruch kann man auch als
nn—1)n-2)--(n—k+2)(n—Fk+1)
kE(k—1)(k—2)---2-1
schreiben, da die Faktoren aus (n—k)! auch in n! vorkommen und daher kiirz-
bar sind. In dieser Darstellung stehen im Zahler und im Nenner gleich viele

Faktoren. Gelegentlich ist es sinnvoll, auch negative k oder k > n zuzulassen
und in diesen Fillen die Binomialkoeffizienten gleich 0 zu setzen.

Von der Definition her ist es nicht sofort klar, dass es sich bei den Binomi-
alkoeffizienten um natiirliche Zahlen handelt. Dies folgt aus der folgenden
Beziehung.

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Das Dreieck der Binomialkoeffizienten war in Indien und in Persien schon um
1000 bekannt,
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in Europa heifit es das Pascalsche Dreieck (nach Blaise Pascal (1623-1662)).

Lemma 2.7. Die Binomialkoeffizienten erfillen die rekursive Beziehung

n+1l\ (n n n
k - \k k—1)
Beweis. Siehe Aufgabe 2.7. O

Der Binomialkoeffizient (Z) hat die folgende inhaltliche Bedeutung: Er gibt
fiir eine n-elementige Menge M die Anzahl sdmtlicher k-elementigen Teil-
mengen von M an, siche Aufgabe 2.8. Wenn k > n ist oder wenn k negativ
ist so setzt man den Binomialkoeffizienten gleich null.
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al a2 |ab

o| ab [b?]

Die folgende allgemeine binomische Formel bringt die Addition und die Mul-
tiplikation in einem kommutativen Ring miteinander in Beziehung.

Satz 2.8. Es sei R ein kommutativer Ring und a,b € R. Ferner sei n eine
natirliche Zahl. Dann gilt

(a+b)" = En: (Z) atbnr

k=0

Beweis. Wir fithren Induktion nach n. Fiir n = 0 steht einerseits (a+0)" = 1
und andererseits a’° = 1. Sei die Aussage bereits fiir n bewiesen. Dann ist

(a+b)"" = (a+b)(a+b)"

= (a+b) (i <Z) akb"_k>

k=0

L (z (1) ) o ( (0) )

— i (Z) ak-‘rlbn—k + i (Z) akbn—k‘-i-l
k=0

k=0
n+1 n+1
_ n Epn—k+1 N\ prn—kl
= Z(k_1>ab —i—Z(k)ab
k=1 k=0
n+1
_ n n kin+l—k n+1
k=1
n+1
— Z <n + 1> ak‘bn-I—l—k‘ + bn+1
k
k=1
n+1
_ (n + 1) akprti-k
i )
k=0
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(a+b)’ =
a’+3a’b+3ab’ +b’

Nichtnullteiler und Integrititsbereiche

Definition 2.9. Ein Element a in einem kommutativen Ring R heifit Null-
teiler, wenn es ein von 0 verschiedenes Element b mit ab = 0 gibt. Andernfalls
heilt es ein Nichtnullteiler.

Die Eins ist stets ein Nichtnullteiler, da aus 16 = 0 sofort b = 0 folgt. Ande-
rerseits ist das Nullelement stets ein Nullteiler, es sei denn, der Nullring liegt
vor. In Z/(6) gilt 2-3 = 0 und daher sind 2 und 3 Nullteiler in diesem Ring.
Die folgende Aussage bedeutet, dass man in einer Gleichung Nichtnullteiler
wegktirzen kann.

Lemma 2.10. Es sei R ein kommutativer Ring und sei f € R ein Nicht-
nullteiler. Dann folgt aus einer Gleichung

Jz=fy,

dass x =y sein muss.

Beweis. Man kann die Gleichung zu

0= fe—fy=flx—y)
umschreiben. Da f ein Nichtnullteiler ist, ist x — y = 0, also z = y. U
Ein Ring, bei dem es aufler der Null keine Nullteiler gibt, heifit nullteilerfres.

Definition 2.11. Ein kommutativer, nullteilerfreier, von null verschiedener
Ring heif3t Integritdtsbereich.

Die Eigenschaft, dass jedes Element # 0 ein Nichtnullteiler ist, kann man
auch so ausdriicken, dass aus ab = 0 stets a = 0 oder b = 0 folgt, bzw., dass
mit @ # 0 und b # 0 auch ab # 0 ist.
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Unterringe

Wir haben die Kette von Unterringen
ZCQCRCC
im Sinne der folgenden Definition.

Definition 2.12. Eine Teilmenge S C R eines Ringes nennt man einen
Unterring, wenn sowohl (S, +,0) eine Untergruppe von (R, +,0) als auch
(S,-,1) ein Untermonoid von (R, -, 1) ist.

Diese Bedingung besagt insbesondere, dass sich die Addition und die Multi-
plikation von R auf S einschréanken ldsst. Ein Unterring ist selbst ein Ring.
Zum Nachweis, dass eine gegebene Teilmenge S C R ein Unterring ist, hat
man Folgendes zu zeigen.

(1) 0,1 € 5S.
(2) S ist abgeschlossen unter der Addition und der Multiplikation.
(3) Mit f € Sist auch —f € S.

Die natiirlichen Zahlen N erfiillen in Z die ersten beiden Bedingungen, aber
nicht die dritte. Die Menge aller geraden Zahlen erfiillen alle Bedingungen
auBer der, dass 1 dazugehort. Ebenso ist {0} kein Unterring, da darin die 1
fehlt (obwohl im Nullring fiir sich betrachtet 0 = 1 ist, das ist aber nicht die
1 von Z). Die Menge {—1,0, 1} erfiillt die erste und die dritte Bedingung und
ist abgeschlossen unter der Multiplikation, aber nicht unter der Addition. Die
ganzen Zahlen Z haben iiberhaupt nur sich selbst als Unterring.

Zu einer Teilmenge M C R eines Ringes definiert man den durch M er-
zeugten Unterring als den kleinsten Unterring von R, der M umfasst. Wir
bezeichnen ihn mit Z[M], da ja jeder Unterring automatisch alle Vielfachen
der 1 enthalten muss. Dieser kleinste Unterring ist der Durchschnitt iiber
alle Unterringe, die M umfassen. Er besteht aus allen Termen, die man mit
den Elementen aus M und ihren Negativen mit Addition und Multiplikation
erhalten kann.

2. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1. Zeige, dass ein Ring mit 0 = 1 der Nullring ist.

Aufgabe 2.2. Zeige, dass es keinen echten Zwischenring zwischen R und C
gibt.
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Aufgabe 2.3. Formuliere und beweise das allgemeine Distributivitéitsgesetz
fiir einen Ring.

Aufgabe 2.4. Sei R ein Ring und seien #, © und & Elemente in R. Berechne
das Produkt

(% — 3080 — 2&0% + 400%) 200°0 — H°AVM) (1 — 3S0MR V) .

Wie lautet das Ergebnis, wenn der Ring kommutativ ist?

Aufgabe 2.5. Es sei R ein kommutativer Ring und f,a;,b; € R. Zeige die
folgenden Gleichungen:

max(n,m)

Doaf Y b= Y (ar+b)ft
i=0 §=0 k=0
und
n m n+m n
Zaifi . ijfj = Z ckfk mit ¢, = Zarbk_r.
i=0 §=0 k=0 r=0

Aufgabe 2.6. Formuliere die binomischen Formeln fiir zwei reelle Zahlen
und beweise die Formeln mit Hilfe des Distributivgesetzes.

Aufgabe 2.7.*

Zeige, dass die Binomialkoeffizienten die rekursive Bedingung
n+1\ (n n n
k) \k k—1

Man mache sich dies auch fiir £k < 0 und k£ > n klar.

erfiillen.

Aufgabe 2.8.*

Es sei M eine n-elementige Menge. Zeige, dass die Anzahl der k-elementigen
Teilmengen von M gleich dem Binomialkoeffizienten

(1)

ist.
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Aufgabe 2.9. Sei R ein Ring und M eine Menge. Definiere auf der Abbil-
dungsmenge
A={f:M — R|f Abbildung}

eine Ringstruktur.

Aufgabe 2.10. Es sei R ein kommutativer Ring und seien f, g Nichtnullteiler
in R. Zeige, dass das Produkt fg ebenfalls ein Nichtnullteiler ist.

Aufgabe 2.11. Sei R ein Ring und seien S; C R, i € I, Unterringe. Zeige,

dass dann auch der Durchschnitt (,.; S; ein Unterring von R ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 2.12. (3 Punkte)

Sei M eine Menge. Zeige, dass die Potenzmenge P (M) mit dem Durchschnitt
N als Multiplikation und der symmetrischen Differenz AAB = (A\ B)U(B\
A) als Addition ein kommutativer Ring ist.

Aufgabe 2.13. (4 Punkte)

Beweise die Formel
n
n2"l = k )
>(3)

Aufgabe 2.14. (3 Punkte)
Bestimme die Nullteiler und die Nichtnullteiler in Z/(12).

Die néchste Aufgabe verwendet den Begriff des nilpotenten Elementes in
einem Ring.

Ein Element a eines Ringes R heifit nilpotent, wenn " = 0 ist fiir eine
natiirliche Zahl n.

Aufgabe 2.15. (2 Punkte)

Es sei R ein kommutativer Ring und es seien f, g € R nilpotente Elemente.
Zeige, dass dann die Summe f + g ebenfalls nilpotent ist.
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Aufgabe 2.16. (2 Punkte)

Es sei n € N eine fixierte positive natiirliche Zahl. Zeige, dass die Menge
aller rationalen Zahlen, die man mit einer Potenz von n als Nenner schreiben
kann, einen Unterring von Q bildet.

Aufgabe 2.17. (3 Punkte)

Es sei R = Z[%] der von Z und 2/3 erzeugte Unterring von Q. Zeige, dass
R alle rationalen Zahlen enthélt, die sich mit einer Potenz von 3 im Nenner
schreiben lassen.

3. VORLESUNG - KORPER

In dieser Vorlesung besprechen wir Korper, das sind kommutative Ringe, in
denen jedes von 0 verschiedene Element ein Inverses (beziiglich der Multipli-
kation) besitzt. Solche Elemente nennt man Einheiten. Als einen wichtigen
Korper fithren wir die komplexen Zahlen ein.

Einheiten

Definition 3.1. Ein Element v in einem Ring R heifit Einheit, wenn es ein
Element v € R mit
uw =vu =1

gibt.

Das Element v mit der Eigenschaft uv = vu = 1 ist dabei eindeutig bestimmt.
Hat ndmlich auch w die Eigenschaft uw = wu = 1, so ist

v =vl =v(uw) = (vu)w = lw = w.

Das im Falle der Existenz eindeutig bestimmte v mit uv = vu = 1 nennt
man das (multiplikativ) Inverse zu v und bezeichnet es mit

u-t
oder auch mit % Im kommutativen Fall muss man natiirlich nur die Eigen-
schaft uv = 1 iiberpriifen. Eine Einheit ist stets ein Nichtnullteiler. Aus uz =
0 folgt ja sofort (unter Verwendung von Lemma 2.5 (1)) z = w 'uz = 0.

Definition 3.2. Die Finheitengruppe in einem Ring R ist die Teilmenge aller
Einheiten in R. Sie wird mit R* bezeichnet.

Die Menge aller Einheiten in einem Ring bilden in der Tat eine Gruppe
(beziiglich der Multiplikation mit 1 als neutralem Element). Wenn nédmlich
v und w die Inversen v~! und w~! haben, so ist das Inverse von vw gleich
w~tv~! und somit ist das Produkt von zwei Einheiten wieder eine Einheit.
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Zu einer Finheit v € R machen auch Potenzen mit einem negativen Ex-
ponenten Sinn, d.h. es ist dann u"™ fiir alle n € Z definiert. Die Zahl —1
(also das Negative zu 1) ist stets eine Einheit, da ja (nach Lemma 2.5 (3))
(—=1)(—1) = 1 ist. Bei Z besteht die Einheitengruppe aus diesen beiden Ele-
menten, also Z* = {1, —1}. Die Null ist mit der Ausnahme des Nullrings nie
eine Einheit.

Beispiel 3.3. Wir betrachten den Ring Z/(5). Die Elemente 1 und 4 = —1
sind wie in jedem Ring Einheiten. Wegen

2:3=6=1

sind 2 und 3 invers zueinander und insbesondere Einheiten. Die Einheiten-
gruppe ist also {1,2,3,4} =7Z/(5) \ {0}.

Bei Z/(12) sind wieder 1 und 11 = —1 Einheiten. Ferner sind wegen
5:-5 =25 =1

und
7-7T=49 =1
auch 5 und 7 Einheiten. Die anderen acht Zahlen sind keine Einheiten.

Fiir eine Einheit ist auch die Bruchschreibweise erlaubt und gebréauchlich.
D.h. wenn u eine Einheit ist und x € R beliebig, so setzt man

z -1

— =2xu

u

Wie gesagt, der Nenner muss eine Einheit sein!

Wenn aufler der Null alle Elemente Einheiten sind, so verdient das einen
eigenen Namen, wovon der folgende Abschnitt handelt.

Korper

Viele wichtige Zahlbereiche wie Q und R haben die Eigenschaft, dass man
durch jede Zahl - mit der Ausnahme der Null! - auch dividieren darf. Dies
wird durch den Begriff des Korpers prézisiert.

Definition 3.4. Ein kommutativer Ring R heifit Korper, wenn R # 0 ist und
wenn jedes von 0 verschiedene Element ein multiplikatives Inverses besitzt.

Es wird also explizit gefordert, dass 1 # 0 ist und dass jedes von 0 verschie-
dene Element eine Einheit ist. Die rationalen Zahlen Q und die reellen Zahlen
R bilden einen Korper, die ganzen Zahlen dagegen nicht. Im obigen Beispiel
haben wir gesehen, dass Z/(5) ein Korper ist, aber Z/(12) nicht. Wir werden
im Laufe dieser Vorlesung noch viele weitere Korper kennenlernen. Einen
Koérper kann man auch charakterisieren als einen kommutativen Ring, bei
der die von 0 verschiedenen Elemente eine Gruppe (mit der Multiplikation)
bilden.
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Definition 3.5. Es sei K ein Korper. Ein Unterring M C K, der zugleich
ein Korper ist, heift Unterkérper von K.

Beispielsweise ist Q ein Unterkorper von R. Wenn ein Unterring R C K
in einem Korper vorliegt, so muss man nur noch schauen, ob R mit jedem
von null verschiedenen Element z auch das Inverse 7! (das in K existiert)
enthélt. Bei einem Unterring R C S, wobei R ein Koérper ist, aber S nicht,
so spricht man nicht von einem Unterkorper. Die Situation, wo ein Koérper
in einem anderen Korper liegt, wird als Korpererweiterung bezeichnet.

Definition 3.6. Sei L ein Korper und K C L ein Unterkorper von L. Dann
heifit L ein Erweiterungskorper (oder Oberkiorper) von K und die Inklusion
K C L heifit eine Kdrpererweiterung.

Komplexe Zahlen

Die Produktmenge R? = R x R ist mit komponentenweiser Addition und
komponentenweiser Multiplikation ein kommutativer Ring (wobei (0,0) das
Nullelement und (1,1) das Einselement ist). Es handelt sich aber nicht um
einen Korper, da beispielsweise (1,0) - (0,1) = (0,0) zeigt, dass es darin
Nullteiler gibt. Allerdings kann man R? mit einer anderen Multiplikation zu
einem Korper machen.
Definition 3.7. Die Menge

RZ
mit 0 := (0,0) und 1 := (1,0), mit der komponentenweisen Addition und der
durch

(a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + bc)

definierten Multiplikation nennt man Korper der komplexen Zahlen. Er wird
mit

C

bezeichnet.

Die Addition ist also einfach die vektorielle Addition im R?, wihrend die
Multiplikation eine neuartige Verkniipfung ist, die zwar numerisch einfach
durchfithrbar ist, an die man sich aber dennoch gewéhnen muss.

Lemma 3.8. Die komplexen Zahlen bilden einen Korper.
Beweis. Siehe Aufgabe 3.11. O

Hierbei sind nur das Assoziativgesetz, das Distibutivgesetz und die Existenz
der Inversen nicht unmittelbar klar.
Wir 16sen uns von der Paarschreibweise und schreiben

a+bi = (a,b).
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Insbesondere ist @ = (0,1), diese Zahl heifit imagindire Einheit. Diese Zahl
hat die wichtige Eigenschaft

i = -1
Aus dieser Eigenschaft ergeben sich sdmtliche algebraischen Eigenschaften

der komplexen Zahlen durch die Korpergesetze. So kann man sich auch die
obige Multiplikationsregel merken, es ist ja

(a+bi)(c+di) = actadi+bict+bidi = ac+bdi*+(ad+bc)i = ac—bd+(ad+be)i.

Wir fassen eine reelle Zahl a als die komplexe Zahl a + 0i = (a,0) auf. In
diesem Sinne ist R C C eine Korpererweiterung. Es ist gleichgiiltig, ob man
zwei reelle Zahlen als reelle Zahlen oder als komplexe Zahlen addiert oder
multipliziert.

Definition 3.9. Zu einer komplexen Zahl

z=a-+b
heif3t

Re (z) =a
der Realteil von z und

Im (z2) =b

heifit der Imagindrteil von z.

Man sollte sich allerdings die Menge der komplexen Zahlen nicht als etwas
vorstellen, das weniger real als andere Zahlensysteme ist. Die Konstruktion
der komplexen Zahlen aus den reellen Zahlen ist bei Weitem einfacher als
die Konstruktion der reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen. Allerdings
war es historisch ein langer Prozess, bis die komplexen Zahlen als Zahlen
anerkannt wurden; das Irreale daran ist, dass sie einen Korper bilden, der
nicht angeordnet werden kann, und dass es sich daher scheinbar um keine
Groflen handelt, mit denen man sinnvollerweise etwas messen kann.

Im
A a+bi
bl———
|
|
|
1
:
o 2 » Re
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Man kann sich die komplexen Zahlen als die Punkte in einer Ebene vorstellen;
fiir die additive Struktur gilt ja einfach C = R2. In diesem Zusammenhang
spricht man von der Gaussschen Zahlenebene. Die horizontale Achse nennt
man dann die reelle Achse und die vertikale Achse die imagindre Achse.

Lemma 3.10. Real- und Imagindrteil von komplexen Zahlen erfiillen folgen-
de Figenschaften (fir z und w aus C).

(1) z=Re (2) + Im (2) 1.

(2) Re (z 4+ w) = Re (2) + Re (w).
(3) Im (2 4+ w) =Im (2) + Im (w).
(4) Firr e R ist

Re (rz) =rRe (z) und Im (rz) =rIm (z) .

(5) Es ist z = Re (z) genau dann, wenn z € R ist, und dies ist genau
dann der Fall, wenn Im (2) = 0 ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 3.16. 0
Definition 3.11. Die Abbildung
C—C,z=a+bi—Z:=a—n,

heifit komplexe Konjugation.

Zu z heiit z die konjugiert-komplexe Zahl von z. Geometrisch betrachtet ist
die komplexe Konjugation zu z € C einfach die Achsenspiegelung an der
reellen Achse.

Lemma 3.12. Fir die komplere Konjugation gelten die folgenden Rechen-
regeln (fir beliebige z,w € C).

) z+w=7Z%+w.

— =

—Z.
=Z-w.

iir 2 # 0 ist 1)z = 1/Z.
= 2.

1
2
3
4
5
6) zZ = z genau dann, wenn z € R ist.

SN e N N N
NI | aj I

P e

Beweis. Siehe Aufgabe 3.24. O

Das Quadrat d? einer reellen Zahl ist stets nichtnegativ, und die Summe von
zwei nichtnegativen reellen Zahlen ist wieder nichtnegativ. Zu einer nicht-
negativen reellen Zahl ¢ gibt es eine eindeutige nichtnegative Quadratwurzel
V/c. Daher liefert folgende Definition eine wohldefinierte nichtnegative reelle
Zahl.

Definition 3.13. Zu einer komplexen Zahl
z2=a+ b
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ist der Betrag durch
|z| = Va2 + b?

definiert.

Der Betrag einer komplexen Zahl z ist aufgrund des Satzes des Pythagoras
der Abstand von z zum Nullpunkt 0 = (0,0). Insgesamt ist der Betrag eine
Abbildung

C—>R20,Z'—>|Z’.

lm‘. :

i 40
e'"'=cos ¢ +isin g
i

sin @

@
|
Ojcos I Re

Die Menge aller komplexen Zahlen mit einem bestimmten Betrag bilden einen
Kreis mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und mit dem Betrag als Radius.
Insbesondere bilden alle komplexen Zahlen mit dem Betrag 1 den komple-
xen Finheitskreis. Es sei hier erwahnt, dass das Produkt von zwei komplexen
Zahlen auf dem Einheitskreis sich ergibt, indem man die zugehérigen Win-
kel, gemessen von der positiven reellen Achse aus gegen den Uhrzeigersinn,
addiert.

Lemma 3.14. Fiir eine komplexe Zahl z gelten die folgenden Beziehungen.

Beweis. Siehe Aufgabe 3.17. 0

Lemma 3.15. Flir den Betrag von komplexen Zahlen gelten folgende Eigen-
schaften.

(1) Fir reelles z stimmen reeller und komplexer Betrag tiberein.
(2) Esist |z| =0 genau dann, wenn z = 0 ist.
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Re ()], [Im (2)] < |z].
z+w| < |z + |w].
Fiir z #0 ist |1/z| = 1/ |z|.

Beweis. Wir zeigen die Dreiecksungleichung, fiir die anderen Aussagen siehe
Aufgabe 3.18. Zunéchst gilt nach (5) fiir jede komplexe Zahl u die Abschét-
zung Re (u) < |u|. Daher ist

Re (zw) < |2] Jw]

und somit ist

2+ w|? (z+w)(z + )

= 2Z+ 2w+ wz +ww
z|* + 2Re (2w) + |w|*
|2* + 22| Jw| + |w]?
(1] + [w])*.

Durch Wurzelziehen ergibt sich die gewiinschte Abschétzung. U

A

3. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1. Es sei R ein kommutativer Ring mit Elementen z,y, z,w € R,
wobei z und w Einheiten seien. Beweise die folgenden Bruchrechenregeln.

(1)

T
(2)

1
(3)

1

— =1,

-1
(4)

- =0,
(5)

=1,
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Yy
2w’

SIS

Y
w

(8)

r Yy  TwH+yz

zZ w ZW

Gilt die zu (8) analoge Formel, die entsteht, wenn man die Addition mit der
Multiplikation vertauscht, also

(z—2)+(y—w)=(r+w)(y+2)—(z+w)?
Zeige, dass die ,,beliebte Formel*
rT Yy Tty

z w Z+w

nicht gilt, aufler im Nullring.

Aufgabe 3.2.*

Es sei R ein kommutativer Ring und f € R. Charakterisiere mit Hilfe der
Multiplikationsabbildung

pp: R— R, g— fg,

wann f ein Nichtnullteiler und wann f eine Einheit ist.

Aufgabe 3.3. Zeige, dass ein Unterring eines Korpers ein Integritétsbereich
ist.

Aufgabe 3.4. Zeige, dass in einem Korper das ,,umgekehrte Distributivge-
setz®, also

a+ (bc) = (a+0)- (a+c),
nicht gilt.

Aufgabe 3.5. Es sei K ein Kérper mit

2 £ 0.
Zeige, dass fir f,g € K die Beziehung

fg = 1 (7 +97 ~(—9))

gilt.
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Aufgabe 3.6. Zeige fiir einen Kérper K die folgenden Eigenschaften.
(1) Fiir jedes a € K ist die Abbildung
Qq: K — K, v — x +a,
bijektiv.
(2) Fiir jedes b € K, b # 0, ist die Abbildung
wy: K — K, x — bx,
bijektiv.

Aufgabe 3.7. Zeige, dass die einelementige Menge {0} alle Korperaxiome
erfiillt mit der einzigen Ausnahme, dass 0 = 1 ist.

Bei den Rechenaufgaben zu den komplexen Zahlen muss das Ergebnis immer
in der Form a + b7 mit reellen Zahlen a, b angegeben werden, wobei diese so
einfach wie moglich sein sollen.

Aufgabe 3.8. Berechne die folgenden Ausdriicke innerhalb der komplexen
Zahlen.

(1) (5+44)(3 —21).

(2) (24 3i)(2 —44) + 3(1 —i).
(3) (2i +3)%

(4) i1011.

(5) (=2 +5i)~"

(6) 42

Aufgabe 3.9. Bestimme die inversen Elemente der folgenden komplexen
Zahlen.

(1) 3.
(2) 5i.
(3) 3+ 5i.

Aufgabe 3.10. Zeige, dass fiir reelle Zahlen die Addition und die Multipli-
kation als reelle Zahlen und als komplexe Zahlen iibereinstimmen.

Aufgabe 3.11. Zeige, dass die komplexen Zahlen einen Korper bilden.

Aufgabe 3.12. Zeige, dass P = R? mit der komponentenweisen Addition
und der komponentenweisen Multiplikation kein Korper ist.
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Aufgabe 3.13. Skizziere die folgenden Teilmengen.

(1) {z € C| Re (2) = -3},
(2) {z € C| Im (2) <2},
(3) {z e C[ [z <5}

Aufgabe 3.14.*
a) Berechne
(4—"7i)(5+ 31).
b) Bestimme das inverse Element 27! zu z = 3 + 4i.
c¢) Welchen Abstand hat z~! aus Teil (b) zum Nullpunkt?

Aufgabe 3.15.*
Lose die lineare Gleichung
(24 5i)z = (3 —Ti)

iiber C und berechne den Betrag der Losung.

Aufgabe 3.16. Beweise die folgenden Aussagen zu Real- und Imaginérteil
von komplexen Zahlen.

(1) z=Re (2) +Im (2) 1.
(2) Re (z +w) = Re (2) + Re (w).
(3) Im (2 4+ w) =Im (2) + Im (w).
(4) Fiir r € R ist
Re (rz) =rRe (2) und Im (rz) =7Im (z) .

(5) z = Re (2) genau dann, wenn z € R ist, und dies ist genau dann der
Fall, wenn Im (z) = 0 ist.

Aufgabe 3.17. Zeige, dass innerhalb der komplexen Zahlen folgende Re-
chenregeln gelten.

(2) Re (2) = =
(3) Im (2) = 57
(4) Z=Re (z) —ilm (z).
(5) Fiir z £ 0 ist 271 = =5

Aufgabe 3.18. Zeige die folgenden Regeln fiir den Betrag von komplexen
Zahlen.



34

(1) Fiir reelles z stimmen reeller und komplexer Betrag iiberein.
(2) Esist |z| = 0 genau dann, wenn z = 0 ist.

(3) [z = 7]

(4) [zw] = |2] |w].

(5) [Re (2)[, [Im (2)[ < [2]

(6) Fiir z # 0 ist [1/2| =1/ 2|

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 3.19. (2 Punkte)

Bestimme die Einheiten von Z/(8).

Aufgabe 3.20. (3 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring mit endlich vielen Elementen. Zeige, dass R
genau dann ein Integritdtsbereich ist, wenn R ein Koérper ist.

Aufgabe 3.21. (2 Punkte)

Es sei R ein kommutativer Ring und f € R ein nilpotentes Element. Zeige,
dass 1+ f eine Einheit ist.

Aufgabe 3.22. (3 Punkte)
Berechne die komplexen Zahlen

(1+4)"
firn=1,2,3,4,5.

Aufgabe 3.23. (2 Punkte)
Lose die lineare Gleichung
(4—1i)z = (6+ 5i)

iiber C und berechne den Betrag der Losung.

Aufgabe 3.24. (3 Punkte)

Zeige, dass fiir die komplexe Konjugation die folgenden Rechenregeln gelten.

) zFw=%+w.

(2) —z=—-%.

(3) z-w =7 w.

(4) Fiir z £ 0 ist 1/z = 1/%.

(5) z = z.

(6) Z = z genau dann, wenn z € R ist.
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4. VORLESUNG - POLYNOMRINGE

Terme und Gleichungen

Unter einem (arithmetischen) , Term* versteht man einen ,zahldhnlichen®
Ausdruck, der sich aus ,,Zahlen“ und ,, Variablen* mit Hilfe der Verkniipfungs-
symbole + und - (eventuell mit — und : oder daraus abgeleiteten Operationen
wie Potenzen) und mit Klammern ,korrekt* bilden ldsst. Das sind typischer-
weise auch die Ausdriicke, die auf einer Seite einer Gleichung (oder Unglei-
chung) stehen kénnen. Beispielsweise sind

3-(4+5), 2,20+ 7, 42° —y, (a +b)?, a®+2ab+b* 0-1,
Terme. Dagegen sind
3:(4+5)),2x+7=0,
keine Terme. Bei

n!, (Z), m, e aY, 5%, x, Q

kann man sich dariiber streiten (in der mathematischren Logik wird der
Termbegriff unter Bezug auf Funktionssymbole prézisiert), es sind jedenfalls
keine rein algebraischen Terme. Wichtig ist, dass man Terme nur dann als
gleich ansieht, wenn es sich um dieselbe Zeichenreihe handelt. Beispielsweise
sind (a+0)? und a®+2ab+b? verschiedene Terme. Gleichheit zwischen diesen
Ausdriicken gilt nur bei einer bestimmten Interpretation, wenn man a und
b als Elemente eines kommutativen Ringes interpretiert (erste binomische
Formel).

Eine wichtige Funktion von Termen ist ihr Auftreten in Gleichungen. Glei-
chungen und Terme treten in der Mathematik in verschiedener Bedeutung
auf.

1) Identitéten von Elementen
Das sind Gleichungen der Form 2 4+ 4 = 6 oder
3.7 =21,

die besagen, das zwei irgendwie gegebene Elemente einer Menge gleich sind.
2 + 4 und 6 sind unterschiedliche Terme, haben aber denselben Zahlwert.
In solchen Gleichungen kommen keine Variablen vor. Haufig werden solche
Gleichungen verwendet, um etwas auszurechnen, also einen komplizierten
Ausdruck in eine Standardfrom zu bringen.

2) Termidentitaten (Formeln, Rechengesetze)

Beispiel dazu sind
a(b+c) = ab+ ac
oder
(a+b)? = a*+2ab+V*
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oder
a*+b* = A

Sie driicken eine GesetzméBigkeit aus, die unter bestimmten Bedingungen
gilt, beispielsweise wenn a, b Elemente eines kommutativen Ringes sind oder
wenn a,b Kathetenldngen und ¢ die Hypothenusenldnge eines rechtwink-
ligen Dreiecks ist. Charakteristisch fiir solche Gleichungen ist, dass in ih-
nen Variablen vorkommen und dass, wenn man fiir die Variablen simultan
(also an jeder Stelle, wo die Variable steht) Elemente, die die Bedingung
erfiillen, einsetzt, eine wahre Elementgleichung entsteht. Eine solche Iden-
titdt représentiert also eine Vielzahl an einzelnen Elementgleichungen. Aus

dem Distributivgesetz ensteht beispielsweise durch Einsetzen die spezielle
Identitiit 3- (5+4) = 3-5+3-4.

3) Gleichungen als Bedingung

Damit sind Gleichungen wie
4r=9,204+7=0,52>-3x+4=0,z=y

gemeint. In diesen kommen (in aller Regel) Variablen vor, es wird aber nicht
eine allgemeingiiltige Formel zum Ausdruck gebracht, sondern es wird ei-
ne Bedingung an die auftretenden Variablen formuliert. D.h. es werden die
Elemente gesucht, die die Gleichungen erfiillen, die man also fiir die Va-
riablen einsetzen kann, damit eine wahre Elementidentitit entsteht. Glei-
chungen in diesem Sinne definieren die Aufgabenstellung, nach Losungen zu
suchen. Statt einer einzigen Gleichung kann auch ein (beispielsweise lineares)
Gleichungssystem vorliegen.

4) Definitionsgleichungen

Das sind Gleichungen, durch die eine abkiirzende Schreibweise fiir einen kom-
plexeren Ausdruck eingefiithrt wird. Beispiele sind

a®=a-a-a,n'=nn—1)-3-2-1, la+bi| =va2+b2, P=42>+ Tz - 5.
Hierbei schreibt man haufig := statt =.

Manche Gleichungen kann man in mehrfacher Weise auffassen. So kann man
die Gleichung

a’+ b = ¢
als Gesetzmifigkeit in einem rechtwinkligen Dreieck auffassen (bei richtiger

Interpretation der einzelnen Variablen) oder als Aufgabenstellung, alle Tripel
(a, b, c) zu bestimmen, die diese Gleichung erfiillen.

Polynomringe in einer Variablen

Zu einem kommutativen Ausgangsring wie Z oder R und einer fixierten Va-
riablen X kann man sich fragen, welche Terme man mit dieser Variablen iiber
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diesem Ring ,basteln® kann. Dazu gehéren

53X +3,3(X+1),( 2X —6)4X +3), X - (X-X),5+3X —6X*+7X°,
X? —445X?4+7X — 13X,

wobei wir Potenzschreibweise verwendet und einige Klammern wegelassen
haben. Als Terme sind 3X + 3 und 3(X + 1) verschieden. Bei jeder Interper-
tation von X in einem Ring sind diese Ausdriicke aber gleich. Der Polynom-
ring besteht aus genau diesen Termen, wobei allerdings Terme miteinander
identifiziert werden, wenn dies in jedem kommutativen Ring gilt (die Menge
aller Terme ist kein Ring)!

Definition 4.1. Der Polynomring iiber einem kommutativen Ring R besteht
aus allen Polynomen

P=ay+ X +aX?+ - +a,X"

mit a; € R,i=20,....,n n €N | und mit komponentenweiser Addition
und einer Multiplikation, die durch distributive Fortsetzung der Regel

)(n')(m = )(n+m
definiert ist.

Ein Polynom
P = ZaiXi =a+au X+ +a,X"
i=0

ist formal gesehen nichts anderes als das Tupel (ag, ay, .. ., a,), die die Koeffi-
zienten des Polynoms heiflen. Der Ring R heifit in diesem Zusammenhang der
Grundring des Polynomrings. Aufgrund der komponentenweisen Definition
der Addition liegt unmittelbar eine Gruppe vor, mit dem Nullpolynom (bei
dem alle Koeffizienten null sind) als neutralem Element. Zwei Polynome sind
genau dann gleich, wenn sie in allen ihren Koeffizienten iibereinstimmen. Die
Polynome mit a; = 0 fiir alle ¢ > 1 heiflen konstante Polynome, man schreibt
sie einfach als ag. Ein von 0 verschiedenes Polynom kann man als Y a; X"
mit a, # 0 schreiben. Der Koeffizient a,, heiit dann der Leitkoeffizient des
Polynoms.

Die fiir ein einfaches Tupel zunéchst ungewohnliche Schreibweise deutet in
suggestiver Weise an, wie die Multiplikation aussehen soll, das Produkt X*X7
ist ndmlich durch die Addition der Exponenten gegeben. Dabei nennt man X
die Variable des Polynomrings. Fiir beliebige Polynome ergibt sich die Mul-
tiplikation aus dieser einfachen Multiplikationsbedingung durch distributive
Fortsetzung geméfl der Vorschrift, ,alles mit allem® zu multiplizieren. Die
Multiplikation ist also explizit durch folgende Regel gegeben:

n m n+m k
(Z aiXi> . (Z ijj) = Z X F mit ¢, = Zarbk_r.
i=0 j=0

k=0 r=0
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Beispielsweise ist

(iX?+ (30X +5) (—X* +4X + 2i)
—i X (40— (3—0) X3+ (20 + (3—1i)4 —5) X2+ ((3 —)2i +20)X + 10
—iX* 4+ (=3 45)X3 4 (5 — 4i) X2 + (22 4+ 61) X + 10

Lemma 4.2. Sei R ein kommutativer Ring und sei R[X] der Polynomring
tber R. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) R ist ein Unterring von R[X].
(2) R ist genau dann ein Integrititsbereich, wenn R[X] ein Integritdtsbe-
reich 1st.

Beweis. (1) Ein Element r € R wird als konstantes Polynom aufgefasst,
wobei es egal ist, ob man Addition und Multiplikation in R oder in
R[X] ausfiihrt.
(2) Wenn R[X] integer ist, so iibertrédgt sich dies sofort auf den Unterring
R. Sei also R ein Integritétsbereich und seien P = " ;X" und
Q = Z;‘n:() b; X7 zwei von null verschiedene Polynome. Wir kénnen
annehmen, dass a,, und b, von null verschieden sind. Dann ist a,b,, #
0 und dies ist der Leitkoeffizient des Produktes PQ), das damit nicht

null sein kann.
O

Korollar 4.3. Sei R ein kommutativer Ring. und sei S C R ein Unterring.
Dann ist auch S[X] ein Unterring von R[X].

Beweis. Siehe Aufgabe 4.7. ]

Die vorstehende Aussage bedeutet einfach, dass man ein Polynom mit Ko-
effizienten aus S direkt auch als Polynom mit Koeffizienten aus R auffassen
kann. So ist ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten insbesondere auch
ein Polynom mit rationalen Koeffizienten und mit reellen Koeffizienten. Die
Addition und die Multiplikation von zwei Polynomen héngt nicht davon ab,
ob man sie iiber einem kleineren oder einem gréfleren Grundring ausrechnet,
so lange dieser nur alle beteiligten Koeffizienten enthélt. Es gibt aber auch
viele wichtige Eigenschaften, die vom Grundring abhéngen, wie beispielsweise
die Eigenschaft, irreduzibel zu sein, siehe Beispiel 6.8.

In ein Polynom P € R[X] kann man ein Element r € R einsetzen. Dabei
ersetzt man iiberall die Variable X durch r und rechnet das Ergebnis in R
aus. Dieses Ergebnis wird mit P(r) bezeichnet. Ein fixiertes Element r € R
definiert dann eine Abbildung (die Auswertungsabbildung zu )

R[X] — R, P+— P(r).
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Andererseits definiert ein fixiertes Polynom P € R[X] die zugehorige Poly-
nomfunktion, die durch

R — R, x — P(x).

Diese wird insbesondere bei einem Korper R = K studiert, siehe weiter
unten.

Der Grad eines Polynoms

Definition 4.4. Der Grad eines von 0 verschiedenen Polynoms
P=ay+a; X +aX>+ - +a,X"
mit a,, # 0 ist n.

Wenn der Leitkoeffizient a,, = 1 ist, so nennt man das Polynom normiert.
Dem Nullpolynom wird im Allgemeinen kein Grad zugewiesen; manchmal
sind gewisse Gleichungen oder Bedingungen aber auch so zu verstehen, dass
dem Nullpolynom jeder Grad zugewiesen wird. Polynome vom Grad 0 heiflen
konstante Polynome, Polynome vom Grad 1 heiflen lineare Polynome und
Polynome vom Grad 2 heiflen quadratische Polynome.

Lemma 4.5. Sei R ein kommutativer Ring und sei R[X] der Polynomring
tber R. Dann gelten fiir den Grad folgende Aussagen.

(1) grad (P + Q) < max{grad (P), grad (Q)}
(2) grad (P Q) < grad (P) + grad (Q)
(3) Wenn R ein Integrititsbereich ist, so gilt in (2) die Gleichheit.

Beweis. Siehe Aufgabe 4.8. O

Polynomringe in mehreren Variablen

Die Konstruktion von Polynomringen aus einem Grundring kann man iterie-
ren. Aus R kann man R[X] machen und daraus mit einer neuen Variablen
den Ring (R[X])[Y] bilden. Fiir diesen Ring schreibt man auch R[X,Y]. Ein
Element darin hat die Gestalt

E ainZYJ s
V]

wobei die Summe endlich ist. Ein Ausdruck der Form X*Y” heifit Monom.
Polynome kann man auf unterschiedliche Art sortieren. Man kann die Potenz
einer Variablen (etwa Y') herausnehmen und schauen, welche Polynome in X
sich darauf beziehen. Dann sieht ein Polynom folgendermaflen aus:

243X — X2 -5 X3+ (143X — X2 +3X°) Y + 4+ X+7X2 -6 XH Y2 +(2—-X3)Y3.
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Oder man kann entlang dem Summengrad sortieren, dies ergibt

243X +Y —X24+3XY +4Y?2 - 5X3 - XY + XY? 4+ 2Y3 +7X?Y2 +3X°Y
+6XY?% - X3Y3.

Polynomiale Identitdten haben viel mit allgemeingiiltigen Termidentitéaten
zu tun. In Z[X, Y] gilt beispielsweise
" /n
X Y\ — Xkyn—k
=3 (7)

k=0

Diese Identitat zwischen zwei Polynomen entspricht der allgemeinen binomi-
schen Formel. Einerseits ist sie ein Spezialfall davon, da wir in dem kommu-
tativen Ring Z[X, Y] sind und die speziellen Elemente X und Y anschauen.
Andererseits kann man aus dieser polynomialen Identitét die allgemeine bi-
nomische Formel zuriickgewinnen, da man fiir X und Y beliebige Elemen-
te a und b eines kommutativen Ringes einsetzen kann (und man weif, wie
man ganze Zahlen in jedem Ring interpretiert) und sich dabei die Identitét
erhélt. Natirlich gibt es auch Polynomringe in beliebig vielen Variablen,

dafiir schreibt man R[X7, Xo, ..., X,].

Polynomringe iiber einem Korper

Fiir uns sind zunéchst die Polynomringe iiber einem Korper von besonderer

Bedeutung.
Definition 4.6. Es sei K ein Korper und seien ag,aq,...,a, € K. Eine
Funktion
P: K — K, v — P(x),
mit

E a;xrt = ag+ax + -+ az"

=0

P(z) =

heifit Polynomfunktion.
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Man muss zwischen Polynomen und Polynomfunktionen unterscheiden, ins-
besondere fiir K = Z/(p). Das Polynom

XP—-X

hat beispielsweise nach dem kleinen Fermat fiir jedes a € K den Wert a? —
a = 0. D.h. die durch dieses Polynom definierte Polynomfunktion ist die
Nullfunktion, obwohl das Polynom selbst nicht das Nullpolynom ist.

Bei K = R lassen sich die Polynomfunktionen graphisch veranschaulichen.
Eine wichtige Frage ist, fiir welche Elemente © € K die Polynomfunktion
einen bestimmten Wert annimmt. Hierbei ist insbesondere der Wert 0 wich-
tig, da ja die Gleichung P(z) = a #quivalent zu

P(z)—a =0

ist und P — a wieder ein Polynom ist. Fiir lineare Polynome aX + b (mit
a#0)ist x = _Tb die einzige Losung. Fiir quadratische Polynome der reinen
Form X2+ ¢ sind die Quadratwurzeln von —c aus K, falls sie denn existieren,
die Losungen. Fiir ein quadratisches Polynom aX? + bX + ¢ kann man das
Bestimmen der Nullstellen durch quadratisches Ergénzen auf die reine Form
zuriickfithren, siehe Aufgabe 4.13.

Der folgende Satz heifit Interpolationssatz und beschreibt die Interpolation
von vorgegebenen Funktionswerten durch Polynome.

Satz 4.7. Es sei K ein Korper und es seien n verschiedene Elemente aq, .. .,
a, € K undn Elemente by,...,b, € K gegeben. Dann gibt es ein eindeutiges
Polynom P € K[X] vom Grad < n—1 derart, dass P(a;) = b; fir alle i ist.

Beweis. Wir beweisen die Existenz und betrachten zuerst die Situation, wo
b; = 0 ist fiir alle j # 4. Dann ist

(X —a1) - (X —ai1)(X —ai1) - (X —an)
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ein Polynom vom Grad n— 1, das an den Stellen a4, ...,a; 1,a;11,...,a, den
Wert 0 hat. Das Polynom
bi
(ai —ay)- - (a; —ai—1)(a; — ai1) -+ - (a; — ay)

(X —ay) - (X —a;i—1)(X —aj1) - (X —ayp)

hat an diesen Stellen ebenfalls eine Nullstelle, zusétzlich aber noch bei a; den
Wert b;. Nennen wir dieses Polynom P;. Dann ist

das gesuchte Polynom. An der Stelle a; gilt ja
Pj(a;) = 0

fir j # i und Pi(a;) = b;.
Die Eindeutigkeit folgt aus Korollar 5.6. U

4. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben

Aufgabe 4.1. Diskutiere, ob es sich bei

n!, (Z), m, e' xY, 5%z, Q

um Terme handelt.

Aufgabe 4.2. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring tiber K. Zei-
ge, dass die Multipliktion auf K[X] assoziativ, kommutativ und distributiv
ist und dass das (konstante) Polynom 1 neutrales Element der Multiplikation
ist.

Aufgabe 4.3. Berechne das Produkt
(2X? +4X +5) - (X*+5X* +6)
im Polynomring Z/(7)[X].

Aufgabe 4.4. Berechne im Polynomring C[X| das Produkt
(A+9)X2—3X +9i) - (=3 + 7)) X2 + (24 20)X — 1+ 6i).

Aufgabe 4.5. Beweise die Formel
X' 1= X-DX" T+ X" 24 X" 3+ X2 X +1).
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Aufgabe 4.6.*

Sei R ein Integritédtsbereich und R[X] der Polynomring iiber R. Zeige, dass
die Einheiten von R[X] genau die Einheiten von R sind.

Aufgabe 4.7. Sei R ein kommutativer Ring. und sei S C R ein Unterring.
Zeige, dass S[X] ein Unterring von R[X] ist.

Aufgabe 4.8. Sei R ein kommutativer Ring und sei R[X] der Polynomring
iiber R. Zeige, dass der Grad folgende Eigenschaft erfiillt.

(1) grad (P + Q) < max{grad (P), grad (Q)}
(2) grad (P Q) < grad (P) + grad (Q)
(3) Wenn R ein Integritéitsbereich ist, so gilt in (2) die Gleichheit.

Aufgabe 4.9. Berechne das Ergebnis, wenn man im Polynom
2X% —5X* —4X +7
die Variable X durch die komplexe Zahl 2 — 57 ersetzt.

Aufgabe 4.10. Sei K ein Korper und sei K[X]| der Polynomring iiber K.
Es sei a € K. Zeige, dass die Einsetzungsabbildung, also die Zuordnung

v: K[X] — K, P— P(a),
folgende Eigenschaften erfiillt (dabei seien P, Q € K[X]).
(1) (P + Q)(a) = P(a) + Q(a).

(2) (P-Q)(a) =P(a) - Q(a).
(3) 1(a) = 1.

Aufgabe 4.11. Schreibe das Polynom
X3 4+2X? —3X +4
in der neuen Variablen U = X + 2.

Aufgabe 4.12. Schreibe das Polynom
73— (20)Z* + 3iZ — (45i)
in der neuen Variablen W = Z + 2 — 1.
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Aufgabe 4.13.*

Formuliere und beweise die Lisungsformel fiir eine quadratische Gleichung
ar’ +br+c=0

mit a,b,c € R, a # 0.

In welchen Koérpern gilt diese Losungsformel ebenso?

Aufgabe 4.14. Lucy Sonnenschein mochte sich ein quadratisches Grund-
stiick kaufen. Drum rum mochte sie einen Heckenzaun pflanzen. Der Qua-
dratmeterpreis betrigt 200 Euro, ein Meter Hecke kostet 30 Euro und die
Eintragung ins Grundbuch kostet 1000 Euro. Lucy mochte eine Million Euro
investieren. Welche Seitenlédnge hat das Grundstiick?

Aufgabe 4.15. Man finde ein Polynom
f=a+bX +cX?

mit a, b, c € R derart, dass die folgenden Bedingungen erfiillt werden.

f(=1)=2, f(1)=0, f(3) =5.

Aufgabe 4.16. Man finde ein Polynom
f=a+bX +cX?+dX?3
mit a, b, c,d € R derart, dass die folgenden Bedingungen erfiillt werden.

f0)=1, (1) =2, f(2) =0, f(-1) = 1.

Aufgabe 4.17. Man finde ein Polynom
f=a+bX +cX?

mit a,b,c € C derart, dass die folgenden Bedingungen erfiillt werden.

FG) =1, fA) =141, f(1—2i)=—i.

Aufgabe 4.18. Multipliziere in Z/(5)[z, y] die beiden Polynome
ot + 22%y? — xy® 4+ 2y und 2ty + 42y + 3xy® — 2%y + 27

Aufgabe 4.19. Multipliziere in Z[z,y, z] die beiden Polynome
2 + 32%y? — xy2® und 22%yz + 22 + Saytr — 2Py
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Aufgabe 4.20. Beweise die Identitét

(X +Y)" = i <Z) XFy ek

k=0
im Polynomring Z[X,Y].

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 4.21. (3 Punkte)
Berechne im Polynomring C[X]| das Produkt
(A+9)X> —iX? 42X +3+2)-(2—) X3+ (3-51)X? 4+ (24+) X + 1+ 5i).

Aufgabe 4.22. (3 Punkte)
Beweise die Formel
Xl = (X+DX¥ X2 Xv 33— 1 X2 - X +1)

fiir 4 ungerade.

Aufgabe 4.23. (4 Punkte)

Es sei R ein kommutativer Ring und r € R ein nilpotentes Element. Kon-
struiere dazu ein lineares Polynom in R[X], das eine Einheit ist. Man gebe
auch das Inverse dazu an.

Aufgabe 4.24. (4 Punkte)

Man finde ein Polynom f vom Grad < 3, fiir welches

f0)==1, f(=1) = =3, f(1) = 7, f(2) = 21.
gilt

Aufgabe 4.25. (8 Punkte)

Zwei Personen A und B spielen Polynome-Erraten. Dabei denkt sich A ein
Polynom P(z) aus, wobei alle Koeffizienten aus N sein miissen. Person B
darf fragen, was der Wert P(ny), P(ns),..., P(n,) zu gewissen natiirlichen
Zahlen nq,no, ..., n, ist. Dabei darf B diese Zahlen beliebig wahlen und dabei
auch vorhergehende Antworten beriicksichtigen. Ziel ist es, das Polynom zu
erschliefen.

Entwickle eine Fragestrategie fiir B, die immer zur Losung fiithrt und bei der
die Anzahl der Fragen (unabhéngig vom Polynom) beschréinkt ist.
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5. VORLESUNG - DIVISION MIT REST

Es bestehen viele und weitreichende Parallelen zwischen dem Ring Z der
ganzen Zahlen und einem Polynomring in einer Variablen iiber einem Korper.
Grundlegend ist, dass man in beiden Situation eine Division mit Rest durch-
fithren kann.

Division mit Rest in Z

Zu einer ganzen Zahl d ist die Menge
Zd = {kd|k € Z}

aller Vielfachen von d eine Untergruppe von Z. Wir wollen zeigen, dass je-
de Untergruppe der ganzen Zahlen Z diese Gestalt besitzt, also von einem
Element erzeugt wird.

Satz 5.1. Sei d eine fizierte positive natiirliche Zahl. Dann gibt es zu jeder
ganzen Zahl n eine eindeutig bestimmite ganze Zahl q und eine eindeutig
bestimmte natiirliche Zahlr, 0 < r < d — 1, mit

n=qd+r.
Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

In der Notation des vorstehenden Satzes soll ¢ an Quotient und r an Rest
erinnern. Die Division mit Rest kann man auch so verstehen, dass man jede

rationale Zahl n/d als

n n r
i~ talta
schreiben kann, wobei |s]| die grofite ganze Zahl < s bedeutet und der ratio-
nale Rest r/d die Bedingungen 0 < r/d < 1 erfiillt. In dieser Form kann man
auch eine Division mit Rest fiir jede reelle Zahl aus den Axiomen der reellen

Zahlen beweisen.

Satz 5.2. Die Untergruppen von Z sind genau die Teilmengen der Form
Zd ={kd| k € Z}

mit einer eindeutig bestimmten nicht-negativen Zahl d.

Beweis. Eine Teilmenge der Form Zd ist aufgrund der Distributivgesetze
eine Untergruppe. Sei umgekehrt H C Z eine Untergruppe. Bei H = 0 kann
man d = 0 nehmen, so dass wir voraussetzen diirfen, dass H neben 0 noch
mindestens ein weiteres Element x enthilt. Wenn x negativ ist, so muss die
Untergruppe H auch das Negative davon, also —z enthalten, welches positiv
ist. D.h. H enthalt auch positive Zahlen. Sei nun d die kleinste positive Zahl
aus H. Wir behaupten H = Zd. Dabei ist die Inklusion Zd C H klar, da mit
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d alle (positiven und negativen) Vielfache von d dazugehéren miissen. Fiir
die umgekehrte Inklusion sei h € H beliebig. Nach Satz 5.1 gilt

h=qd+rmit 0<r<d.

Wegen h € H und gd € H ist auch r = h — gqd € H. Nach der Wahl von
d muss wegen r < d gelten: r = 0. Dies bedeutet h = qd und damit h € Zd,
also H C Zd. O

Division mit Rest in K[X]

Satz 5.3. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring tiber K. Es seien
P, T € K[X]| zwei Polynome mit T # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte
Polynome Q, R € K[X] mit

P =TQ + R und mit grad (R) < grad (T") oder R =10.
Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

Die Berechnung der Polynome @ und R heifit Polynomdivision. Wir geben
dazu ein Beispiel iiber den komplexen Zahlen.

Beispiel 5.4. Wir fiihren die Polynomdivision
P=6X°+X+1durch T =3X*+2X —4

durch. Es wird also ein Polynom vom Grad 3 durch ein Polynom vom Grad
2 dividiert, d.h. dass der Quotient und auch der Rest (maximal) vom Grad 1
sind. Im ersten Schritt iberlegt man, mit welchem Term man 7" multiplizieren
muss, damit das Produkt mit P im Leitterm iibereinstimmt. Das ist offenbar
2X. Das Produkt ist

2X (3X* 42X —4) = 6X° 4+ 4X* — 8X.
Die Differenz von P zu diesem Produkt ist
6X°+ X +1— (6X°+4X>—8X) = —4X*+9X + 1.

Mit diesem Polynom, nennen wir es ', setzen wir die Division durch T fort.
Um Ubereinstimmung im Leitkoeffizienten zu erhalten, muss man 7" mit _74
multiplizieren. Dies ergibt

4 4 8 16
——T = ——(3X?4+2X —4) = —4X?— X + —.
3 3( * ) 3 * 3

Die Differenz zu P’ ist somit

8 16 :35X 13.
3 3

—4X?+9X +1— (_4X2_§X+§

Dies ist das Restpolynom und somit ist insgesamt
35 13

4
6X3+X+1:(3X2+2X—4)<2X——)+3 R
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Lemma 5.5. Sei K ein Kéorper und sei K[X| der Polynomring iber K. Sei
P € K[X] ein Polynom und a € K. Dann ist a genau dann eine Nullstelle
von P, wenn P ein Vielfaches des linearen Polynoms X — a ist.

Beweis. Wenn P ein Vielfaches von X — a ist, so kann man
P=(X—-a)Q
mit einem weiteren Polynom () schreiben. Einsetzen ergibt
P(a) = (a—a)Q(a) = 0.
Im Allgemeinen gibt es aufgrund der Division mit Rest eine Darstellung
P=(X-a)Q+R,

wobei R = 0 oder aber den Grad null besitzt, also eine Konstante ist. Ein-
setzen ergibt

P(a)=R.
Wenn also P(a) = 0 ist, so muss der Rest R = 0 sein, und das bedeutet, dass
P = (X —a)Q ist. O

Korollar 5.6. Sei K ein Korper und sei K[X| der Polynomring tiber K.
Sei P € K[X] ein Polynom (# 0) vom Grad d. Dann besitzt P mazimal d
Nullstellen.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber d. Fiir d = 0,1
ist die Aussage offensichtlich richtig. Sei also d > 2 und die Aussage sei
fiir kleinere Grade bereits bewiesen. Sei a eine Nullstelle von P. Dann ist
P = Q(X — a) nach Lemma 5.5 und @ hat den Grad d — 1, so dass wir auf
() die Induktionsvoraussetzung anwenden kénnen. Das Polynom () hat also
maximal d — 1 Nullstellen. Fiir b € K gilt P(b) = Q(b)(b — a). Dies kann
nur dann 0 sein, wenn einer der Faktoren 0 ist, so dass eine Nullstelle von
P gleich a ist oder aber eine Nullstelle von @) ist. Es gibt also maximal d
Nullstellen von P. O

Korollar 5.7. Sei K ein Kérper und sei K[X] der Polynomring tber K.
Dann besitzt jedes P € K[X]|, P # 0, eine Produktzerlequng

P=(X =X\ (X =N)"-Q

mit p; > 1 und einem nullstellenfreien Polynom Q). Dabei sind die auf-
tretenden verschiedenen Zahlen A\, ..., A\ und die zugehorigen Exponenten
[, .-y g (bis auf die Reihenfolge) eindeutig bestimmdt.

Beweis. Siehe Aufgabe 5.8. O

Es gilt allgemeiner, dass die Zerlegung eines Polynoms in irreduzible Faktoren
im Wesentlichen eindeutig ist. Das werden wir spéater behandeln.
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Der Fundamentalsatz der Algebra

Es gilt der folgende Fundamentalsatz der Algebra, den wir hier ohne Beweis
erwahnen.

Satz 5.8. Jedes nichtkonstante Polynom P € C[X] dber den komplexen
Zahlen besitzt eine Nullstelle.

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt, dass jedes von 0 verschiedene
Polynom P € C[X] in Linearfaktoren zerfillt, d.h. man kann schreiben

P =c(X —2)(X — 29) - (X — z)

mit eindeutig bestimmten komplexen Zahlen zy, ..., z, (wobei Wiederholun-
gen erlaubt sind).

Euklidische Bereiche

Ringe, in denen man eine Division mit Rest sinnvoll durchfiithren kann, be-
kommen einen eigenen Namen.

Definition 5.9. Ein euklidischer Bereich (oder euklidischer Ring) ist ein
Integritatsbereich R, fiir den eine Abbildung ¢ : R\ {0} — N existiert, die
die folgende Eigenschaft erfiillt:

Fiir Elemente a,b mit b # 0 gibt es ¢, € R mit
a=qb+rund r =0 oder d(r) < 4(b).

Die in der Definition auftauchende Abbildung § nennt man auch euklidische
Funktion. Die ganzen Zahlen Z bilden also einen euklidischen Ring mit dem
Betrag als euklidischer Funktion.

Beispiel 5.10. Fiir einen Korper K ist der Polynomring K[X] in einer Va-
riablen ein euklidischer Bereich, wobei die euklidische Funktion ¢ durch die
Gradfunktion gegeben ist. Viele Parallelen zwischen dem Polynomring K[X]
und Z beruhen auf dieser Eigenschaft. Die Gradfunktion hat die Eigenschaft

6(fg) = o(f) +d(g)-

Beispiel 5.11. Eine Gauf}sche Zahl z ist durch z = a + bi gegeben, wobei a
und b ganze Zahlen sind. Die Menge dieser Zahlen wird mit Z[i] bezeichnet.
Die Gauflschen Zahlen sind die Gitterpunkte, d.h. die Punkte mit ganzzahli-
gen Koordinaten, in der komplexen Ebene. Sie bilden mit komponentenweiser
Addition und mit der induzierten komplexen Multiplikation einen kommuta-
tiven Ring.
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Im 4

Gauflsche Zahlen als Gitterpunkte in der komplexen Zahlenebene

Eine euklidische Funktion ist durch die Norm N gegeben, die durch N(a +
bi) := a®+b? definiert ist. Man kann auch schreiben N(z) = z -z, wobei z die
komplexe Konjugation bezeichnet. Die Norm ist das Quadrat des komplexen
Absolutbetrages und wie dieser multiplikativ, also N(zw) = N(z)N(w).
Mit der Norm lassen sich auch leicht die Einheiten von Z[i] bestimmen: ist
wz = 1, so ist auch N(zw) = N(2)N(w) = 1, also N(z) = 1. Damit sind
genau die Elemente {1, —1,1, —i} diejenigen GauBschen Zahlen, die Einheiten
sind.

Lemma 5.12. Der Ring der Gaufischen Zahlen ist mit der Normfunktion
ein euklidischer Bereich.

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

5. ARBEITSBLATT

Ubungsaufgaben

Aufgabe 5.1. Es seien ¢,d,s € Nmit d > 1 und n = qd+s. Zeige, dass der
Rest von n bei Division durch d gleich dem Rest von s bei Division durch d
ist.

Aufgabe 5.2. Sei d eine positive natiirliche Zahl. Es seien a,b natiirliche
Zahlen und es seien r bzw. s die Reste von a bzw. b bei Division durch d.
Zeige, dass der Rest von a+ b bei Division durch d gleich dem Rest von r+ s
bei Division durch d ist. Formuliere und beweise die entsprechende Aussage
fiir die Multiplikation.
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Aufgabe 5.3. Es seien a,d € N, d > 1. Zeige, dass bei Division mit Rest
durch d aller Potenzen von a (also a’,a',a?,...) schlieBlich eine Periodi-
zitdt eintreten muss. Es gibt also ¢ < j derart, dass sich die Reste von
a,a™ a2 ... a’% a’~! bei den folgenden Potenzen periodisch (oder ,zy-
klisch“) wiederholen (insbesondere besitzen also a’ und a’ den gleichen Rest).
Zeige ebenfalls, dass diese Periodizitiit nicht bei a® = 1 anfangen muss.

Aufgabe 5.4.*

Fiihre in Z/(5)[X] die Division mit Rest ,,P durch T fiir die beiden Poly-
nome P = X3 +4X?+3X —1und T = 3X? + 2X + 1 durch.

Aufgabe 5.5. Fiihre in Q[X] die Division mit Rest ,P durch T“ fur die
beiden Polynome P = 3X* +7X? —2X +5und T = 2X?% + 3X — 1 durch.

Aufgabe 5.6. Fiihre in C[X] die Division mit Rest ,,P durch T fiir die
beiden Polynome P = (2 — )X’ + 3+ )X* + (3 —9)X — 2 und T =
iX? +5X + 6 — 2i durch.

Aufgabe 5.7. Sei K ein Korper und sei KX | der Polynomring tiber K. Wie
lautet das Ergebnis der Division mit Rest, wenn man ein Polynom P durch
X™ teilt?

Aufgabe 5.8. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber K.
Zeige, dass jedes Polynom P € K[X], P # 0, eine Produktzerlegung

P=(X—A)" (X — A\ Q

mit p; > 1 und einem nullstellenfreien Polynom @) besitzt, wobei die auf-
tretenden verschiedenen Zahlen Aq,..., A\; und die zugehérigen Exponenten
1, - - ., i bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind.

Aufgabe 5.9. Es sei K C L eine Korpererweiterung und seien P, T € K[X]
Polynome. Zeige, dass es fiir die Division mit Rest ,, P durch T“ unerheblich
ist, ob man sie in K[X] oder in L[X] durchfiihrt.

Aufgabe 5.10. Zeige, dass ein reelles Polynom von ungeradem Grad min-
destens eine reelle Nullstelle besitzt.
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Aufgabe 5.11.*
Bestimme sdmtliche komplexen Nullstellen des Polynoms
X? -1

und gebe die Primfaktorzerlegung von diesem Polynom in R[X] und in C[X]
an.

Primfaktorzerlegung haben wir noch nicht begrifflich eingefiihrt. Gemeint ist
eine faktorielle Zerlegung, die man nicht weiter aufspalten kann.

Aufgabe 5.12. Es sei P € R[X] ein Polynom mit reellen Koeffizienten
und z € C sei eine Nullstelle von P. Zeige, dass dann auch die konjugiert-
komplexe Zahl Z eine Nullstelle von P ist.

Aufgabe 5.13. Sei R ein ein euklidischer Bereich mit euklidischer Funktion
J. Zeige, dass ein Element f € R ( f # 0) mit §(f) = 0 eine Einheit ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 5.14. (3 Punkte)

Fiihre in Z/(7)[X] die Division mit Rest ,,P durch T fiir die beiden Poly-
nome P =5X%4+3X3+5X?+3X —1und T = 3X? + 6X + 4 durch.

Aufgabe 5.15. (3 Punkte)

Fiihre in C[X] die Division mit Rest ,P durch T* fiir die beiden Polynome
P=0(+)X"+iX?+(3-2)X —1und T = X?+iX + 3 — i durch.

Aufgabe 5.16. (3 Punkte)
Bestimme sémtliche komplexen Nullstellen des Polynoms
X'—1

und gebe die Primfaktorzerlegung von diesem Polynom in R[X] und in C[X]
an.

Aufgabe 5.17. (5 Punkte)

Essei P € R[X] ein nichtkonstantes Polynom mit reellen Koeffizienten. Zeige,
dass man P als ein Produkt von reellen Polynomen vom Grad 1 oder 2
schreiben kann.

Tipp: Man fiihre Induktion iiber den Grad und verwende den Fundamental-
satz der Algebra, Aufgabe 5.12 und Aufgabe 5.9
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6. VORLESUNG - TEILBARKEIT

Wir wollen fiir den Polynomring in einer Variablen iiber einem Korper zeigen,
dass dort viele wichtige Séatze, die fiir den Ring der ganzen Zahlen gelten,
ebenfalls Giiltigkeit haben. Dass ein euklidischer Bereich vorliegt, haben wir
schon gesehen. Es gilt aber auch die eindeutige Primfaktorzerlegung. Um
diese addquat formulieren zu koénnen, brauchen wir einige Vorbereitungen
zur allgemeinen Teilbarkeitslehre.

Teilbarkeitsbegriffe

Definition 6.1. Sei R ein kommutativer Ring, und a, b Elemente in R. Man
sagt, dass a das Element b teilt (oder dass b von a geteilt wird, oder dass b
ein Vielfaches von a ist), wenn es ein ¢ € R gibt derart, dass b = ¢ - a ist.
Man schreibt dafiir auch alb.

Beispielsweise ist 2 ein Teiler von 6 in Z, aber kein Teiler von 5. In C[X] ist
X — i ein Teiler von X? + 1, aber nicht von X + 2.

Lemma 6.2. In einem kommutativen Ring R gelten folgende Teilbarkeitsbe-
ziehungen.

(1) Fiir jedes Element a gilt 1|a und a|a.

(2) Fiir jedes Element a gilt a|0.

(3) Gilt a|b und b|c, so gilt auch a|c.

(4) Gilt a|b und c|d, so gilt auch ac|bd.

(5) Gilt a|b, so gilt auch ac|be fiir jedes ¢ € R.

(6) Gzlt a|bundalc, so gilt auch a|rb+ sc fir beliebige Elemente r, s €

Beweis. Siehe Aufgabe 6.7. ]

Definition 6.3. Zwei Elemente a und b eines kommutativen Ringes R heiflen
assozitert, wenn es eine Einheit © € R gibt derart, dass a = ub ist.

Die Assoziiertheit ist eine Aquivalenzrelation, siche Aufgabe 6.3.

In R = Z sind zwei Zahlen genau dann zueinander assoziiert, wenn ihr Be-
trag iibereinstimmt, wenn sie also gleich oder negativ zueinander sind. Bei
R = K[X] sind zwei Polynome zueinander assoziiert, wenn sie durch Mul-
tiplikation mit einem Skalar A\ € K, A # 0, ineinander iibergehen. Durch
diese Operation kann man erreichen, dass der Leitkoeffizient eins wird. Jedes
Polynom ist also assoziiert zu einen normierten Polynom.

Das folgende Lemma besagt, dass es fiir die Teilbarkeitsrelation nicht auf
Einheiten und Assoziiertheit ankommt.

Lemma 6.4. In einem kommutativen Ring R gelten folgende Teilbarkeitsbe-
ziehungen.
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(1) Sind a und b assoziiert, so gilt a|c genau dann, wenn blc.
(2) Ist R ein Integrititsbereich, so gilt hiervon auch die Umkehrung.

Beweis. Siehe Aufgabe 6.4. O

Irreduzibel und prim

Fiir Teilbarkeitsuntersuchungen sind die beiden folgenden Begriffe fundamen-
tal. Unter bestimmten Voraussetzungen, etwa wenn ein Hauptidealbereich
(siche néchste Vorlesung) vorliegt, sind sie dquivalent.

Definition 6.5. Eine Nichteinheit p in einem kommutativen Ring heif3t irre-
duzibel (oder unzerlegbar), wenn eine Faktorisierung p = ab nur dann méoglich
ist, wenn einer der Faktoren eine Einheit ist.

Diese Begriffsbildung orientiert sich offenbar an den Primzahlen. Dagegen
taucht das Wort ,,prim“ in der folgenden Definition auf.

Definition 6.6. Eine Nichteinheit p # 0 in einem kommutativen Ring R
heifit prim (oder ein Primelement), wenn folgendes gilt: Teilt p ein Produkt
ab mit a,b € R, so teilt es einen der Faktoren.

Eine Einheit ist also nach Definition nie ein Primelement. Dies ist eine Ver-
allgemeinerung des Standpunktes, dass 1 keine Primzahl ist. Dabei ist die 1
nicht deshalb keine Primzahl, weil sie ,,zu schlecht® ist, sondern weil sie ,,zu
gut® ist. Fiir die ganzen Zahlen und fiir viele weitere Ringe fallen die beiden
Begriffe zusammen. Im Allgemeinen ist irreduzibel einfacher nachzuweisen,
und prim ist der starkere Begriff, jedenfalls fiir Integritatsbereiche.

Lemma 6.7. In einem Integrititsbereich ist ein Primelement stets irreduzi-

bel.

Beweis. Angenommen, wir haben eine Zerlegung p = ab. Wegen der Primei-
genschaft teilt p einen Faktor, sagen wir a = ps. Dann ist p = psb bzw.
p(1—sb) = 0. Da p kein Nullteiler ist, folgt 1 = sb, so dass also b eine Einheit
ist. U

In vielen wichtigen Ringen gilt hiervon auch die Umkehrung, worauf wir noch
ausfiihrlich zu sprechen kommen.

Irreduzible Polynome

Die irreduziblen Elemente im Polynomring K[X] iiber einem Korper K sind
nicht einfach zu charakterisieren. Die Antwort hédngt auch wesentlich vom
Korper ab, und nicht fiir jeden Korper lassen sich die irreduziblen Polynome
iibersichtlich beschreiben. Bei Irreduzibilitédtsfragen kann man stets mit Ein-
heiten multiplizieren, daher muss man nur normierte Polynome untersuchen.
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Beispiel 6.8. Die Irreduzibilitéit eines Polynoms héngt wesentlich vom
Grundkérper ab. Zum Beispiel ist das reelle Polynom X2 + 1 € R[X] ir-
reduzibel, dagegen zerfillt es als Polynom in C[X] als

X2+ 1=(X+i)(X —1i).
Ebenso ist das Polynom X? — 5 € Q[X] irreduzibel, aber iiber R hat es die
Zerlegung
X2 -5=(X - V5)(X +V5).
Ubrigens kann die Zerlegung iiber einem gréfieren Kérper manchmal dazu
benutzt werden um zu zeigen, dass ein Polynom iiber dem gegebenen Kérper
irreduzibel ist.

Als echte Faktoren fiir ein Polynom kommen nur Polynome von kleinerem
Grad in Frage. Insbesondere sind daher lineare Polynome, also Polynome
von Typ aX + b, a # 0, stets irreduzibel. Eine notwendige Bedingung an die
Irreduzibilitét eines Polynoms P € K[X] ist wegen Lemma 5.5, dass es keine
Nullstelle in K besitzt. Deshalb und aufgrund des Fundamentalsatzes der
Algebra sind daher in C[X] die linearen Polynome die einzigen irreduziblen
Polynome.

Lemma 6.9. Sei K ein Korper und sei K[X| der Polynomring iiber K.
Dann ist ein Polynom vom Grad zwei oder drei genau dann irreduzibel, wenn
es keine Nullstelle in K besitzt.

Beweis. In einer echten Primfaktorzerlegung von P, grad (P) < 3, muss ein
Polynom vom Grad eins vorkommen, also ein lineares Polynom. Ein lineares
Polynom X —a teilt aber nach Lemma 5.5 das Polynom P genau dann, wenn
P(a) = 0 ist. O

Beispiel 6.10. Das Polynom X* + 1 ist im Reellen stets positiv und hat
daher keine reelle Nullstelle. Daher besitzt es in R[X| nach Lemma 5.5 auch
keinen linearen Faktor. Wegen der Zerlegung

Xi41 = <X2+\/§X+1> <X2—\/§X+1>

ist das Polynom aber nicht irreduzibel.

Groflter gemeinsamer Teiler

Definition 6.11. Sei R ein kommutativer Ring und aq,...,a; € R. Dann
heifit ein Element ¢t € R gemeinsamer Teiler der aq, ..., ag, wenn t jedes a;
teilt (i = 1,..., k). Ein Element g € R heifit grifster gemeinsamer Teiler der
ai,...,a, wenn g ein gemeinsamer Teiler ist und wenn jeder gemeinsame
Teiler ¢ dieses g teilt.

Die Elemente aq, ..., a; heiflen teilerfremd, wenn 1 ihr grofiter gemeinsamer
Teiler ist.
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,Grofler” ist hier beziiglich der Teilbarkeitsrelation zu verstehen, wenn b von
a geteilt wird, so gilt es geméafl diesem Sprachgebrauch als grofier. Dies riithrt
natiirlich von der Situation in N her, wo Vielfache in der Tat grofler im Sinne
der natiirlichen Ordnung als die Teiler sind.

Bemerkung 6.12. Eine Einheit ist immer ein gemeinsamer Teiler fiir jede
Auswahl von Elementen. Ein grofiter gemeinsamer Teiler muss nicht existie-

ren im Allgemeinen. Ist ¢ ein gemeinsamer Teiler der aq,...,a; und u eine
Einheit, so ist auch ut ein gemeinsamer Teiler der aq, ..., a;. Die Elemente
ai, ..., a sind teilerfremd genau dann, wenn jeder gemeinsame Teiler davon

eine Einheit ist (es gibt noch andere Definitionen von teilerfremd, die nicht
immer inhaltlich mit dieser iibereinstimmen).

Definition 6.13. Es sei R ein kommutativer Ring und
aiy...,a, € R.

Ein Element b € R heifit ein gemeinsames Vielfaches der aq,...,a,, wenn
b ein Vielfaches von jedem a; ist, also von jedem a; geteilt wird. b heifit
ein kleinstes gemeinsames Vielfaches der aq, ..., a,, wenn b ein gemeinsames
Vielfaches ist und wenn jedes andere gemeinsame Vielfache ein Vielfaches
von b ist.

6. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben

Aufgabe 6.1. Skizziere ein Teilerdiagramm fiir die Zahlen 25, 30, 36 sowie
all ihrer positiven Teiler.

Aufgabe 6.2. Zeige, dass fiir je zwei ganze Zahlen a,b € Z aus
alb und b|a
die Beziehung a = £b folgt.

Aufgabe 6.3.*

Zeige, dass fiir jede ungerade Zahl n die Zahl 25n2? — 17 ein Vielfaches von 8
ist.

Aufgabe 6.4. Zeige, dass eine natiirliche Zahl n genau dann gerade ist,
wenn ihre letzte Ziffer im Dezimalsystem gleich 0,2,4,6 oder 8 ist.
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Aufgabe 6.5. Formuliere und beweise (bekannte) Teilbarkeitskriterien fiir
Zahlen im Dezimalsystem fiir die Teiler £ = 2,3,5,9,11.

Aufgabe 6.6. Betrachte im 15er System mit den Ziffern 0,1,...,8,9, A, B,
C, D, FE die Zahl
EA09B4ACA.

Ist diese Zahl durch 7 teilbar?

Aufgabe 6.7.*

Seien a,b > 2 und sei n = ab.

a) Zeige, dass die beiden Polynome X — 1 und X® — 1 Teiler des Polynoms
X" —1 sind.

b) Sei a # b. Ist (X* — 1)(X® — 1) stets ein Teiler von X" — 17

230

¢) Man gebe drei Primfaktoren von 2°° — 1 an.

Aufgabe 6.8. Sei K ein Korper und sei K[X| der Polynomring tiber K und
seien F,G € K[X] zwei Polynome. Es sei K C L eine Korpererweiterung.

Zeige, dass F' ein Teiler von G in K[X] genau dann ist, wenn F' ein Teiler
von G in L[X] ist.

Aufgabe 6.9. Zeige, dass die Assoziiertheit in einem kommutativen Ring
eine Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 6.10. Zeige, dass in einem kommutativen Ring R folgende Teil-
barkeitsbeziehungen gelten.

(1) Sind a und b assoziiert, so gilt a|c genau dann, wenn bc.
(2) Ist R ein Integritdtsbereich, so gilt hiervon auch die Umkehrung.

Aufgabe 6.11. Zeige, dass die Primzahlen 2, 3,5 Primelemente in Z sind.

Aufgabe 6.12. Zeige, dass im Polynomring K[X] tiber einem Kérper K die
Variable X irreduzibel und prim ist.

Aufgabe 6.13. Zeige, dass im Polynomring K[X] tiber einem Kérper K die
linearen Polynome aX + b ( a # 0) irreduzibel und prim ist.
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Aufgabe 6.14. Bestimme im Polynomring Z/(2)[X] alle irreduziblen Poly-
nome vom Grad 2, 3, 4.

Aufgabe 6.15. Es sei R ein Integritédtsbereich mit 2 # 0 und r € R ein
Element, das keine Quadratwurzel in R besitze. Zeige, dass das Polynom
X? —r € R[X] irreduzibel ist.

Aufgabe 6.16. Zeige, dass ein reelles Polynom von ungeradem Grad nicht
irreduzibel ist.

Hinweis: Der Zwischenwertsatz hilft.

Aufgabe 6.17. Zeige, dass das Polynom X? + 2X? — 5 in Q[X] irreduzibel
ist.

Aufgabe 6.18. Bestimme den gréfften gemeinsamen Teiler und das kleinste
gemeinsame Vielfache von 105 und 150.

Aufgabe 6.19. Sei ay,...,a, eine Menge von ganzen Zahlen. Zeige, dass
der nichtnegative gréfite gemeinsame Teiler der a; mit demjenigen gemeinsa-
men Teiler {ibereinstimmt, der beziiglich der Ordnungsrelation > der gréfite
gemeinsame Teiler ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 6.20. (3 Punkte)

Beweise die folgenden Eigenschaften zur Teilbarkeit in einem kommutativen
Ring R

(1) Fiir jedes Element a gilt 1|a und ala.

(2) Fiir jedes Element a gilt al0.

(3) Gilt alb und blc, so gilt auch alc.

(4) Gilt a|b und c|d, so gilt auch ac|bd.

(5) Gilt alb, so gilt auch aclbe fiir jedes ¢ € R.

(6) Gilt alb und alc, so gilt auch a|rb+ sc fiir beliebige Elemente r, s € R.
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Aufgabe 6.21. (4 Punkte)

Sei R ein Integritdtsbereich und sei R[X] der Polynomring dariiber. Zeige,
dass ein Polynom der Form X + ¢ ein Primelement ist.

Man gebe auch ein Beispiel, dass dies fiir Polynome der Form aX + ¢ nicht
gelten muss.

Aufgabe 6.22. (4 Punkte)
Betrachte den Unterring
R=K[X* X3 X*"X° . ]CcK[X].

Zeige, dass die Elemente X? und X3 in R irreduzibel, aber nicht prim sind.

Aufgabe 6.23. (5 Punkte)

Bestimme im Polynomring Z/(3)[X] alle irreduziblen Polynome vom Grad
4.

In der folgenden Aufgabe sind die Eigenschaften prim und irreduzibel in
einem Monoid zu verstehen, ohne dass ein Ring vorliegt.

Aufgabe 6.24. (4 Punkte)

Betrachte die Menge M, die aus allen positiven natiirlichen Zahlen besteht,
in deren Primfaktorzerlegung (in N) eine gerade Anzahl (mit Vielfachhei-
ten gezdhlt) von Primfaktoren vorkommt. Zeige, dass M ein multiplikati-
ves Untermonoid ist. Man charakterisiere die irreduziblen Elemente und die
Primelemente in M.

7. VORLESUNG - IDEALE

Ideale

Definition 7.1. Eine nichtleere Teilmenge a eines kommutativen Ringes R
heilt Ideal, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) Fiir alle a,b € aist auch a + b € a.
(2) Fiir alle a € a und r € R ist auch ra € a.

Die Eigenschaft, nichtleer zu sein, kann man durch die Bedingung 0 € a
ersetzen. Ein Ideal ist eine Untergruppe der additiven Gruppe von R, die
zusétzlich unter Skalarmultiplikation abgeschlossen ist.
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Definition 7.2. Zu einer Familie von Elementen aq, as, ..., a, € R in einem
kommutativen Ring R bezeichnet (aj,as,...,a,) das von diesen Elementen
erzeugte Ideal. Es besteht aus allen Linearkombinationen

riay +raQg + -0 A+ TRy,
wobei r1,79,...,7, € R sind.

Definition 7.3. Ein Ideal a in einem kommutativen Ring R der Form
a = (a) = Ra = {ra: re R}.
heifit Hauptideal.

Das Nullelement bildet in jedem Ring das sogenannte Nullideal, was wir
einfach als 0 = (0) = {0} schreiben. Die 1 und iiberhaupt jede Einheit
erzeugt als Ideal schon den ganzen Ring.

Definition 7.4. Das Einheitsideal in einem kommutativen Ring R ist der
Ring selbst.

In einem Korper gibt es nur diese beiden Ideale.

Lemma 7.5. Es sei R ein kommutativer Ring. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

(1) R ist ein Korper.
(2) Es gibt in R genau zwei Ideale.

Beweis. Wenn R ein Korper ist, so gibt es das Nullideal und das Einheitside-
al, die voneinander verschieden sind. Sei I ein von null verschiedenes Ideal
in R. Dann enthélt I ein Element x # 0, das eine Einheit ist. Damit ist
1 =zz7! €I und damit I = R.

Sei umgekehrt R ein kommutativer Ring mit genau zwei Idealen. Dann kann
R nicht der Nullring sein. Sei nun x ein von null verschiedenes Element in R.
Das von x erzeugte Hauptideal Rz ist # 0 und muss daher mit dem anderen
Ideal, also mit dem Einheitsideal {ibereinstimmen. Das heif3t insbesondere,
dass 1 € Rz ist. Das bedeutet also 1 = xr fiir ein r € R, so dass x eine
Einheit ist. U

Operationen fiir Ideale

Der Durchschnitt von Idealen ist wieder ein Ideal (der Durchschnitt von
Hauptidealen ist im Allgemeinen kein Hauptideal). Daneben gibt es noch
zwei weitere Operationen fiir Ideale, die zu neuen Idealen fiihren.

Definition 7.6. Zu Idealen a,b C R in einem kommutativen Ring R nennt
man das Ideal

a+b ={a+bla€a beb}
die Summe der Ideale.
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Die Summe ist wieder ein Ideal. Ein endlich erzeugtes Ideal ist die Summe
von Hauptidealen, ndmlich

(a1,...,a,) = (a1) + -+ (an).

Definition 7.7. Zu zwei Idealen a und b in einem kommutativen Ring wird
das Produkt durch

ab = {a1b1 + a2b2 + -+ akbk}

mit a; € a, b; € b definiert. Das ist das Ideal, das von allen Produkten ab
(mit a € a, b € b) erzeugt wird.

Die Menge aller Produkte ab,a € a,b € b ist im Allgemeinen kein Ideal. Fiir
Hauptideale ist (a) - (b) = (a-b) (aber nicht (a) + (b) = (a+0b)).

Wenn das Produkt eines Ideals mit sich selbst genommen wird, verwendet
man die Potenzschreibweise, d.h. a” bedeutet das n-fache Produkt des Ideals
mit sich selbst. In K[X, Y] ist beispielsweise

(X,Y)? = (X2, XY,Y?).

Ideale und Teilbarkeitsbeziehungen

Mit dem Idealbegriff lassen sich Teilbarkeitsbeziehungen ausdriicken.

Lemma 7.8. Sei R ein kommutativer Ring und a,b € R. Dann gelten fol-
gende Aussagen.

(1) Das Element a ist ein Teiler von b (also alb), genau dann, wenn
(b) € (a).

(2) a ist eine Einheit genau dann, wenn (a) = R = (1).

(3) Jede Einheit teilt jedes Element.

(4) Teilt a eine Einheit, so ist a selbst eine Finheit.

Beweis. Siehe Aufgabe 7.6. ]

Lemma 7.9. Sei R ein kommutativer Ring, aq,...,a; € Runda = (ay,...,
ax) das davon erzeugte Ideal. Ein Element t € R ist ein gemeinsamer Teiler
von ay,...,ar € R genau dann, wenn a C (t) ist, und t ist ein grifter
gemeinsamer Teiler genau dann, wenn fir jedes s € R mit a C (s) folgt,
dass (t) C (s) ist. Fin grifiter gemeinsamer Teiler erzeugt also ein minimales
Hauptoberideal von a.

Beweis. Aus a = (ay,...,a;) C (t) folgt sofort (a;) C (¢) firi = 1,... k,
was gerade bedeutet, dass t diese Elemente teilt, also ein gemeinsamer Teiler
ist. Sei umgekehrt ¢ ein gemeinsamer Teiler. Dann ist a; € (¢) und da a =
(ay,...,ax) das kleinste Ideal ist, das alle a; enthédlt, muss a C (¢) gelten.
Der zweite Teil folgt sofort aus dem ersten. U
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Lemma 7.10. Sei R ein kommutativer Ring, aq,...,ar € R und b = (ay)N
...N (ax) der Durchschnitt der zugehorigen Hauptideale. Ein Element r € R
ist ein gemeinsames Vielfaches von ay, ..., ax € R genau dann, wenn (r) C b
i1st, und r ist ein kleinstes gemeinsames Vielfaches genau dann, wenn fiir
jedes s € R mit (s) C b folgt, dass (s) C (r) ist. Ein kleinstes gemeinsames
Vielfaches erzeugt also ein maximales Hauptdeal innerhalb von b.

Beweis. Siehe Aufgabe 8.1. O

Das Radikal

Definition 7.11. Ein Ideal a in einem kommutativen Ring R heifit Radikal
(oder Radikalideal), wenn folgendes gilt: Falls f € a ist fiir ein n € N, so ist
bereits f € a.

Definition 7.12. Sei R ein kommutativer Ring und a C R ein Ideal. Dann
nennt man die Menge

{f € R|es gibt ein r mit " € a}

das Radikal zu a. Es wird mit rad (a) bezeichnet.

Das Radikal zu einem Ideal ist selbst ein Radikal und insbesondere ein Ideal.

Lemma 7.13. Sei R ein kommutativer Ring und a C R ein Ideal. Dann ist
das Radikal zu a ein Radikalideal.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass ein Ideal vorliegt. 0 gehort offenbar zum
Radikal und mit f € rad (a), sagen wir f" € a, ist auch (af)” = a”" " € a,
also gehort af zum Radikal. Zur Summeneigenschaft seien f,g € rad a mit
f" € aund ¢g° € a. Dann ist

TSR YN (TR S (i 1

i+j=r+s i+j=r+s,i<r
r+s\ . .
+ ‘g’ .
3 ( i )f g
i+j=r+s,i>r
Sei nun f* € rad (a). Dann ist (f*)" = f* € a, also f € rad (a). O

Definition 7.14. Ein Ideal p in einem kommutativen Ring R heifit Prim-
tdeal, wenn p # R ist und wenn fiir r,s € R mit r - s € p folgt: r € p oder
s € p.

Lemma 7.15. Sei R ein Integrititsbereich und p € R, p # 0. Dann ist p
genau dann ein Primelement, wenn das von p erzeugte Hauptideal (p) ein
Primideal ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 7.14. U
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Definition 7.16. Ein Ideal m in einem kommutativen Ring R heifit mazi-
males Ideal, wenn m # R ist und wenn es zwischen m und R keine weiteren
Ideale gibt.

Lemma 7.17. Sei R ein kommutativer Ring und m ein mazimales Ideal in
R. Dann ist m ein Primideal.

Beweis. Siehe Aufgabe 7.20. O

7. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben

Aufgabe 7.1. a) Zeige, dass ein Ideal in einem kommutativen Ring R eine
Untergruppe von R ist.

b) Zeige, dass fiir R = Z die Begriffe Untergruppe und Ideal zusammenfallen.

¢) Man gebe eine Beispiel fiir einen kommutativen Ring R und eine Unter-
gruppe U C R, die kein Ideal ist.

Aufgabe 7.2. Es sei K ein Kérper und d € N. Zeige, dass die Menge

{P:ZaiXieK[X]\aO:alz...:adzo}
=0

ein Ideal in K[X] ist. Ist es ein Hauptideal?

Aufgabe 7.3.*

Zeige, dass im Polynomring K[X, Y] iiber einem Korper K das Ideal (X,Y)
kein Hauptideal ist.

Aufgabe 7.4. Es sei R ein kommutativer Ring und seien a;, j € J, eine
Familie von Idealen. Zeige, dass der Durchschnitt (. a; wieder ein Ideal
ist.

Aufgabe 7.5. Sei R ein kommutativer Ring und sei
ap CapCazC...

eine aufsteigende Kette von Idealen. Zeige, dass die Vereinigung (J, .y an
ebenfalls ein Ideal ist. Zeige ebenso durch ein einfaches Beispiel, dass die
Vereinigung von Idealen im Allgemeinen kein Ideal sein muss.
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Aufgabe 7.6. Sei R ein kommutativer Ring und a,b € R. Zeige folgende
Aussagen.

(1) Das Element a ist ein Teiler von b (also a|b), genau dann, wenn (b) C

().
(2) a ist eine Einheit genau dann, wenn (a) = R = (1).
(3) Jede Einheit teilt jedes Element.
(4) Teilt a eine Einheit, so ist a selbst eine Einheit.

Aufgabe 7.7. Sei R ein kommutativer Ring, a,...,a; € R und
b = (al)ﬂ(ag)ﬂﬂ(ak)

der Durchschnitt der zugehérigen Hauptideale und r € R. Zeige, dass r ein
gemeinsames Vielfaches von ay, ..., ax € R genau dann ist, wenn (r) C b ist.

Aufgabe 7.8. Zeige, dass das Produkt von Hauptidealen wieder ein Haupt-
ideal ist.

Aufgabe 7.9. Es sei R ein kommutativer Ring und sei M die Menge aller
Ideale in R, die wir mit den beiden Verkniipfungen Summe von Idealen und
Produkt von Idealen versehen. Welche Ringaxiome gelten dafiir?

Aufgabe 7.10.*

Es seien I und J Ideale in einem kommutativen Ring R und sei n € N. Zeige
die Gleichheit

I+ =1+ + 2P - P72 L T

Ein homogenes Polynom P € K[Xj,...,X,] ist ein Polynom, bei dem alle
beteiligten Monome den gleichen Summengrad besitzen.

Aufgabe 7.11. Sei R ein kommutativer Ring und P = R[X},..., X,,] der
Polynomring dariiber in m Variablen. Es sei m = (X3, ..., X,,) das von den
Variablen erzeugte Ideal. Zeige, dass m" = P-,, ist, wobei P, das Ideal in
P bezeichnet, das von allen homogenen Polynomen vom Grad > n erzeugt
wird.

Aufgabe 7.12. Bestimme fiir Z die Radikale, die Primideale und die maxi-
malen Ideale.

Aufgabe 7.13. Bestimme in Z das Radikal zum Ideal Z27.
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Aufgabe 7.14. Zeige, dass ein Primideal ein Radikal ist.

Aufgabe 7.15. Sei R ein Integritdatsbereich und sei 0 # p € R keine Einheit.
Dann ist p genau dann ein Primelement, wenn das von p erzeugte Ideal
(p) C R ein Primideal ist.

Aufgabe 7.16. Es sei K ein Korper, K[X]| der Polynomring iiber K und
P = aX +b ein lineares Polynom (a # 0). Zeige, dass das Hauptideal maximal
ist.

Aufgabe 7.17. Es sei K ein Korper, K[X, Y] der Polynomring iiber K und
a,b € K zwei Elemente. Zeige, dass die Menge

m = {P € K[X,Y]| P(a,b) = 0}

ein maximales Ideal in K[X,Y] ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 7.18. (4 Punkte)
Zeige, dass im Polynomring Z[X] das Ideal (X,5) kein Hauptideal ist.

Aufgabe 7.19. (4 Punkte)

Es sei a € R ein Ideal in einem kommutativen Ring R. Zeige, dass die
Potenzen a, n € N, alle dasselbe Radikal besitzen.

Aufgabe 7.20. (4 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring und sei a # R ein Ideal in R. Zeige: a ist genau
dann ein maximales Ideal, wenn es zu jedem g € R, g ¢ a, ein f € a und ein
r € R gibt mit rg+ f = 1.

Aufgabe 7.21. (4 Punkte)

Zeige, dass ein maximales Ideal m in einem kommutativen Ring R ein Prim-
ideal ist.
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8. VORLESUNG - HAUPTIDEALBEREICHE

Hauptidealbereiche

Die Summe von Hauptidealen und der Durchschnitt von Hauptidealen ist
wieder ein Ideal, aber im Allgemeinen kein Hauptideal. Damit hingt zusam-
men, dass weder ein grofiter gemeinsamer Teiler noch ein kleinstes gemein-
sames Vielfaches von Elementen a,b € R existieren muss. Eine besondere
Situation liegt daher vor, wenn iiberhaupt jedes Ideal ein Hauptideal ist.
Dies trifft auf Z und auf K[X] (K ein Korper) zu.

Definition 8.1. Ein kommutativer Ring, in dem jedes Ideal ein Hauptideal
ist, heifit Hauptidealring. Ein integrer Hauptidealring heifit Hauptidealbereich.

Euklidische Bereiche sind Hauptidealbereiche
Satz 8.2. Fin euklidischer Bereich ist ein Hauptidealbereich.

Beweis. Sei I ein von null verschiedenes Ideal. Betrachte die nicht-leere Men-
ge
{6(a):a€l,a#0}.

Diese Menge hat ein Minimum m, das von einem Element b € I, b # 0
herriihrt, sagen wir m = 0(b). Wir behaupten, dass I = (b) ist. Dabei ist
die Inklusion ,, D% klar. Zum Beweis der Inklusion ,C*“ sei a € I gegeben.
Aufgrund der Definition eines euklidischen Bereiches gilt a = gb+r mit r = 0
oder §(r) < §(b). Wegen r € I und der Minimalitdt von §(b) kann der zweite
Fall nicht eintreten. Also ist » = 0 und a ist ein Vielfaches von b. O

Die beiden folgenden Sétze folgen direkt aus Satz 8.2, da sowohl Z als auch
K[X] euklidische Bereiche sind. Wir geben zusétzlich noch jeweils einen spe-
zifischen Beweis an.

Satz 8.3. Fin Polynomring iiber einem Kérper ist ein Hauptidealbereich.

Beweis. Sei I ein von null verschiedenes Ideal in K[X]. Betrachte die nicht-
leere Menge
{grad (P)|P € I, P # 0} .
Diese Menge hat ein Minimum m € N, das von einem Element F' € I,
F # 0, herriihrt, sagen wir m = grad (F'). Wir behaupten, dass I = (F') ist.
Sei hierzu P € I gegeben. Aufgrund von Satz 5.3 gilt
P =FQ+ R mit grad (R) < grad (F') oder R =10.

Wegen R € I und der Minimalitét von grad (F') kann der erste Fall nicht
eintreten. Also ist R = 0 und P ist ein Vielfaches von F'. U

Satz 8.4. Der Ring Z der ganzen Zahlen ist ein Hauptidealbereich.
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Beweis. Zunéchst ist Z ein Integritiatsbereich. Es sei I C Z ein Ideal. Damit
ist I insbesondere eine (additive) Untergruppe von Z und hat nach Satz 5.2
die Gestalt I = Zd. Damit handelt es sich um ein Hauptideal. U

Teilbarkeitslehre in Hauptidealbereichen

Die folgende Aussage heifit Lemma von Bezout.

Satz 8.5. Sei R ein Hauptidealring. Dann gilt:

Elemente ay, ..., a, besitzen stets einen grofiten gemeinsamen Teiler d, und
dieser ldsst sich als Linearkombination der ay,...,a, darstellen, d.h. es gibt
Elemente ry,...,r, € R mit ria; + roag + - -+ + rpa, = d.

Insbesondere besitzen teilerfremde Elemente aq,...,a, eine Darstellung der
1.

Beweis. Sei I = (ay,...,a,) das von den Elementen erzeugte Ideal. Da wir

in einem Hauptidealring sind, handelt es sich um ein Hauptideal; es gibt also
ein Element d mit I = (d). Wir behaupten, dass d ein groBter gemeinsamer
Teiler der aq,...,a, ist. Die Inklusionen (a;) C I = (d) zeigen, dass es sich
um einen gemeinsamen Teiler handelt. Sei e ein weiterer gemeinsamer Teiler
der ay,...,a,. Dann ist wieder (d) = I C (e), was wiederum e|d bedeutet.
Die Darstellungsaussage folgt unmittelbar aus d € I = (a4, ..., a,).

Im teilerfremden Fall ist I = (ay,...,a,) = R. O

Die folgende Kurzform wird auch oft als Lemma von Bezout bezeichnet.

Korollar 8.6. Sei R ein Hauptidealbereich und seien a,b € R zwei teiler-
fremde Elemente. Dann kann man die 1 als Linearkombination von a und b
darstellen, d.h. es gibt Elemente r,s € R mit ra + sb = 1.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 8.5. O

Die folgende Aussage heifit Lemma von Euklid.

Satz 8.7. Sei R ein Hauptidealbereich und a,b,c € R. Fs seien a und b
teilerfremd und a teile das Produkt bc. Dann teilt a den Faktor c.

Beweis. Da a und b teilerfremd sind, gibt es nach dem Lemma von Bezout
Elemente r, s € R mit ra + sb = 1. Die Voraussetzung, dass a das Produkt
be teilt, schreiben wir als be = da. Damit gilt

¢ =cl = c(ra+sb) = cra+csb = a(er + ds),
was zeigt, dass ¢ ein Vielfaches von a ist. U

Satz 8.8. Sei R ein Hauptidealbereich. Dann ist ein Element genau dann
prim, wenn es irreduzibel ist.
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Beweis. Ein Primelement in einem Integritétsbereich ist nach Lemma 6.7
stets irreduzibel. Sei also umgekehrt p irreduzibel, und nehmen wir an, dass p
das Produkt ab teilt, sagen wir pc = ab. Nehmen wir an, dass a kein Vielfaches
von p ist. Dann sind aber a und p teilerfremd, da eine echte Inklusionskette
(p) C (p,a) = (d) C R der Irreduzibilitét von p widerspricht. Damit teilt p
nach dem Lemma von Euklid den anderen Faktor b. U

Lemma 8.9. In einem Hauptidealbereich ldsst sich jede Nichteinheit a # 0
darstellen als Produkt von irreduziblen Elementen.

Beweis. Angenommen, jede Zerlegung a = p; - - - p enthalte nicht irreduzible
Elemente. Dann gibt es in jedem solchen Produkt einen Faktor, der eben-
falls keine Zerlegung in irreduzible Faktoren besitzt. Wir erhalten also eine
unendliche Kette a; = a, a9, as, ..., wobei a,,; ein nicht-trivialer Teiler von
ay, ist. Somit haben wir eine echt aufsteigende Idealkette

(al) - ((12) C (CL3) C ...

Die Vereinigung dieser Ideale ist aber ebenfalls ein Ideal und nach Voraus-
setzung ein Hauptideal. Dies ist ein Widerspruch. U

Euklidischer Algorithmus

Definition 8.10. Seien zwei Elemente a,b (mit b # 0) eines euklidischen
Bereichs R mit euklidischer Funktion ¢ gegeben. Dann nennt man die durch
die Anfangsbedingungen ry = a und r; = b und die mittels der Division mit
Rest

Ti = qiTit1 T Tig2

rekursiv bestimmte Folge r; die Folge der euklidischen Reste.

Satz 8.11. Seien zwei Elemente 1o = a,r1 = b # 0 eines euklidischen Be-
reiches R mit euklidischer Funktion 0 gegeben. Dann besitzt die Folge r;,
1 =20,1,2,..., der euklidischen Reste folgende Eigenschaften.

(1) Esist riza =0 oder §(rize) < 0(ri41).
(2) Es gibt ein (minimales) k > 2 mit ry = 0.
(3) Es ist
geT(riy1,mi) = geT(ri,ric1).
(4) Sei k > 2 der erste Index derart, dass ry, = 0 ist. Dann ist

geT(a,b) = rp_1.

Beweis. (1) Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Division mit
Rest.
(2) Solange r; # 0 ist, wird die Folge der natiirlichen Zahlen §(r;) immer
kleiner, so dass irgendwann der Fall r; = 0 eintreten muss.
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(3) Wenn ¢ ein gemeinsamer Teiler von r;;1 und von r;, 5 ist, so zeigt die
Beziehung
Ti = QiTiy1 T Tit2,
dass t auch ein Teiler von 7; und damit ein gemeinsamer Teiler von
r;+1 und von r; ist. Die Umkehrung folgt genauso.
(4) Dies folgt aus (3) mit der Gleichungskette

ggT(a,b) = ggT(b,ry)
= ggT(ry,73)

= ggT(?"k—2,7°k—1) = ggT(Tk—l,Tk) = ggT(Tk—bO) = Tk-1-
U

Mit dem euklidischen Algorithmus berechnet man also einen gréfiten gemein-
samen Teiler. Indem man die im Algorithmus auftretenden Gleichungen von
hinten nach vorne verwendet, erhélt man auch eine Darstellung eines gréfiten
gemeinsamen Teilers als Linearkombination von a und b.

8. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben

Aufgabe 8.1. Finde eine Darstellung der 1 (im Sinne des Lemmas von
Bezout) fir die folgenden Zahlenpaare: 5 und 7; 20 und 27; 23 und 157.

Aufgabe 8.2.*

Die Wasserspedition ,, Alles im Eimer“ verfiigt iiber einen 7- und einen 10-
Liter-Eimer, die allerdings keine Markierungen haben. Sie erhélt den Auf-
trag, insgesamt genau einen Liter Wasser von der Nordsee in die Ostsee zu
transportieren. Kann sie diesen Auftrag erfiillen?

Aufgabe 8.3. Alle Flohe leben auf einem unendlichen Zentimeter-Band. Ein
Flohméannchen springt bei jedem Sprung 78 cm und die deutlich kréftigeren
Flohweibchen springen mit jedem Sprung 126 cm. Die Flohménnchen Flo-
rian, Flohchen und Carlo sitzen in den Positionen —123,55 und —49. Die
Flohweibchen Flora und Florentina sitzen in Position 17 bzw. 109. Welche
Flohe konnen sich treffen?

Aufgabe 8.4. Es seien a und b natiirliche Zahlen, deren Produkt ab von
einer natiirlichen Zahl n geteilt werde. Die Zahlen n und a seien teilerfremd.
Zeige, dass b von n geteilt wird.
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Aufgabe 8.5. Seien r und s teilerfremde Zahlen. Zeige, dass jede Losung
(x,y) der Gleichung

re+sy =20
die Gestalt (z,y) = v(s, —r) hat, mit einer eindeutig bestimmten Zahl v.

Aufgabe 8.6. Es seien a und d teilerfremde ganze Zahlen. Zeige, dass es
eine Potenz a’ mit 4 > 1 gibt, deren Rest bei Division durch d gleich 1 ist.

Aufgabe 8.7. Es sei p # 2,5 eine Primzahl. Zeige, dass es eine natiirliche
Zahl der Form (im Dezimalsystem)

111...111
gibt, die ein Vielfaches von p ist.

Aufgabe 8.8. Zeige, dass in einem Hauptidealbereich R zu beliebigen Ele-
menten ay,...,a, € R sowohl ein grofiter gemeinsame Teiler als auch ein
kleinstes gemeinsames Vielfaches existieren.

Aufgabe 8.9. Es seien a,b € R zwei irreduzible, nicht assoziierte Elemente
in einem Integritétsbereich. Zeige, dass a und b teilerfremd sind.

Aufgabe 8.10. Betrachte den Unterring
R = K[X% X3 X* X° ..] c K[X].

Zeige, dass fiir die Elemente X2 und X3 kein kleinstes gemeinsames Vielfa-
ches existiert.

Aufgabe 8.11. Betrachte den Unterring
R = K[X* X X* X° .. ] Cc K[X].

Zeige, dass fiir die Elemente X2 und X? ein groBter gemeinsamer Teiler
existiert, dieser aber nicht als Linearkombination daraus darstellbar ist.

Aufgabe 8.12.*

Bestimme in Z mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den gréfiten gemein-
samen Teiler von 1071 und 1029.

Aufgabe 8.13. Bestimmen Sie den grofiten gemeinsamen Teiler von 12733
und 3983. Geben Sie eine Darstellung des gg'T von 12733 und 3983 an.
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Aufgabe 8.14. Bestimme in Q[X] mit Hilfe des euklidischen Algorithmus
den groBten gemeinsamen Teiler der beiden Polynome P = X34-2X2+5X +2
und Q = X% +4X — 3.

Statt Z/(p) fur eine Primzahl p schreiben wir gelegentlich auch F,,.

Aufgabe 8.15. Bestimme in F3[X]| mit Hilfe des euklidischen Algorithmus
den groften gemeinsamen Teiler der beiden Polynome P = X3 4+2X2+ X +2
und Q = 2X2% + 1.

Man gebe auch eine Darstellung des gg'T' an.

Aufgabe 8.16. Zeige, dass Z[X]| und der Polynomring in zwei Variablen
K[X,Y] tiber einem Korper K keine Hauptidealbereiche sind.

Aufgabe 8.17.*

Zeige durch Induktion, dass jede natiirliche Zahl n > 2 eine Zerlegung in
Primzahlen besitzt.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 8.18. (5 Punkte)

Wir betrachten eine digitale Uhr, die 24 Stunden, 60 Minuten und 60 Se-
kunden anzeigt. Zur Karnevalszeit 1lauft sie aber nicht in Sekundenschritten,
sondern addiert, ausgehend von der Nullstellung, in jedem Zahlschritt immer
11 Stunden, 11 Minuten und 11 Sekunden dazu. Wird bei dieser Zahlweise
jede mogliche digitale Anzeige erreicht? Nach wie vielen Schritten kehrt zum
ersten Mal die Nullstellung zuriick?

Aufgabe 8.19. (3 Punkte)

Die Wasserspedition ,,Alles im Eimer“ verfiigt iiber 77-, 91- und 143-Liter
Eimer, die allerdings keine Markierungen haben. Sie erhélt den Auftrag, ge-
nau einen Liter Wasser von der Nordsee in die Ostsee zu transportieren. Wie
kann sie den Auftrag erfiillen?

Aufgabe 8.20. (4 Punkte)

Es sei R ein Integritétsbereich und a € R ein Element. Zeige, dass a genau
dann irreduzibel ist, wenn das Hauptideal (a) unter allen vom Einheitsideal
verschiedenen Hauptidealen maximal ist.
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Aufgabe 8.21. (3 Punkte)

Bestimme in C[X] mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den gréfiten ge-
meinsamen Teiler der beiden Polynome P = X3 + (2 — i)X?% + 4 und
Q=(3—-49)X?+5X —3.

Man gebe auch eine Darstellung des ggT an.

Aufgabe 8.22. (4 Punkte)

Bestimme in F5[X] mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den grofiten ge-
meinsamen Teiler der beiden Polynome P = X% + 3X3 + X% 4+ 4X + 2 und
Q=2X3+4X2+ X +3.

Man gebe auch eine Darstellung des ggT an.

Aufgabe 8.23. (4 Punkte)

Es sei R ein kommutativer Ring und S C R ein Unterring. Bestétige oder
widerlege die folgenden Aussagen.

(1) Zu einem Ideal a C R ist auch a N S ein Ideal (in 5).

(2) Zu einem Radikal a C R ist auch a N S ein Radikal.

(3) Zu einem Primideal a C R ist auch a N S ein Primideal.

(4) Zu einem maximalen Ideal a C R ist auch a NS ein maximales Ideal.

9. VORLESUNG - FAKTORIELLE BEREICHE

Faktorielle Ringe

In der letzten Vorlesung haben wir gesehen, dass in einem Hauptidealbereich
einerseits jedes irreduzible Element prim ist und andererseits jedes Element
ein Produkt von irreduziblen Elementen und damit auch von Primelementen
ist. Wir werden gleich zeigen, dass unter diesen Voraussetzung die Zerlegung
in Primelemente sogar im Wesentlichen eindeutig ist. Um dies priagnant fas-
sen zu konnen, dient der Begriff des faktoriellen Bereiches.

Definition 9.1. Ein Integritétsbereich heifit faktorieller Bereich, wenn jede
Nichteinheit f # 0 sich als ein Produkt von Primelementen schreiben lésst.

Satz 9.2. Sei R ein Integrititsbereich. Dann sind folgende Aussagen dqui-
valent.

(1) R ist faktoriell.

(2) Jede Nichteinheit f # 0 besitzt eine Faktorzerlegung in irreduzible
Elemente, und diese Zerlequng ist bis auf Umordnung und Assoziiert-
heit eindeutiq.
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(3) Jede Nichteinheit f # 0 besitzt eine Faktorzerlegung in irreduzible
Elemente, und jedes irreduzible Element ist ein Primelement.

Beweis. (1) = (2). Sei f # 0 eine Nichteinheit. Die Faktorisierung in Prim-
elemente ist insbesondere eine Zerlegung in irreduzible Elemente, so dass also
lediglich die Eindeutigkeit zu zeigen ist. Dies geschieht durch Induktion iiber
die minimale Anzahl der Primelemente in einer Faktorzerlegung. Wenn es
eine Darstellung f = p mit einem Primelement gibt, und f = ¢;---¢, eine
weitere Zerlegung in irreduzible Faktoren ist, so teilt p einen der Faktoren ¢;
und nach Kiirzen durch p erhélt man, dass das Produkt der iibrigen Faktoren
rechts eine Einheit sein muss. Das bedeutet aber, dass es keine weiteren Fak-
toren geben kann. Sei nun f = p;---ps und diese Aussage sei fiir Elemente
mit kleineren Faktorisierungen in Primelemente bereits bewiesen. Es sei

f =00 =aq ¢

eine weitere Zerlegung mit irreduziblen Elementen. Dann teilt wieder p; einen
der Faktoren rechts, sagen wir pju = ¢;. Dann muss u eine Einheit sein und
wir konnen durch p; kiirzen, wobei wir u~! mit ¢y verarbeiten kénnen, was
ein zu ¢ assoziiertes Element ergibt. Das gekiirzte Element ps - - - ps hat eine
Faktorzerlegung mit s — 1 Primelementen, so dass wir die Induktionsvoraus-
setzung anwenden koénnen. (2) = (3). Wir miissen zeigen, dass ein irredu-
zibles Element auch prim ist. Sei also ¢ irreduzibel und es teile das Produkt
fg, sagen wir

qh = fg.

Fiir h, f und g gibt es Faktorzerlegungen in irreduzible Elemente, so dass
sich insgesamt die Gleichung

qhy---he = fr---fsgi- g

ergibt. Es liegen also zwei Zerlegungen in irreduzible Element vor, die nach
Voraussetzung im Wesentlichen {ibereinstimmen miissen. D.h. insbesondere,
dass es auf der rechten Seite einen Faktor gibt, sagen wir f;, der assoziiert
zu ¢ ist. Dann teilt ¢ auch den urspriinglichen Faktor f. (3) = (1). Das ist
trivial. U

Satz 9.3. Fin Hauptidelabereich ist ein faktorieller Ring.

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 8.8, Lemma 8.9 und Satz 9.2. O

Zerlegung in irreduzible Polynome

Wir mochten nun, abhéngig von einem gewéhlten Grundkorper K, Aussagen
tiber die irreduziblen Elemente in K[X] und iiber die Primfaktorzerlegung
von Polynomen treffen.
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Korollar 9.4. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iber K.
Dann besitzt jedes Polynom F € K[X], F # 0, eine eindeutige Faktorzerle-

gung
F = \P*---P*,
wobei N\ € K st und die P; verschiedene, normierte, irreduzible Polynome

sind.

Beweis. Dies folgt aus Satz 8.3, aus Satz 9.2 und daraus, dass jedes Polynom
# (0 zu einem normierten Polynom assoziiert ist. U

Die irreduziblen Elemente stimmen mit den Primelementen iiberein, man

spricht meist von irreduziblen Polynomen.

Beispiel 9.5. Das Polynom X° — 1 besitzt in Q[X] die Primfaktorzerlegung
X1l = (X DX +DX*+ X +1)(X?2 =X +1),

die quadratischen Polynome sind nicht weiter zerlegbar, da sie in Q (ebenson

in R) keine Nullstelle besitzen.

Im Allgemeinen ist es schwierig, zu einem gegebenen Polynom die Primfak-
torzerlegung zu finden.

Der Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie

Wir beweisen nun, dass sich jede natiirliche Zahl in eindeutiger Weise als
Produkt von Primzahlen darstellen l&sst.

Satz 9.6. Jede natiirliche Zahln € N, n > 2, besitzt eine eindeutige Zerle-
gung in Primfaktoren.

D.h. es gibt eine Darstellung
no=pip

mit Primzahlen p;, und dabei sind die Primfaktoren bis auf thre Rethenfolge
eindeutig bestimmit.

Beweis. Dies folgt aus Satz 8.4 und aus Satz 9.2. U

Exponententest

Definition 9.7. Es sei R ein faktorieller Bereich und p € R ein Primelement.
Dann heifit zu jedem f € R, f # 0, die natiirliche Zahl n € N mit p"|f aber
p" T ff, der Exponent (oder die Ordnung) von f zu p. Er wird mit exp,, (f)
bezeichnet.
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Wenn von f die kanonische Primfaktorzerlegung
f=u-p'py e
und p zu p; assoziiert ist, so ist
C€XPyp (f) = ri

Denn offenbar wird f von p;* geteilt, aber nicht von pfi“, da nach kiirzen
mit p;’ folgen wiirde, dass p; einen der iibrigen Faktoren po,...,py teilt.
Insbeondere ist also der Exponent wohldefiniert.

Lemma 9.8. Fs sei R ein faktorieller Integrititsbereich und p € R ein
Primelement. Dann besitzt der Exponent die Eigenschaft

exp, (fg) = exp, (f) +exp, (g).
Beweis. Dies folgt aus Satz 9.2. O

Der Exponent iibersetzt also die Multiplikation in die Addition.

Mit diesen Bezeichnungen kann man die Primfaktorzerlegung in einem fak-
toriellen Bereich als
f = U prp(n)
P

mit einer Einheit u schreiben, wobei das Produkt rechts endlich in dem Sinne
ist, dass nur endlich viele Exponenten von 0 verschieden sind, und wobei fiir
zueinander assoziierte Primelemente jeweils ein Vertreter genommen wird
(das Produkt erstreckt sich also beispielsweise tiber alle positiven Primzahlen
oder iiber alle irreduziblen normierten Polynome). Die Teilbarkeit und einen
grofiten gemeinsamen Teiler und ein kleinstes gemeinsames Vielfaches kann
man aus den Exponenten ablesen.

Lemma 9.9. Es sei R ein faktorieller Integrititsbereich und a,b € R. Dann
st a ein Teiler von b genau dann, wenn fiir die Exponenten zu jedem Prim-
element die Abschdtzung

exp, (a) < exp,, (b)
gelten.
Beweis. (1) = (2). Aus der Beziehung b = ac folgt mit Lemma 9.8 direkt
exp, (b) = exp, (ac) = exp, (a) +exp, (c) > exp,(a).
(2) = (1). Wir schreiben
a=u H pexpp(a)
p

b = v Hpexpp(b)
p

und
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mit Einheiten u,v. Wenn die Exponentenbedingung erfiillt ist, so ist t =
u v Hp p»(®)=p(@) ein Ringelement, das mit a multipliziert gerade b ergibt.
O

Korollar 9.10. FEs sei R ein faktorieller Bereich und aq,...,a, € R Ele-
mente mit Primfaktorzerlequngen

|
p

Dann ist
kgV (ah o 7an> _ Hpmax(expp(al),...,expp(an))
P
und
geT (a1, a,) = [ prin(emlonespyfen)),
P
Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 9.9. O

Insbesondere kann man den grofiten gemeinsamen Teiler primelementweise
bestimmen, indem man schaut, mit welcher Potenz p in ay, as etc. aufgeht.

In einem faktoriellen Bereich muss ein gréfiter gemeinsamer Teiler nicht als
Linearkombination der Elemente darstellbar sein. Beispielsweise ist K[X, Y]

faktoriell, aber kein Hauptidealbereich, die beiden Variablen X und Y sind
prim und teilerfremd, erzeugen aber nicht das Einheitsideal.

9. ARBEITSBLATT

Ubungsaufgaben

Aufgabe 9.1. Finde einen Primfaktor der Zahl 2%° — 1.
Aufgabe 9.2. Finde einen Primfaktor der Zahl 22° + 1.

Aufgabe 9.3. Finde einen Primfaktor der folgenden drei Zahlen
233 1,29 — 1,28 1.

Aufgabe 9.4.*
Finde die Primfaktorzerlegung von 1728.

Aufgabe 9.5.*

Man gebe zwei Primfaktoren von 2%

— 1 an.
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Aufgabe 9.6.*

Finde zwei natiirliche Zahlen, deren Summe 65 und deren Produkt 1000 ist.

Aufgabe 9.7.*

Beweise den Satz, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.

Aufgabe 9.8. Sei K ein Korper und sei K[X]| der Polynomring iiber K.
Zeige, dass es unendlich viele normierte irreduzible Polynome in K[X] gibt.

Aufgabe 9.9. Zeige, dass in einem faktoriellen Bereich R der gréfite ge-
meinsame Teiler und das kleinste gemeinsame Vielfache von zwei Elementen
f,g € R existieren.

Aufgabe 9.10. Zeige, dass die Verkniipfung
Z x 7 — Z, (a,b) — kgV (a, b),
(wobei man das kgV > 0 wéhlt), ein Monoid definiert.

Aufgabe 9.11. Sei R ein faktorieller Bereich. Zeige, dass jedes von null
verschiedene Primideal ein Primelement enthélt.

Aufgabe 9.12. Charakterisiere in Z die Radikale mit Hilfe der Primfaktor-
zerlegung.

Aufgabe 9.13. Seien a, b und r positive natiirliche Zahlen. Zeige, dass die
Teilbarkeit a”|b" die Teilbarkeit a|b impliziert.

Aufgabe 9.14.*
a) Berechne den grofiten gemeinsamen Teiler der ganzen Zahlen 2-32 - 74 und
24.33 .51 .7,

b) Berechne den gréfiten gemeinsamen Teiler der ganzen Zahlen 2-3%-6 -7
und 22 - 33 . 54,

Aufgabe 9.15. Begriinde, ob der grofite gemeinsame Teiler zu zwei Zahlen
a,b € Z im Allgemeinen einfacher {iber die Primfaktorzerlegung der beiden
Zahlen oder iiber den euklidischen Algorithmus zu finden ist.
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Die folgenden Aufgaben zeigen, dass die eindeutige Primfaktorzerlegung kei-
neswegs selbstversténdlich ist.

Aufgabe 9.16. Es sei M C N, diejenige Teilmenge, die aus allen natiirli-
chen Zahlen besteht, die bei Division durch 4 den Rest 1 besitzen, also
M ={1,5,9,13,17,...}. Zeige, dass man 441 innerhalb von M auf zwei ver-
schiedene Arten in Faktoren zerlegen kann, die in M nicht weiter zerlegbar
sind.

Aufgabe 9.17. Betrachte den Unterring
R = K[X% X X* X° ..] Cc K[X].

Zeige, dass X° zwei wesentlich verschiedene Zerlegungen in irreduzible Ele-
mente besitzt.

Die folgenden Aufgaben beschéiftigen sich mit dem kommutativen Ring R =
K[Q>o], wobei K ein fixierter Korper ist. Er besteht aus allen Ausdriicken
der Form

(Iqul + azXQQ + -+ anXQn

mit a; € K und ¢; € Q>( besteht, und wobei die Addition komponentenweise
und die Multiplikation durch distributive Fortsetzung der Regel

X9. XP = XPTa
gegeben ist. Beispielsweise ist
(2X12 4+ 5X%3) (3X2 —4X'%) = 6X —8X*/6 +15X7/6 — 20X
—14X — 8X°/6 4+ 15X7/6,
Man kann sich bei K =R die Elemente X* als die Funktionen

b

RZO — Rzo, T +— LIZ‘a/b =z

vorstellen.

Aufgabe 9.18. Berechne in R = R[Q>] das Produkt
(X2 +4X32 —5X + X12) (2X32 44X —7X/?) .

Aufgabe 9.19. Zeige, dass man jedes Element F' € R = K[Qx¢] (K ein
Korper) als ein Polynom in X'/® mit einem b € N schreiben kann, dass es
also ein P € K[Y] derart gibt, dass F' = P(X'?) gilt. Welches Polynom
kann man bei

F = X4 X34 X5
nehmen?
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Aufgabe 9.20. Zeige, dass in R = K[Qx¢] das Element X keine Zerlegung
in irreduzible Elemente besitzt.

Aufgabe 9.21. Zeige, dass in R = R[Qx] das Element X%+ 1 nicht irredu-
zibel ist.

Die folgende Aufgabe verwendet Logarithmen und benotigt Grundkenntnisse
in linearer Algebra.

Aufgabe 9.22. Betrachte die reellen Zahlen R als Q-Vektorraum. Zeige, dass
die Menge der reellen Zahlen Inp, wobei p durch die Menge der Primzahlen
lauft, linear unabhéngig ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 9.23. (2 Punkte)
Man bestimme das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10.

Aufgabe 9.24. (4 Punkte)
Es sei S ein Integritéitsbereich und R C S ein Unterring mit
S*NR = R*.
In S besitze jede Nichteinheit eine Zerlegung in irreduzible Elemente. Zeige,
dass diese Eigenschaft auch in R gilt.

Aufgabe 9.25. (4 (242) Punkte)

Es sei R ein kommutativer Ring und a, as,...,a,,b, f € R Elemente. Zeige
die folgenden Aussagen.

1) Wenn b ein groiter gemeinsamer Teiler der ay, as, ..., a, ist, so ist auch
fb ein grofiter gemeinsamer Teiler der faq, fas, ..., fa,.

2) Wenn f ein Nichtnullteiler ist, so gilt hiervon auch die Umkehrung.

Aufgabe 9.26. (3 Punkte)

Es sei R ein faktorieller Bereich und a,b € R. Zeige, dass ab und das Produkt
aus kgV (a,b) und ggT (ab) zueinander assoziiert sind.
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Aufgabe 9.27. (2 (14+1) Punkte)

Es seien aq,as,...,a, € R Elemente in einem faktoriellen Bereich R und
ke N.
a) Zeige, dass
kgV (a}, a5, ... af) und (kgV (ai,as, ... L))"
zueinander assoziiert sind.
b) Zeige, dass
ggT (alf, ak. ... 7afl) und (ggT (ay,as,. .. ,an))k

zueinander assoziiert sind.

Aufgabe 9.28. (5 Punkte)
Zeige, dass es in R = C|[Qxo] keine irreduziblen Elemente gibt.

10. VORLESUNG - HOMOMORPHISMEN

Gruppenhomomorphismen

Definition 10.1. Seien (G, 0,eq) und (H,o,ey) Gruppen. Eine Abbildung
Vv:G— H
heifit Gruppenhomomorphismus, wenn die Gleichheit
Ulgoyg) = ¥(g)ov(d)
fir alle g, ¢' € G gilt.
Beispiel 10.2. Sei d € N. Die Abbildung
7 — 7L, n — dn,

ist ein Gruppenhomomorphismus. Dies folgt unmittelbar aus dem Distribu-
tivgesetz. Fiir d > 1 ist die Abbildung injektiv und das Bild ist die Unter-
gruppe Zd C 7Z. Bei d = 0 liegt die Nullabbildung vor. Bei d = 1 ist die
Abbildung die Identitét, bei d > 2 ist die Abbildung nicht surjektiv.

Beispiel 10.3. Sei d € N;. Wir betrachten
Z/(d) = {0,1,...,d—1}
mit der in Aufgabe 1.19 beschriebenen Addition. Die Abbildung
p: L — L/(d),

die eine ganze Zahl n auf ihren Rest bei Division durch d abbildet, ist ein
Gruppenhomomorphismus. Sind ndmlich m = ad + r und n = bd + s mit
0 < r,s < d gegeben, so ist

m+n = (a+b)+r+s,
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wobei allerdings 7 + s > d sein kann. In diesem Fall ist
em+n) =r+s—d

und das stimmt mit der Addition von r und s in Z/(d) iiberein. Diese Ab-
bildungen sind surjektiv, aber nicht injektiv.

Beispiel 10.4. Wir fassen den komplexen Betrag als Abbildung
|—|: C* = (C\{0},-,1) — (Ry,-, 1), z—> |2],

auf. Dabei liegen links und rechts Gruppen vor, und nach Lemma 3.15 (4)
liegt ein Gruppenhomomorphismus vor. Die Abbildung ist surjektiv (da wir
eben die positiven reellen Zahlen als Zielbereich gew#hlt haben), aber nicht
injektiv, da beispielsweise der gesamte Einheitskreis auf 1 abgebildet wird.

Die folgenden beiden Lemmata folgen direkt aus der Definition.

Lemma 10.5. Es seien G und H Gruppen und p: G — H sei ein Grup-
penhomomorphismus. Dann ist p(eq) = ex und (p(g))~! = ©(g™') fir jedes
g€qG.

Beweis. Zum Beweis der ersten Aussage betrachten wir

vlea) = pleqea) = pleg)p(eq).

Durch Multiplikation mit ¢(eq) ™! folgt ey = p(eg). Zum Beweis der zweiten
Behauptung ist

(9 ) elg) = v(97'9) = ¢lec) = en.

Das heifit, dass ¢ (¢g7!) die Eigenschaft besitzt, die fiir das Inverse von ¢(g)
charakteristisch ist. Da das Inverse in einer Gruppe eindeutig bestimmt ist,

muss ¢ (971) = (p(g))~" gelten. O

Lemma 10.6. Es seien F,G, H Gruppen. Dann gelten folgende Eigenschaf-
ten.

(1) Die Identitit id : G — G ist ein Gruppenhomomorphismus.

(2) Sind p : F' = G und ¢ : G — H Gruppenhomomorphismen, so ist
auch die Hintereinanderschaltung 1 o ¢ : F' — H ein Gruppenhomo-
morphismus.

(3) Ist FF C G eine Untergruppe, so ist die Inklusion F' — G ein Grup-
penhomomorphismus.

(4) Sei{e} die triviale Gruppe. Dann ist die Abbildung {e} — G, die e auf
e schickt, ein Gruppenhomomorphismus. Ebenso ist die (konstante)
Abbildung G — {e} ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Siehe Aufgabe 10.1. U

Wir charakterisieren nun die Gruppenhomomorphismen von Z nach G.
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Lemma 10.7. Sei G eine Gruppe. Dann entsprechen sich eindeutig Grup-
penelemente g € G und Gruppenhomomorphismen ¢ von Z nach G tber die
Korrespondenz

gr— (n—g") und p — p(1).

Beweis. Sei g € G fixiert. Dass die Abbildung

wg: L — G, n+— g",

ein Gruppenhomomorphismus ist, ist eine Umformulierung der Potenzgeset-
ze. Wegen ¢,(1) = g' = g erhélt man aus der Potenzabbildung das Grup-
penelement zuriick. Umgekehrt ist ein Gruppenhomomorphismus ¢ : Z — G
durch ¢(1) eindeutig festgelegt, da ¢(n) = (¢(1))" fiir n positiv und
o(n) = ((p(1))~1)~™" fiir n negativ gelten muss. O

Die Gruppenhomomorphismen von einer Gruppe G nach Z sind schwieriger
zu charakterisieren. Die Gruppenhomomorphismen von Z nach Z sind die
Multiplikationen mit einer festen ganzen Zahl a, also

7 — 7., v — ax.

Gruppenisomorphismen

Definition 10.8. Seien G und H Gruppen. Einen bijektiven Gruppenhomo-
morphismus

p: G— H
nennt man einen Isomorphismus (oder eine Isomorphie). Die beiden Gruppen
heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus zwischen ihnen gibt.

Beispiel 10.9. Betrachte die additive Gruppe der reellen Zahlen, also (R, 0,
+), und die multiplikative Gruppe der positiven reellen Zahlen, also (R, 1, -).
Dann ist die Exponentialabbildung

exp: R — R, x — exp(x),

ein Gruppenisomorphismus. Dies beruht auf grundlegenden analytischen Ei-
genschaften der Exponentialfunktion. Die Homomorphieeigenschaft ist ledig-
lich eine Umformulierung des Exponentialgesetzes

exp(z +y) = "V = €%’ = exp(z) exp(y).

Die Injektivitéit der Abbildung folgt aus der strengen Monotonie, die Surjek-
tivitat folgt aus dem Zwischenwertsatz. Die Umkehrabbildung ist der natiirli-
che Logarithmus, der somit ebenfalls ein Gruppenisomorphismus ist.

Lemma 10.10. Seiten G und H Gruppen und sei
p: G—H
ein Gruppenisomorphismus. Dann ist auch die Umkehrabbildung

o' H— G, h— ¢ (h),
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ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Dies folgt aus ¢~ '(ey) = e und aus

o '(hihy) = ¢ ' (el (h))e(p " (ha)))
e (el (h)e™ (ha)))
= ¢ () (ha).

4

Isomorphe Gruppen sind beziiglich ihrer gruppentheoretischen Eigenschaften
als gleich anzusehen. Isomorphismen einer Gruppe auf sich selbst nennt man
auch Automorphismen.

Der Kern eines Gruppenhomomorphismus

Definition 10.11. Seien G und H Gruppen und sei
o: G—H

ein Gruppenhomomorphismus. Dann nennt man das Urbild des neutralen
Elementes den Kern von ¢, geschrieben

kerny = ¢~ (en) = {9 € G| w(g) = en} .
Lemma 10.12. Seien G und H Gruppen und sei
p: G—H
ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist der Kern von ¢ eine Untergruppe

von G.

Beweis. Wegen ¢(eq) = ey ist eg € ker . Seien g, ¢’ € ker . Dann ist

v(99') = (9)p(d) = enen = en
und daher ist auch gg’ € ker p. Der Kern ist also ein Untermonoid. Sei nun
g € ker ¢ und betrachte das inverse Element ¢g~!. Es ist

plg ) =(pl9)) " =€y =en,
also auch ¢! € ker . O
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Lemma 10.13. Seien G und H Gruppen. Ein Gruppenhomomorphismus
v : G — H st genau dann injektiv, wenn der Kern von ¢ trivial ist.

Beweis. Wenn ¢ injektiv ist, so darf auf jedes Element h € H hochstens
ein Element aus G gehen. Da eg auf ey geschickt wird, darf kein weiteres
Element auf ey gehen, d.h. ker p = {eg}. Sei umgekehrt dies der Fall und
sei angenommen, dass g,g € G beide auf h € H geschickt werden. Dann ist

¢ (997") = w(9)p(@) " = hh" = ey

und damit ist gg—! € ker ¢, also g§~! = eg nach Voraussetzung und damit

g=g. O

Das Bild eines Gruppenhomomorphismus

Lemma 10.14. Seien G und H Gruppen und sei p: G — H ein Gruppen-
homomorphismus. Dann ist das Bild von ¢ eine Untergruppe von H.

Beweis. Sei B := bild ¢. Dann ist ey = p(eg) € B. Seien hy, hy € B. Dann
gibt es g1,92 € G mit ©(g1) = hy und ¢(g2) = he. Damit ist hy + hy =
©(g1) +¢(g2) = v(g1 + g2) € B. Ebenso gibt es fiir h € B ein g € G mit
¢(g) = h. Somit ist h™! = (p(g9))™' = ¢(¢g7!) € B. 0O

Beispiel 10.15. Betrachte die analytische Abbildung

R — C, t —> e = cost + isint.
Aufgrund des Exponentialgesetzes ist e/*ts) = ¢e® und ¥ = € = 1.
Daher liegt ein Gruppenhomomorphismus von der additiven Gruppe (R, +, 0)
in die multiplikative Gruppe (C*, -, 1) vor. Wir bestimmen den Kern und das
Bild dieser Abbildung. Fiir den Kern muss man diejenigen reellen Zahlen ¢
bestimmen, fiir die

cost=1und sint=0

ist. Aufgrund der Periodizitét der trigonometrischen Funktionen ist dies ge-
nau dann der Fall, wenn ¢ ein Vielfaches von 27 ist. Der Kern ist also die
Untergruppe 27Z. Fiir einen Bildpunkt gilt |e®| = sin?t+cos?t = 1, so dass
der Bildpunkt auf dem komplexen Einheitskreis liegt. Andererseits durchlau-
fen die trigonometrischen Funktionen den gesamten Einheitskreis, so dass die
Bildgruppe der Einheitskreis mit der komplexen Multiplikation ist.
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10. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben

Aufgabe 10.1. Beweise Lemma 10.6.

Aufgabe 10.2. Sei G eine (multiplikativ geschriebene) kommutative Gruppe
und sei n € N. Zeige, dass das Potenzieren

G— G, z— 2",

ein Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgabe 10.3. Es sei GG eine additiv geschriebene kommutative Gruppe.
Zeige, dass die Negation, also die Abbildung

G— G, z— —u,

ein Gruppenisomorphismus ist.

Aufgabe 10.4.*
Es sei G eine kommutative Gruppe und
p: G—H

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Zeige, dass H ebenfalls kommu-
tativ ist.

Aufgabe 10.5.*
Bestimme, ob die durch die Gaulklammer gegebene Abbildung
Q—Z, q— 4],

ein Gruppenhomomorphismus ist oder nicht.

Aufgabe 10.6.*
Es sei R ein kommutativer Ring und h € R. Zeige, dass die Abbildung
R— R, f— hf,

ein Gruppenhomomorphismus ist. Beschreibe das Bild und den Kern dieser
Abbildung.
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Aufgabe 10.7. a) Fiir welche reellen Polynome P € R[X] ist die zugehorige
polynomiale Abbildung
(R,0,+) — (R,0,4), x — P(z),
ein Gruppenhomomorphismus?

b) Fiir welche reellen Polynome @ € R[X] ist allenfalls 0 eine Nullstelle und
die zugehorige polynomiale Abbildung

(R*,1,-) — (R*,1,), z — Q(x),

ein Gruppenhomomorphismus?

Aufgabe 10.8. Sei d € N>,. Wir betrachten
zZ/(d) = {0,1,...,d—1}

mit der in Aufgabe 1.19 beschriebenen Addition. Zeige, dass die Abbildung
V: Z)(d) — Z, r —> T,

kein Gruppenhomomorphismus ist.

Wir erinnern an den Begriff einer Matrix.

Sei R ein kommutativer Ring. Unter einer m x n-Matriz (iiber R) versteht
man einen Ausdruck der Form

ailz a2 A1n
ag1  A22 Aon

. b
Am1 Am2 ... Omn

wobei die Eintréage a;; aus R sind.

Aufgabe 10.9. Es sei R ein kommutativer Ring und

aiq a12 Ce Q1p
a921 a9292 ce Qon
Am1 Am2 ... Qmn

eine Matrix iiber R. Zeige, dass die Matrix einen Gruppenhomomorphismus

R" — R™
definiert, indem man
X1 a;n Q2 ... Qin X
X2 21 Q22 ... Q2 X2

Tn Am1 Am2 ... Amp T,
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anwendet, wobei

n

11 A2 ... Qip X Zizlalixi
n

G21 Q22 ... QAgp X2 Zizla%xi
n

Am1 Am2 ... OGmn Tn Zizlamixi

ist.

Aufgabe 10.10. In einer Kekspackung befinden sich Schokokekse, Waf-
felrollchen, Mandelsterne und Nougatringe. Die Kalorien, der Vitamin C-
Gehalt und der Anteil an linksdrehenden Fettsduren werden durch folgende
Tabelle (in geeigneten MaBeinheiten) wiedergegeben:

Sorte Kalorien | Vitamin C | Fett
Schokokeks 10 5 3
Waffelrollchen 8 7 6
Mandelstern 7 3 1
Nougatring 12 0 D

a) Beschreibe mit einer Matrix die Abbildung, die zu einem Verzehrtupel
(x,y, z,w) das Aufnahmetupel (K, V| F') berechnet.

b) Heinz isst 100 Schokokekse. Berechne seine Vitaminaufnahme.

¢) Ludmilla isst 10 Nougatringe und 11 Waffelrollchen. Berechne ihre Ge-
samtaufnahme an Néahrstoffen.

d) Peter isst 5 Mandelsterne mehr und 7 Schokokekse weniger als Fritz. Be-
stimme die Differenz ihrer Kalorienaufnahme.
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Matrizen werden miteinander multipliziert, indem jede Zeile der linken Ma-
trix mit jeder Spalte der rechten Matrix geméafl der Merkregel

S
P
(ZEILE) | A| = ZS+ EP+ 1A+ LL+ ET
L
T

multipliziert wird (insbesondere muss die Spaltenanzahl der linken Matrix
mit der Zeilenanzahl der rechten Matrix {ibereinstimmen) und das Ergebnis
an die entsprechende Stelle gesetzt wird.

Aufgabe 10.11. Berechne das Matrizenprodukt

nn

Q=N
2 Q=
N R~ ~
B~
~N &
N T <&
o R~

P
A
L
T

Aufgabe 10.12. Es sei K ein Korper und sei
M = {(Z Z) la,b,c,d € K, ad—bc;«éo}

die Menge aller invertierbaren 2 x 2-Matrizen.
a) Zeige, dass M mit der Matrizenmultiplikation eine Gruppe bildet.
b) Zeige, dass die Abbildung

a b

M — K*, <c d> — ad — bc,

ein Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgabe 10.13. Es sei M eine endliche Menge und T' C M eine Teilmenge,
und es seien Aut 7" und Aut M die zugehérigen Automorphismengruppen(
also die Menge aller bijektiven Abbildungen auf M, sieche Aufgabe 1.5). Zeige,
dass durch
U: Aut T — Aut M, o — ¢,

mit

. o(x), falls x € T,

Pla) = { @

T sonst,

ein injektiver Gruppenhomomorphismus gegeben ist.
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Aufgabe 10.14. Es sei GG eine Gruppe und h € G. Zeige, dass die Abbildung
G — G, g+— hgh™*,

eine Gruppenautomorphismus ist.

Die Automorphismen der vorstehenden Aufgabe nennt man auch innere Au-
tomorphismen.

Aufgabe 10.15. Sei G eine Gruppe und sei g € G ein Element und sei
p: G— G, h— hg,

die Multiplikation mit g. Zeige, dass ¢ bijektiv ist, und dass ¢ genau dann
ein Gruppenhomomorphismus ist, wenn g = e ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 10.16. (3 (1+2) Punkte)
Es seien Gy, ..., G, Gruppen.

a) Definiere eine Gruppenstruktur auf dem Produkt

Gy x--xG,.

b) Es sei H eine weitere Gruppe. Zeige, dass eine Abbildung
o: H— Gy X+ X Gy, x— p(x) = (p1(2), ..., on(x)),

genau dann ein Gruppenhomomorphismus ist, wenn alle Komponenten ¢;
Gruppenhomomorphismen sind.

Aufgabe 10.17. (4 Punkte)
Bestimme die Gruppenhomomorphismen von (Q, +,0) nach (Z, +,0).

Die folgende Aufgabe kniipft an Aufgabe 1.20 an. Zu einer reellen Zahl x
bezeichnet |z] die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich z ist.

Aufgabe 10.18. (3 Punkte)

Wir betrachten
M ={qeQ0<qg<1}

mit der in Aufgabe 1.17 definierten Verkniipfung, die nach Aufgabe 1.20 eine
Gruppe ist. Zeige, dass die Abbildung

Q—>M7Q'—>q_LqJ7

ein Gruppenhomomorphismus ist.
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Aufgabe 10.19. (2 Punkte)
Bestimme fiir jedes n € N den Kern des Potenzierens

R* — R*, 2z — 2",

Aufgabe 10.20. (1 Punkt)
Zeige, dass es keinen Gruppenhomomorphismus
2 (R> 07 +) — G

in eine Gruppe GG mit der Eigenschaft gibt, dass r € R genau dann irrational
ist, wenn ¢(r) = 0 ist.

11. VORLESUNG - NEBENKLASSEN

Nebenklassen

Definition 11.1. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Wir
setzen x ~y y (und sagen, dass x und y dquivalent sind) wenn 'y € H.

Dies ist in der Tat eine Aquivalenzrelation: Aus z~'z = e € H folgt, dass

diese Relation reflexiv ist. Aus 7'y € H folgt sofort y 'z = (z71y)"t € H
und aus x 7'y € H und y~ 'z € H folgt 2712 € H.

Definition 11.2. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann
heifit zu jedem z € G die Teilmenge

xH = {xzh|h € H}

die Linksnebenklasse von x in G beziiglich H. Jede Teilmenge von dieser
Form heifit Linksnebenklasse. Entsprechend heifit eine Menge der Form

Hy = {hy|h € H}
Rechtsnebenklasse (zu y).

Die Aquivalenzklassen zu der oben definierten Aquivalenzrelation sind wegen

[z] = {yeGlz~y}
= {yeGla'yc H}
= {yGG\es gibt h € H mit m_ly:h}
= {y € G|es gibt h € H mit y = zh}
= xH

genau die Linksnebenklassen. Die Linksnebenklassen bilden somit eine dis-
junkte Zerlegung (eine Partition) von G. Dies gilt ebenso fiir die Rechts-
nebenklassen. Im kommutativen Fall muss man nicht zwischen Links- und
Rechtsnebenklassen unterscheiden.
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Lemma 11.3. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Es seien
x,y € G zwei Elemente. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (3) (und die von (2) und (4)) folgt aus
Multiplikation mit 3~ bzw. mit y. Die Aquivalenz von (3) und (4) folgt durch
Ubergang zum Inversen. Aus (1) folgt (5) wegen 1 € H. Wenn (5) erfiillt ist,
so bedeutet das wh; = yhy mit hy, hy € H. Damit ist # = yhoh; ' und (1) ist
erfiillt. (4) und (6) sind nach Definition 11.1 dquivalent. Da die Nebenklassen
Aquivalenzklassen sind, ergibt sich die Aquivalenz von (5) und (7). O

Beispiel 11.4. Zu d € N bzw. zur Untergruppe Zd C Z gibt es die d
Nebenklassen

Zd,1+7d,2+7d,...,d—1+7d.

Die Nebenklasse ¢ + Zd besteht aus allen ganzen Zahlen, die bei Division
durch d den Rest ¢ ergeben.

Beispiel 11.5. Wir betrachten die Einheitengruppe von C, also (C*, 1, ).

Zur Untergruppe R, C C* sind zwei komplexe Zahlen #quivalent, wenn
sie durch Multiplikation mit einer positiven reellen Zahl auseinander her-
vorgehen. Die Nebenklassen sind also die Halbstrahlen, die vom Nullpunkt
ausgehen.

Zur Untergruppe S' = {z € C| |z| =1} C C* sind zwei komplexe Zahlen
dquivalent, wenn sie den gleichen Betrag besitzen, also durch eine Drehung
ineinander tiberfithrbar sind. Die Nebenklassen sind also die Kreise mit dem
Nullpunkt als Mittelpunkt.

Der Satz von Lagrange

Satz 11.6. Sei G eine endliche Gruppe und H C G eine Untergruppe von
G. Dann ist ihre Kardinalitit #(H) ein Teiler von #(G).

Beweis. Betrachte die Linksnebenklassen gH := {gh|h € H} fiir simtliche
g € G. Es ist h — gh eine Bijektion zwischen H und gH, so dass alle Neben-
klassen gleich grofl sind (und zwar #(H ) Elemente haben). Die Nebenklassen
bilden (als Aquivalenzklassen) zusammen eine Zerlegung von G, so dass #(G)
ein Vielfaches von #(H) sein muss. O
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Joseph-Louis Lagrange (1736 Turin - 1813 Paris)

Korollar 11.7. Sei G eine endliche Gruppe und ser g € G ein Element.
Dann teilt die Ordnung von g die Gruppenordnung.

Beweis. Sei H die von g erzeugte Untergruppe. Nach Lemma 1.9 ist ord (¢g) =
ord (H). Daher teilt diese Zahl nach Satz 11.6 die Gruppenordnung von G.
O

Definition 11.8. Zu einer Untergruppe H C G heifit die Anzahl der (Links-
oder Rechts)Nebenklassen der Indez von H in G, geschrieben

indG H.

In der vorstehenden Definition ist Anzahl im allgemeinen als die Mdchtigkeit
einer Menge zu verstehen. Der Index wird aber hauptsichlich dann verwen-
det, wenn er endlich ist, wenn es also nur endlich viele Nebenklassen gibt.
Das ist bei endlichem G automatisch der Fall, kann aber auch bei unend-
lichem G der Fall sein, wie schon die Beispiele Zn C Z, , zeigen. Wenn G
eine endliche Gruppe ist und H C G eine Untergruppe, so gilt aufgrund des
Satzes von Lagrange die einfache Indezformel

#(G) = #(H) - indg H.

Normalteiler

Definition 11.9. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Man
nennt H einen Normalteiler, wenn

tH = Hzx

fiir alle x € G ist, wenn also die Linksnebenklasse zu  mit der Rechtsneben-
klasse zu x iibereinstimmt.
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Bei einem Normalteiler braucht man nicht zwischen Links- und Rechtsne-
benklassen zu unterscheiden und spricht einfach von Nebenklassen. Statt x H
oder Hz schreiben wir meistens [z]. Die Gleichheit H = Hx bedeutet nicht,
dass xh = hx fiir alle h € H ist, sondern lediglich, dass es zu jedem h € H
ein h € H gibt mit zh = ha.

Lemma 11.10. Se: G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) H ist ein Normalteiler
(2) Esist thx~' € H fiir allex € G und h € H.
(3) H ist invariant unter jedem inneren Automorphismus von G.

Beweis. (1) bedeutet bei gegebenem h € H, dass man zh = hz mit einem
h € H schreiben kann. Durch Multiplikation mit 2~ von rechts ergibt sich
the™' =h e H, also (2). Dieses Argument riickwérts ergibt die Implikation
(2) = (1). Ferner ist (2) eine explizite Umformulierung von (3). O

Beispiel 11.11. Wir betrachten die Permutationsgruppe G = Ss zu einer
dreielementigen Menge, d.h. S3 besteht aus den bijektiven Abbildungen der
Menge {1,2,3} in sich. Die triviale Gruppe {id} und die ganze Gruppe sind
Normalteiler. Die Teilmenge H = {id, ¢}, wobei ¢ die Elemente 1 und 2
vertauscht und 3 unverédndert lasst, ist eine Untergruppe. Sie ist aber kein
Normalteiler. Um dies zu zeigen, sei ¥ die Bijektion, die 1 fest lasst und 2 und
3 vertauscht. Dieses 1) ist zu sich selbst invers. Die Konjugation 1oy~ =
Y1 ist dann die Abbildung, die 1 auf 3, 2 auf 2 und 3 auf 1 schickt, und
diese Bijektion gehort nicht zu H.

Lemma 11.12. Seien G und H Gruppen und sei
p: G— H
ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist der Kern ker ¢ ein Normalteiler in

G.

Beweis. Wir verwenden Lemma 11.10. Sei also x € GG beliebig und h € ker ¢.
Dann ist

o (zha™') = p@)p(h)e (¢71) = p(@)ene (¢71) = p(a)e(z)™" = em,

also gehort whax~! ebenfalls zum Kern. O

11. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben

Aufgabe 11.1. Bestimme die Nebenklassen zu den folgenden Untergruppen
von kommutativen Gruppen.
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(1) (Z,0,4) € (R,0,4).

(2) (Q,0,+) C (R,0,+).

(3) (R,0,+) C (C,0,+).

(4) (Zn,0,+) C (Z,0,+) (n € N).

(5) ({Z € (C| |Z| = 1} o1 ) - ((C\{O}’ 17')

(6) ({z€C|z"=1},1,-) C({z€C| |z|=1},1,:) (n eN).

Wann bestehen die Nebenklassen aus endlich vielen Elementen, wann ist der
Index endlich?

Aufgabe 11.2. Sei p eine Primzahl und sei G eine Gruppe der Ordnung p.
Zeige, dass GG eine zyklische Gruppe ist.

Aufgabe 11.3.*

Es sei R ein kommutativer Ring mit p Elementen, wobei p eine Primzahl sei.
Zeige, dass R ein Korper ist.

Aufgabe 11.4. Bestimme die Untergruppen von Z/(15).

Aufgabe 11.5. Es sei G = S3 die Permutationsgruppe zu einer dreielemen-
tigen Menge. Welche Zahlen treten als Ordnungen von Untergruppen und
welche als Ordnungen von Elementen auf?

Eine eigentliche Wiirfelsymmetrie ist eine Bewegung an einem Wiirfel, die
ihn in sich selbst iiberfiihrt.
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Aufgabe 11.6. Welche Zahlen treten als Ordnungen von eigentlichen Wiir-
felsymmetrien auf? Beschreibe die Wirkungsweise der Symmetrie auf den
Eckpunkten, den Kanten und den Seiten des Wiirfels sowie auf den Raum-
diagonalachsen, den Seitenmittelpunktsachsen und den Kantenmittelpunkt-
sachsen.

Aufgabe 11.7.*
Seien G und H Gruppen und sei

o: G—H

ein Gruppenhomomorphismus. Zeige, dass das Urbild ¢! (N) eines Normal-
teilers N C H ein Normalteiler in G ist.

Aufgabe 11.8. Zeige, dass der Durchschnitt von Normalteilern N;, ¢ € I,
in einer Gruppe G ist ein Normalteiler.

Aufgabe 11.9. Seien G und H Gruppen und sei
o: G—H

ein Gruppenhomomorphismus. Ist das Bild von ¢ ein Normalteiler in H?

In den folgenden Aufgaben werden Aquivalenzrelationen wiederholt.

Aufgabe 11.10. Auf den ganzen Zahlen Z lebe eine Kolonie von Flohen,
und jeder Flohsprung geht fiinf Einheiten weit (in beide Richtungen). Wie
viele Flohpopulationen gibt es? Wie kann man einfach charakterisieren, ob
zwei Flohe zur gleichen Population gehoren oder nicht?

Aufgabe 11.11. Betrachte die Schachfiguren Turm, Léaufer, Pferd und Esel
zusammen mit ihren erlaubten Ziigen auf einem 8 x 8-Schachbrett. Ein Esel
darf dabei pro Zug einen Doppelschritt nach vorne, nach hinten, nach rechts
oder nach links machen. Jede dieser Figuren definiert eine Aquivalenzrelation
auf den 64 Feldern, indem zwei Felder als dquivalent angesehen werden, wenn
das eine Feld von dem anderen Feld aus mit dieser Figur in endlich vielen
Ziigen erreichbar ist. Beschreibe fiir jede dieser Schachfiguren die zugehorige
Aquivalenzrelation und ihre Aquivalenzklassen. Wie sieht es auf einem 3 x 3-
Schachbrett aus?
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Aufgabe 11.12. Sei B ein Blatt Papier (oder ein Taschentuch). Man versu-
che, sich die folgenden Aquivalenzrelationen auf B und die zugehorige Iden-
tifizierungsabbildungen vorzustellen (moglichst geometrisch).

(1) Die vier Eckpunkte sind untereinander équivalent, ansonsten sind die
Punkte nur zu sich selbst dquivalent.

(2) Alle Randpunkte sind untereinander dquivalent, ansonsten sind die
Punkte nur zu sich selbst dquivalent.

(3) Jeder Punkt des linken Randes ist dquivalent zu seinem horizontal ge-
geniiber liegenden Punkt am rechten Rand, ansonsten sind die Punkte
nur zu sich selbst dquivalent.

(4) Jeder Punkt des linken Randes ist dquivalent zu seinem horizontal
gegeniiber liegenden Punkt am rechten Rand und jeder Punkt des
oberen Randes ist dquivalent zu seinem vertikal gegeniiber liegenden
Punkt, ansonsten sind die Punkte nur zu sich selbst dquivalent.

(5) Jeder Punkt des Randes ist #dquivalent zu seinem punktsymme-
trisch (beziiglich des Mittelpunktes des Blattes) gegeniiber liegenden
Punkt, ansonsten sind die Punkte nur zu sich selbst dquivalent.

(6) Sei K ein Kreis (d.h. eine Kreislinie) auf dem Blatt. Alle Kreispunkte
seien untereinander dquivalent, ansonsten sind die Punkte nur zu sich
selbst dquivalent.

(7) Es gebe zwei Punkte P # (), die untereinander dquivalent seien,
ansonsten sind die Punkte nur zu sich selbst dquivalent.

(8) Sei H die horizontale Halbierungsgerade des Blattes. Zwei Punkte
sind genau dann dquivalent, wenn sie achsensymmetrisch zu H sind.

Aufgabe 11.13. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Zeige, dass
die Relation auf V, die durch

v~ w, falls esein A € K, A £ 0, mit v = \w gibt

eine Aquivalenzrelation ist. Was sind die Aquivalenzklassen?
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 11.14. (2 Punkte)
Bestimme die Untergruppen von Z/(20).

Aufgabe 11.15. (3 Punkte)

Sei M eine endliche Menge und sei ¢ eine Permutation auf M und x € M.
Zeige, dass {n € Z| o"(x) = x} eine Untergruppe von Z ist. Den eindeutig
bestimmten nichtnegativen Erzeuger dieser Untergruppe bezeichnen wir mit
ord, 0. Zeige die Beziehung

ord (o) = kgV{ord, o|xz € M} .

Aufgabe 11.16. (2 Punkte)
Seien G und H Gruppen und sei

p: G— H

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Zeige, dass das Bild ¢(N) eines
Normalteilers N C GG ein Normalteiler in H ist.

Aufgabe 11.17. (2 Punkte)

Zeige, dass jede Untergruppe vom Index zwei in einer Gruppe G ein Normal-
teiler in G ist.

Aufgabe 11.18. (2 Punkte)
Sei GG eine Gruppe und sei M eine Menge mit einer Verkniipfung. Es sei
p: G— M

eine surjektive Abbildung mit p(gh) = ¢(g9)e(h) fir alle g,h € G. Zeige,
dass M eine Gruppe und ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgabe 11.19. (5 Punkte)

Man gebe ein Beispiel von drei Untergruppen F' C G C H an derart, dass F
ein Normalteiler in G und G ein Normalteiler in H, aber F' kein Normalteiler
in H ist.
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12. VORLESUNG - RESTKLASSENBILDUNG

Restklassenbildung

In der letzten Vorlesung haben wir in Lemma 11.12 gesehen, dass der Kern
eines Gruppenhomomorphismus ein Normalteiler ist. Wir zeigen nun um-
gekehrt, dass sich jeder Normalteiler als Kern eines geeigneten, surjektiven
Gruppenhomomorphismus realisieren lésst.

Die Multiplikation der Nebenklassen zu einem Normalteiler N C G.

Satz 12.1. Sei G eine Gruppe und H C G ein Normalteiler. Es sei G/H
die Menge der Nebenklassen (die Quotientenmenge) und

¢: G— G/H, g— ],

die kanonische Projektion. Dann ¢ibt es eine eindeutig bestimmte Gruppen-
struktur auf G/H derart, dass q ein Gruppenhomomorphismus ist.

Beweis. Da die kanonische Projektion zu einem Gruppenhomomorphismus
werden soll, muss die Verkniipfung durch

[z]ly] = [ay]
gegeben sein. Wir miissen also zeigen, dass durch diese Vorschrift eine wohl-
definierte Verkniipfung auf G/H definiert ist, die unabhéngig von der Wahl
der Représentanten ist. D.h. wir haben fiir [z] = [2/] und [y] = [¢/] zu
zeigen, dass [ry] = [2'y'] ist. Nach Voraussetzung kénnen wir 2’ = zh und
hy' = hy = yh' mit h, h,h’ € H schreiben. Damit ist
2y = (zh)y = x(hy') = z(yh') = xyh'.
Somit ist [zy] = [2'y/]. Aus der Wohldefiniertheit der Verkniipfung auf G/H

folgen die Gruppeneigenschaften, die Homomorphieeigenschaft der Projekti-
on und die Eindeutigkeit. 0

Definition 12.2. Sei G eine Gruppe und H C G ein Normalteiler. Die
Quotientenmenge

G/H
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mit der aufgrund von Satz 12.1 eindeutig bestimmten Gruppenstruktur heifit
Restklassengruppe von G modulo H. Die Elemente [g] € G/H heiflen Rest-
klassen. Fiir eine Restklasse [g] heifit jedes Element ¢’ € G mit [¢'] = [g] ein
Reprdsentant von [g].

Beispiel 12.3. Die Untergruppen der ganzen Zahlen sind nach Satz 5.2 von
der Form Zn mit n > 0. Die Restklassengruppen werden mit

Z](n)
bezeichnet (sprich ,,Z modulo n*). Bei n = 0 ist das einfach Z selbst, bei n =
1 ist das die triviale Gruppe. Im Allgemeinen ist die durch die Untergruppe
Zn definierte Aquivalenzrelation auf Z dadurch gegeben, dass zwei ganze
Zahlen a und b genau dann dquivalent sind, wenn ihre Differenz a — b zu Zn
gehort, also ein Vielfaches von n ist. Daher ist (bei n > 1) jede ganze Zahl
zu genau einer der n Zahlen

0,1,2,...,n—1

dquivalent (oder, wie man auch sagt, kongruent modulo n), ndmlich zum
Rest, der sich bei Division durch n ergibt. Diese Reste bilden also ein Re-
prasentantensystem fiir die Restklassengruppe, und diese besitzt n Elemente.
Die Tatsache, dass die Restklassenabbildung

7 — 7/(n), a — [a] = a mod n,

ein Homomorphismus ist, kann man auch so ausdriicken, dass der Rest einer
Summe von zwei ganzen Zahlen nur von den beiden Resten, nicht aber von
den Zahlen selbst, abhingt. Als Bild der zyklischen Gruppe Z ist auch Z/(n)
zyklisch, und zwar ist 1 (aber auch —1) stets ein Erzeuger.

Wie bei jeder Aquivalenzrelation ~ auf G nennt man eine Teilmenge R C G
ein Reprisentantensystem fiir die Aquivalenzrelation, wenn jede Aquivalenz-
klasse genau ein Element aus R enthélt. Dies bedeutet, dass die Abbildung
R — G/ ~ bijektiv ist. Solche Reprisentantensysteme gibt es immer. In
unserem gruppentheoretischen Kontext gibt es manchmal eine Untergruppe
F C G mit der Eigenschaft, dass die Gesamtabbildung

F— G/H, f—[f],

bijektiv und damit ein Isomorphismus ist. Dies liefert dann eine einfache
Beschreibung der Restklassengruppe, wie im folgenden Beispiel.

Beispiel 12.4. Wir betrachten die Einheitengruppe von C, also (C*, 1, ).
Zur Untergruppe R, C C* ist die Abbildung
S'={zeC||z|=1} — C* — C/R,

ein Isomorphismus, die Restklassengruppe ist also isomorph zur Kreisgruppe.
Der Kern der Gesamtabbildung besteht aus dem Durchschnitt

Sl mIRJr = {1}7
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daher ist die Abbildung nach Lemma 10.13 injektiv. Zum Beweis der Surjek-
tivitdt miissen wir zeigen, dass die Aquivalenzklasse zu jedem x € C* durch
ein Element des Einheitskreises repriasentiert werden kann. Hierzu kann man
|§—| nehmen.
Zur Untergruppe S* C C* ist die Abbildung

R, — C* — C/S!

bijektiv, die Restklassengruppe ist also isomorph zur Gruppe der positiven
reellen Zahlen. Die Injektivitét ergibt sich wie eben. Die Surjektivitit ergibt
sich daraus, dass z € C* zu |z| (beziiglich der Untergruppe S') fdquivalent
ist.

Homomorphie- und Isomorphiesatz

Satz 12.5. Seien G,Q und H Gruppen, es sei ¢: G — H ein Gruppen-
homomorphismus und v: G — Q ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.
Es sei vorausgesetzt, dass

kern) C kern ¢
ist. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus
p:Q —H
derart, dass p = ¢ o ist. Mit anderen Worten: das Diagramm

G — @
N
H

1st kommutativ.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Fiir jedes Element v € () gibt
es mindestens ein ¢ € G mit ¥(g) = u. Wegen der Kommutativitit des
Diagramms muss

P(u) = ¢(g)
gelten. Das bedeutet, dass es maximal ein ¢ geben kann. Wir haben zu zeigen,
dass durch diese Bedingung eine wohldefinierte Abbildung gegeben ist. Seien
also g, ¢ € G zwei Urbilder von u. Dann ist

g gt € kerntp C kern

und daher ist ¢(g) = ¢(¢'). Die Abbildung ist also wohldefiniert. Seien u, v €
@ und seien g, h € G Urbilder davon. Dann ist gh ein Urbild von wv und
daher ist

p(uv) = @(gh) = @(g)p(h) = &(u)@(v).
D.h. ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus. U
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Die im vorstehenden Satz konstruierte Abbildung heifit induzierte Abbildung
oder induzierter Homomorphismus und entsprechend heifit der Satz auch
Satz vom induzierten Homomorphismus.

Korollar 12.6. Seien G und H Gruppen und sei
p: G—H
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Dann gibt es eine kanonische Iso-
morphie
o: G/kernp — H.

Beweis. Wir wenden Satz 12.5 auf () = G/ kern ¢ und die kanonische Projek-
tion ¢: G — G/ kern ¢ an. Dies induziert einen Gruppenhomomorphismus

¢: G/kernp — H

mit ¢ = P o ¢, der surjektiv ist. Sei [z] € G/kern¢ und [z] € kern@. Dann
ist

¢([x]) = o(z) = en,
also = € kern . Damit ist [2] = eg, d.h. der Kern von ¢ ist trivial und nach
Lemma 10.13 ist ¢ auch injektiv. U

Satz 12.7. Seien G und H Gruppen und sei
p: G—H
ein Gruppenhomomorphismus. Dann gibt es eine kanonische Faktorisierung
G- G/ kernp 2 bildyp <> H,
wobei q die kanonische Projektion, 6 ein Gruppenisomorphismus und ¢ die

kanonische Inklusion der Bildgruppe ist.

Beweis. Dies folgt aus Korollar 12.6 angewandt auf die Bildgruppe U =
bildp C H. O

Diese Aussage wird haufig kurz und prignant so formuliert:

Bild = Urbild modulo Kern.

Satz 12.8. Sei G eine Gruppe und N C G ein Normalteiler mit der Rest-
klassengruppe Q = G/N. Es sei H C G eine weiterer Normalteiler in G, der
N umfasst. Dann ist das Bild H von H in Q ein Normalteiler und es gilt die
kanonische Isomorphie

G/H=Q/H.

Beweis. Fiir die erste Aussage siche Aufgabe 11.6. Damit ist die Restklas-
sengruppe )/ H wohldefiniert. Wir betrachten die Komposition

poq:G—>Q—>Q/F.
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Wegen

kernpogq = {z € G|pog(x)=e}
= {z € G|q(z) € kernp}
= l{L;CEG|q(I)EH}

ist kernp o ¢ = H. Daher ergibt Korollar 12.6 die kanonische Isomorphie
G/H — Q/H.

Kurz gesagt ist also

G/H = (G/N)/(H/N).

12. ARBEITSBLATT

Ubungsaufgaben

Aufgabe 12.1. Bringe die Restklassengruppe Q/Z mit der in Aufgabe 1.17
direkt eingefiithrten Gruppe in Verbindung.

Aufgabe 12.2.*

Zeige, dass es in der Restklassengruppe Q/Z zu jedem n € N, Elemente gibt,
deren Ordnung gleich n ist.

Aufgabe 12.3. Zeige, dass es keine Untergruppe F' C (Q, 0, +) derart gibt,
dass
F—Q/Z

ein Isomorphismus ist.
Aufgabe 12.4. Bestimme die Restklassengruppe zu {1, -1} C R*.

Aufgabe 12.5. Finde in der Permutationsgruppe S5 einen Normalteiler N #
0, S3 und bestimme die zugehorige Restklassengruppe.

Aufgabe 12.6. Sei G eine Gruppe und g € G ein Element mit dem (nach
Lemma 10.7) zugehorigen Gruppenhomomorphismus

p: Z— G, n+—g".

Beschreibe die kanonische Faktorisierung von ¢ geméfl Satz 12.7.
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Aufgabe 12.7.*

Es sei G eine Gruppe und g € G ein Element mit endlicher Ordnung. Zeige,
dass die Ordnung von g mit dem minimalen d € N, iibereinstimmt, zu dem
es einen Gruppenhomomorphismus

Z/(d) — G
gibt, in dessen Bild das Element g liegt.

Aufgabe 12.8. Zeige mit Hilfe der Homomorphiesétze, dass zyklische Grup-
pen mit der gleichen Ordnung isomorph sind.

Aufgabe 12.9. Seien GG, H und F Gruppen und seien ¢: G — H und
v: G — F Gruppenhomomorphismen mit v surjektiv und mit kerny C
kern ¢. Bestimme den Kern des induzierten Homomorphismus

p: F— H.

Aufgabe 12.10. Zeige, dass fiir jede reelle Zahl a # 0 die Restklassengrup-
pen R/Za untereinander isomorph sind.

Aufgabe 12.11. Sei p eine Primzahl. Definiere einen Gruppenhomomor-
phismus

(Q \ {0}7 K 1) — (Z> +,0)>

der p — 1 und alle anderen Primzahlen auf null schickt.

Bestimme auch den Kern dieses Gruppenhomomorphismus.

Aufgabe 12.12. Es seien G; und G5 Gruppen und seien N; C G und
Ny C G5 Normalteiler. Zeige, dass N; X Ny ein Normalteiler in G x G ist
und dass eine Isomorphie

(G X Go/ (N} x N3) = (G1/Ny) x (Ga/Ny)

vorliegt.

Aufgabe 12.13. Sei H eine (additive) Untergruppe der reellen Zahlen R.
Zeige, dass entweder H = Za mit einer eindeutig bestimmten nicht-negativen
reellen Zahl a ist, oder aber H dicht in R ist.



104

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 12.14. (3 Punkte)

Es seien G und H Gruppen mit der Produktgruppe G x H. Zeige, dass die
Gruppe G x {ey} ein Normalteiler in G x H ist, und dass die Restklassen-
gruppe (G x H)/G x {ey} kanonisch isomorph zu H ist.

Aufgabe 12.15. (4 Punkte)

Bestimme die Gruppenhomomorphismen zwischen zwei zyklischen Gruppen.
Welche sind injektiv und welche sind surjektiv?

Aufgabe 12.16. (2 Punkte)
Zeige, dass es eine Gruppe G und einen Gruppenhomomorphismus
2 (R7 07 +) — G

mit der Eigenschaft gibt, dass r € R genau dann rational ist, wenn ¢(r) =0
ist.

Aufgabe 12.17. (3 Punkte)

Bestimme samtliche Gruppen mit vier Elementen.

13. VORLESUNG - RINGHOMOMORPHISMEN

Ringhomomorphismen

Definition 13.1. Seien R und S Ringe. Eine Abbildung
p: R— 8

heifit Ringhomomorphismus, wenn folgende Eigenschaften gelten:

(1) p(a+b) = p(a) + ¢(b)
(2) p(1) =1
(3) pla-b) = ¢(a)- p(b).

Ein Ringhomomorphismus ist also zugleich ein Gruppenhomomorphismus fiir
die additive Struktur und ein Monoidhomomorphismus fiir die multiplikative
Struktur. Einen bijektiven Ringhomomorphismus nennt man einen Ringiso-
morphismus, und zwei Ringe heiflen ¢somorph, wenn es einen Ringisomor-
phismus zwischen ihnen gibt. Ein Ringisomorphismus eines Ringes auf sich
selbst heifit Ringautomorphismus. Wenn R und S Korper sind, so spricht
man manchmal auch von einem Korperhomomorphismus statt von einem
Ringhomomorphismus. Dieser hat aber keine zusétzlichen Eigenschaften.
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Die konstante Abbildung R — 0 in den Nullring ist stets ein Ringhomomor-
phismus, dagegen ist die umgekehrte Abbildung, also 0 — R, nur bei R =0
ein Ringhomomorphismus.

Lemma 13.2. Es seien R, S,T Ringe. Dann gelten folgende Figenschaften.

(1) Die Identitit id : R — R ist ein Ringhomomorphismus.

(2) Sindy : R— S undv : S — T Ringhomomorphismen, so ist auch die
Hintereinanderschaltung 1 o p : R — T ein Ringhomomorphismus.

(3) Ist R C S ein Unterring, so ist die Inklusion R — S ein Ringhomo-
morphismus.

Beweis. Siehe Aufgabe 13.4. O

Satz 13.3. Sei R ein Ring. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Ring-
homomorphismus

7 — R.

Beweis. Ein Ringhomomorphismus muss die 1 auf die 1z abbilden. Deshalb
gibt es nach Lemma 10.7 genau einen Gruppenhomomorphismus

Z — (R,+,0), n —> nlg.

Wir miissen zeigen, dass diese Abbildung auch die Multiplikation respektiert,
d.h. dass (mn)1lr = (mlg) * (nlg) ist, wobei % hier die Multiplikation in R
bezeichnet. Dies folgt aber aus Lemma 2.5. O

Den in dieser Aussage konstruierten und eindeutig bestimmten Ringhomo-
morphismus nennt man auch den kanonischen Ringhomomorphismus (oder
den charakteristischen Ringhomomorphismus) von Z nach R.

Definition 13.4. Die Charakteristik eines kommutativen Ringes R ist die
kleinste positive natiirliche Zahl n mit der Eigenschaft n - 1z = 0. Die Cha-
rakteristik ist 0, falls keine solche Zahl existiert.

Die Charakteristik beschreibt genau den Kern des obigen kanonischen (cha-
rakteristischen) Ringhomomorphismus.

Lemma 13.5. Sei R ein Integrititsbereich. Dann ist die Charakteristik von
R null oder eine Primzahl.

Beweis. Die Charakteristik sei n > 0 und es sei angenommen, dass n keine
Primzahl ist, also eine Zerlegung n = ab mit kleineren Zahlen 0 < a,b < n
besitzt. Nach Definition der Charakteristik ist ng = 0 in R und n ist die
kleinste positive Zahl mit dieser Eigenschaft. Aufgrund von Satz 13.3 ist
arbr = nr = 0, so dass, weil R ein Integritédtsbereich ist, einer der Faktoren
null sein muss, im Widerspruch zur Minimalitdt von n. O
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Lemma 13.6. Seien R und S Ringe und sei
v: R— 8

ein Ringhomomorphismus. Es set u € R* eine Einheit. Dann ist auch
©(u) eine Einheit. Mit anderen Worten: Ein Ringhomomorphismus induziert
einen Gruppenhomomorphismus

R* — 5%

Beweis. Das ist trivial. O

Der Einsetzungshomomorphismus

Satz 13.7. Sei R ein kommutativer Ring und sei R[X] der Polynomring
tber R. Es sei A ein weiterer kommutativer Ring und es sei p: R — A ein
Ringhomomorphismus und a € A ein Element. Dann gibt es einen eindeutig
bestimmten Ringhomomorphismus

v R[X]— A

mit Y(X) = a und mit ¥ oi = ¢, wobei i: R — R[X] die kanonische
Binbettung ist. Dabei geht das Polynom P = Y77 ¢; X7 auf Y77 p(c;)a’.

Beweis. Bei einem Ringhomomorphismus
v RIX]— A

mit ¢ o i = ¢ miissen die Konstanten ¢ € R auf ¢(c) und X auf a gehen.
Daher muss X7 auf a/ gehen. Da Summen respektiert werden, kann es nur
einen Ringhomorphismus geben, der die im Zusatz angegebene Gestalt haben
muss. Es ist also zu zeigen, dass durch diese Vorschrift wirklich ein Ringho-

momorphismus definiert ist. Dies folgt aber direkt aus dem Distributivgesetz.
O

Den in diesem Satz konstruierten Ringhomomorphismus nennt man den Fin-
setzungshomomorphismus.

Korollar 13.8. Sei R ein kommutativer Ring und sei R[X] der Polynomring
iber R. Es sei r € R ein Element. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten
Ringhomomorphismus

Y: RIX]— R

mit Y(X) = r und mit p o i = @, wobei i: R — R[X] die kanonische
Binbettung ist. Dabei geht das Polynom P = 37" ¢; X7 auf 377 p(c;)r.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 13.7. U
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Korollar 13.9. Sei R ein kommutativer Ring und sei R[X] der Polynomring
tber R. Es sei Y = aX +0b, wobei a eine Einheit in R sei. Dann gibt es einen
Ringisomorphismus

R[X] — R[X], X —> aX + .
Beweis. Die Einsetzungshomomorphismen zu X + aX +bund X — a ' X —

a~'b definieren aufgrund von Satz 13.7 jeweils einen Ringhomomorphismus
Y und ¢ von R[X] nach R[X], die wir hintereinander schalten:

RIX] -% R[X] -2 R[X].

Bei diesem Ringhomomorphismus bleiben die Elemente aus R unverédndert,
und die Variable X wird insgesamt auf

a(a’X —a'b)+b =aa'X —aatb+b = X

geschickt. Daher muss die Verkniipfung aufgrund der Eindeutigkeit in Satz
13.7 die Identitédt sein. Dies gilt auch fiir die Hintereinanderschaltung in
umgekehrter Reihenfolge, so dass ein Isomorphismus vorliegt. O

Ideale unter einem Ringhomomorphismus

Der Zusammenhang zwischen Ringhomomorphismen und Idealen wird durch
folgenden Satz hergestellt.

Satz 13.10. Seien R und S kommutative Ringe und sei
p:R— S
ein Ringhomomorphismus. Dann ist der Kern
kernp = {f € R|¢(f) = 0}

ein Ideal in R.
Beweis. Sei I := ¢71(0). Wegen ¢(0) = 0 ist 0 € I. Seien a,b € I. Das
bedeutet p(a) = 0 und ¢(b) = 0. Dann ist

pla+b) = pla)+ o) =04+0=0
und daher a +b € 1.
Sei nun a € I und r € R beliebig. Dann ist

p(ra) = ¢(r)pa) = ¢(r)-0 =0,

also ist ra € I. O
Da ein Ringhomomorphismus insbesondere ein Gruppenhomomorphismus

der zugrunde liegenden additiven Gruppe ist, gilt wieder das Kernkriteri-
um fiir die Injektivitdat. Eine Anwendung davon ist das folgende Korollar.
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Korollar 13.11. Es sei K ein Korper und S ein vom Nullring verschiedener
Ring. Es sei
p: K — S

ein Ringhomomorphismus. Dann ist ¢ injektiv.

Beweis. Es geniigt nach Lemma 10.13 zu zeigen, dass der Kern der Abbildung
gleich null ist. Nach Satz 13.10 ist der Kern ein Ideal. Da die 1 auf 1 # 0
geht, ist der Kern nicht ganz K. Da es nach Lemma 7.5 in einem Koérper
iiberhaupt nur zwei Ideale gibt, muss der Kern das Nullideal sein. U

13. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben

Aufgabe 13.1. Zeige, dass das Bild unter einem Ringhomomorphismus ein
Unterring ist.

Aufgabe 13.2. Zeige, dass die Umkehrabbildung eines Ringisomorphismus
wieder ein Ringhomomorphismus ist.

Aufgabe 13.3. Es seien R, S, T Ringe. Zeige die folgenden Eigenschaften.

(1) Die Identitét id : R — R ist ein Ringhomomorphismus.

(2) Sind ¢ : R — Sund ¢ : S — T Ringhomomorphismen, so ist auch die
Hintereinanderschaltung v o ¢ : R — T ein Ringhomomorphismus.

(3) Ist R C S ein Unterring, so ist die Inklusion R < S ein Ringhomo-
morphismus.

Aufgabe 13.4. Sei R ein kommutativer Ring und sei ¢: Z — R der kano-
nische Homomorphismus. Zeige, dass die Charakteristik von R der eindeutig
bestimmte nichtnegative Erzeuger des Kernideals ker ¢ C 7Z ist.

Aufgabe 13.5. Es sei R ein Integritédtsbereich der Charakteristik n € N.
Zeige, dass die Ordnung von jedem Element z € R, z # 0, ebenfalls n ist.

Aufgabe 13.6. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber K.
Berechne das Bild des Polynoms X?3+4X —3 unter dem durch X — X?+X—1
definierten Einsetzungshomomorphismus K[X]| — K[X].
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Aufgabe 13.7. Sei K ein Korper und sei K[X]| der Polynomring iiber K.
Es sei a € K ein fixiertes Element. Bestimme den Kern des Einsetzungsho-

momorphismus
K[X] — K, X — a.

Aufgabe 13.8. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber K. Es
sei P € K[X] ein nicht-konstantes Polynom. Zeige, dass der durch X +— P
definierte Einsetzungshomomorphismus von K [X] nach K[X] injektiv ist und
dass der durch P erzeugte Unterring K[P] C K[X] isomorph zum Polynom-
ring in einer Variablen ist.

Aufgabe 13.9. Es sei R ein kommutativer Ring und 0 der Nullring. Bestim-
me die Ringhomomorphismen von R nach 0 und die Ringhomomorphismen
von 0 nach R.

Aufgabe 13.10. Zeige, dass die komplexe Konjugation ein Korperautomor-
phismus ist.

Aufgabe 13.11. Zeige, dass es keinen Ringhomomorphismus von Q nach Z
gibt.

Aufgabe 13.12.*

Zeige, dass es keinen Ringhomomorphismus von C nach R gibt.

Aufgabe 13.13. Bestimme die Korperautomorphismen von R.

Aufgabe 13.14. Sei R ein Ring und seien L und M zwei Mengen mit den
in Aufgabe 2.9 konstruierten Ringen A = Abb (L, R) und B = Abb (M, R).
Zeige, dass eine Abbildung L — M einen Ringhomomorphismus

B— A

induziert.

Aufgabe 13.15.*
Es sei K ein Korper, R ein Ring mit 0 # 1 und
p: K — R

ein Ringhomomorphismus. Zeige direkt, dass ¢ injektiv ist.
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Aufgabe 13.16. Es sei K ein Korper und sei
p: K — K

ein Korperautomorphismus. Zeige, dass die Abbildung
K[X] — K[X], Y aiX' — > o(a;) X",
i=0 i=0

ein Ringautomorphismus des Polynomrings K[X] ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 13.17. (2 Punkte)

Es sei R ein kommutativer Ring der Charakteristik n € N. Zeige, dass die
Ordnung von jedem Element z € R, x # 0, ein Teiler von n ist.

Aufgabe 13.18. (3 Punkte)

Sei K ein Korper und sei K[X]| der Polynomring iiber K. Berechne das Bild
des Polynoms X* — 2X?% + 5X — 2 unter dem durch X ~— 2X3 4+ X — 1
definierten Einsetzungshomomorphismus K[X] — K[X].

Aufgabe 13.19. (2 Punkte)

Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber K. Zeige, dass ein
Polynom P € K|[X]| genau dann irreduzibel ist, wenn das um a € K ,ver-
schobene® Polynom (das entsteht, wenn man in P die Variable X durch X —a
ersetzt) irreduzibel ist.

Aufgabe 13.20. (3 Punkte)

Zeige, dass es keinen Ringhomomorphismus von R nach Q gibt.

Aufgabe 13.21. (3 Punkte)

Sei p eine Primzahl. Zeige, dass

(Z)EO mod p

ist fiiralle k=1,...,p— 1.
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Aufgabe 13.22. (3 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring, der einen Kérper der positiven Charakteristik
p > 0 enthalte (dabei ist p eine Primzahl). Zeige, dass die Abbildung

R — R, f+— [,

ein Ringhomomorphismus ist, den man den Frobenius-Homomorphismus
nennt.

14. VORLESUNG - RESTKLASSENRINGE

Restklassenringe

Nach Satz 13.10 ist der Kern eines Ringhomomorphismus ein Ideal. Man
kann umgekehrt zu jedem Ideal I C R in einem (kommutativen) Ring einen
Ring R/I konstruieren, und zwar zusammen mit einem surjektiven Ringho-
momorphismus
R — R/I,

dessen Kern gerade das vorgegebene Ideal I ist. Ideale und Kerne von Ring-
homomorphismen sind also im Wesentlichen dquivalente Objekte, so wie das
bei Gruppen fiir Kerne von Gruppenhomomorphismen und Normalteilern
gilt. In der Tat gelten die entsprechenden Homomorphiesitze hier wieder,
und konnen weitgehend auf die Gruppensituation zuriickgefiihrt werden. Wir
werden uns bei den Beweisen also kurz fassen kénnen.

Definition 14.1. Es sei R ein kommutativer Ring und I C R ein Ideal in
R. Zu a € R heifit die Teilmenge

a+1 ={a+f|fel}

die Nebenklasse von a zum Ideal I. Jede Teilmenge von dieser Form heifit
Nebenklasse zu 1.

Diese Nebenklassen sind gerade die Nebenklassen zur Untergruppe I C R,
die wegen der Kommutativitdt ein Normalteiler ist. Zwei Elemente a,b € R
definieren genau dann die gleiche Nebenklasse, also a + I = b+ I, wenn ihre
Differenz a — b zum Ideal gehort. Man sagt dann auch, dass a und b dieselbe
Nebenklasse reprdasentieren.

Definition 14.2. Es sei R ein kommutativer Ring und / C R ein Ideal in R.
Dann ist der Restklassenring R/I (sprich ,R modulo I*) ein kommutativer
Ring, der durch folgende Daten festgelegt ist.

(1) Als Menge ist R/I die Menge der Nebenklassen zu I.
(2) Durch

(a+ 1)+ (b+1):=(a+b+1)
wird eine Addition von Nebenklassen definiert.
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(3) Durch
(a+1)-(b+1):=(a-b+1)

wird eine Multiplikation von Nebenklassen definiert.

(4) 0 = 0+ I = I definiert das neutrale Element fiir die Addition (die
Nullklasse).

(5) 1 = 1+ I definiert das neutrale Element fiir die Multiplikation (die
Einsklasse).

Man muss dabei zeigen, dass diese Abbildungen (also Addition und Multipli-
kation) wohldefiniert sind, d.h. unabhingig vom Représentanten, und dass
die Ringaxiome erfiillt sind. Da I insbesondere eine Untergruppe der kom-
mutativen Gruppe (R, +,0) ist, liegt ein Normalteiler vor, so dass R/I eine
Gruppe ist und die Restklassenabbildung

R— R/I,a— a+ 1 =:a,

ein Gruppenhomomorphismus ist. Das einzig Neue gegeniiber der Gruppen-
situation ist also die Anwesenheit einer Multiplikation. Die Wohldefiniertheit
der Multiplikation ergibt sich so: Seien zwei Restklassen gegeben mit unter-
schiedlichen Représentanten, also @ = ¢/ und b = /. Dann ist a —a’ € T
und b—b € I bzw. o’ =a+xzund ¥/ = b+y mit x,y € I. Daraus ergibt sich

ab = (a+z)(b+y) = ab+ ay + zb + zy.

Die drei hinteren Summanden gehoren zum Ideal, so dass die Differenz a'b’ —
ab € I ist.

Aus der Wohldefiniertheit folgen die anderen Eigenschaften und insbeson-
dere, dass ein Ringhomomorphismus in den Restklassenring vorliegt. Diesen
nennt man wieder die Restklassenabbildung oder den Restklassenhomomor-
phismus. Das Bild von @ € R in R/I wird haufig mit [a], @ oder einfach
mit a selbst bezeichnet und heifit die Restklasse von a. Bei dieser Abbil-
dung gehen genau die Elemente aus dem Ideal auf 0, d.h. der Kern dieser
Restklassenabbildung ist das vorgegebene Ideal.

Das einfachste Beispiel fiir diesen Prozess ist die Abbildung, die einer ganzen
Zahl a den Rest bei Division durch eine fixierte Zahl d zuordnet. Jeder Rest
wird dann repréasentiert durch eine der Zahlen 0,1,2,...,d — 1. Im Allgemei-
nen gibt es nicht immer ein solch {ibersichtliches Représentantensystem.

Die Restklassenringe von Z
Die Restklassengruppen Z/(d) haben wir bereits kennengelernt, es handelt

sich um zyklische Gruppen der Ordnung d. Diese Gruppen bekommen jetzt
aber noch zusétzlich eine Ringstruktur.
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Korollar 14.3. Sei d > 0 eine natiirliche Zahl. Dann gibt es eine eindeutiq
bestimmte Ringstruktur auf Z/(d) derart, dass die Restklassenabbildung

Z — 7)(d), a — G,

ein Ringhomomorphismus ist. Z/(d) ist ein kommutativer Ring mit d Ele-
menten (beid > 1).

Beweis. Dies ist ein Spezialfall der obigen Uberlegungen. U

Die Restklassenringe S = K[X]|/(P) sind ebenfalls gut iiberschaubar. Wenn
P den Grad d besitzt, so wird jede Restklasse in S durch ein eindeutiges
Polynom von einem Grad < d représentiert. Dieses ist der Rest, den man
erhélt, wenn man durch P durchdividiert.

Die Homomorphiesitze fiir Ringe

Fiir Ringe, ihre Ideale und Ringhomomorphismen gelten die analogen Ho-
momorphiesétze wie fiir Gruppen, ihre Normalteiler und Gruppenhomomor-
phismen, siehe die zwolfte Vorlesung. Wir beschranken uns auf kommutative
Ringe.

Satz 14.4. Seien R, S und T kommutative Ringe, es sei p: R — S ein
Ringhomomorphismus und ¥ : R — T ein surjektiver Ringhomomorphismus.
Es sei vorausgesetzt, dass

kerny C kern ¢
1st. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus
o: T — S
derart, dass ¢ = @ o ist. Mit anderen Worten: das Diagramm

R — T
N
S

1st kommutativ.
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Beweis. Aufgrund von Satz 12.5 gibt es einen eindeutig bestimmten Grup-
penhomomorphismus

o: T — S,
der die Eigenschaften erfiillt. Es ist also lediglich noch zu zeigen, dass ¢
auch die Multiplikation respektiert. Seien dazu t,t’ € T, und diese seien
reprasentiert durch r bzw. " aus R. Dann wird ¢’ durch rr’ reprisentiert
und daher ist

p(tt') = o(rr') = @(r)e(r') = G()@(t").
U

Die im vorstehenden Satz konstruierte Abbildung heiflit wieder induzierte
Abbildung oder induzierter Homomorphismus und entsprechend heifit der
Satz auch Satz vom induzierten Homomorphismus.

Korollar 14.5. FEs seien R und S kommutative Ringe und es sei
p: R— S

ein surjektiver Ringhomomorphismus. Dann gibt es eine kanonische Isomor-
phie von Ringen
¢: R/kernyp — S.

Beweis. Aufgrund von Korollar 12.6 liegt ein natiirlicher Gruppenisomor-
phismus vor, der wegen Satz 14.4 auch die Multiplikation respektiert, also
ein Ringhomomorphismus ist. U

Satz 14.6. Es seien R und S kommutative Ringe und es sei
p: R— S
ein Ringhomomorphismus. Dann gibt es eine kanonische Faktorisierung
R % R/kerny N bildp < S,

wobei q die kanonische Projektion, 6 ein Ringisomorphismus und v die kano-
nische Inklusion des Bildes ist.

Beweis. Dies beruht auf Satz 12.7 und Satz 14.4. O

Es gilt also wieder:
Bild = Urbild modulo Kern.

Satz 14.7. Es sei R ein kommutativer Ring und I C R ein Ideal in R
mit dem Restklassenring S = R/I. Es sei J ein weiteres Ideal in R, das I
umfasst. Dann ist das Bild J von J in S ein Ideal und es gilt die kanonische
Isomorphie

R/J=S/J.

Beweis. Auch dies ergibt sich aus der Gruppensituation und Satz 14.4. [J
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Anwendung auf Z/(d)

Die Charakteristik von Z/(d) ist d. Dies zeigt insbesondere, dass es zu jeder
Zahl n Ringe gibt mit dieser Charakteristik. Zu einem beliebigen Ring R
der Charakteristik d faktorisiert der charakteristische Ringhomomorphismus
Z — R nach Satz 14.6 durch Ringhomomorphismen

Z—17/(d) — R,

wobei die hintere Abbildung injektiv ist. Der Ring Z/(d), d = char(R), ist
der kleinste Unterring von R, und wird der Primring von R genannt.

Korollar 14.8. Seien n und k positive natiirliche Zahlen, und k teile n.
Dann gibt es einen kanonischen Ringhomomorphismus

Z/(n) — Z/(k), (a mod n) — (a mod k).

Beweis. Wir betrachten die Ringhomomorphismen

Z - Z/(k)
¢l
Z/(n)

Aufgrund der Teilerbeziehung haben wir die Beziehung
kerng = (n) C (k) = kern .

Aufgrund des Homomorphiesatzes hat man daher einen kanonischen Ring-
homomorphismus von links unten nach rechts oben. U

Einheiten im Restklassenring

Lemma 14.9. Es sei R ein kommutativer Ring und I C R ein Ideal in R.

Dann ist ein Element a € R genau dann eine Finheit modulo I, wenn a und
I zusammen das Einheitsideal in R erzeugen.

Beweis. Es sei @ eine Einheit im Restklassenring R/I. Dies ist genau dann
der Fall, wenn es ein r € R gibt mit

ar =1.
Dies bedeutet zuriickiibersetzt nach R, dass
ar—1¢e€l

ist, was wiederum dquivalent dazu ist, dass I und (a) zusammen das Ein-
heitsideal erzeugen. U
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14. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben

Aufgabe 14.1. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber K. Es
sei a € K ein fixiertes Element. Zeige, dass der Restklassenring K[X]/(X —a)
zu K isomorph ist.

Aufgabe 14.2. Es sei K ein Korper und P € K[X] ein Polynom vom Grad
d. Zeige, dass jedes Element im Restklassenring R = K[X]/(P) durch ein
Polynom vom Grad < d représentiert werden kann.

Aufgabe 14.3. Berechne in Q[X]/(X?®) das Produkt

<7X4 — §X3 +2X + %) (—%X?’ +4X2% - 3) .

Aufgabe 14.4.*
Berechne in

Z)(T[X]/(X? +4X? + X 4 5)
das Produkt

(222 + 51 +3) - (32° + = + 6)
(x bezeichne die Restklasse von X).

Aufgabe 14.5. Zeige, dass der Restklassenring R[X]/(X? + 1) isomorph zu
C ist.

Aufgabe 14.6. Vereinfache den Restklassenring Z[X]/(3,11X?% — 4).

Aufgabe 14.7. Berechne im Restklassenring Z[X]/(6X) das Produkt
(4X° —2X + 3)(3X° —3X? +4).

Aufgabe 14.8. Lucy Sonnenschein kennt von einer natiirlichen Zahl n nur
den Rest bei Division durch 12. Welche der Reste von n bei Division durch
die folgenden Zahlen e kann sie daraus erschlieflen?

(1) e=1,
(2) e=2,
(3) e=3,
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Aufgabe 14.9. Man konstruiere zu jedem n € N, einen kommutativen
Ring R der Charakteristik 0 derart, dass es in R ein Element der Ordnung
(beziiglich der additiven Struktur) n gibt.

Aufgabe 14.10. Man konstruiere einen kommutativen Ring R, in dem die
4 mindestens drei Quadratwurzeln besitzt.

Aufgabe 14.11.*

Man gebe zu jedem n > 2 einen kommutativen Ring R und ein Element
x € R, x # 0, an, fiir das nx = 0 und 2™ = 0 gilt.

Aufgabe 14.12. Bestimme den Kern und das Bild des Einsetzungshomo-
morphismus

¢: Q[X] — R, X — /5.

Aufgabe 14.13. Sei R ein Integritédtsbereich und sei f € R, f # 0, ein
Element. Zeige, dass f genau dann ein Primelement ist, wenn der Restklas-
senring R/(f) ein Integritétsbereich ist.

Aufgabe 14.14. Zeige, dass jeder Restklassenring eines Hauptidealringes
wieder ein Hauptidealring ist. Man gebe ein Beispiel, dass ein Restklassenring
eines Hauptidealbereiches kein Hauptidealbereich sein muss.

Aufgabe 14.15. Sei R ein kommutativer Ring und p ein Ideal. Zeige, dass p
genau dann ein Primideal ist, wenn der Restklassenring R/p ein Integritéts-
bereich ist.

Aufgabe 14.16. Seien R und S kommutative Ringe und sei ¢ : R — §
ein Ringhomomorphismus. Sei p ein Primideal in S. Zeige, dass das Urbild
¢ (p) ein Primideal in R ist.

Zeige durch ein Beispiel, dass das Urbild eines maximalen Ideales kein ma-
ximales Ideal sein muss.
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Aufgabe 14.17. Seien R und S kommutative Ringe und sei ¢ : R — S ein
Ringhomomorphismus. Sei a ein Radikal in S. Zeige, dass das Urbild ¢~!(a)
ein Radikal in R ist.

Aufgabe 14.18. (1) Zu einem Korper K sei R = Folg(K) die Menge
der Folgen mit Werten in K. Zeige, dass R ein kommutativer Ring
ist. Besitzt ein solcher Ring nicht-triviale idempotente Elemente?

(2) Sei von nun an K = Q,R oder C, so dass man eine Metrik
zur Verfiigung hat. Zeige, dass die Menge der konvergenten Folgen
Folgyny (K) einen Unterring von R bildet.

(3) Zeige im Fall K = Q, dass die Menge Folgg,,q,, (Q) der Cauchy-
Folgen ebenfalls ein Unterring ist.

(4) Betrachte nun die Menge N der Nullfolgen und begriinde, dass diese
ein Ideal in den verschiedenen Ringen ist. Zeige, dass N die Eigen-
schaft besitzt, dass wenn x - y € N ist, dass dann einer der Faktoren
dazu gehodren muss.

(5) Definiere einen natiirlichen Ringhomomorphismus

FOlgCauchy<@> — R

derart, dass eine Ringisomorphie
FOlgCauchy(Q)/N —R
entsteht.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 14.19. (3 Punkte)

Es seien a und n natiirliche Zahlen mit n > 2. Es sei

¢

i

a = E a;n
i=0

die Darstellung von a zur Basis n (also mit 0 < a; < n). Es sei k ein Teiler
von n — 1. Dann wird a von k genau dann geteilt, wenn die Quersumme
Zf:o a; von k geteilt wird.

Aufgabe 14.20. (3 Punkte)

Sei a eine positive reelle Zahl. Zeige, dass der Restklassenring R[X]/(X?+a)
isomorph zu C ist.
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Aufgabe 14.21. (3 Punkte)

Es sei R ein kommutativer Ring und I C R ein Ideal in R. Zeige, dass I genau
dann ein maximales Ideal ist, wenn der Restklassenring R/I ein Korper ist.

Aufgabe 14.22. (4 Punkte)

Zeige, dass der Restklassenring

Z/(2)[X])(X?+ X +1)

ein Korper mit vier Elementen ist.

Die néchste Aufgabe verwendet folgende Definition.

Ein kommutativer Ring R heifit reduziert, wenn 0 das einzige nilpotente Ele-
ment von R ist.

Aufgabe 14.23. (3 Punkte)

Zeige, dass ein Ideal a in einem kommutativen Ring R genau dann ein Radikal
ist, wenn der Restklassenring R/a reduziert ist.

15. VORLESUNG - CHINESISCHER RESTSATZ

In dieser Vorlesung wollen wir die Restklassenringe von Hauptidealbereichen
verstehen.

Restklassenringe von Hauptidealbereichen

Satz 15.1. Sei R ein Hauptidealbereich und p # 0 ein Element. Dann sind
folgende Bedingungen dquivalent.

(1) p ist ein Primelement.
(2) R/(p) st ein Integrititsbereich.
(3) R/(p) ist ein Korper.

Beweis. Die Aquivalenz (1) < (2) gilt in jedem kommutativen Ring (auch
fir p = 0), und (3) impliziert natiirlich (2). Sei also (1) erfiillt und sei a €
R/(p) von 0 verschieden. Wir bezeichnen einen Reprisentanten davon in R
ebenfalls mit a. Es ist dann a ¢ (p) und es ergibt sich eine echte Idealinklusion
(p) C (a,p). Ferner konnen wir (a,p) = (b) schreiben , da wir in einem
Hauptidealring sind. Es folgt p = ¢b. Da ¢ keine Einheit ist und p prim (also
irreduzibel) ist, muss b eine Einheit sein. Es ist also (a,p) = (1), und das
bedeutet modulo p, also in R/(p), dass a eine Einheit ist. Also ist R/(p) ein
Korper. U
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Satz 15.2. Es sei n > 1 eine natirliche Zahl und 7Z/(n) der zugehdrige
Restklassenring. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) Z/(n) ist ein Korper.
(2) Z/(n) ist ein Integritatsbereich.
(3) n ist eine Primzahl.

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Satz 15.1. 0

Wenn also p eine Primzahl ist, so ist der Restklassenring Z/(p) ein Korper
mit p Elementen, den man auch den Restklassenkdrper nennt. Die Einhei-

tengruppe

Z/(p) =AL...,p—1}
ist eine Gruppe mit p—1 Elementen (beziiglich der Multiplikation). Beip =5
hat man beispielsweise

20=1,2'=2,22=4=-1,2°=8=3,
d.h. die Potenzen von 2 durchlaufen simtliche vier Elemente dieser Grup-
pe, die sich damit als zyklisch erweist. Es gilt generell, ws wir aber nicht
beweisen werden, dass fiir jede Primzahl p die Einheitengruppe des Restklas-

senkorpers Z/(p) zyklisch ist! Diese Gruppen nennt man auch die primen
Restklassengruppen.

Pierre de Fermat (1607/08-1665)

Die folgende Aussage heifit kleiner Fermat.
Satz 15.3. Fliir eine Primzahl p und eine beliebige ganze Zahl a gilt
a>* =a mod p.

Anders ausgedriickt: aP — a ist durch p teilbar.
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Beweis. Ist a nicht durch p teilbar, so definiert a ein Element a in der Ein-
heitengruppe (Z/p)*; diese Gruppe hat die Ordnung p — 1, und nach dem
Satz von Lagrange gilt @' = 1. Durch Multiplikation mit a ergibt sich die
Behauptung. Fiir Vielfache von p gilt die Aussage ebenso, da dann beidseitig
null steht. O

Fiir p = 5 gilt beispielsweise in Z/(5)
1P=1,2°=32=2,3"=243=3, 4°=1024 =4,

Fiir Zahlen, die keine Primzahlen sind, gilt die entsprechende Aussage nicht.
So ist etwa in Z/(5)

3 =81=14#3.

Produktringe

Um die Restklassenringe von Z besser verstehen zu konnen, insbesondere
dann, wenn man n als Produkt von kleineren Zahlen schreiben kann - z.B.,
wenn die Primfaktorzerlegung bekannt ist - braucht man den Begriff des
Produktringes.

Definition 15.4. Seien Ry, ..., R, kommutative Ringe. Dann heifit das Pro-
dukt

Ry x -+ X R,,

versehen mit komponentenweiser Addition und Multiplikation, der Produkt-
ring der R;, 1 =1,...,n.

Eng verwandt mit dem Begriff des Produktringes ist das Konzept der idem-
potenten Elemente.

Definition 15.5. Ein Element e eines kommutativen Ringes heifit idempo-
tent, wenn e? = e gilt.

Die Elemente 0 und 1 sind trivialerweise idempotent, man nennt sie die tri-
vialen idempotenten Elemente. In einem Produktring sind auch diejenigen
Elemente, die in allen Komponenten nur den Wert 0 oder 1 besitzen, idem-
potent, also beispielsweise (1,0). In einem Integritdtsbereich gibt es nur die
beiden trivialen idempotenten Elemente: Ein idempotentes Element e besitzt

die Eigenschaft

2

e(l—e) =e—e"=e—e=0.

Im nullteilerfreien Fall folgt daraus e = 1 oder e = 0.

Lemma 15.6. Es set R = R; x --- X R, ein Produkt aus kommutativen
Ringen. Dann gilt fiir die Finheitengruppe von R die Beziehung

R*=R{x---XR)
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Beweis. Dies ist klar, da ein Element genau dann eine Einheit ist, wenn es
in jeder Komponente eine Einheit ist. U

Der chinesische Restsatz

Fiir die Restklassenringe von Hauptidealbereichen gilt der sogenannte chine-
sische Restsatz (fiir beliebige faktorielle Bereiche gilt er nicht, da das Lemma
von Bezout dafiir im Allgemeinen nicht gilt).

Satz 15.7. Es sei R ein Hauptidealbereich und f € R, f # 0, ein Element
mit kanonischer Primfaktorzerlequng

f=pipt
Dann gilt fir den Restklassenring R/(f) die kanonische Isomorphie
R/(f) = R/(p1") x - x R/(p}")

Beweis. Wegen p.*|f gelten die Idealinklusionen (f) C (p;*) und daher gibt
es kanonische Ringhomomorphismen

R/(f) — R/(p}").
Diese setzen sich zu einem Ringhomomorphismus in den Produktring zusam-
men, ndmlich

R/(f) — R/(P7") x -+ x R/(p}¥), a— (@ mod pi',...,a mod p;*).

Wir miissen zeigen, dass dieser bijektiv ist. Zur Injektivitéit sei a € R derart,
dass es in jeder Komponente auf 0 abgebildet wird. Das bedeutet a € (p.?)
fiir alle 7. D.h. a ist ein Vielfaches dieser p;* und aufgrund der Primfaktorzer-
legung folgt, dass a ein Vielfaches von f sein muss. Also ist @ = 0 in R/(f).
Zur Surjektivitdt geniigt es zu zeigen, dass alle Elemente, die in einer Kom-
ponente den Wert 1 und in allen anderen Komponenten den Wert 0 haben,
im Bild liegen. Sei also (1,0, ...,0) vorgegeben. Wegen der Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung sind pi* und pg?- - -p;* teilerfremd. Daher gibt es nach
dem Lemma von Bezout eine Darstellung der Eins, sagen wir

spit +tpyt + -4k = 1
Betrachten wir tp3?- - -pi* = 1 — spi* € R. Das wird unter der Restklassenab-

bildung in der ersten Komponente auf 1 und in den {ibrigen Komponenten
auf 0 abgebildet, wie gewiinscht. O

15. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben

Aufgabe 15.1. Bestitige den kleinen Fermat direkt fiir die Primzahlen p =
2,3,5,7,11.
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Aufgabe 15.2. Bestimme die multiplikative Ordnung aller Einheiten im
Restklassenkorper Z/(7).

Aufgabe 15.3.*
Berechne 37 in Z/(13).

Aufgabe 15.4. Finde einen Restklassenring Z/(n) derart, dass die Einhei-
tengruppe davon nicht zyklisch ist.

Aufgabe 15.5. Konstruiere endliche Korper mit 4, 8,9, 16, 25,27, 32 und 49
Elementen.

Aufgabe 15.6.*

Sei p eine Primzahl und sei f(z) ein Polynom mit Koeffizienten in Z/(p) vom
Grad d > p. Zeige, dass es ein Polynom g(x) mit einem Grad < p derart gibt,
dass fiir alle Elemente a € Z/(p) die Gleichheit

fla) = g(a)
gilt.

Aufgabe 15.7. Sei f(z) = 2"+ 22 +3x+4 € (Z/(5))[]. Finde ein Polynom
g(x) € (Z/(5))[x] vom Grad < 5, das fiir alle Elemente aus Z/(5) mit f(z)

ibereinstimmt.

Aufgabe 15.8.*

a) Zeige, dass durch
K =12Z/(7)[T)/(T° - 2)
ein Koérper mit 343 Elementen gegeben ist.
b) Berechne in K das Produkt (72 + 2T + 4)(2T% +5).

c¢) Berechne das (multiplikativ) Inverse zu 7"+ 1.

Aufgabe 15.9. Zeige, dass Q[X]/(X? —2) ein Koérper ist und bestimme das
Inverse von 4x% — 2z + 5, wobei x die Restklasse von X bezeichne.

Aufgabe 15.10. Man gebe einen Restklassenring Z/(d) an, in dem es nicht-
triviale idempotente Elemente gibt.
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Aufgabe 15.11. Finde in Q[X](X?—1) nichttriviale idempotente Elemente.

Aufgabe 15.12. Sei R ein kommutativer Ring und sei f € R. Es sei f
sowohl nilpotent als auch idempotent. Zeige, dass f = 0 ist.

Aufgabe 15.13. Seien R und S kommutative Ringe und sei R x S der
Produktring R x S. Zeige, dass die Teilmenge R x 0 ein Hauptideal ist.

Aufgabe 15.14. Sei R ein faktorieller Bereich und p € R ein Primelement.
Zeige, dass der Restklassenring R/(p™) nur die beiden trivialen idempotenten
Elemente 0 und 1 besitzt.

Aufgabe 15.15. Seien R ein kommutativer Ring und I, J Ideale in R. Sei
weiter

0: R— R/Ix R)J, v —> (r+1,r+J).

Zeige, dass ¢ genau dann surjektiv ist, wenn I + J = R gilt. Wie sieht ker ¢
aus? Benutze jetzt den Homomorphiesatz um einzusehen, was das im Falle
R = 7 mit dem chinesischen Restsatz zu tun hat.

Aufgabe 15.16. Sei R ein kommutativer Ring und seien I,J C R Ideale.
Wir betrachten die Gruppenhomomorphismen

v: R/IINJ — R/I X R/J, r— (1,1),
und
Y: R/[IxR/J— R/I+J, (s,t) —> s—t.
Zeige, dass ¢ injektiv ist, dass ¢ surjektiv ist und dass

bild ¢ = kern
ist. Sind ¢ und ¥ Ringhomomorphismen?

Aufgabe 15.17. Sei K ein Korper und sei K[X| der Polynomring iiber K.
Es seien aq,...,a, € K verschiedene Elemente und

F=(X-a) (X—ay)

das Produkt der zugehorigen linearen Polynome. Zeige, dass der Restklas-
senring K[X]/(F') isomorph zum Produktring K™ ist.
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Aufgabe 15.18.*
Das Polynom X3 — 7X? + 3X — 21 besitzt in R[X] die Zerlegung
X3 —7X? 43X —21 = (X —7)(X*+3)
in irreduzible Faktoren und daher gilt die Isomorphie
R[X]/(X? - 7X? +3X —21) = R[X]/(X —7) x R[X]/(X? +3).
a) Bestimme das Polynom kleinsten Grades, das rechts dem Element (1,0)
entspricht.

a) Bestimme das Polynom kleinsten Grades, das rechts dem Element (0, 1)
entspricht.

Aufgabe 15.19.*

Schreibe den Restklassenring Q[X]/(X* — 1) als ein Produkt von Kérpern,
wobei lediglich die Kérper Q@ und Q[i] vorkommen. Schreibe die Restklasse
von X3+ X als ein Tupel in dieser Produktzerlegung.

Aufgabe 15.20. Zeige, dass jeder echte Restklassenring von C[X]| isomorph
zu einem Produktring der Form

Cx---xCxC[X]/(X?*) x - x C[X]/(X?) x C[X]/(X?) x ---
x CIX]/(X?) x -+ x CIX]/(X™) x -+ x C[X]/(X™)

ist.

Aufgabe 15.21. Realisiere den Produktring
RXRXxRxRxCxCxC
als Restklassenring von R[X].

Aufgabe 15.22.*

Es seien Ry, Rs, ..., R, kommutative Ringe und sei
R=R xRyx---xR,

der Produktring.

(1) Es seien
Il gRlaIQ gR%vInan

Ideale. Zeige, dass die Produktmenge
L xIyx---x1,

ein Ideal in R ist.
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(2) Zeige, dass jedes Ideal I C R die Form
I = IlXIQX"‘X]n

mit Idealen I; C R; besitzt.
(3) Sei
I = 11XIQX"'XIn
ein Ideal in R. Zeige, dass I genau dann ein Hauptideal ist, wenn
sémtliche [; Hauptideale sind.
(4) Zeige, dass R genau dann ein Hauptidealring ist, wenn alle R; Haupt-
idealringe sind.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 15.23. (3 Punkte)

Bestimme die multiplikative Ordnung aller Einheiten im Restklassenkorper

Z/(11).

Aufgabe 15.24. (3 Punkte)

Sei p eine Primzahl. Beweise durch Induktion den kleinen Fermat, also die
Aussage, dass a? — a ein Vielfaches von p fiir jede ganze Zahl a ist.

Aufgabe 15.25. (4 Punkte)

Zeige, dass Q[X]/(X? — 5) ein Korper ist und bestimme das Inverse von
5a2 — x + 7, wobei x die Restklasse von X bezeichne.

Aufgabe 15.26. (4 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring und sei e € R ein idempotentes Element. Zeige,
dass auch 1 — e idempotent ist und dass die ,,zusammengesetzte“ Restklas-
senabbildung

R — R/(e) x R/(1 —e)
eine Bijektion ist.
Der folgende Satz heiflit Satz von Wilson.
Sei p eine Primzahl. Dann ist

(p—1)!'=—-1 mod p.

Aufgabe 15.27. (4 Punkte)

Bestimme die Zerlegung von X?~! — 1 in irreduzible Polynome im Polynom-
ring Z/(p)[X]. Beweise aus dieser Zerlegung den Satz von Wilson.
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16. VORLESUNG - CHINESISCHER RESTSATZ FUR 7Z

Der Chinesische Restsatz fiir Z

Satz 16.1. Sei n eine positive natiirliche Zahl mit kanonischer Primfaktor-
zerleqgung n = pi* - py?- - -pif (die p; seien also verschieden und r; > 1). Dann
induzieren die kanonischen Ringhomomorphismen Z/(n) — Z/(p;") einen
Isomorphismus

Z](n) = Z[(py") X Z[(py?) x - - X Z/(p}") -
Zu einer gegebenen ganzen Zahl (ay,as,...,a;) gibt es also genau eine
natirliche Zahl a < n, die die simultanen Kongruenzen

a=a; modpy', a=ay modpy, ..., a=a, mod pr
lost.
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 15.7. O
Beweisvariante

Da die Ringe links und rechts beide endlich sind und die gleiche Anzahl von
Elementen haben, ndmlich n, geniigt es, die Injektivitdt zu zeigen. Sei = eine
natiirliche Zahl, die im Produktring (rechts) zu 0 wird, also modulo p;* den
Rest 0 hat fiir alle ¢ = 1,2,... k. Dann ist x ein Vielfaches von p;* fiir alle
1 =1,2,...,k, d.h. in der Primfaktorzerlegung von x muss p; zumindest mit
Exponent r; vorkommen. Also muss x nach Lemma 9.9 ein Vielfaches des
Produktes sein muss, also ein Vielfaches von n. Damit ist = 0 in Z/(n)
und die Abbildung ist injektiv.

Unter den Basislosungen zu einer simultanen Kongruenz versteht man die
kleinsten natiirlichen Zahlen, die modulo den vorgegebenen Zahlen ein Re-
stetupel ergeben, das an genau einer Stelle den Wert 1 und sonst {iberall den
Wert 0 besizt. Aus diesen Basislosungen kann man die Losungen zu samtli-
chen simultanen Kongruenzen berechnen.

Beispiel 16.2. Aufgabe:

(a) Bestimme fiir die Zahlen 3, 5 und 7 modulare Basislosungen, finde also
die kleinsten positiven Zahlen, die in

Z](3) x Z/(5) x Z/(7)
die Restetupel (1,0,0), (0,1,0) und (0,0, 1) reprisentieren.

(b) Finde mit den Basislosungen die kleinste positive Losung = der simulta-
nen Kongruenzen

r=2 mod 3,z=4 mod 5 und x =3 mod 7

Losung:



128

(a) (1,0,0)
alle Vielfachen von 5-7 = 35 haben modulo 5 und modulo 7 den Rest 0. Unter
diesen Vielfachen muss also die Losung liegen. 35 hat modulo 3 den Rest 2,

somit hat 70 modulo 3 den Rest 1. Also repréasentiert 70 das Restetupel
(1,0,0).

(0,1, 0): hier betrachtet man die Vielfachen von 21, und 21 hat modulo 5 den
Rest 1. Also reprasentiert 21 das Restetupel (0, 1,0).

(0,0,1): hier betrachtet man die Vielfachen von 15, und 15 hat modulo 7 den
Rest 1. Also représentiert 15 das Restetupel (0,0, 1).

(b) Man schreibt (in Z/(3) x Z/(5) x Z/(7))
(2,4,3) = 2(1,0,0) +4(0,1,0) + 3(0,0,1).
Die Losung ist dann
2-70+4-214+3-15 = 140+ 84 + 45 = 269.
Die minimale Losung ist dann 269 — 2 - 105 = 59.

Korollar 16.3. Sei n eine positive natirliche Zahl mit kanonischer Prim-
faktorzerlegung n = pi*-py? - - pi* (die p; seien also verschieden und r; > 1).
Dann gibt es einen kanonischen Gruppenisomorphismus

(Z/(n))" = (Z/(P")) x - x(Z/(pF)"
Insbesondere ist eine Zahl a genau dann eine Finheit modulo n, wenn sie
eine Finheit modulo p;* ist firi=1,... k.

Beweis. Dies folgt aus dem chinesischen Restsatz und Lemma 15.6. U

Die Eulersche p-Funktion

Satz 16.4. Genau dann ist a € Z eine Einheit modulon (d.h. a reprisentiert
eine Finheit in Z/(n)) wenn a und n teilerfremd sind.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 14.9. U

Beweisvariante

Sind a und n teilerfremd, so gibt es nach Satz 8.5 eine Darstellung der 1,
es gibt also natiirliche Zahlen r,s mit ra + sn = 1. Betrachtet man diese
Gleichung modulo n, so ergibt sich ra = 1 in Z/(n). Damit ist a eine Einheit

mit Inversem a~! = r.

Ist umgekehrt a eine Einheit in Z/(n), so gibt es ein r € Z/(n) mit ar = 1
in Z/(n). Das bedeutet aber, dass ar — 1 ein Vielfaches von n ist, so dass
also ar — 1 = sn gilt. Dann ist aber wieder ar — sn = 1 und a und n sind
teilerfremd.
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Leonhard Euler (1707-1783)

Definition 16.5. Zu einer natiirlichen Zahl n bezeichnet ¢(n) die Anzahl
der Elemente von (Z/(n))*. Man nennt ¢(n) die Eulersche Funktion.

Bemerkung 16.6. Die Eulersche Funktion ¢(n) gibt also nach Satz 16.4
an, wie viele Zahlen r, 0 < r < n, zu n teilerfremd sind.

Fiir eine Primzahl p ist ¢(p) = p — 1. Eine Verallgemeinerung des kleinen
Fermat ist der folgende Satz von Euler.

Satz 16.7. Sei n eine natirliche Zahl. Dann gilt fir jede zu n teilerfremde
Zahl a die Beziehung

a?™ =1 mod n.

Beweis. Das Element a gehort zur Einheitengruppe (Z/(n))*, die ¢(n) Ele-
mente besitzt. Nach Satz 11.6 ist aber die Gruppenordnung ein Vielfaches
der Ordnung des Elementes. O

Wir geben abschliefend Formeln an, wie man die Eulersche ¢-Funktion be-
rechnet, wenn die Primfaktorzerlegung bekannt ist.

Lemma 16.8. FEs sei p eine Primzahl und p” eine Potenz davon. Dann ist
(@) =1 1)

Beweis. Eine Zahl a ist genau dann teilerfremd zu einer Primzahlpotenz p”,
wenn sie teilerfremd zu p selbst ist, und dies ist genau dann der Fall, wenn
sie kein Vielfaches von p ist. Unter den natiirlichen Zahlen < p" sind genau
die Zahlen

Oap7 2p7 3]7, ety (pril - 1)p
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Vielfache von p. Das sind p"~! Stiick, und daher gibt es
pr _prfl — prfl<p o 1)
Einheiten in Z/(p"). Also ist ¢(p") = p"(p —1). O

Korollar 16.9. Sein eine positive natiirliche Zahl mit kanonischer Primfak-
torzerleqgung n = pi'---p,* (die p; seien also verschieden und r; > 1). Dann
18t

p(n) = i) --epiF) = (pr—)p"* (o — Dp™

Beweis. Die erste Gleichung folgt aus Korollar 16.3 und die zweite aus Lem-
ma 16.8. U

16. ARBEITSBLATT

Aufgabe 16.1.*

(a) Bestimme fiir die Zahlen 3, 5 und 7 modulare Basislosungen, finde also
die kleinsten positiven Zahlen, die in

Z](3) x Z](5) x Z/(T)
die Restetupel (1,0,0), (0,1,0) und (0,0, 1) reprisentieren.

(b) Finde mit den Basislosungen die kleinste positive Losung = der simulta-
nen Kongruenzen

r=2 mod3, =4 mod5und z =3 mod 7.

Aufgabe 16.2.*

(a) Bestimme fiir die Zahlen 2, 9 und 25 modulare Basislosungen, finde also
die kleinsten positiven Zahlen, die in

2/(2) % 2/(9) x Z/(25)
die Restetupel (1,0,0), (0,1,0) und (0,0, 1) reprisentieren.

(b) Finde mit den Basislosungen die kleinste positive Losung x der simulta-
nen Kongruenzen

r=0 mod2, =3 mod 9 und r =5 mod 25.

Aufgabe 16.3. a) Bestimme fiir die Zahlen 2, 3 und 7 modulare Basislosun-
gen, finde also die kleinsten positiven Zahlen, die in

Z](2) X Z/(3) x Z/(7)
die Restetupel (1,0,0), (0,1,0) und (0,0, 1) reprisentieren.
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(b) Finde mit den Basislosungen die kleinste positive Losung a der Kongru-
enzen
a=1 mod2 a=2 mod3 und a=2 mod 7.

Aufgabe 16.4. Gibt es eine natiirliche Zahl n, die modulo 4 den Rest 3 und
modulo 6 den Rest 2 besitzt?

Aufgabe 16.5.*
Man berechne in Z/(80) die Elemente

1 31234567
(2) 212345677

(3) 51234567'

Aufgabe 16.6. Sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Zeige, dass die folgenden
Aussagen dquivalent sind.

(1) In der Primfaktorzerlegung von n kommt jeder Primfaktor mit Ex-
ponent 1 vor.

(2) Der Restklassenring Z/(n) ist reduziert.

(3) Der Restklassenring Z/(n) ist das Produkt von Kérpern.

Aufgabe 16.7. Bestimme die nilpotenten Elemente, die idempotenten Ele-
mente und die Einheiten in Z/(72).

Aufgabe 16.8. Bestimme die nilpotenten Elemente, die idempotenten Ele-
mente und die Einheiten von Z/(100).

Aufgabe 16.9. In dieser Aufgabe geht es um den Restklassenring Z/(360).

(1) Schreibe Z/(360) als Produktring.

(2) Wie viele Einheiten besitzt Z/(360)?

(3) Schreibe das Element 239 in komponentenweiser Darstellung. Be-
griinde, warum es sich um eine Einheit handelt und finde das Inverse

in komponentenweiser Darstellung.
(4) Berechne die Ordnung von 239 in Z/(360).

Die néchste Aufgabe verwendet die folgende Definition.

Sei R ein kommutativer Ring und ng das Nilideal von R, das aus allen
nilpotenten Elementen von R besteht. Dann nennt man den Restklassenring
R/ng die Reduktion von R.
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Aufgabe 16.10. Beschreibe die nilpotenten Elemente von Z/(n) und die
Reduktion von Z/(n).

Aufgabe 16.11. Berechne die Werte der Eulerschen Funktion ¢(n) fiir n <
20.

Aufgabe 16.12. Zeige, dass die Eulersche Funktion ¢ fiir natiirliche Zahlen
n, m die Eigenschaft

p(geT(m,n))p(kgV(m,n)) = o(n)p(m)
erfiillt.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 16.13. (4 Punkte)

(a) Bestimme fiir die Zahlen 4, 5 und 11 modulare Basislésungen, finde also
die kleinsten positiven Zahlen, die in

Z4 X Z5 X le
die Restetupel (1,0,0), (0,1,0) und (0,0, 1) représentieren.

(b) Finde mit den Basislosungen die kleinste positive Losung a der simultanen
Kongruenzen

a=3 mod4, a=2 mod5 und a =10 mod 11.

Aufgabe 16.14. (3 Punkte)

Bestimme die nilpotenten Elemente, die idempotenten Elemente und die Ein-
heiten von Z/(60).

Aufgabe 16.15. (3 Punkte)

Bestimme den Rest von 11! modulo 91.

Aufgabe 16.16. (4 Punkte)

Beweise die Fulersche Formel fiir die Eulersche Funktion ¢, das ist die Aus-

sage, dass
1
pn)=n- ] (1—2—9)

p|n, p prim

gilt.
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17. VORLESUNG - QUOTIENTENKORPER

Quotientenkorper

Bei der Konstruktion von Q aus Z betrachtet man die formalen Briiche
%,mbeZb%O

und identifiziert zwei Briiche # und §, wenn ad = bc ist. Das gleiche Verfah-
ren kann man fiir jeden Integritéitsbereich R anwenden und erhélt dadurch
einen Korper, in dem R als Unterring enthalten ist.

Definition 17.1. Zu einem Integritdtsbereich R ist der Quotientenkorper
Q(R) definiert als die Menge der formalen Briiche

Q(R):{gz T,SER,S#O}
mit natiirlichen Identifizierungen und Operationen.

Diese Definition ist etwas vage, gemein ist das folgende: Auf der Menge der
Paare aus R x (R \ {0}) fithrt man eine Aquivalenzrelation ein, indem man
(a,b) ~ (', V) setzt, wenn ab’ = a'b ist .

Die zugehorige Quotientenmenge ist dann der Quotientenkorper, also
Q(R) = Rx (R\{0})/ ~

Die Aquivalenzklasse zu (a, b) schreibt man als 7- Man definiert dann durch
0= %, 1= %, spezielle Elemente in Q(R) und durch

a c _ad+bc
b d T T bd
und
a c _ ac
b d b

(wohldefinierte) Verkniipfungen, die Q(R) zu einem kommutativen Ring ma-
chen. Bei a,b # 0 gilt

und somit liegt ein Korper vor. Die Abbildung
R— Q(R), r — g,

ist ein injektiver Ringhomomorphismus.

Die wichtigsten Beispiele fiir einen Quotientenkorper sind die rationalen Zah-
len Q(Z) = Q

und der Quotientenkorper des Polynomrings in einer Variablen iiber einem
(Grund-)korper K. Man bezeichnet ihn mit
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K(X) = Q(K[X]) und nennt ihn den Korper der rationalen Funktionen
(iiber K).

1/x

Man kann auch Briiche P/Q von Polynomen als Funktionen auffassen, die
auferhalb der Nullstellen des Nenners definiert sind. Das Beispiel zeigt den
Graph der rationalen Funktion 1/X.

In der Tat definiert ein Bruch P/@ aus zwei Polynomen P, Q € K[X], Q # 0,
eine Funktion
U— K, 2+— M,
Q(x)
wobei U C K das Komplement der Nullstellenmenge von () bezeichnet. Wie
schon im Fall von Polynomen und den dadurch definierten polynomialen
Funktionen muss man auch hier bei einem endlichen Grundkoérper vorsich-
tig sein und darf nicht die formalen Briiche mit den dadurch definierten
Funktionen gleichsetzen.Bei K = R ist dies aber eine richtige und hilfreiche

Vorstellung.

Die folgende Aussage kann man so verstehen, dass der Quotientenkorper
der minimale Korper ist, in dem man einen Integritétsbereich als Unterring
realisieren kann.

Satz 17.2. Sei R ein Integritatsbereich mit Quotientenkirper Q(R). Es sei
p: R— K

ein 1njektiver Ringhomomorphismus in einen Kérper K Dann gibt es einen
eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus

¢: QR) — K
mit .
© = P,
wobet v die kanonische Einbettung
i: R— Q(R)

bezeichnet.
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Beweis. Damit die Ringhomomorphismen kommutieren muss

P (1/b) = (p(0)~"
und damit @ (a/b) = ¢(a)(p(b))~! sein. Es kann also maximal einen solchen
Ringhomomorphismus geben, der durch die letzte Gleichung definiert sein
muss. Da fiir b # 0 auch ¢(b) # 0 ist und K ein Korper ist, gibt es ¢(b)~! €
K. Es ist zu zeigen, dass dadurch ein wohldefinierter Ringhomomorphismus
gegeben ist. Zur Wohldefiniertheit sei § = §, also ad = bc. Dann ist auch
o(a)p(d) = p(b)p(c) und durch Multiplizieren mit der Einheit ¢(b) ~*p(d)™?

folgt

p(a) ()™ = p(o)(p(d)™".
Wir zeigen exemplarisch fiir die Addition, dass ein Ringhomomorphismus
vorliegt. Es ist

Fiir die vorstehende Aussage ist die Injektivitit der Abbildung R — K
wichtig. Beispielsweise gibt es fiir den Ringhomomorphismus Z — Z/(p)
keine Faktorisierung iiber Q, da es iiberhaupt keinen Ringhomomorphismus
von Q in einen endlichen Restklassenring von Z gibt.

Quotientenkorper zu faktoriellen Ringen

Lemma 17.3. Zu einem Primelement p € R in einem faktoriellen Bereich
R mit Quotientenkdrper Q(R) ist die Zuordnung

AR — 2,3 s ex, ()~ e, (9).
ein (wohldefinierter) Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Zum Nachweis der Wohldefiniertheit sei

f _h

g q
eine weitere Darstellung, also

fa = hg

Dann ist nach Lemma 9.8

exp, (f) +exp, (¢) = exp, (fq) = exp, (hg) = exp, (h) +exp, (9),
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woraus sich
exp, (f) —exp, (9) = exp, (h) — exp, (¢)
ergibt. Die Gruppenhomomorphie ergibt sich ebenfalls aus Lemma 9.8. [

Satz 17.4. Sei R ein faktorieller Bereich mit Quotientenkorper K = Q(R).
Dann besitzt jedes Element f € K, f # 0, eine im Wesentlichen eindeutige
Produktzerlegung

f=upi'--pyr
mit einer Einheit u € R und ganzzahligen Exponenten r;.

Beweis. Wir schreiben
a
f=3
mit von 0 verschiedenen Elementen a,b € R. Die Primfaktorzerlegungen
dieser Elemente seien a = uypi" ---p™ und b = uzp’fl - pkn wobei die p;
nicht untereinander assoziiert seien, m;, k; € N>o und u;, ue Einheiten sind.

Dann ist

mi1 m
a o WPy P - —1_mi—k My —kn
3T etz D " Pn
u2p1 o . n'n/

eine Darstellung der gewiinschten Art. Wenn zwei Dastellungen
upql ...p;" = f = /Upil .pzn
gegeben sind, so erhiilt man durch Multiplikation mit (p; - - - p,)? fiir hinrei-

chend grofles t, dass links und rechts alle Exponenten positiv werden. Aus
der Faktorialitat folgt daraus r; = s; fiir alle ¢ und damit auch v = v. 0O

Man kann also beispielsweise jede rationale Zahl ¢ = a/b eindeutig schreiben
als

q = Epi'-py
mit Primzahlen pq, ..., p, und Exponenten rq, ..., 7, € Z. Der multiplikative
Ubergang von Z nach Q enspricht also auf der Ebene der Exponenten dem
additiven Ubergang von N nach Z.

Die eben angefiihrte eindeutige Darstellung ist mit der Multiplikation ver-
triglich. In der néichsten Aussage bedeutet die Schreibweise Z() die Menge
aller /-Tupel mit Werten in Z, wobei aber jeweils nur endlich viele Eintréage
von 0 verschieden sein diirfen.

Satz 17.5. Sei R ein faktorieller Bereich mit Quotientenkirper K = Q(R).
Es seip;, 1 € I, ein System von paarweise nicht assoziierten Primelementen
von R und sei U die Einheitengruppe von R Dann ist (wobei u(q) die nach
Satz 17.4 eindeutige Einheit bezeichnet)

Q(R)* — U x 2, ¢ — (u(q), exp,, (),
ein Gruppenisomorphismus mit der Umkehrabbildung

UxZ9 — Q(R)*, (u,ep,) — quepi.

i€l
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Beweis. Dies folgt aus Lemma 17.3 und Satz 17.4. U

17. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben

Aufgabe 17.1. Sei R ein Integritédtsbereich und K ein Kérper mit R C K.
Zeige, dass dann auch Q(R) C K gilt.

Aufgabe 17.2. Sei a ein Ideal in einem kommutativen Ring R. Zeige, dass a
genau dann ein Primideal ist, wenn a der Kern eines Ringhomomorphismus
¢: R — K in einen Korper K ist.

Aufgabe 17.3. Berechne in Q(X) die folgenden Ausdriicke.
(1) Das Produkt
2X3 —-5X24+ X —1 X2+3
X2 -2X +6 5X3 —4X2 -7’

(2) Die Summe
4X3—X2+6X—2+ X?-3
X?2—-4X -3 3X2+5’

(3) Das Inverse von
6X3 —9X2+5X —1
X4 —-4X34+3X2-8X -3

Aufgabe 17.4. Zeige die Gleichheit
3X* 42X +4X2 +1
X34+ X+1
als Funktion von Z/(5) nach Z/(5).

= X24+3X +1

Aufgabe 17.5. Skizziere die Graphen der folgenden rationalen Funktionen
1 1 1 1 x—1
rax—1"22"2(x—1)" 22 =

Aufgabe 17.6. Erstelle eine Wertetabelle fiir die rationale Funktion
X2 +4X +3
—————— €7 X).
Ry B
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Aufgabe 17.7. Es sei

2 4

— =) C 0

37 5> p— (@7 7+)
2

die von £ und % erzeugte Untergruppe. Zeige, dass GG auch von einem Element
erzeugt wird. Von welchem?

G =

Aufgabe 17.8. Es seien a,b € N, und sei

11
die von é und % erzeugte Untergruppe. Zeige, dass G von I<g+(<z17) erzeugt

wird.

Aufgabe 17.9. Betrachte die rationalen Zahlen (Q,+,0) als kommutative
Gruppe. Zeige, dass sie nicht endlich erzeugt ist.

Aufgabe 17.10. Betrachte die rationalen Zahlen (Q, +,0) als kommutative
Gruppe. Es sei G C Q eine endlich erzeugte Untergruppe. Zeige, dass GG
zyklisch ist.

Aufgabe 17.11. Es sei T' C P eine Teilmenge der Primzahlen. Zeige, dass
die Menge

Ry ={q € Q| ¢ lasst sich mit einem Nenner schreiben,

in dem nur Primzahlen aus 7' vorkommen }

ein Unterring von Q ist. Was ergibt sich bei T = 0, T = P, T = {3},
T =1{2,5}7?

Aufgabe 17.12. Es sei P die Menge der Primzahlen und
a: P—7Z
eine Abbildung. Zeige, dass die Menge
Go = {g€ Q" exp, (q) > a(p) fiir alle p} U {0}
eine Untergruppe von (Q, 0, +) ist.

Aufgabe 17.13.*

Sei p eine Primzahl. Man gebe einen Koérper der Charakteristik p an, der
unendlich viele Elemente besitzt.
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Die folgende Definition wird in den néchsten Aufgaben verwendet.

Ein kommutativer Ring heiit angeordnet, wenn es eine totale Ordnung ,, >*“
auf R gibt, die die beiden Eigenschaften

(1) Aus a > b folgt a + ¢ > b+ c fiir beliebige a,b,c € R,
(2) Aus a > b folgt ac > be fiir beliebige a,b,c € R mit ¢ > 0,

erfiillt.

Die ganzen Zahlen bilden einen angeordneten Ring. Die Anordnung iibertréigt
sich auf den Quotientenkorper, die rationalen Zahlen bilden also einen ange-
ordneten Korper.

Aufgabe 17.14. Zeige, dass Q mit der durch § > § (bei b,d € N_), falls
ad > cbin Z gilt, definierten Beziehung ein angeordneter Korper ist (dabei

diirfen nur Eigenschaften der Ordnung auf Z verwendet werden).

Aufgabe 17.15. Man gebe fiinf rationale Zahlen an, die (echt) zwischen 2
und g liegen.

Aufgabe 17.16. Person A wird 80 Jahre alt und Person B wird 70 Jahre
alt. Vergleiche die Gesamtlebenswachzeit und die Gesamtlebensschlafzeit der
beiden Personen bei folgendem Schlafverhalten.

(1) A schlift jede Nacht 7 Stunden und B schlift jede Nacht 8 Stunden.
(2) A schlift jede Nacht 8 Stunden und B schléft jede Nacht 7 Stunden.

Aufgabe 17.17.*

Eine Bahncard 25, mit der man ein Jahr lang 25 Prozent des Normalpreises
einspart, kostet 62 Euro und eine Bahncard 50, mit der man ein Jahr lang 50
Prozent des Normalpreises einspart, kostet 255 FEuro. Fiir welchen Jahresge-
samtnormalpreis ist keine Bahncard, die Bahncard 25 oder die Bahncard 50
die giinstigste Option?

Aufgabe 17.18.*

Zwei Fahrradfahrer, A und B, fahren auf ihren Fahrridern eine Strafie ent-
lang. Fahrer A macht pro Minute 40 Pedalumdrehungen, hat eine Uberset-
zung von Pedal zu Hinterrad von 1 zu 6 und Reifen mit einem Radius von 39
Zentimetern. Fahrer B braucht fiir eine Pedaldrehung 2 Sekunden, hat eine
Ubersetzung von 1 zu 7 und Reifen mit einem Radius von 45 Zentimetern.

Wer fahrt schneller?
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Aufgabe 17.19. Man gebe die Antworten als Bruch (bezogen auf das an-
gegebene Vergleichsmaf}): Um wie viel ist eine drei Viertel Stunde ldnger als
eine halbe Stunde, und um wie viel ist eine halbe Stunde kiirzer als eine drei
Viertel Stunde?

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 17.20. (3 Punkte)

Bestimme einen Erzeuger fiir die Untergruppe H C (Q, +,0), die durch die
rationalen Zahlen

8 5 7

77117 10
erzeugt wird.
Aufgabe 17.21. (4 Punkte)
Es seien a,b,c,d € N und sei

a c

G=(--)C 0

<b7d> — (Q7 7+)
die von ¢ und § erzeugte Untergruppe. Zeige, dass G von IG<§$EZ§; erzeugt
wird.

Aufgabe 17.22. (3 Punkte)
Sei R ein faktorieller Bereich mit Quotientenkérper K = Q(R). Zeige, dass
jedes Element f € K, f # 0, eine im Wesentlichen eindeutige Produktzerle-
gung

f=upi--pyr
mit einer Einheit v € R und ganzzahligen Exponenten r; besitzt.

Aufgabe 17.23. (3 Punkte)

Sei R ein faktorieller Bereich mit Quotientenkérper K = Q(R). Es sei a € K
ein Element mit a” € R fiir eine natiirliche Zahl n > 1. Zeige, dass dann
schon a zu R gehort.

Was bedeutet dies fiir R = Z7?

Aufgabe 17.24. (3 Punkte)

Zeige, dass die beiden kommutativen Gruppen (@Q,0,+) und (Q, 1, ) nicht
isomorph sind.
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18. VORLESUNG - PARTIALBRUCHZERLEGUNG

Partialbruchzerlegung

Betrachten wir den Bruch %. Diesen kann man als
1 1 1

6 2 3
schreiben, man kann also die Primfaktoren des Nenners multiplikativ trennen.
Es gilt aber auch, und das ist iiberraschender, die Darstellung

1 1 1

6 2 3
man kann also in diesem Fall den Bruch als eine Summe von Briichen schrei-
ben, bei denen jeweils nur ein Primfaktor des Nenners vorkommt. In &hnlicher
Weise gilt

1 2 3

3% 57
auch hier lasst sich ein Bruch mit einem , komplizierten® Nenner als Summe
von Briichen mit einem einfachen Nenner schreiben. Dagegen ist es nicht
moglich, i als Summe von % zu schreiben. Wir werden gleich sehen, dass man
jede rationale Zahl als eine Summe von Stammbriichen zu Primzahlpotenzen
erhalten kann. Dies beruht auf einer GesetzméifBigkeit, die allgemeiner fiir
Hauptidealbereiche gilt.

Satz 18.1. Es sei R ein Hauptidealbereich und f,g € R, g # 0, mit der

Primfaktorzerlegung
Tk

g = pi'py PRt
Dann gibt es im Quotientenkérper Q(R) eine Darstellung
a
L2y T]Z
D2 Dy
mit ay,...,a, € R.

Beweis. Wir fithren Induktion iiber die Anzahl k& der verschiedenen Prim-
faktoren von g. Wenn ¢ eine Einheit ist oder nur ein Primfaktor (mit einem
beliebigen Exponenten) vorkommt, ist nichts zu zeigen. Sei also k£ > 2 und
die Aussage fiir kleinere k schon bewiesen. Sei

h = pp---pir.

Da pi* und h teilerfremd sind, gibt es nach Satz 8.5 eine Darstellung der
Form

upy' +vh =1
mit u, v € R. Division durch
g =npi'h
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ergibt
L v n U
g ph
Multiplikation mit f liefert eine Darstellung der Form
J a ¢
g pm b

und die Induktionsvoraussetzung angewendet auf 7 liefert das Resultat. —[J

Fir R =7 und R = K[X] und iiberhaupt fiir euklidische Bereiche ldsst sich
diese Aussage noch prézisieren.

Satz 18.2. Es sei R ein euklidischer Bereich und f,g € R, g # 0, mit der
Primfaktorzerlequng
1,72 Tk

g =D1P2 Py -
Dann gibt es im Quotientenkérper Q(R) eine Darstellung

a a a
A bt — A+t
g P y2) Py
mit b,aq,...,a, € R mit a; = 0 oder

5az) < 5(p).

Die Summanden % kann man als
Py

Cj . Cj71 Cj72 Cjﬂn.

5 = bj+f+—2+"'+ rjj

p] bj p] p]
mit

8(ciq) < 6(pj)

schreiben.

Beweis. Nach Satz 18.1 gibt es eine Darstellung

a a a
Lo o %
g Y4 Y% Py

Auf die einzelnen Summanden wenden wir die Division mit Rest durch p;j
an und erhalten

a.

) J
= bt
J J

mit

() < 5).
Ferner kann man auf a; auch die Division mit Rest durch p; anwenden und
erhalt

aj . ij+t . Cj t
vy o p TP

mit
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Den vorderen Summanden kann man in dieser Weise weiter abarbeiten. [

Korollar 18.3. Es seien f,g € Z, g > 0, mit der Primfaktorzerleqgung

71,72

g = Py
Dann gibt es im Quotientenkirper Q(R) eine Darstellung

a a a
I Nt =+ b
g b1 P2 Py
mit n,ay, . ..,ax € Z und mit |a;| < pgj. Fiir die Summanden gibt es ferner
eine Darstellung
a; c; Cj Cirs
32 = nj+ﬂ+ﬂ_722+...+ J;jﬂ
p; pj p; p;

mit |c;;| < p;. Dabei kann man die c;; > 0 wdihlen.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 18.2. U
Beispiel 18.4. Wir berechnen die Partialbruchzerlegung von ﬁ. Es ist
100 = 4-25 = 22. 5%

Wegen
25—6-4 =1

ergibt sich
1 1 1 1 1 1

00 4 25 4 5 25
Wenn man nichtnegative Zahler haben mochte, so schreibt man
L Lo 1+ L +1-6 !
4 725 4 25
_ 14 1 . 25—6
B 4 25
— _i4 1 n 19
B 425
= -1+ = + ; + 1
B 45 25

Korollar 18.5. Es sei K ein Korper und f,g € K[X], g # 0, mit der
Zerlequng in 1rreduzible Polynome

g = pi'py -y
Dann gibt es im Quotientenkérper K(X) eine Darstellung

e
P Pa Py

g
mit h,qu,...,q € K[X] mit ¢ = 0 oder
grad (¢;) < grad (pgj)
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Die Summanden quj kann man als

p]
; C; C; Cjr;
qTJj = hj_|_]_71_|_L22_|_..._|_ J;jf

i j Dj D,

mit
grad (cj;) < grad (p;).

schreiben.
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 18.2. U

Korollar 18.6. Es seien P, Q) € C[X], @ # 0, Polynome und es sei
Q=(X—-a)" (X —ay)™

mit verschiedenen a; € C. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom
H e C[X] und eindeutig bestimmte Koeffizienten ¢;; € C, 1 <i <s, 1<
j S T, mat

P C11 C12 Ciry
—=H + + 44 —1
Q X—a (X—a)? (X —a)m
+ Cs1 + Cs2 + + Csrs
X —as (X —ay)? (X —ag)s

Beweis. Dies ergibt sich, abgesehen von der Eindeutigkeit, die wir nicht be-
weisen, aus Korollar 18.5 und dem Fundamentalsatz der Algebra. U

Korollar 18.7. Es seien P,Q € R[X], Q # 0, Polynome und es sei
Q=(X—a)" (X —a)=Q - Q"

mit verschiedenen a; € R und verschiedenen quadratischen Polynomen Q)
ohne reelle Nullstellen. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom H &€
R[X] und eindeutig bestimmte Koeffizienten c;; € R, 1 <i<s, 1 <j <y,
und eindeutig bestimmte lineare Polynome Ly = dieX + epe, 1 < k < w,
1< 0<ty, mit

P c11 C12 Cir
Q +X—CL1+(X—CL1)2+ +(X—a1)”
Cs1 S2 ST
bt e e b e
Lll L12 thl
TR
o) i T
+ + Lul + Lu2 + + Lutu
Qu Q2 Qlr

Beweis. Dies ergibt sich, abgesehen von der Eindeutigkeit, die wir nicht be-
weisen, aus Korollar 18.5 und der Tatsache, dass es in R[X] nur lineare und
quadratische Primpolynome gibt. U
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Beispiel 18.8. Wir betrachten die rationale Funktion
1 1
X3 -1 (X—D)(XZ+X+1)
wobei der Faktor rechts reell nicht weiter zerlegbar ist. Daher muss es eine
eindeutige Darstellung

1 _a n bX +c¢
X3-1 X-1 X24+X+1
geben. Multiplikation mit dem Nennerpolynom fiihrt auf
1 = a(X°+X+1)+ (X +c)(X —1)
= (a+b)X*+(a+c—bX+a—ec.

Koeffizientenvergleich fiihrt auf das inhomogene lineare Gleichungssystem
a+b=0unda+c—b=0unda—c=1

mit den eindeutigen Losungen

1 1 2
“=3, 5 €
Die Partialbruchzerlegung ist also
1 3 —3X -2 11 1 X+2

X1 X1 Xe+x+1 3 X-1 3 X1x+1

Beispiel 18.9. Wir betrachten die rationale Funktion
XP—X+5 X°—-X+5
X4 X? X2 (X?2+1)
wo die Faktorzerlegung des Nennerpolynoms sofort ersichtlich ist. Der Ansatz
X3 —X+5 a b X +d
XX+ x T x2 Xt
fithrt durch Multiplikation mit dem Nennerpolynom auf
XP—X+5 = aX (X?+1)+b(X*+1) + (cX +d)X?
= aX’+aX +bX*+b+cX’+dX?
= (a+o) X+ (b+d)X*+aX +b.

Koeffizientenvergleich fiihrt auf das inhomogene lineare Gleichungssystem
a+c=1lundb+d=0und a=—-1und b=5
mit der Losung
b=5a=-1,d=—-5c=2.
Insgesamt ist die Partialbruchzerlegung also gleich
X3 —X+5 1 5 2X -5

YXr) . X X2 X1
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Bemerkung 18.10. Eine wichtige Anwendung der reellen Partialbruchzer-
legung ist es, zu rationalen Funktionen P/Q, P,Q € R[X], Q@ # 0, eine
Stammfunktion zu finden, also zu integrieren. Man berechnet hierzu die
Partialbruchzerlegung von P/ und muss dann zu dem Polynom H und

den Summanden der Form +a)r bzw. c-z?er mit einem quadratischen null-

X i

stellenfreien Polynom (); Stammfunktionen bestimmen. Dafiir gibt es dann
Standardverfahren. Eine Stammfunktion zu ﬁ ist b In | X — a| und eine
Stammfunktion zu ﬁ, r > 2, ist W.

Nenner vorliegt, wird es schwieriger; eine Stammfunktion zu ﬁ ist bei-
spielsweise arctan X.

Wenn ein quadratischer

18. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben

Aufgabe 18.1. Man gebe die Partialbruchzerlegung der Stammbriiche
11 1

1, == ..., =

2’3 25

all.

Aufgabe 18.2. Man gebe die Partialbruchzerlegung der Stammbriiche
1 1 1 1
107100’ 1000 10000

all.

Aufgabe 18.3. Finde eine Darstellung der rationalen Zahl 1/60 als Summe
von rationalen Zahlen, deren Nenner Primzahlpotenzen sind.

Aufgabe 18.4. Zeige, dass fiir Zahlen n,r € N, die Gleichheit

n —1 n—1 n-—1 n—1 n-—1
r = + 2 ++ r—1 r
n n n n n

gilt.
Was bedeutet die vorstehende Aufgabe bei n = 107
Aufgabe 18.5. Bestimme die Partialbruchzerlegung von

100
e
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Aufgabe 18.6. Bestimme die Partialbruchzerlegung von
999
75

Aufgabe 18.7. Bestimme die Partialbruchzerlegung von
1
X(X—-1)

iiber einem Korper K.

Aufgabe 18.8. Bestimme die Partialbruchzerlegung von
3X° +4X* —2X2+5X —6
X3 ‘

Aufgabe 18.9. Bestimme die Koeffizienten in der Partialbruchzerlegung in
Beispiel 18.9 durch Einsetzen von einigen Zahlen fiir X.

Aufgabe 18.10.*

Bestimme die reelle Partialbruchzerlegung von
1
rt 41

unter Verwendung der Zerlegung

7t 1 = <x2+\/§x+1) <x2—\/§x+1>.

Aufgabe 18.11. Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerle-

gung von
1

X2(X2+1)°

Aufgabe 18.12. Bestimme die komplexe Partialbruchzerlegung von
1
X3 -1

Aufgabe 18.13. Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerle-

gung von
1
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Aufgabe 18.14. Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerle-
gung von
X34+ 4X2+7
X2-X -2~

Aufgabe 18.15. Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerle-
gung von
1
XX -1)(X—-2)(X-3)°

Aufgabe 18.16.*

Es sei
23+ T2 — 5+ 4

a) Bestimme die reelle Partialbruchzerlegung von f(z).

b) Bestimme eine Stammfunktion von f(x).

Aufgabe 18.17.*
a) Zeige, dass X? + X? + 2 irreduzibel in Z/(3)[X] ist.
b) Bestimme die Partialbruchzerlegung von
x4
(X3 + X2 +2)°

in Z/(3)(X).

Aufgabe 18.18.*

a) Zeige, dass X2 + 2 irreduzibel in Z/(5)[X] ist.

b) Zeige, dass X3 + X + 1 irreduzibel in Z/(5)[X] ist.
c¢) Bestimme die Partialbruchzerlegung von

1
(X242) (X3 + X +1)

in 7/(5)(X).
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Aufgabe 18.19.*
a) Zeige, dass X2 + 1 irreduzibel in Q[X] ist.
b) Zeige, dass X*+1 irreduzibel in Q[X] ist. (Tipp: In R[X] gilt die Zerlegung
X441 = (X2 +V2X +1) (X2 - V2X +1))
c¢) Bestimme die Partialbruchzerlegung von
1
(X24+1)(X*+1)

in Q(X).

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 18.20. (4 Punkte)

Finde eine Darstellung der rationalen Zahl 1/210 als Summe von rationalen
Zahlen, deren Nenner Primzahlpotenzen sind.

Aufgabe 18.21. (3 Punkte)

Bestimme die Partialbruchzerlegung von
1536
245

Aufgabe 18.22. (2 Punkte)
Es sei K ein Korper. Zeige, dass im Funktionenkérper K (X) die Gleichheit
X"—1 X-1 X-1 X-1 X-1

Xr X TTxzr Tt xa Ty
gilt.

Aufgabe 18.23. (4 Punkte)

Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung von
1
X4-1

Aufgabe 18.24. (5 Punkte)

Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung von
X"+ X4 —5X +3
X84 X6 — X4 X2°
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19. VORLESUNG - VEKTORRAUME

Vektorraume

Die Addition von zwei Pfeilen a und b, ein typisches Beispiel fiir Vektoren.
Der zentrale Begriff der linearen Algebra ist der Vektorraum.

Definition 19.1. Es sei K ein Koérper und V' eine Menge mit einem ausge-
zeichneten Element 0 € V und mit zwei Abbildungen

+: VXV —V (u,v) — u+u,

und
KxV —V, (s,0) — sv=s5s"-v.
Dann nennt man V einen K-Vektorraum (oder einen Vektorraum iiber K),

wenn die folgenden Axiome erfiillt sind (dabei seien r, s € K und u,v,w € V
beliebig)

(1) u+v=0v+u,

)

)

) Zu jedem v gibt es ein z mit v + z = 0,
) r(su) = (rs)u,

) r(u+v) =ru+rv,

) (r+ s)u = ru+ su,

) 1-u=u.

Die Verkniipfung in V' nennt man (Vektor)-Addition und die Operation
K xV — V nennt man Skalarmultiplikation. Die Elemente in einem Vek-
torraum nennt man Vektoren, und die Elemente r € K heiflen Skalare. Das
Nullelement 0 € V' wird auch als Nullvektor bezeichnet, und zu v € V
heifit das inverse Element das Negative zu v und wird mit —v bezeichnet.
Den Korper, der im Vektorraumbegriff vorausgesetzt ist, nennt man auch
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den Grundkérper. Alle Begriffe der linearen Algebra beziehen sich auf einen
solchen Grundkorper, er darf also nie vergessen werden, auch wenn er manch-
mal nicht explizit aufgefithrt wird. Bei K = R spricht man von reellen Vek-
torrdumen und bei K = C von komplexen Vektorriumen. Bei reellen und
komplexen Vektorrdumen gibt es zusétzliche Strukturen wie Langen, Win-
kel, Skalarprodukt. Zunéchst entwickeln wir aber die algebraische Theorie
der Vektorrdaume iiber einem beliebigen Korper.

Beispiel 19.2. Es sei K ein Korper und n € N. Dann ist die Produktmenge
K'=Kx---xK={(x1,...,2,)|z; € K}
n—mal
mit der komponentenweisen Addition und der durch
(1, .. ) = (ST1,...,8Ty)

definierten Skalarmultiplikation ein Vektorraum. Man nennt ihn den n-di-
mensionalen Standardraum. Insbesondere ist K' = K selbst ein Vektorraum.

Der Nullraum 0, der aus dem einzigen Element 0 besteht, ist ebenfalls ein
Vektorraum. Man kann ihn auch als K° = 0 auffassen.

Die Vektoren im Standardraum K™ kann man als Zeilenvektoren
(ala as, ..., an)

oder als Spaltenvektor
a1
5]

Qn
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schreiben. Der Vektor

0
wobei die 1 an der i-ten Stelle steht, heifit i-ter Standardvektor.

Beispiel 19.3. Die komplexen Zahlen C bilden einen Korper und daher bil-
den sie einen Vektorraum iiber sich selbst. Andererseits sind die komplexen
Zahlen als additive Struktur gleich R?. Die Multiplikation einer komplexen
Zahl a + bi mit einer reellen Zahl s = (s,0) geschieht komponentenweise,
d.h. diese Multiplikation stimmt mit der skalaren Multiplikation auf R? iibe-
rein. Daher sind die komplexen Zahlen auch ein reeller Vektorraum. Unter
Verwendung einer spéiteren Terminologie kann man sagen, dass C ein ein-
dimensionaler komplexer Vektorraum ist und dass C ein zweidimensionaler
reeller Vektorraum ist mit der reellen Basis 1 und 1.

Beispiel 19.4. Zu einem Koérper K und gegebenen natiirlichen Zahlen m,n
bildet die Menge
Mat,, . (K)

der m x n-Matrizen mit komponentenweiser Addition und komponenten-
weiser Skalarmultiplikation einen K-Vektorraum. Das Nullelement in diesem
Vektorraum ist die Nullmatriz

0 ... 0
O=1: .
0 ... 0
Beispiel 19.5. Sei R = K[X] der Polynomring in einer Variablen iiber
dem Korper K. Mit der (komponentenweisen) Addition und der ebenfalls
komponentenweisen Multiplikation mit einem Skalar s € K (was man auch

als die Multiplikation mit dem konstanten Polynom s auffassen kann) ist der
Polynomring ein K-Vektorraum.

Lemma 19.6. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Dann gelten
die folgenden Figenschaften (dabei seiv € V und s € K ).

(1) Esist v =0. 1

(2) Esist sO=0.

(3) Es st (—1)v = —v.

(4) Aus s # 0 und v # 0 folgt sv # 0.

IMan mache sich hier und im Folgenden klar, wann die 0 in K und wann sie in V' zu
verstehen ist.
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Beweis. Siehe Aufgabe 19.6. g

Untervektorraume

Definition 19.7. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Eine Teil-
menge U C V heifit Untervektorraum, wenn die folgenden Eigenschaften
gelten.

(1) 0eU.
(2) Mit u,v € U ist auch u +v € U.
(3) Mit v € U und s € K ist auch su € U.

Auf einem solchen Untervektorraum kann man die Addition und die ska-
lare Multiplikation einschranken. Daher ist ein Untervektorraum selbst ein
Vektorraum, siehe Aufgabe 19.4. Die einfachsten Untervektorrdume in einem
Vektorraum V' sind der Nullraum 0 und der gesamte Vektorraum V.

Lemma 19.8. FEs sei K ein Kérper und

1121 + a19T9 + - + a1y, = 0
91T + Q999 + - - + A9y, =0
A1 T1 + QmaTe + -+ Qpp®n, = 0

ein homogenes lineares Gleichungssystem diber K. Dann ist die Menge aller
Lésungen des Gleichungssystems ein Untervektorraum des K™ (mit kompo-
nentenweiser Addition und Skalarmultiplikation,).

Beweis. Siehe Aufgabe 19.3. O

Man spricht daher auch vom Ldsungsraum des Gleichungssystems. Insbeson-
dere ist die Summe von zwei Losungen eines linearen Gleichungssystems wie-
der eine Losung. Die Losungsmenge eines inhomogenen Gleichungssystems
ist kein Vektorraum. Man kann aber zu einer Losung eines inhomogenen Glei-
chungssystems eine Losung des zugehorigen homogenen Gleichungssystems
hinzuaddieren und erhélt wieder eine Losung des inhomogenen Gleichungs-
systems.
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19. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben

Aufgabe 19.1. Es sei K ein Korper und es seien V' und W Vektorrdume
iiber K. Zeige, dass auch das Produkt

V xW

ein K-Vektorraum ist.
Aufgabe 19.2. Es sei K ein Korper und [ eine Indexmenge. Zeige, dass
K' = Abb (I, K)

mit stellenweiser Addition und skalarer Multiplikation ein K-Vektorraum ist.

Aufgabe 19.3. Es sei K ein Korper und

a1121 + a19T9 + - - + a1y, =0
(9121 + Q999 + - -+ + a9y, =0
A1 T1 + QmaTe + -+ Ay, = 0

ein lineares Gleichungssystem iiber K. Zeige, dass die Menge aller Losungen
des Gleichungssystems ein Untervektorraum des K™ ist. Wie verhélt sich
dieser Losungsraum zu den Losungsrdumen der einzelnen Gleichungen?

Aufgabe 19.4. Man mache sich klar, dass sich die Addition und die skalare
Multiplikation auf einen Untervektorraum einschréanken ldsst und dass dieser
mit den von V' geerbten Strukturen selbst ein Vektorraum ist.

Aufgabe 19.5. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Es seien
U,W C V Untervektorrdume. Zeige, dass die Vereinigung U U W nur dann
ein Untervektorraum ist, wenn U C W oder W C U gilt.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 19.6. (3 Punkte)

Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Zeige, dass die folgenden
Eigenschaften gelten (dabei sei A € K und v € V).

(1) Esist Ov = 0.
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(2) Es ist A0 = 0.
(3) Esist (—1)v = —v.
(4) Aus A # 0 und v # 0 folgt Av # 0.

Aufgabe 19.7. (3 Punkte)

Man gebe ein Beispiel fiir einen Vektorraum V' und von drei Teilmengen in
V' an, die jeweils zwei der Unterraumaxiome erfiillen, aber nicht das dritte.

20. VORLESUNG - BASEN

Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems in n Varia-
blen iiber einem Koérper K ist ein Untervektorraum des K™. Haufig wird
dieser Losungsraum durch die Menge aller ,, Linearkombinationen“ von end-
lich vielen (besonders einfachen) Losungen beschrieben. In dieser und der
néchsten Vorlesung entwickeln wir die dazu notwendigen Begriffe.

Erzeugendensysteme

Die von zwei Vektoren v; und vy erzeugte Ebene besteht aus allen
Linearkombinationen u = xv; + yvs.

Definition 20.1. Es sei K ein Koérper und V' ein K-Vektorraum. Es sei
vy, ..., U, eine Familie von Vektoren in V. Dann heifit der Vektor

S$1U1 + SoUg + -+ - + 8, mit s; € K

eine Linearkombination dieser Vektoren (zum Koeffiziententupel (s, ... ,sy)).

Zwei unterschiedliche Koeffiziententupel konnen denselben Vektor definieren.

Definition 20.2. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Dann heifit
eine Familie v; € V| ¢ € I, ein Erzeugendensystem von V|, wenn man jeden
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Vektor v € V darstellen kann als?

v = E SjUj

jeJ

mit einer endlichen Teilfamilie J C I und mit s; € K.

Im K™ bilden die Standardvektoren e;, 1 < i < n, ein Erzeugendensystem.
Im Polynomring K[X] bilden die Potenzen X™ n € N, ein (unendliches)
Erzeugendensystem.

Definition 20.3. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Zu einer
Familie v;, ¢ € I, setzt man

(vi,1€l)= Z siv;| s; € K, J C I endliche Teilmenge
ieJ
und nennt dies den von der Familie erzeugten oder aufgespannten Untervek-
torraum.

Der von der leeren Menge erzeugte Unterraum ist der Nullraum.? Dieser wird
ebenso von der 0 erzeugt. Zu einem einzigen Vektor v besteht der aufgespann-
te Raum aus Kv = {sv|s € K}. Bei v # 0 ist dies eine Gerade, was wir im
Rahmen der Dimensionstheorie noch prézisieren werden. Bei zwei Vektoren
v und w héingt die ,,Gestalt® des aufgespannten Raumes davon ab, wie die
beiden Vektoren sich zueinander verhalten. Wenn sie beide auf einer Geraden
liegen, d.h. wenn gilt w = sv, so ist w {iberfliissig und der von den beiden
Vektoren erzeugte Unterraum stimmt mit dem von v erzeugten Unterraum
tiberein. Wenn dies nicht der Fall ist (und v und w nicht 0 sind), so erzeugen
die beiden Vektoren eine ,,Ebene*.

Wir fassen einige einfache Eigenschaften fiir Erzeugendensysteme und Un-
terrdume zusammen.

Lemma 20.4. Es sei K ein Korper und V' ein K -Vektorraum. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Sei U, j € J, eine Familie von Untervektorraumen. Dann ist auch

der Durchschnitt*
U=(\U;

jeJ
ein Untervektorraum.

2Es bedeutet keinen Versténdnisverlust, wenn man hier nur endliche Familien betrach-
tet. Das Summenzeichen iiber eine endliche Indexmenge bedeutet einfach, dass alle Ele-
mente der Familie aufzusummieren sind.

3Dies kann man als Definition nehmen oder aber aus der Definition ableiten, wenn man
die Konvention beriicksichtigt, dass die leere Summe gleich 0 ist.

4Der Durchschnitt N jes Tj zu einer beliebigen Indexmenge J und einer durch J indi-
zierten Familie T}, j € J, von Teilmengen einer festen Obermenge M besteht aus allem
Elementen aus M, die in allen Mengen T enthalten sind.
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(2) Zu einer Familie v;, © € I, von Elementen in V ist der erzeugte
Unterraum ein Unterraum® von V.

(3) Die Familie v;, © € I, ist genau dann ein Erzeugendensystem von V,
wenn

<Ui7 1€ I> =V
15t.

Beweis. Siehe Aufgabe 20.4. U

Lineare Unabhingigkeit

Definition 20.5. Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Dann
heifit eine Familie von Vektoren v;, i € I, (mit einer beliebigen endlichen
Indexmenge I) linear unabhdngig, wenn eine Gleichung

Zsivi =0 mit s; € K
iel
nur bei s; = 0 fiir alle 7z moglich ist.

Wenn eine Familie nicht linear unabhéingig ist, so nennt man sie linear
abhdngig. Man nennt iibrigens eine Linearkombination ), ; a;v; = 0 eine
Darstellung des Nullvektors. Sie heifit die triviale Darstellung, wenn alle Ko-
effizienten a; null sind, andernfalls, wenn also mindestens ein Koeffizient nicht
null ist, spricht man von einer nichttrivialen Darstellung der Null. Eine Fa-
milie von Vektoren ist genau dann linear unabhéngig, wenn man mit ihnen
nur auf die triviale Art den Nullvektor darstellen kann. Dies ist auch dqui-
valent dazu, dass man keinen Vektor aus der Familie als Linearkombination
der anderen ausdriicken kann.

Lemma 20.6. Sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und v;, © € I, eine
Familie von Vektoren in V. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Wenn die Familie linear unabhingig ist, so ist auch zu jeder Teilmen-
ge J C I die Familie v; , © € J, linear unabhdngig.

(2) Die leere Familie ist linear unabhingig.

(3) Wenn die Familie den Nullvektor enthdlt, so ist sie nicht linear un-
abhdngig.

(4) Wenn in der Familie ein Vektor mehrfach vorkommt, so ist sie nicht
linear unabhdngig.

(5) Ein Vektor v ist genau dann linear unabhdingig, wenn v # 0 ist.

(6) Zwei Vektoren v und u sind genau dann linear unabhdingig, wenn
weder u ein skalares Vielfaches von v ist noch umgekehrt.

Beweis. Siehe Aufgabe 20.7. g

°In der Bezeichnung ,erzeugter Unterraum*“ wurde diese Eigenschaft schon vorweg
genommen.
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Beispiel 20.7. Die Standardvektoren im K™ sind linear unabhéngig. Eine

Darstellung
Zsiei = O
i=1

bedeutet ja einfach

1 0 0 0

0 1 0 0
51 . + S9 : + -+ 8, =1 ,

0 0 1 0

woraus sich aus der i-ten Zeile direkt s; = 0 ergibt.

Beispiel 20.8. Die drei Vektoren

3\ /0 4
3).14] und |8
3/ \5 9

sind linear abhéngig. Es ist ndmlich

3 0 4 0
4131 +314]1-3(8]=10
3 5 9 0

eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors.

aii QA1n
Bemerkung 20.9. Die Vektoren vy = : B S : € K™ sind
am1 Amn
genau dann linear abhéngig, wenn das homogene lineare Gleichungssystem
a11xr1 + a12T2 + -+ -+ + ATy =0
A91X1 + Q22T2 + + ++ + AopTy =0
Am1 21 + AmaZ2 + - + Gy, = 0

eine nichttriviale (d.h. von 0 verschiedene) Losung besitzt.

Basen

Definition 20.10. Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Dann
heifit ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem v; € V', i € I, von V eine
Basis von V.

Beispiel 20.11. Die Standardvektoren im K" bilden eine Basis. Die lineare
Unabhéngigkeit wurde in Beispiel 20.7 gezeigt. Um zu zeigen, dass auch ein
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b
. . by o
Erzeugendensystem vorliegt, seiv = | | | € K" ein beliebiger Vektor. Dann

bn

n
v = E bzez
i=1

Also liegt eine Basis vor, die man die Standardbasis des K™ nennt.

ist aber direkt

Satz 20.12. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Es seivq,. .., v,
e V eine Familie von Vektoren. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) Die Familie ist eine Basis von V.

(2) Die Familie ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. sobald man
einen Vektor v; wegldsst, liegt kein Erzeugendensystem mehr vor.

(3) Fir jeden Vektor uw € V' gibt es genau eine Darstellung

U= 81UV1 + -+ SpUy .

(4) Die Familie ist maximal linear unabhingig, d.h. sobald man irgendei-
nen Vektor dazunimmt, ist die Famailie nicht mehr linear unabhdngig.

Beweis. Wir fiithren einen Ringschluss durch. (1) = (2). Die Familie ist ein
Erzeugendensystem. Nehmen wir einen Vektor, sagen wir vy, aus der Familie
heraus. Wir miissen zeigen, dass dann die verbleibende Familie, also vs, ..., v,
kein Erzeugendensystem mehr ist. Wenn sie ein Erzeugendensystem wire, so
wére insbesondere v; als Linearkombination der Vektoren darstellbar, d.h.

man hétte
n
V1 = E S;U; .
=2

Dann ist aber
n
V1 — E S;V; = 0
i=2

eine nichttriviale Darstellung der 0, im Widerspruch zur linearen Unabhén-
gigkeit der Familie. (2) = (3). Nach Voraussetzung ist die Familie ein Er-
zeugendensystem, so dass sich jeder Vektor als Linearkombination darstellen
ldasst. Angenommen, es gibt fiir ein v € V' eine mehrfache Darstellung, d.h.
u = ZSZ'UZ' = Ztivi,
i=1 i=1
wobei mindestens ein Koeffizient verschieden sei. Ohne Einschrénkung sei
s1 # t;. Dann erhélt man die Beziehung
(Sl - tl)Ul = Z(tl — Si)vi .

=2
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Wegen s; — t; # 0 kann man durch diese Zahl dividieren und erhilt ei-
ne Darstellung von v; durch die anderen Vektoren. Nach Aufgabe 20.3 ist
auch die Familie ohne v; ein Erzeugendensystem von V', im Widerspruch zur
Minimalitét. (3) = (4). Wegen der eindeutigen Darstellbarkeit besitzt ins-
besondere der Nullvektor nur die triviale Darstellung, d.h. die Vektoren sind
linear unabhéngig. Nimmt man einen Vektor u hinzu, so besitzt dieser eine

Darstellung
u = Z S;U;
i=1

n
=Uu— Z S;U;

i=1
eine nichttriviale Darstellung der 0, so dass die verldngerte Familie u, vy, .. .,
v, nicht linear unabhéngig ist. (4) = (1). Die Familie ist linear unabhéngig,
wir miissen zeigen, dass sie auch ein Erzeugendensystem bildet. Sei dazu u €
V. Nach Voraussetzung ist die Familie u, vy, ..., v, nicht linear unabhéngig,
d.h. es gibt eine nichttriviale Darstellung

n
0=su+ E Siv; .
i=1

Dabei ist s # 0, da andernfalls dies eine nichttriviale Darstellung der 0 allein
mit den linear unabhéngigen Vektoren vy, ..., v, wire. Daher konnen wir

n
Si
u = — —;
S
i=1

und daher ist

schreiben, so dass eine Darstellung von u moglich ist. U

Bemerkung 20.13. Es sei eine Basis vq,...,v, eines K-Vektorraums V'
gegeben. Aufgrund von Satz 20.12 bedeutet dies, dass es fiir jeden Vektor
u € V eine eindeutig bestimmte Darstellung (eine Linearkombination)

U = SV + SV + - -+ + SpU,

gibt. Die dabei eindeutig bestimmten Elemente s; € K (Skalare) heiflen
die Koordinaten von u beziiglich der gegebenen Basis. Bei einer gegebe-
nen Basis entsprechen sich also die Vektoren und die Koordinatentupel
(s1,892,...,8,) € K™ Man sagt, dass eine Basis ein lineares Koordinaten-
system festlegt.b

6Lineare Koordinaten vermitteln also eine bijektive Beziehung zwischen Punkten und
Zahlentupeln. Aufgrund der Linearitét ist eine solche Bijektion mit der Addition und der
Skalarmultiplikation vertréglich. In vielen anderen Kontexten spielen auch nichtlineare
(oder krummlinige) Koordinaten eine wichtige Rolle. Auch diese setzen Raumpunkte mit
Zahlentupel in eine bijektive Verbindung. Wichtige nichtlineare Koordinaten sind u.A.
Polarkoordinaten, Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten. Mathematische Probleme
konnen h#ufig durch eine geeignete Wahl von Koordinaten vereinfacht werden, beispiels-
weise bei Volumenberechnungen.
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Satz 20.14. Es set K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit einem end-
lichen Erzeugendensystem. Dann besitzt V' eine endliche Basis.

Beweis. Es sei v;, ¢ € I, ein Erzeugendensystem von V' mit einer endlichen
Indexmenge I. Wir wollen mit der Charakterisierung aus Satz 20.12 (2) ar-
gumentieren. Falls die Familie schon minimal ist, so liegt eine Basis vor.
Andernfalls gibt es ein k € I derart, dass die um v reduzierte Familie, also
v;, 1 € I\ {k}, ebenfalls ein Erzeugendensystem ist. In diesem Fall kann man
mit der kleineren Indexmenge weiterargumentieren. Mit diesem Verfahren
gelangt man letztlich zu einer Teilmenge J C [ derart, dass v;, @ € J, ein
minimales Erzeugendensystem, also eine Basis ist. U

20. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben

Aufgabe 20.1. Driicke in Q? den Vektor
(2,-7)
als Linearkombination der Vektoren
(5,—3) und (—11,4)

aus.

Aufgabe 20.2. Driicke in C? den Vektor
(1,0)
als Linearkombination der Vektoren
(3+5¢,—3 + 2¢) und (1 — 6i,4 — 1)

aus.

Aufgabe 20.3. Es sei K ein Koérper und V' ein K-Vektorraum. Es sei v;,
t € I, eine Familie von Vektoren in V und w € V' ein weiterer Vektor. Es sei
vorausgesetzt, dass die Familie

w,v;,1 € 1,

ein Erzeugendensystem von V ist und dass sich w als Linearkombination der
v;, 1 € I, darstellen léasst. Zeige, dass dann schon v;, ¢ € I, ein Erzeugenden-
system von V ist.

Aufgabe 20.4. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Beweise
folgende Aussagen.
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(1) Sei Uj, j € J, eine Familie von Untervektorrdumen von V. Dann ist
auch der Durchschnitt
U=\U;

jeJ
ein Untervektorraum.
(2) Zu einer Familie v;, i € I, von Elementen in V ist der erzeugte Un-
terraum ein Unterraum.
(3) Die Familie v;, i € I, ist genau dann ein Erzeugendensystem von V,
wenn
<'l}i, 1€ [> =V
ist.

Aufgabe 20.5. Zeige, dass die drei Vektoren

0 4 1
1 3 7
21710171 0
1 2 -1

im R* linear unabhingig sind.

Aufgabe 20.6. Man gebe im R? drei Vektoren an, so dass je zwei von ihnen
linear unabhéngig sind, aber alle drei zusammen linear abhéngig.

Aufgabe 20.7. Sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und v;, ¢ € I, eine
Familie von Vektoren in V. Beweise die folgenden Aussagen.

(1) Wenn die Familie linear unabhéngig ist, so ist auch zu jeder Teilmenge
J C I die Familie v; , ¢« € J, linear unabhéngig.

(2) Die leere Familie ist linear unabhéngig.

(3) Wenn die Familie den Nullvektor enthélt, so ist sie nicht linear un-
abhéngig.

(4) Wenn in der Familie ein Vektor mehrfach vorkommt, so ist sie nicht
linear unabhéngig.

(5) Ein Vektor v ist genau dann linear unabhéngig, wenn v # 0 ist.

(6) Zwei Vektoren v und u sind genau dann linear unabhéngig, wenn
weder u ein skalares Vielfaches von v ist noch umgekehrt.

Aufgabe 20.8. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und sei v;, ¢ € I,
eine Familie von Vektoren in V. Es sei \;, ¢ € I, eine Familie von Elementen
# 0 aus K. Zeige, dass die Familie v;, ¢ € I, genau dann linear unabhéngig
(ein Erzeugendensystem von V, eine Basis von V') ist, wenn dies fiir die
Familie \;v;, ¢ € I, gilt.
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Aufgabe 20.9. Bestimme eine Basis fiir den Losungsraum der linearen Glei-
chung
3r+4y — 22+ 5w =0.

Aufgabe 20.10. Bestimme eine Basis fiir den Losungsraum des linearen
Gleichungssystems

—2x4+3y—2+4w=0und 3z — 2w =0.

Aufgabe 20.11. Zeige, dass im R3 die drei Vektoren

2 1 4
1], 13],[1
5 7 2

eine Basis bilden.

Aufgabe 20.12. Bestimme, ob im C? die zwei Vektoren

2+ 7 4 (15 +26i
3—i) "M l13-7

Aufgabe 20.13. Es sei K ein Korper. Man finde ein lineares Gleichungssy-
stem in drei Variablen, dessen Losungsraum genau

3
Al 2 || eK
)

eine Basis bilden.

ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 20.14. (3 Punkte)

Driicke in Q? den Vektor
(2a 57 _3>
als Linearkombination der Vektoren
(1,2,3),(0,1,1) und (—1,2,4)

aus. Zeige, dass man ihn nicht als Linearkombination von zweien der drei
Vektoren ausdriicken kann.
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Aufgabe 20.15. (2 Punkte)

Bestimme, ob im R? die drei Vektoren

2 9 ~1
3], (2].] 4
-5 6 ~1

eine Basis bilden.

Aufgabe 20.16. (2 Punkte)

Bestimme, ob im C? die zwei Vektoren

2-7i\ o (5460
342" 3—17i

Aufgabe 20.17. (4 Punkte)

Es sei Q™ der n-dimensionale Standardraum iiber Q und sei vq,...,v, € Q"
eine Familie von Vektoren. Zeige, dass diese Familie genau dann eine Q-Basis
des Q™ ist, wenn diese Familie aufgefasst im R" eine R-Basis des R™ bildet.

eine Basis bilden.

Aufgabe 20.18. (3 Punkte)
Es sei K ein Korper und sei
ai
e K"
an

ein von 0 verschiedener Vektor. Man finde ein lineares Gleichungssystem in
n Variablen mit n — 1 Gleichungen, dessen Losungsraum genau

a1
A I eK
(0

ist.
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21. VORLESUNG - DIMENSION

Dimensionstheorie

Ein endlich erzeugter Vektorraum hat im Allgemeinen ganz unterschiedliche
Basen. Allerdings ist die Anzahl der Elemente in einer Basis stets konstant
und héngt nur vom Vektorraum ab. Diese wichtige Eigenschaft werden wir
jetzt beweisen und als Ausgangspunkt fiir die Definition der Dimension eines
Vektorraums nehmen.

Lemma 21.1. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit einer
Basis vy, ...,v,. Es sei w € V' ein Vektor mit einer Darstellung

n
w = E S;V;
=1

wobei sy # 0 sei fiir ein bestimmtes k. Dann ist auch die Familie
U1y ooy Uk—1, Wy Vg1 - - -, Un

eine Basis von V.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die neue Familie ein Erzeugendensystem ist.
Zunéchst kann man wegen

n
w = E S;U;
i=1

und s, # 0 den Vektor vy als

k—1 n
1 S; S;
Vi = S—w — S—’UZ — E S—’UZ
k —1 7k i—k+1 Ok

schreiben. Sei nun u € V beliebig vorgegeben. Dann kann man schreiben

u = itﬂ)l
= Ztvl—i-tkvk—i- Z tiv;

i=k+1

1 k—1 ; n
= ;tivmttk(;w—i j—kvi— Z —vl>+ Ztvl

i=k+1 i=k+1

k—1
Si
= ti—tk—)vz —U)—|— (t—tk—)
> (n-ug)urive 2

i=1 k
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Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit nehmen wir zwecks Notations-
vereinfachung £ = 1 an. Es sei

tlw + i tﬂ]i =0
1=2

eine Darstellung der Null. Dann ist
0 = tlw + Z ti’l)i
i=2
= tl (Z Sﬂ)i) -+ Ztﬂ)l
i=1 i=2

= L1510 + Z (t1s; + t;) v;.

=2

Aus der linearen Unabhéngigkeit der Ausgangsfamilie folgt insbesondere t; s,
= 0, und wegen s; # 0 ergibt sich ¢; = 0. Deshalb ist Y ", t;u; = 0 und daher
gilt t; = 0 fiir alle 7. U

Die vorstehende Aussage heifit Austauschlemma, die nachfolgende Austausch-
satz.

Satz 21.2. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit einer Basis
bi,...,by,.
Ferner ser
Uty ..., Uk
eine Familie von linear unabhdngigen Vektoren in V. Dann gibt es eine Teil-
menge J = {i1,i,...,0} C{1,...,n} =1 derart, dass die Familie
ul,...,uk,bi,i S ]\J,

eine Basis von V ist. Insbesondere ist k < n.

Beweis. Wir fithren Induktion iiber k, also iiber die Anzahl der Vektoren
in der Familie. Bei k£ = 0 ist nichts zu zeigen. Sei die Aussage fiir k schon
bewiesen und seien k + 1 linear unabhéngige Vektoren

Ury ooy Uy U1
gegeben. Nach Induktionsvoraussetzung, angewandt auf die (ebenfalls linear
unabhéngigen) Vektoren
Ury ..., UL
gibt es eine Teilmenge J = {i1,49,...,i} C {1,...,n} derart, dass die Fa-
milie
Upy ooy Ug,byi €T\ T,
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eine Basis von V ist. Wir wollen auf diese Basis Lemma 21.1 anwenden. Da
eine Basis vorliegt, kann man

k
Upp1 = chuj + Z d;b;
=1

ieI\J

schreiben. Wéaren hierbei alle Koeffizienten d; = 0, so ergdbe sich sofort
ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der u;, j = 1,...,k 4+ 1. Es
gibt also ein @ € I\ J mit d; # 0. Wir setzen ix,1 := 4. Damit ist J =
{1,429, ... ik, ix+1} eine (k + 1)-elementige Teilmenge von {1,...,n}. Nach
dem Austauschlemma kann man den Basisvektor b durch w1 ersetzen
und erhélt die neue Basis

Tk+1

- !
ULy ooy Ugy Upy1, 00 € T\ J'.

Der Zusatz folgt sofort, da eine k-elementige Teilmenge einer n-elementigen
Menge vorliegt. U

Satz 21.3. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit einem end-
lichen Erzeugendensystem. Dann besitzen je zwei Basen von V die gleiche
Anzahl von Basisvektoren.

Beweis. Es seien b = by,...,b, und u = uq,...,u, zwei Basen von V. Auf-
grund des Basisaustauschsatzes, angewandt auf die Basis b und die linear
unabhéngige Familie u ergibt sich & < n. Wendet man den Austauschsatz
umgekehrt an, so folgt n < k, also insgesamt n = k. U

Dieser Satz erlaubt die folgende Definition.

Definition 21.4. Es sei K ein Kérper und V ein K-Vektorraum mit einem
endlichen Erzeugendensystem. Dann nennt man die Anzahl der Vektoren in
einer Basis von V' die Dimension von V', geschrieben

dim (V) .

Wenn ein Vektorraum nicht endlich erzeugt ist, so setzt man dim (V') = oo.
Der Nullraum 0 hat die Dimension 0. Einen eindimensionalen Vektorraum
nennt man auch eine Gerade, einen zweidimensionalen Vektorraum eine Ebe-
ne, einen dreidimensionalen Vektorraum einen Raum (im engeren Sinn), wo-
bei man andererseits auch jeden Vektorraum einen Raum nennt.

Korollar 21.5. Es seir K ein Korper und n € N. Dann besitzt der Stan-
dardraum K™ die Dimension n.
Beweis. Die Standardbasis e;, 1 = 1,...,n, besteht aus n Vektoren, also ist

die Dimension n. O

Beispiel 21.6. Die komplexen Zahlen bilden einen zweidimensionalen reellen
Vektorraum, eine Basis ist z.B. 1 und 1.
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Beispiel 21.7. Der Polynomring R = K[X] iiber einem Korper K ist kein
endlichdimensionaler Vektorraum. Seien n Polynome Pi,..., P, fixiert. Es
sei d das Maximum der Grade dieser Polynome. Dann hat auch jede K-
Linearkombination ), a;P; maximal den Grad d. Insbesondere kénnen Po-
lynome von einem grofleren Grad nicht durch Py, ..., P, dargestellt werden.
Es gibt also kein endliches Erzeugendensystem.

Korollar 21.8. Es sei K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum. Es sei U C V' ein Unterraum. Dann ist U ebenfalls endlichdi-
mensional und es gilt

dim (U) < dim (V) .

Beweis. Jede linear unabhéngige Familie in U ist auch linear unabhingig
in V. Daher kann es aufgrund des Basisaustauschsatzes in U nur linear un-
abhéngige Familien der Linge < n geben. Es sei £k < n derart, dass es in U
eine linear unabhéngige Familie mit £ Vektoren gibt, aber nicht mit k + 1

Vektoren. Sei u = uq, ..., u; eine solche Familie. Diese ist dann insbesondere
eine maximal linear unabhéngige Familie in U und daher wegen Satz 20.12
eine Basis von U. 0

Korollar 21.9. Es sei K ein Korper und V' ein K -Vektorraum mit endlicher
Dimension n = dim (V). Es seien n Vektoren vy, ..., v, in V' gegeben. Dann
sind folgende Eigenschaften dquivalent.

(1) v1,...,v, bilden eine Basis von V.
(2) v1,...,v, bilden ein Erzeugendensystem von V.
(3) v1,...,v, sind linear unabhdngig.
Beweis. Siehe Aufgabe 21.1. O

Beispiel 21.10. Es sei K ein Korper. Man kann sich einfach einen Uberblick
iiber die Unterraume des K™ verschaffen, als Dimension von Unterrdumen
kommt nur £ mit 0 < k < n in Frage. Bei n = 0 gibt es nur den Nullraum
selbst, bei n = 1 gibt es den Nullraum und K selbst. Bei n = 2 gibt es den
Nullraum, die gesamte Ebene K2, und die eindimensionalen Geraden durch
den Nullpunkt. Jede solche Gerade GG hat die Gestalt

G = Kv = {sv|s € K}

mit einem von 0 verschiedenen Vektor v. Zwei von null verschiedene Vektoren
definieren genau dann die gleiche Gerade, wenn sie linear abhéngig sind.

Bei n = 3 gibt es den Nullraum, den Gesamtraum K3, die eindimensionalen
Geraden durch den Nullpunkt und die zweidimensionalen Ebenen durch den
Nullpunkt.

Der folgende Satz heifit Basisergdnzungssatz.
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Satz 21.11. Es seir K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K -Vektor-
raum der Dimension n = dim (V). Es seien
Upy - Ug
linear unabhdingige Vektoren in V' Dann gibt es Vektoren
Ukt 1y - - -5 Up

derart, dass
Uty ooy Uk, U411,y -+, Up
eine Basis von V' bilden.

Beweis. Esseiby, ..., b, eine Basis von V. Aufgrund des Austauschsatzes fin-
det man n—k Vektoren aus der Basis b, die zusammen mit den vorgegebenen
Uy, ..., u, eine Basis von V' bilden. Il

21. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben

Aufgabe 21.1. Es sei K ein Koérper und V' ein K-Vektorraum mit endlicher
Dimension n = dim (V). Es seien n Vektoren vy, ..., v, in V gegeben. Zeige,
dass die folgenden Eigenschaften dquivalent sind.

(1) v1,...,v, bilden eine Basis von V.
(2) v1,...,v, bilden ein Erzeugendensystem von V.
(3) v1,...,v, sind linear unabhéngig.

Aufgabe 21.2. Es sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber K.
Sei d € N. Zeige, dass die Menge aller Polynome vom Grad < d ein endlich-
dimensionaler Untervektorraum von K[X] ist. Was ist seine Dimension?

Aufgabe 21.3. Zeige, dass die Menge aller reellen Polynome vom Grad < 4,
fiir die —2 und 3 Nullstellen sind, ein endlichdimensionaler Untervektorraum
in R[X] ist. Bestimme die Dimension von diesem Vektorraum.

Aufgabe 21.4.*

Es sei K ein Korper und es seien V und W endlichdimensionale K-Vektor-
rdume mit dim (V) = n und dim (W) = m. Welche Dimension besitzt der
Produktraum V x W?
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Aufgabe 21.5. Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber den
komplexen Zahlen, und sei vy, ..., v, eine Basis von V. Zeige, dass die Vek-
torenfamilie

Vi,...,0, und ivy,..., 10,

eine Basis von V', aufgefasst als reeller Vektorraum, ist.

Aufgabe 21.6. Es sei die Standardbasis e;, s, €3, 4 im R* gegeben und die
drei Vektoren

1 2 —4
3 1 9
o |15 und 5
—4 7 1

Zeige, dass diese Vektoren linear unabhéngig sind und ergénze sie mit einem
geeigneten Standardvektor gem&fl Lemma 21.1 zu einer Basis. Kann man
jeden Standardvektor nehmen?

Aufgabe 21.7. Bestimme die Ubergangsmatrizen MY und M? fiir die Stan-
dardbasis u und die durch die Vektoren

0 1 0 0
0 0 0 1
U1 = 1 , Ug = 0 , U3 = 0 UIldU4: 0
0 0 1 0

gegebene Basis v im R*.

Aufgabe 21.8. Bestimme die Ubergangsmatrizen MY und M? fiir die Stan-
dardbasis u und die durch die Vektoren

3+ 5% 24+ %
=\ und vy = At )

gegebene Basis b im C2.

Aufgabe 21.9. Wir betrachten die Vektorenfamilien
b— 7 8 du— 4 7
=\ _y) () mdu=1{g), 15

im R2.

a) Zeige, dass sowohl v als auch u eine Basis des R? ist.

b) Es sei P € R? derjenige Punkt, der beziiglich der Basis v die Koordinaten
(—2,5) besitze. Welche Koordinaten besitzt der Punkt beziiglich der Basis
u?

c¢) Bestimme die Ubergangsmatrix, die den Basiswechsel von v nach u be-
schreibt.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 21.10. (4 Punkte)

Zeige, dass die Menge aller reellen Polynome vom Grad < 6, fiir die —1, 0
und 1 Nullstellen sind, ein endlichdimensionaler Untervektorraum in R[X]
ist. Bestimme die Dimension von diesem Vektorraum.

Aufgabe 21.11. (3 Punkte)

Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Es sei vy, ..., v,, eine Familie
von Vektoren in V' und sei

U:<Ui,i:1,...,m>

der davon aufgespannte Untervektorraum. Zeige, dass die Familie genau dann
linear unabhéngig ist, wenn die Dimension von U gleich m ist.

Aufgabe 21.12. (4 Punkte)

Bestimme die Ubergangsmatrizen MY und M? fiir die Standardbasis u und

die durch die Vektoren

4 2 5)
vu=|5],va=1{ 3 undvs =1 7
1 -8 -3
gegebene Basis b im R3.
Aufgabe 21.13. (6 Punkte)
Wir betrachten die Vektorenfamilien
1 4 0 0 6 3
o= 12,17, 2] undu={2],(6],| 5
3 1 5 4 1 —2

im R3.
a) Zeige, dass sowohl v als auch u eine Basis des R? ist.

b) Es sei P € R3 derjenige Punkt, der beziiglich der Basis v die Koordinaten
(2,5,4) besitze. Welche Koordinaten besitzt der Punkt beziiglich der Basis
u?

c¢) Bestimme die Ubergangsmatrix, die den Basiswechsel von v nach u be-
schreibt.
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22. VORLESUNG - KORPERERWEITERUNGEN

In den verbleibenden Vorlesungen werden wir uns mit Kérpererweiterungen
K C L beschiftigen. Wir betrachten beispielsweise in R den von Q und /7
erzeugten Unterring

L = QV7].

Er besteht aus allen reellen Zahlen der Form
a+ b7

mit a,b € Q. Dabei kann man direkt nachpriifen, dass die Summe und das
Produkt von zwei solchen Ausdriicken wieder von dieser Form ist, und somit
liegt ein Unterring vor. Es handelt sich aber sogar um einen Korper. Es ist

néamlich
(a+ bﬁ) (a - bﬁ) = a* - TV
und somit ist fiir a + bv/7 # 0

a 07
(‘”bﬁ) (a2—7b2 - a2—762> =1L

also ist jedes von 0 verschiedene Element eine Einheit. Da \/7 irrational ist,
ist a? — 7b? # 0. Es liegt also eine Kérpererweiterung

Q = Q[V7]

vor. Den Korper Q[v/7] kann man auch einfach als Restklassenkorper von
Q[X] beschreiben. Der Einsetzungshomomorphismus

Q[X] — R, X — V7,
liefert eine surjektiven Ringhomomorphismus auf das Bild, also
Q[X] — QVT], X — V7.

Unter dieser Abbildung geht X2 — 7 auf 0, und in der Tat ist der Kern gleich
dem Hauptideal (X2 — 7). Nach dem Isomorphiesatz gilt daher

Q[X])/(x* - 7) = Q[VT].

Rechnen in K[X]/(P)

Korper werden haufig ausgehend von einem schon bekannten Korper als Rest-
klassenkorper des Polynomrings konstruiert. Die Arithmetik in einem solchen
Erweiterungskorper wird in der folgenden Aussage beschrieben.

Proposition 22.1. Sei K ein Korper und sei K[X| der Polynomring tiber K .
Essei P=Y"" ja;X" € K[X] ein Polynom vom Gradn und R = K[X]/(P)
der zugehorige Restklassenring. Dann gelten folgende Rechenregeln (wir be-
zeichnen die Restklasse von X in R mit x).
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(1) Man kann stets P als normiert annehmen (also a, = 1; das werden
wir im Folgenden tun).
(2) In R ist
n—1
"t = — Z a;xt.
i=0
(3) Héhere Potenzen z*, k > n, kann man mit den Potenzen 2%, i < n—1,
ausdriicken, indem man mittels Vielfachen von (2) sukzessive den
Grad um eins reduziert.
(4) Die Potenzen 2° =1, 2! | ... 2" bilden eine K-Basis von R.
(5) R ist ein K-Vektorraum der Dimension n.
(6) In R werden zwei Elemente P = Y. b’ und Q = Y. ¢
komponentenweise addiert, und multipliziert, indem sie als Polyno-
me multipliziert werden und dann die Restklasse berechnet wird.

Beweis. (1) Esist (P) = (5), da es bei einem Hauptideal nicht auf eine

Einheit ankommt.

(2) Dies folgt direkt durch Umstellung der definierenden Gleichung,.

(3) Dies folgt durch Multiplikation der Gleichung in (2) mit Potenzen
von .

(4) Dass die Potenzen %, i = 0,...,n — 1, ein Erzeugendensystem bil-
det, folgt aus Teil (2) und (3). Zum Beweis der linearen Unabhéingig-
keit sei angenommen, es gebe eine lineare Abhéngigkeit, sagen wir
Z?:_ol c;x' = 0. D.h., dass das Polynom Q = Z?:_ol c; X* unter der
Restklassenabbildung auf 0 geht, also zum Kern gehért. Dann muss
es aber ein Vielfaches von P sein, was aber aus Gradgriinden erzwingt,
dass () das Nullpolynom sein muss. Also sind alle ¢; = 0.

(5) Dies folgt direkt aus (4).

(6) Dies ist klar.

Beispiel 22.2. Wir betrachten den Restklassenring
L = Q[X]/(X?+2X?—5)

und bezeichnen die Restklasse von X mit x. Aufgrund von Proposition 22.1
besitzt jedes Element f aus L eine eindeutige Darstellung f = az? + bx + ¢
mit a, b, c € Q, so dass also ein dreidimensionaler Q-Vektorraum vorliegt. Da
X3+2X?% -5 in L zu 0 gemacht wird, gilt

v = —22° + 5.
Daraus ergeben sich die Gleichungen
o' = —22° + 5z = —2(—22% +5) + bx = 4a® + 5z — 10,

1’ = —22* + 527 = —2(42® + 5z — 10) + 52* = —32% — 10z + 20,
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etc. Man kann hierbei auf verschiedene Arten zu dem eindeutig bestimmten
kanonischen Reprédsentanten reduzieren.
Berechnen wir nun das Produkt
(327 —2x +4)(22* + 2 —1).

Dabei wird distributiv ausmultipliziert und anschlieSfend werden die Poten-
zen reduziert. Es ist

(32% —2x +4)(22* + v — 1)

62t + 32% — 30 — 42® — 227 + 22 + 82” + 4o — 4

= 62" —2° + 32 + 62 — 4

= 6(42” + 5x — 10) + 22% — 5 + 32” + 62 — 4=292° + 362 — 69.

Endliche Korpererweiterungen

Wenn P in der vorstehenden Proposition irreduzibel ist, so ist K[X]/(P)
nach Satz 15.1 ein Korper und damit liegt eine Kérpererweiterung

K C K[X]/P = L

vor. Bei einer K-Algebra (siche unten) und insbesondere einer Korpererwei-
terung hat man durch den Vektorraumbegriff sofort die folgenden Begriffe
zur Verfiigung.

Definition 22.3. Eine Korpererweiterung K C L heifit endlich, wenn L ein
endlichdimensionaler Vektorraum iiber K ist.

Definition 22.4. Sei K C L eine endliche Korpererweiterung. Dann nennt
man die K-(Vektorraum-)Dimension von L den Grad der Korpererweiterung.

Bei L = K[X]/(P) mit einem irreduziblen Polynom P ist nach Proposition
22.1 (5) der Grad der Korpererweiterung gleich dem Grad von P.

Algebren

Definition 22.5. Seien R und A kommutative Ringe und sei R — A ein
fixierter Ringhomomorphismus. Dann nennt man A eine R-Algebra.

Héufig ist der Ringhomomorphismus, der zum Begriff der Algebra gehort,
vom Kontext her klar und wird nicht explizit aufgefiihrt. Z.B. ist der Po-
lynomring R[X] eine R-Algebra, indem man die Elemente aus R als kon-
stante Polynome auffasst, oder jeder Ring ist auf eine eindeutige Weise eine
Z-Algebra {iber den kanonischen Ringhomomorphismus Z — R, n +— ng.

Wir werden den Begriff der Algebra vor allem in dem Fall verwenden, wo
der Grundring R ein Koérper K ist. Eine K-Algebra A kann man stets in
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natiirlicher Weise als Vektorraum iiber dem Korper K auffassen. Die Skalar-
multiplikation wird dabei einfach iiber den Strukturhomomorphismus erklért.
Eine typische Situation ist dabei, dass Q der Grundkorper ist und ein Zwi-
schenring L, Q C L C C, gegeben ist. Dann ist L iiber die Inklusion direkt
eine Q-Algebra.

Wenn man zwei Algebren iiber einem gemeinsamen Grundring hat, so sind
vor allem diejenigen Ringhomomorphismen interessant, die den Grundring
mitberiicksichtigen. Dies fithrt zu folgendem Begriff.

Definition 22.6. Seien R und S zwei kommutative K-Algebren iiber einem
kommutativen Grundring K. Dann nennt man einen Ringhomomorphismus

p: R— 8

einen K-Algebra-Homomorphismus, wenn er zusétzlich mit den beiden fixier-
ten Ringhomomorphismen K — R und K — S vertréglich ist.

Zum Beispiel ist jeder Ringhomomorphismus ein Z-Algebra-Homomorphis-
mus, da es zu jedem Ring A {iberhaupt nur den kanonischen Ringhomo-
morphismus Z — A gibt. Mit dieser Terminologie kann man den Einset-
zungshomomorphismus jetzt so verstehen, dass der Polynomring R[X] mit
seiner natiirlichen Algebrastruktur und eine weitere R-Algebra A mit einem
fixierten Element a € A vorliegt und dass dann durch X — a ein R-Algebra-
Homomorphismus R[X]| — A definiert wird.

Definition 22.7. Sei A eine R-Algebra und sei f; € A, ¢ € I, eine Familie
von Elementen aus A. Dann heifit die kleinste R-Unteralgebra von A, die

alle f; enthélt, die von diesen Elementen erzeugte R-Algebra. Sie wird mit
R[f:, i € I] bezeichnet.

Man kann diese R-Algebra auch als den kleinsten Unterring von A charakte-
risieren, der sowohl R als auch die f; enthélt. Wir werden hauptséchlich von
erzeugten K-Algebren in einer Korpererweiterung K C L sprechen, wobei
nur ein einziger Erzeuger vorgegeben ist. Man schreibt dafiir dann einfach
K[f], und diese K-Algebra besteht aus allen K-Linearkombinationen von
Potenzen von f. Dies ist das Bild unter dem durch X — f gegebenen Ein-
setzungshomomorphismus.

Gelegentlich werden wir auch den kleinsten Unterkérper von L betrach-
ten, der sowohl K als auch eine Elementfamilie f;, ¢« € I, enthélt. Dieser
wird mit K(f;,7 € I) bezeichnet, und man sagt, dass die f; ein Kdrper-
Erzeugendensystem von diesem Korper bilden. Es ist K[f;,i € I| C K(f;,i €
I) und insbesondere K|[f] C K(f).
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Minimalpolynom

Definition 22.8. Sei K ein Kérper und A eine kommutative K-Algebra. Es
sei f € A ein Element. Dann heifit f algebraisch iiber K, wenn es ein von 0
verschiedenes Polynom P € K[X] mit P(f) = 0 gibt.

Wenn ein Polynom P # 0 das algebraische Element f € A annulliert (also
P(f) = 0ist), so kann man durch den Leitkoeffizienten dividieren und erhalt
dann auch ein normiertes annullierendes Polynom.

Definition 22.9. Sei K ein Koérper und A eine K-Algebra. Es sei f € A ein
tiber K algebraisches Element. Dann heifit das normierte Polynom P € K[X]
mit P(f) = 0, welches von minimalem Grad mit dieser Eigenschaft ist, das
Minimalpolynom von f.

Wenn f nicht algebraisch ist, so wird das Nullpolynom als Minimalpolynom
betrachtet.

Beispiel 22.10. Bei einer Korpererweiterung K C L sind die Elemente
a € K trivialerweise algebraisch, und zwar ist jeweils X —a € K[X] das Mi-
nimalpolynom. Weitere Beispiele liefern {iber K = Q die komplexen Zahlen
v/2,4,3'% etc. Annullierende Polynome aus Q[X] sind dafiir X2 —2, X2 +1,
X?® — 3 (es handelt sich dabei iibrigens um die Minimalpolynome, was in den
ersten zwei Fallen einfach und im dritten Fall etwas schwieriger zu zeigen ist).
Man beachte, dass beispielsweise X — V2 zwar ein annullierendes Polynom
fiir /2 ist, dessen Koeffizienten aber nicht zu Q gehéren.

Lemma 22.11. Sei K ein Korper, A eine K-Algebra und f € A ein Ele-
ment. Es sei P das Minimalpolynom von f diber K. Dann ist der Kern des
kanonischen K-Algebra-Homomorphismus

KX]—A X —f,

das von P erzeugte Hauptideal.

Beweis. Wir betrachten den kanonischen Einsetzungshomorphismus
K[X] — A, X — f.

Dessen Kern ist nach Satz 13.10 und nach Satz 8.3 ein Hauptideal, sagen wir
a = (F), wobei wir F' als normiert annehmen diirfen (im nicht-algebraischen
Fall liegt das Nullideal vor und die Aussage ist trivialerweise richtig). Das
Minimalpolynom P gehort zu a. Andererseits ist der Grad von F' grofler oder
gleich dem Grad von P, da ja dessen Grad minimal gew&hlt ist. Daher muss
der Grad gleich sein und somit ist P = F', da beide normiert sind. U
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22. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben

Aufgabe 22.1. Berechne im Korper Q[v/7] das Produkt
(—2+V7)-(4—V7).

Aufgabe 22.2. Bestimme in @[\/7] das Inverse von 2 + 5v/7.

Aufgabe 22.3.*

Bestimme in Q[X]/(X? +4X? —7) das Inverse von sz + 5 (x bezeichnet die
Restklasse von X).

Aufgabe 22.4. Bestimme das Inverse von

1+v2+3V10
im Korper Q[v/2,v/5].

Aufgabe 22.5. Bestimme den Grad der Korpererweiterung R C C.

Aufgabe 22.6. Sei K C L eine Korpererweiterung. Zeige, dass L ein K-
Vektorraum ist.

Aufgabe 22.7. Sei K C L eine Korpererweiterung und sei f € L ein Ele-
ment. Zeige, dass dann K(f) der Quotientenkorper von K|[f] ist.

Aufgabe 22.8. Seien K und L Korper, sei K C L eine endliche Korperer-
weiterung und sei A, K C A C L, ein Zwischenring. Zeige, dass dann A
ebenfalls ein Korper ist.

Aufgabe 22.9. Sei K C L eine Korpererweiterung und f € L ein nicht
algebraisches Element. Zeige, dass dann eine Isomorphie

K(X) — K(f)

von Koérpern vorliegt.
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Aufgabe 22.10. Es seien p und ¢ zwei verschiedene Primzahlen. Zeige, dass
Qlv/p, 4| ein Unterkérper von R ist, der iiber Q den Grad vier besitzt.

Aufgabe 22.11.*

Sei K ein endlicher Korper. Zeige, dass die Anzahl der Elemente von K die
Potenz einer Primzahl ist.

Aufgabe 22.12.*

Zeige, dass es zu jeder natiirlichen Zahl n eine Korpererweiterung Q C L
vom Grad n gibt.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 22.13. (2 Punkte)
Bestimme in @[\/ﬁ] das Inverse von 3 + 5v/11.

Aufgabe 22.14. (5 (1+1+42+1) Punkte)
Betrachte den Korper Z/(13) = {0, 1,2, ...,12} mit 13 Elementen.

(1) Zeige, dass 5 kein Quadrat in Z/(13) ist und folgere, dass
Z/(13)[X]/(X* = 5) = Z/(13)[V3]

ein Korper ist.
(2) Betrachte die quadratische Korpererweiterung

Z/(13) C Z/(13)[V5]
und berechne
(24 3vV5)(1 + 11v5)(10 + 75)

(3) Finde das Inverse zu 7 + 3+/5 in Z/(13)[v/5].
(4) Zeige, dass —5 kein Quadrat in Z/(13) ist, dafiir aber in Z/(13)[v/5].

Aufgabe 22.15. (4 Punkte)

Bestimme das Inverse von

2+ 3V5 + V7 +3v35
im Korper Q[v5, V7).
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Aufgabe 22.16. (4 Punkte)

Fiihre in (Q[v/3])[X] die Division mit Rest ,, P durch T fiir die beiden Poly-
nome P = 3X°—(24+v3)X%2+5vV3X +1+2v/3und T = v/3X? - X +2+7V/3
durch.

Aufgabe 22.17. (4 Punkte)

Bestimme das Minimalpolynom von

V3++V5
iiber Q.

23. VORLESUNG - ALGEBRAISCHE ZAHLEN

Weiteres zum Minimalpolynom

Satz 23.1. Sei K C L eine Korpererweiterung und sei f € L ein alge-
braisches Element. Es sei P das Minimalpolynom von f. Dann gibt es eine
kanonische K-Algebra-Isomorphie

K[X]/(P) — K[f], X — [.

Beweis. Die Einsetzung X — f ergibt nach Satz 13.7 den kanonischen K-
Algebra-Homomorphismus

K[X] — L, X — .

Das Bild davon ist genau K[f], so dass ein surjektiver K-Algebra-Homomor-
phismus

K[X] — K[f]
vorliegt. Daher gibt es nach Korollar 14.5 eine Isomorphie zwischen K[f] und
dem Restklassenring von K[X] modulo dem Kern der Abbildung. Der Kern
ist aber nach Lemma 22.11 das vom Minimalpolynom erzeugte Hauptideal.

g

Lemma 23.2. Sei K C L eine Korpererweiterung und sei f € L ein alge-
braisches Element. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Das Minimalpolynom P von f dber K ist irreduzibel.
(2) Wenn Q € K[X] ein normiertes, irreduzibles Polynom mit Q(f) =0
1st, so handelt es sich um das Minimalpolynom.

Beweis. (1) Essei P = P, P, eine Faktorzerlegung des Minimalpolynoms.
Dann gilt in L die Beziehung

0= P(f) = Pl(f)P2(f)'
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Da L ein Korper ist, muss ein Faktor 0 sein, sagen wir Pi(f) =
0. Da aber P unter allen Polynomen # 0, die f annullieren, den
minimalen Grad besitzt, miissen P und P; den gleichen Grad besitzen
und folglich muss P, konstant (# 0), also eine Einheit sein.

(2) Wegen Q(f) = 0 ist @ aufgrund von Lemma 22.11 ein Vielfaches
des Minimalpolynoms P, sagen wir () = GP. Da () nach Vorausset-
zung irreduzibel ist, und da P zumindest den Grad 1 besitzt, muss G
konstant sein. Da schliellich sowohl P als auch ) normiert sind, ist

P=0Q.
O

Algebraische Korpererweiterung

Satz 23.3. Sei K C L eine Korpererweiterung und sei f € L ein Element.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) f ist algebraisch tiber K.
(2) Es gibt ein normiertes Polynom P € K[X] mit P(f) = 0.
(3) Es besteht eine lineare Abhdngigkeit zwischen den Potenzen

=1L =0Lr20
(4) Die von f iiber K erzeugte K-Algebra K|[f] hat endliche K-Dimen-
Si0N.
(5) f liegt in einer endlichdimensionalen K-Algebra M C L.

Beweis. (1) = (2). Das ist trivial, da man ein von 0 verschiedenes Polynom
stets normieren kann, indem man durch den Leitkoeffizienten dividiert. (2) =
(3). Nach (2) gibt es ein Polynom P € K[X], P # 0, mit P(f) = 0. Sei

P= zn: ;X
=0

P(f) = Zcif’ =0
i=0

eine lineare Abhéngigkeit zwischen den Potenzen. (3) = (1). Umgekehrt
bedeutet die lineare Abhéngigkeit, dass es Elemente ¢; gibt, die nicht alle 0
sind mit y 1 ;¢;f* = 0. Dies ist aber die Einsetzung P(f) fiir das Polynom
P =" ,¢X" und dieses ist nicht das Nullpolynom. (2) = (4). Sei P =
Yor X' ein normiertes Polynom mit P(f) = 0, also mit ¢, = 1. Dann
kann man umstellen

Dann ist

n—1
fr==)af
i=0
D.h. f* kann man durch kleinere Potenzen ausdriicken. Durch Multiplikation
dieser Gleichung mit weiteren Potenzen von f ergibt sich, dass man auch
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die hoheren Potenzen durch die Potenzen f*, i < n — 1, ausdriicken kann.
(4) = (5). Das ist trivial. (5) = (3). Wenn f in einer endlichdimensionalen
Algebra M C L liegt, so liegen darin auch alle Potenzen von f. Da es in
einem endlichdimensionalen Vektorraum keine unendliche Folge von linear
unabhéngigen Elementen geben kann, miissen diese Potenzen linear abhéngig
sein. U

Satz 23.4. Sei K C L eine Korpererweiterung und sei f € L ein alge-
braisches Element. Dann ist die von f erzeugte K-Algebra K[f] C L ein
Korper.

Beweis. Nach Satz 23.1 liegt eine K-Algebra-Isomorphie K[X]/(P) = K|[f]
vor, wobei P das Minimalpolynom zu f ist. Nach Lemma 23.2 (2) ist P

irreduzibel, so dass wegen Satz 15.1 der Restklassenring K[f] ein Korper ist.
O

Korollar 23.5. Sei K C L eine Koérpererweiterung und sei f € L ein
algebraisches Element. Dann stimmen die von [ tiber K erzeugte Unter-
algebra und der von f iber K erzeugte Unterkérper tberein. Es gilt also

K[f] = K(f).

Beweis. Die Inklusion K[f] C K(f) gilt immer, und nach Vorraussetzung ist
aufgrund von Satz 23.4 der Unterring K[f] schon ein Korper. O

Bemerkung 23.6. Sei K ein Korper, P € K[X] ein irreduzibles Polynom
und K C L = K[X]/(P) die zugehorige Korpererweiterung. Dann kann man
iz = F(z), z# 0, (mit F € K[X], z = X) auf folgende Art das Inverse
27! bestimmen. Es sind P und F teilerfremde Polynome in K[X] und daher
gibt es nach Satz 8.3 und Korollar 8.6 eine Darstellung der 1, die man mit
Hilfe des euklidischen Algorithmus finden kann. Wenn RF + SP = 1 ist, so
ist die Restklasse von R, also R = R(z), das Inverse zu F = 2.

Algebraischer Abschluss

Definition 23.7. Sei K C L eine Korpererweiterung. Dann nennt man die
Menge
M = {x € L|z ist algebraisch iiber K}

den algebraischen Abschluss von K in L.

Satz 23.8. Set K C L eine Korpererweiterung und sei M der algebraische
Abschluss von K in L. Dann ist M ein Unterkorper von L.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass M beziiglich der Addition, der Multiplika-
tion, des Negativen und des Inversen abgeschlossen ist. Seien z,y € M. Wir
betrachten die von x und y erzeugte K-Unteralgebra U = K|z, y], die aus al-
len K-Linearkombinationen der z'y’, i,j € N, besteht. Da sowohl z als auch
y algebraisch sind, kann man nach Satz 23.3 gewisse Potenzen x™ und y™
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durch kleinere Potenzen ersetzen. Daher kann man alle Linearkombinationen
mit den Monomen z'y/, i < n, j < m, ausdriicken. D.h. alle Operationen
spielen sich in dieser endlichdimensionalen Unteralgebra ab. Daher sind Sum-
me, Produkt und das Negative nach Satz 23.3 wieder algebraisch. Fiir das
Inverse sei z # 0 algebraisch. Dann ist K[z] nach Satz 23.4 ein Korper von
endlicher Dimension. Daher ist 27! € K|z] selbst algebraisch. O

Algebraische Zahlen

Die iiber den rationalen Zahlen Q algebraischen komplexen Zahlen erhalten
einen speziellen Namen.

Definition 23.9. Eine komplexe Zahl z heifit algebraisch oder algebraische
Zahl, wenn sie algebraisch iiber den rationalen Zahlen Q ist. Andernfalls heifit
sie transzendent.

Die Menge der algebraischen Zahlen wird mit A bezeichnet.

Ferdinand von Lindemann (1852-1939)

Bemerkung 23.10. Eine komplexe Zahl z € C ist genau dann algebraisch,
wenn es ein von 0 verschiedenes Polynom P mit rationalen Koeffizienten und
mit P(z) = 0 gibt. Durch Multiplikation mit einem Hauptnenner kann man
fiir eine algebraische Zahl auch ein annullierendes Polynom mit ganzzahligen
Koeffizienten finden (das allerdings nicht mehr normiert ist). Eine rationale
Zahl q ist trivialerweise algebraisch, da sie Nullstelle des linearen rationalen
Polynoms X — ¢ ist. Weiterhin sind die reellen Zahlen /g und /" fiir ¢ €
Q algebraisch. Dagegen sind die Zahlen e und 7 nicht algebraisch. Diese
Aussagen sind keineswegs selbstverstédndlich, die Transzendenz von m wurde
beispielsweise von Lindemann 1882 gezeigt.
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23. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben

Aufgabe 23.1.*
Bestimme das Minimalpolynom der komplexen Zahl 2 4 5i iiber Q.

Aufgabe 23.2. Bestimme das Minimalpolynom der komplexen Zahl v/2—+/5
iiber Q.

Aufgabe 23.3. Es sei K C L eine endliche Kérpererweiterung vom Grad 1.
Zeige, dass L = K ist.

Aufgabe 23.4. Es sei C C L eine endliche Korpererweiterung. Zeige
C = L.

Aufgabe 23.5. Sei K C L eine Korpererweiterung und sei P € K[X] ein
Polynom. Zeige: P besitzt genau dann eine Nullstelle in L, wenn es einen
K-Algebra-Homomorphismus K[X|/(P) — L gibt.

Aufgabe 23.6. Sei K C L eine Korpererweiterung und sei f € L ein Ele-
ment. Zeige: f ist genau dann algebraisch iiber K, wenn K[f] = K(f) ist.

Aufgabe 23.7. Sei K C L eine Korpererweiterung und K C K’ C L ein
Zwischenkorper. Es sei f € L algebraisch iiber K. Zeige, dass dann f auch
algebraisch iiber K’ ist.

Aufgabe 23.8.*

Essei z =a+bi € C, a,b € R, eine algebraische Zahl. Zeige, dass auch die
konjugiert-komplexe Zahl Z = a — bi sowie der Real- und der Imaginérteil
von z algebraisch sind. Man bestimme den Grad der Koérpererweiterung

ANRCA.

Aufgabe 23.9. Zeige, dass die Menge der algebraischen Zahlen A keine
endliche Korpererweiterung von Q ist.
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Aufgabe 23.10. a) Man gebe eine Gerade G in der Ebene R? = C an, die
keine algebraische Zahl enthélt.

b) Man gebe einen Kreis K in der Ebene R? = C an, der keine algebraische
Zahl enthélt.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 23.11. (3 Punkte)

Bestimme das Inverse von 2z%+3z—1 im Kérper Q[X]/(X?3—5) (z bezeichnet
die Restklasse von X).

Aufgabe 23.12. (5 Punkte)

Sei K ein Korper und sei L = K(X) der rationale Funktionenkorper iiber
K. Zeige, dass es zu jedem n € N, einen Ringhomomorphismus ¢: L — L
gibt derart, dass L = ¢(L) C L eine endliche Korpererweiterung vom Grad
n ist.

Aufgabe 23.13. (4 Punkte)
Bestimme das Minimalpolynom der komplexen Zahl 2i — 3v/3 iiber Q.

Aufgabe 23.14. (2 Punkte)

Sei p eine Primzahl und ¢ = p", n > 2. Zeige, dass Z/(p") kein Vektorraum
tiber Z/(p) sein kann.

24. VORLESUNG - DIE GRADFORMEL

Quadratische Korpererweiterungen

Die aller einfachste Korpererweiterung ist die identische Kdérpererweiterung
K = K, die den Grad 1 besitzt. Die néchst einfachsten sind die vom Grad
Zwel.

Definition 24.1. Eine endliche Korpererweiterung K C L vom Grad zwei
heifit eine quadratische Korpererweiterung.

Beispiele sind Q € Q[,/p], wobei p eine Primzahl ist (oder sonst eine ra-
tionale Zahl ohne rationale Quadratwurzel) oder K = K[X]/(P) zu einem
irreduziblen quadratischen Polynom P = X2 + aX + b.
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Lemma 24.2. Es sei K ein Korper mit einer Charakteristik # 2 und es sei
K C L eine quadratische Korpererweiterung. Dann gibt es einxz € L , x ¢ K
und 2° € K.

Beweis. Nach Voraussetzung ist L ein zweidimensionaler Vektorraum iiber
K, und darin ist K = K1 ein eindimensionaler Untervektorraum. Nach dem
Basisergénzungssatz gibt es ein Element y € L derart, dass 1 und y eine
K-Basis von L bilden. Wir koénnen

v’ = a+by

schreiben, bzw. (da 2 eine Einheit ist),

b\?
0:y2—by—a:<y—§) -7

Mit x =y — g gilt also 2% = % +a € K und 1 und «x bilden ebenfalls eine
K-Basis von L. O

Satz 24.3. Sei

RCK
eine endliche Kdrpererweiterung der reellen Zahlen. Dann ist K isomorph
zu R oder zu C.

Beweis. Das reelle normierte Polynom P € R[X] zerfillt iiber den komplexen
Zahlen C nach dem Fundamentalsatz der Algebra in Linearfaktoren, d.h. es

ist
P =]Jx-x\)

mit \; = a; + b;i € C. Da P reelle Koeffizienten hat, stimmt es mit seinem
komplex-konjugierten iiberein, d.h. es ist insgesamt

[Tx-x) =P =P=T[x-%)

J J
Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung gibt es zu jedem j ein k
mit A\; = A;. D.h. entweder, dass A\; € R ist, und dann liegt ein reeller
Linearfaktor vor, oder aber j # k£ und dann ist

(X = 2A)(X = X)) = (X —a; —bji))(X —a; +bji) = X* —2a;X +a’ + 1]

ein reelles Polynom. In der reellen Primfaktorzerlegung von P kommen al-
so nur lineare und quadratische Faktoren vor, und insbesondere haben im
Reellen alle irreduziblen Polynome den Grad eins oder zwei.

Sei nun R C L eine endliche Korpererweiterung. SeiR C Lund z € L, z ¢ R.
Dann ist z algebraisch iiber R und nach Satz 23.1 ist Rz] = R[X]/(P) mit
einem irreduziblen Polynom P (dem Minimalpolynom zu z). Das Polynom
P besitzt in C Nullstellen, so dass es einen R-Algebra-Homomorphismus
R[X]/(P) — C gibt. Da beides reell-zweidimensionale Kérper sind, muss
eine Isomorphie vorliegen. Wir erhalten also eine endliche Kérpererweiterung
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C C L. Da C algebraisch abgeschlossen ist, muss nach Aufgabe 24.16 C = L
sein. |

Die Gradformel

Satz 24.4. Seien K C L und L C M endliche Kérpererweiterungen. Dann
1st auch K C M eine endliche Kdorpererweiterung und es gilt

grady, M = grad, L -grad; M .

Beweis. Wir setzen grad, L = n und grad; M = m. Es sei z1,...,2, € L
eine K-Basis von L und y, ..., ¥y, € M eine L-Basis von M. Wir behaupten,
dass die Produkte

eine K-Basis von M bilden. Wir zeigen zuerst, dass diese Produkte den
Vektorraum M iiber K erzeugen. Sei dazu z € M. Wir schreiben

2z = by + - -+ + by, mit Koeffizienten b; € L.

Wir kénnen jedes b; als b; = aqjx1 + - - - + ap;x, mit Koeffizienten a;; € K
ausdriicken. Das ergibt

z = by + -+ bn¥m
= (anzi+ -+ anxn)yr + -+ (@mx1 + - F @) Ym

E aijxiyj.

1<i<n, 1<j<m

Dabher ist z eine /K -Linearkombination der Produkte z;y;. Um zu zeigen, dass
diese Produkte linear unabhéngig sind, sei

0= Z Cijxiyj

1<i<n, 1<j<m

m

angenommen mit ¢;; € K. Wir schreiben dies als 0 = 77, () y;. Da die y;
linear unabhéngig iiber L sind und die Koeffizienten der y; zu L gehoren,
folgt, dass > | ¢;jz; = 0 ist fiir jedes j. Da die z; linear unabhéngig iiber K
sind und ¢;; € K ist, folgt, dass ¢;; = 0 ist fiir alle 7, j. Il

Zerfiallungskorper

Lemma 24.5. Sei Kein Korper und F' ein Polynom aus K[X]. Dann gibt
es einen Erweiterungskérper K C L derart, dass F' tber L in Linearfaktoren
zerfallt.
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Beweis. Sei F'= P, --- P, die Zerlegung in Primpolynome in K[X], und sei
P; nicht linear. Dann ist

K — K[Y]/(P(Y)) = K’

eine Korpererweiterung von K nach Satz 15.1. Wegen P;(Y) = 0 in K’ ist
die Restklasse y von Y in K’ eine Nullstelle von P;. Daher gilt in K'[X] die
Faktorisierung
P =(X-yP,

wobei P einen kleineren Grad als P, hat. Das Polynom F hat also iiber K’
mindestens einen Linearfaktor mehr als iiber K. Induktive Anwendung von
dieser Konstruktion liefert eine Kette von Erweiterungen K ¢ K’ ¢ K" ...,
die stationér wird, sobald F' in Linearfaktoren zerfillt. Il

Definition 24.6. Es sei K ein Korper, F' € K[X] ein Polynom und K C
L eine Korpererweiterung, iiber der F' in Linearfaktoren zerféllt. Es seien
ai,...,a, € L die Nullstellen von F'. Dann nennt man

Klay,...,a,) C L

einen Zerfdillungskorper von F.

Es handelt sich hierbei wirklich um einen Koérper, wie wir gleich sehen wer-
den. Ferner ist er eindeutig bestimmt, es gibt also bis auf Isomorphie nur
einen Zerfallungskorper zu einem Polynom. Er wird mit Z(F') bezeichnet.
Héufig beschrankt man sich auf Polynome vom Grad > 1, bei konstanten
Polynomen sehen wir einfach K selbst als Zerfallungskorper an. Uber dem
Zerfallungskorper zerfillt das gegebene Polynom in Linearfaktoren, da er ja
nach Definition alle Nullstellen enthélt, mit denen alle beteiligten Linearfak-
toren formuliert werden kénnen.

Lemma 24.7. Es sei K ein Korper, F € K[X]| ein Polynom und L = Z(F)
der Zerfillungskorper von F. Es sei K C K' C L ein Zwischenkdrper. Dann
ist L auch ein Zerfillungskorper des Polynoms F € K'[X].

Beweis. Das ist trivial. O

Lemma 24.8. Es sei K ein Korper, F € K[X]| ein Polynom und L = Z(F)
der Zerfillungskorper von F. Dann ist K C L eine endliche Korpererweite-
rUung.

Beweis. Es sei L = Klay,...,a,], wobei a; € L die Nullstellen von F seien
und F iiber L in Linearfaktoren zerfillt. Es liegt die Kette von K-Algebren

K g K[al] g K[a17a2] g g K[ah"'aan] =L

vor. Dabei ist sukzessive a; algebraisch iiber Klay,...,a;_1], da ja a; eine
Nullstelle von F' € K[X] ist. Daher sind die Inklusionen nach Satz 23.4 end-
liche Korpererweiterungen und nach Satz 24.4 ist dann die Gesamtkorperer-
weiterung ebenfalls endlich. O
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Satz 24.9. Es sei K ein Korper und sei F' € K[X] ein Polynom. Es seien
K C Ly und K C Ly zwei Zerfdllungskorper von F. Dann gibt es einen
K -Algebra-Isomorphismus

©: Ly — Ls.
Insbesondere gibt es bis auf Isomorphie nur einen Zerfillungskédrper zu einem
Polynom.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber den Grad grady L;.
Wenn der Grad eins ist, so ist K = L; und das Polynom F' zerfillt bereits
iiber K in Linearfaktoren. Dann gehéren alle Nullstellen von F' in einem
beliebigen Erweiterungskérper K C M zu K selbst. Also ist auch Ly = K. Es
sei nun grad, L; > 2 und die Aussage sei fiir kleinere Grade bewiesen. Dann
zerfallt F' iiber K nicht in Linearfaktoren. Daher gibt es einen irreduziblen
Faktor P von F mit grad (P) > 2 und K’ = K[X]/(P) ist nach Satz 15.1
und nach Proposition 22.1 eine Korpererweiterung von K vom Grad > 2. Da
P als Faktor von F' ebenfalls iiber L, und iiber L, in Linearfaktoren zerfillt,
gibt es Ringhomomorphismen K’ — L; und K’ — Ls. Diese sind injektiv, so
dass K’ sowohl von L, als auch von L, ein Unterkorper ist. Nach Lemma 24.4
sind dann Ly und Lo Zerfillungskorper von F' € K'[X]. Nach Satz 24.4 ist
grad g, L1 < grady Ly, so dass wir auf K, Ly, Ly die Induktionsvoraussetzung
anwenden konnen. Es gibt also einen K’-Algebra-Isomorphismus

Q- Ll — LQ.

Dieser ist erst recht ein K-Algebra-Isomorphismus. O

24. ARBEITSBLATT

Ubungsaufgaben

Aufgabe 24.1.*

Bestimme eine ganze Zahl n derart, dass die Losungen der quadratischen
Gleichung

7
a? + 3z + 3=0
in Q[/n] liegen.

Aufgabe 24.2.*

Bestimme in Q[i] das multiplikative Inverse von

3+2,
=+ =1.
7 5

Die Antwort muss in der Form p 4 ¢z mit p,q € Q in gekiirzter Form sein.
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Aufgabe 24.3. Es sei K C R ein Unterkorper. Zeige, dass dann auch K7i]
ein Unterkorper von C ist.

Aufgabe 24.4. Es sei K ein Korper der Charakteristik # 2 und sei K C L
eine quadratische Koérpererweiterung. Zeige, dass es neben der Identitét einen
weiteren K-Algebra-Automorphismus L — L gibt.

Aufgabe 24.5. Es sei K C K’ (C R) eine reell-quadratische Korpererweite-
rung. Zeige, dass dann auch K[i| C K'[i] eine quadratische Korpererweite-
rung ist.

Aufgabe 24.6. Es sei K ein Korper. Zeige, dass
{x € K|z besitzt eine Quadratwurzel in K }

eine Untergruppe der Einheitengruppe K™ ist.

Aufgabe 24.7. Beschreibe die Gruppe
{z € K*|z besitzt eine Quadratwurzel in K }
fiir die Korper

K=QR,C, Z/(2>7 Z/(S)’ Z/(5)7 Z/(7)7 Z/(ll)'

Aufgabe 24.8. Es sei p eine Primzahl und
K = Q[

die zugehorige Korpererweiterung von Q. Zeige, dass die Elemente z € K,
die (in K) eine Quadratwurzel besitzen, von der Form

r = o>
mit y € Q oder von der Form
xr = pz

mit z € Q sind.

Aufgabe 24.9. Es sei p eine Primzahl. Wir betrachten die Unterkérper der
komplexen Zahlen, K = Q[\/p,i| und L = Q[\/p, /—p|. Zeige K = L.
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Aufgabe 24.10.*
Es seien p, ¢ € Q> und sei
f=vr+va
a) Zeige, dass es ein Polynom G € Q[X] der Form
G=X"+cX*+d
mit G(f) = 0 gibt.

b) Es seien nun zusétzlich p und ¢ verschiedene Primzahlen. Zeige, dass das
Polynom G aus Teil a) das Minimalpolynom zu f ist.

Aufgabe 24.11. Betrachte die Korpererweiterung
Q C Q5. V7 = L.

Zeige, dass einerseits 1, /5, v/7, /35 und andererseits (V5 4+ VT7), i = 0,1,
2,3, eine Q-Basis von L bildet. Berechne die Ubergangsmatrizen fiir diese
Basen.

Aufgabe 24.12. Sei K C L eine Korpererweiterung vom Grad p, wobei p
eine Primzahl sei. Es sei x € L, x € K. Zeige, dass K[z] = L ist.

Aufgabe 24.13. Es sei
L CC
ein Unterkorper derart, dass Q C L eine Korpererweiterung von Grad 23
ist. Es sei
K =LNnR
Zeige, dass entweder K = Q oder K = L ist.

Aufgabe 24.14. Bestimme den Grad von

Q C Q[V3,V7].

Aufgabe 24.15.*

Es sei p eine Primzahl.

a) Bestimme den Grad der Korpererweiterung
Q < Q[¥/p-

Man gebe auch eine Q-Basis von Q[\?/ﬁ] an.

b) Zeige, dass in Q[¥/p] alle Elemente der Form m?p und n’p® mit m,n € Q
eine dritte Wurzel besitzen.
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c) Die rationale Zahl € Q besitze in Q[¢/p] eine dritte Wurzel. Zeige, dass
x die Form

z = k3 oder x = m3p oder x = n’p?
mit k£, m,n € Q besitzt.
d) Es sei nun ¢ eine weitere, von p verschiedene Primzahl. Bestimme den
Grad der Koérpererweiterung

Q € Q[¥/p, ¥4l

Aufgabe 24.16. Zeige, dass die Kérpererweiterung R C R(X), wobei R(X)
den Korper der rationalen Funktionen bezeichnet, nicht endlich ist.

Aufgabe 24.17. Zeige, dass der Korper der komplexen Zahlen C der Zer-
fallungskorper des Polynoms X2 + 1 € R[X] ist.

Aufgabe 24.18. Es sei P = X? + aX + b € K[X] ein quadratisches
Polynom iiber einem Ko&rper K. Welche Moglichkeiten gibt es fiir den
Zerfallungskorper von P?

Aufgabe 24.19. Essei Q C L eine endliche Korpererweiterung. Zeige, dass
es einen (injektiven) Ringhomomorphismus L — C gibt.

Aufgabe 24.20. Es sei K ein Korper, F' € K[X] ein Polynom vom Grad n
und K C L der Zerfillungskorper von F. Zeige, dass die Abschitzung

grad, L < nl!
gilt.

Aufgabe 24.21. Es sei K ein Korper und seien Fy,. .., F, € K[X] Polyno-
me. Zeige, dass es eine endliche Kérpererweiterung K C L derart gibt, dass
diese Polynome in L[X] in Linearfaktoren zerfallen.

Aufgabe 24.22. Es sei ¢ € Q eine rationale Zahl und es sei L der
Zerfillungskorper von X2 — ¢q. Welchen Grad besitzt L (iiber Q)? Man gebe
fiir jeden moglichen Grad Beispiele an.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 24.23. (3 Punkte)

Bestimme den Grad von

Q C Q[V5, V2.

Aufgabe 24.24. (3 Punkte)

Es seien Q € K C C und Q C L C C zwei endliche Kérpererweiterungen
von Q vom Grad d bzw. e. Es seien d und e teilerfremd. Zeige, dass dann

KNL=Q

ist.

Aufgabe 24.25. (6 (4+1+1) Punkte)

Sei p eine Primzahl.

a) Zeige, dass das Polynom X* — p irreduzibel iiber Q ist.
b) Schliefle daraus, dass

Qlvr] € R
iiber Q den Grad vier besitzt.

c¢) Finde einen echten Zwischenkorper

Q C K C Q[vpl.

Aufgabe 24.26. (4 (3+1) Punkte)
Es sei K ein endlicher Korper der Charakteristik p # 2.
a) Zeige, dass es in K Elemente gibt, die keine Quadratwurzel besitzen.

b) Zeige, dass es eine endliche nichttriviale Kérpererweiterung
K CL

vom Grad zwei gibt.
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25. VORLESUNG - ZIRKEL UND LINEAL

Unter den drei klassischen Problemen der antiken Mathematik versteht man

(1) die Quadratur des Kreises,
(2) die Dreiteilung des Winkels,
(3) die Wiirfelverdoppelung.

Dabei sollen diese Konstruktionen ausschliellich mit Zirkel und Lineal durch-
gefiihrt werden, wobei dies natiirlich prézisiert werden muss. Nach langen ver-
geblichen Versuchen, solche Konstruktionen zu finden, ergab sich im Laufe
des neunzehnten Jahrhunderts die Erkennntnis, dass es keine solche Kon-
struktionen geben kann. Dies erfordert natiirlich, dass man eine Ubersicht
iiber alle moglichen Konstruktionen erhalten kann.

Auch Albrecht Diirer hatte Spafi an
der Quadratur des Kreises

Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Unter der Ebene E verstehen wir im Folgenden die Anschauungsebene, die
wir spiter mit R? = C identifizieren. Zunéchst sind die Konstruktionen , ko-
ordinatenfrei“. An elementargeometrischen Objekten verwenden wir Punkte,
Geraden und Kreise. An elementargeometrischen Gesetzméfigkeiten verwen-
den wir, dass zwei verschiedene Punkte eine eindeutige Gerade definieren,
dass zwei Geraden entweder identisch sind oder parallel und schnittpunktfrei
oder genau einen Schnittpunkt haben, u.s.w.
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Definition 25.1. Es sei M C E eine Teilmenge der Ebene E. Eine Gerade
G C FE heifit aus M elementar konstruierbar, wenn es zwei Punkte P, Q € M,
P # @, derart gibt, dass die Verbindungsgerade von P und @ gleich G ist.
Ein Kreis C' C E heiflt aus M elementar konstruierbar, wenn es zwei Punkte
Z,5 € M, Z # S, derart gibt, dass der Kreis mit dem Mittelpunkt Z und
durch den Punkt S gleich C' ist.

Man kann also an zwei Punkte aus der vorgegebenen Menge M das Lineal
anlegen und die dadurch definierte Gerade zeichnen, und man darf die Na-
delspitze des Zirkels in einen Punkt der Menge stechen und die Stiftspitze des
Zirkels an einen weiteren Punkt der Menge anlegen und den Kreis ziehen.

Wenn ein Koordinatensystem vorliegt, und zwei Punkte P = (p1,p2) und
Q = (q1,q2) gegeben sind, so ist die Gleichung der Verbindungsgeraden der
beiden Punkte bekanntlich

(p1 — @)y + (g2 — p2)x + 1p2 — @2p1 = 0.

Wenn zwei Punkte Z = (21, 22) und S = (s1, s2) gegeben sind, so besitzt der
Kreis mit dem Mittelpunkt Z durch den Punkt S die Kreisgleichung

(x—21)2+(y—2)* — (51— 21)° — (52 — 22)* = 0.

Definition 25.2. Es sei M C E eine Teilmenge der Ebene E. Dann heifit ein
Punkt P € E aus M in einem Schritt konstruierbar, wenn eine der folgenden
Moglichkeiten zutrifft.

(1) Es gibt zwei aus M elementar konstruierbare Geraden G; und Go mit
G NGy = {P}.

(2) Es gibt eine aus M elementar konstruierbare Gerade G und einen aus
M elementar konstruierbaren Kreis C' derart, dass P ein Schnittpunkt
von G und C ist.

(3) Es gibt zwei aus M elementar konstruierbare Kreise C; und Cs derart,
dass P ein Schnittpunkt der beiden Kreise ist.

Definition 25.3. Es sei M C E eine Teilmenge der Ebene E. Dann heifit
ein Punkt P € E aus M konstruierbar (oder mit Zirkel und Lineal konstru-
ierbar), wenn es eine Folge von Punkten

Pl,...,Pn:P

gibt derart, dass P; jeweils aus M U{Py,..., P,_1} in einem Schritt konstru-
ierbar ist.

Definition 25.4. Eine Zahl z € C =& E heifit konstruierbar oder konstruier-
bare Zahl, wenn sie aus der Startmenge

{0,1} cRCC

mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist.
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Bemerkung 25.5. Man startet also mit zwei beliebig vorgegebenen Punk-
ten, die man 0 und 1 nennt und die dann die arithmetische Funktion iiber-
nehmen, die mit diesen Symbolen verbunden wird. Als erstes kann man die
Gerade durch 0 und 1 ziehen, und diese Gerade wird mit den reellen Zah-
len R identifiziert. Wir werden gleich sehen, dass man eine zu R senkrechte
Gerade durch 0 konstruieren kann, mit deren Hilfe ein kartesisches Koordi-
natensystem entsteht und mit dem wir die Ebene mit den komplexen Zahlen
C identifizieren konnen.

In den folgenden Konstruktionen verwenden wir einige Begrifflichkeiten aus
der euklidischen Geometrie, wie Winkel, senkrecht, parallel, Strecke und ele-
mentare Grundtatsachen wie die Strahlensétze, Symmetriesétze und den Satz
des Pythagoras.

Lemma 25.6. In der Ebene lassen sich folgende Konstruktionen mait Zirkel
und Lineal durchfihren.

(1) Zu einer Geraden G und zwei Punkten (QQq,Q2 € G kann man die zu
G senkrechte Gerade zeichnen, die die Strecke zwischen Q1 und Qs
halbiert.

(2) Zu einer Geraden G und einem Punkt P € G kann man die zu G
senkrechte Gerade durch P zeichnen.

(3) Zu einer Geraden G und einem Punkt P kann man die zu G senk-
rechte Gerade durch P zeichnen.

(4) Zu einer gegebenen Geraden G und einem gegebenen Punkt P kann
man die Gerade G' durch P zeichnen, die zu G parallel ist.

Beweis. Wir verwenden im Beweis einige elementargeometrische Grundtat-
sachen.

(1) Wir zeichnen die beiden Kreise € und Cy mit dem Mittelpunkt ¢4
durch ()2 und umgekehrt. Die beiden Schnittpunkte von C; und Cy
seien S7 und Ss. Deren Verbindungsgerade steht senkrecht auf G und
halbiert die Strecke zwischen 1 und Q).
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(2) Man zeichnet einen Kreis C' mit P als Mittelpunkt und einem be-
liebigen Radius (dazu braucht man neben P noch einem weiteren
Punkt). Es seien @; und Qs die beiden Schnittpunkte der Gerade
G mit C. Fiir diese beiden Punkte fithren wir die in (1) beschriebe-
ne Konstruktion durch. Diese Halbierungsgerade lauft dann durch P
und steht senkrecht auf G.

(3) Wenn P auf der Geraden liegt, sind wir schon fertig mit der Kon-
struktion in (2). Andernfalls zeichnen wir einen Kreis mit P als Mit-
telpunkt mit einem hinreichend groflen Radius derart, dass sich zwei
Schnittpunkte ¢ und @, mit der Geraden ergeben (dafiir braucht
man, dass mindestens ein weiterer Punkt zur Verfiigung steht). Dann
fithrt wieder die erste Konstruktion zum Ziel.

(4) Dafiir fithrt man zuerst die Konstruktion der Senkrechten S durch
P wie in (3) beschrieben durch. Mit P und S fithrt man dann die
Konstruktion (2) durch.

g

Arithmetische Eigenschaften von konstruierbaren Zahlen

Lemma 25.7. Sei P = (x,y) € C 2 R? ein Punkt in der Ebene. Dann ist
P genau dann konstruierbar, wenn die beiden Koordinaten x und y konstru-
terbar sind.

Beweis. Zunichst einmal kann man aufgrund der vorgegebenen Punkte die
x-Achse und dann wegen Lemma 25.6 die dazu senkrechte Achse durch 0,
also die y-Achse, konstruieren. Es steht also das Achsenkreuz zur Verfiigung.
Wenn nun P gegeben ist, so kann man aufgrund von Lemma 25.6 (4) die zu
den Achsen parallelen Geraden zeichnen und erhélt somit die Koordinaten-
werte. Den y-Wert kann man dann noch mit einem Kreis mit dem Nullpunkt
als Mittelpunkt auf die z-Achse transportieren. Wenn umgekehrt die beiden
Koordinaten gegeben sind, so kann man durch diese die senkrechten Geraden
zeichnen. Deren Schnittpunkt ist der gesuchte Punkt. O

Lemma 25.8. Es sei G eine mit 0 und 1 markierte Gerade, die wir mit den
reellen Zahlen identifizieren. Es seien zweit Punkte a,b € G gegeben. Dann
gelten folgende Aussagen

(1) Die Summe a + b ist (mit Zirkel und Lineal) konstruierbar.
(2) Das Produkt ab ist konstruierbar.
(3) Bei b # 0 ist der Quotient a/b konstruierbar.

Beweis. (1) Wir verwenden eine zu G senkrechte Gerade H durch 0 und
darauf einen Punkt = # 0. Dazu nehmen wir die zu H senkrechte Gerade G’
durch z, die also parallel zu G ist. Wir zeichen die Gerade H’, die parallel zu
H ist und durch a € G verlauft. Der Schnittpunkt von H’ und G’ markieren



197

wir als @/, so dass der Abstand von a' zu x gleich a ist. Jetzt zeichnen wir
die Gerade L durch b und z und dazu die parallele Gerade L' durch a’. Der
Schnittpunkt von L' mit G ist y = a + b, da x,b,d’,y ein Parallelogramm
bilden. Zum Beweis von (2) und (3) verwenden wir wieder die zu G senkrechte
Gerade H. Wir schlagen Kreise mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt durch
1, a und b und markieren die entsprechenden Punkte auf H als 1’, @’ und
b'. Dabei wihlt man 1’ als einen der beiden Schnittpunkte und o’ und ¥
miissen dann auf den entsprechenden Halbgeraden sein. Um das Produkt zu
erhalten, zeichnet man die Gerade L durch a und 1’ und dazu die parallele
Gerade L’ durch /. Diese Gerade schneidet GG in genau einem Punkt z. Fiir
diesen Punkt gilt nach dem Strahlensatz das Steckenverhéltnis

x b b
a 1V 1
Also ist * = ab. Um den Quotienten § bei b # 0 zu erhalten, zeichnet

man die Gerade T' durch 1 und ¥ und dazu parallel die Gerade 7" durch a'.
Der Schnittpunkt von 7" mit G sei z. Aufgrund des Strahlensatzes gilt die
Beziehung

a/

Ty R
O

Satz 25.9. Die Menge der konstruierbaren Zahlen ist ein Unterkérper von

C.

Beweis. Die 0 und die 1 sind als Ausgangsmenge automatisch darin enthal-
ten. Zu einem Punkt P gehort auch der ,,gegeniiberliegende® Punkt — P dazu,
da man ihn konstruieren kann, indem man die Gerade durch P und 0 und
den Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius P zeichnet; der zweite Schnittpunkt
von diesem Kreis und dieser Geraden ist —P. Die Menge der konstruierbaren
Zahlen ist also unter der Bildung des Negativen abgeschlossen.

Aufgrund von Lemma 25.7 kann man sich beim Nachweis der Korpereigen-
schaften darauf beschrianken, dass die reellen konstruierbaren Zahlen einen
Korper bilden. Dies folgt aber aus Lemma 25.8. O

25. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben

Aufgabe 25.1. Erstelle eine Geradengleichung fiir die Gerade im R2, die
durch die beiden Punkte (2,3) und (5, —7) lauft.
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Aufgabe 25.2.*

Erstelle eine Kreisgleichung fiir den Kreis im R? mit Mittelpunkt (2,7), der
durch den Punkt (4, —3) lauft.

Aufgabe 25.3. Erstelle eine Kreisgleichung fiir den Kreis im R? mit Mittel-
punkt (4, —1), der durch den Punkt (—2,5) lduft.

Aufgabe 25.4. Bestimme die Koordinaten der beiden Schnittpunkte der
Geraden G und des Kreises K, wobei GG durch die Gleichung 2y —3x+1 =10
und K durch den Mittelpunkt (2,2) und den Radius 5 gegeben ist.

Aufgabe 25.5.*

Berechne die Schnittpunkte der beiden Kreise K; und Kj, wobei K; den
Mittelpunkt (3,4) und den Radius 6 und K, den Mittelpunkt (—8,1) und
den Radius 7 besitzt.

Aufgabe 25.6. Es sei D ein Dreieck in der Ebene mit den drei Eckpunkten
A, B,C. Zeige, dass man die Hohen, die Mittelsenkrechten und die Seiten-
halbierenden mit Zirkel und Lineal konstruieren kann.

Aufgabe 25.7. Es sei ein Kreis K und ein Punkt P € K gegeben. Konstru-
iere die Tangente an den Kreis durch P.

Aufgabe 25.8. Es sei eine Gerade G und ein Punkt P ¢ G gegeben. Kon-
struiere einen Kreis mit Mittelpunkt P derart, dass die Gerade eine Tangente
an den Kreis wird.

Aufgabe 25.9. Es sei P € C ein nichtkonstruierbarer Punkt.

a) Zeige, dass es unendlich viele Geraden durch P gibt, auf denen mindestens
ein konstruierbarer Punkt liegt.

b) Zeige, dass es maximal eine Gerade durch P gibt, auf der es mindestens
zwei konstruierbare Punkte gibt.

Aufgabe 25.10. Rekapituliere die Strahlensétze.

Aufgabe 25.11. Erldutere geometrisch, warum die 0 das neutrale Element
der geometrischen Addition von reellen Zahlen ist.



199

Aufgabe 25.12. Erlautere geometrisch, warum die 1 das neutrale Element
der geometrischen Multiplikation von reellen Zahlen ist.

Aufgabe 25.13. Erldutere geometrisch, woran die geometrische Division
von reellen Zahlen durch 0 scheitert.

Aufgabe 25.14. Es seien P, () zwei Punkte auf einer Geraden L und M sei
eine weitere Gerade durch P. Konstruiere mit Zirkel und Lineal eine Raute,
so dass P und () Eckpunkte sind und eine Seite auf M liegt.

Aufgabe 25.15. Es sei ein Dreieck D durch die Eckpunkte A, B, C in der
Ebene F mit den Seiten S, T, R gegeben. Es sei ferner eine Strecke S” durch
zwei Punkte P, Q) € E gegeben. Konstruiere mit Zirkel und Lineal ein zu D
dhnliches (also winkelgleiches) Dreieck D’ derart, dass S” eine Seite von D’
ist und dass S’ der Seite S entspricht.

Tipp: Konstruiere zuerst ein zu D kongruentes Dreieck D" derart, dass S”
zu S’ parallel ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 25.16. (3 Punkte)

Berechne die Koordinaten der beiden Schnittpunkte der beiden Kreise K und
L, wobei K den Mittelpunkt (2,3) und den Radius 4 und L den Mittelpunkt
(5, —1) und den Radius 7 besitzt.

Aufgabe 25.17. (6 Punkte)

Es sei eine zweielementige Menge M = {0,1} in der Ebene gegeben. Wie
viele Punkte lassen sich aus M in einem Schritt, in zwei Schritten und in
drei Schritten konstruieren?

Aufgabe 25.18. (3 Punkte)

Beschreibe die Konstruktion einer reellen Zahl z mit Hilfe von Zirkel und
Lineal, deren Abweichung von /7 kleiner als 0,00001 ist.

Aufgabe 25.19. (3 Punkte)

Bestimme alle Losungen der Kreisgleichung
4yt =1

fir die Kérper K =7Z/(2), Z/(5) und Z/(11).
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26. VORLESUNG - (QUADRATE UND KONSTRUIERBARE ZAHLEN

Konstruktion von Quadratwurzeln

Wenn man sich zwei Punkte 0 und 1 vorgibt und man die dadurch definierte
Gerade mit R identifiziert, so wird diese Gerade durch 0 in zwei Hélften
(Halbgeraden) unterteilt, wobei man dann diejenige Hélfte, die 1 enthilt, als
positive Hilfte bezeichnet. Aus solchen positiven reellen Zahlen kann man
mit Zirkel und Lineal die Quadratwurzel ziehen.

Lemma 26.1. Es sei G eine mit zwet Punkten O und 1 markierte Gerade, die
wir mit den reellen Zahlen identifizieren. Es sei a € G eine positive reelle
Zahl. Dann ist die Quadratwurzel \/a aus 0,1,a mittels Zirkel und Lineal
konstruierbar.

Beweis. Wir zeichnen den Kreis mit Mittelpunkt 0 durch 1 und markieren
den zweiten Schnittpunkt dieses Kreises mit G als —1. Wir halbieren die
Strecke zwischen —1 und a geméfl Lemma 25.6 und erhalten den konstruier-
baren Punkt M = % € G. Der Abstand von M zu a als auch zu —1 ist
dann %1 Wir zeichnen den Kreis mit Mittelpunkt M und Radius “—;rl und
markieren einen der Schnittpunkte des Kreises mit der zu GG senkrechten Ge-
raden H durch 0 als z. Wir wenden den Satz des Pythagoras auf das Dreieck
mit den Ecken 0,2, M an. Daraus ergibt sich

9 a+1\° a—1\" @®+2a+1—(a®2—2a+1) 4a
X = —_ = = —
2 2 4 4

= Q.

Also reprisentiert (der Abstand von 0 zu) = die Quadratwurzel aus a. O

Die Spirale des Theodorus. In dieser Weise kann man alle Quadratwurzeln von
natiirlichen Zahlen konstruieren.

Die néchste Aussage bedeutet, dass man zu einem gegebenen Rechteck ein
flichengleiches Quadrat konstruieren kann.
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Korollar 26.2. Es sei ein Rechteck in der Ebene gegeben. Dann lisst sich
mit Zirkel und Lineal ein flichengleiches Quadrat konstruieren.

Beweis. Die Léngen der Rechteckseiten seien a und b. Wir wéhlen einen
Eckpunkt des Rechtecks als Nullpunkt und verwenden die Geraden durch die
anliegenden Rechteckseiten als Koordinatenachsen. Wir wéhlen willkiirlich
einen Punkt 1 (# 0) auf einer der Achsen und schlagen einen Kreis um
den Nullpunkt durch den Eckpunkt auf der anderen Achse, so dass beide
Seitenldngen auf der mit 0 und 1 markierten Achse liegen. Darauf fithren wir
die Multiplikation ab nach Lemma 25.8 durch. Aus diesem Produkt zieht man
nun geméB Lemma 26.1 die Quadratwurzel und erhélt somit v/ab. Mit dieser
Streckenlénge konstruiert man ein Quadrat, dessen Flacheninhalt gleich dem
Flacheninhalt des vorgegebenen Rechtecks ist. O

Man beachte, dass im Beweis der vorstehenden Aussage die Zahl ab von der
Wahl der 1 abhingt, nicht aber v/ab und damit natiirlich auch nicht die
Seitenldnge des konstruierten Quadrats.

Konstruierbare und algebraische Zahlen

Wir wollen nun die konstruierbaren Zahlen algebraisch mittels quadrati-
scher Korpererweiterungen charakterisieren. Unter einer reell-quadratischen
Korpererweiterung eines Korpers K C R verstehen wir eine quadratische
Korpererweiterung K C K’ mit K’ C R, die sich also innerhalb der reellen
Zahlen abspielt. Eine solche Kérpererweiterung ist nach Lemma 24.2 gegeben
durch die Adjunktion einer Quadratwurel einer positiven reellen Zahl /c mit
c€ K, /c¢ K. Es gilt die Isomorphie

K[ve] = K[X]/(X* - ¢).

Lemma 26.3. Sei K C R ein Korper. Es sei P € C ein Punkt, der sich
aus K?* = K + Ki in einem Schritt konstruieren lisst. Dann liegen die
Koordinaten von P in einer reell-quadratischen Korpererweiterung von K.

Beweis. Wir gehen die drei Méoglichkeiten durch, einen Punkt aus K? in
einem Schritt zu konstruieren. Es sei P der Schnittpunkt von zwei verschie-
denen Geraden (G; und G, die iiber K definiert sind. Es sei also G; =
{(z,y)] a1z + byy + ¢; = 0} und Gy = {(x,y)| aex + bad + co = 0} mit ay, by,
c1,a9,ba,co € K. Dann gehort der Schnittpunkt zu K2 und seine Ko-
ordinaten gehdéren zu K. Sei G eine iiber K definierte Gerade und C
ein iiber K definierter Kreis. Dann ist G = {(z,y)| axz + by + ¢ =0} und
C={(z,y)|(x —r)?+ (y — s)*> =d} mit a,b,c,r,s,d € K. Wir kénnen an-
nehmen, dass b # 0 ist, so dass die Geradengleichung auf die Form y = uzr+v
gebracht werden kann. Finsetzen von dieser Gleichung in die Kreisgleichung
ergibt eine quadratische Gleichung fiir x {iber K. Die reellen Koordinaten
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der (eventuell komplexen) Losungen davon liegen in einer quadratischen Er-
weiterung von K. Das gilt dann auch fiir die zugehorigen Losungen fiir y.
Seien nun C] und Cy zwei iiber K definierte verschiedene Kreise. Es seien

Cr={(z.y)l (@ =)+ (y - s1)" —a1 = 0}
und
Co = {(2,y)] (w = r2)* + (y = 52)” — az = 0}
die Kreisgleichungen. Ein Schnittpunkt der beiden Kreise muss auch jede

Linearkombination der beiden Gleichungen erfiillen. Wir betrachten die Dif-
ferenz der beiden Gleichungen, die die Gestalt

JJ(—27’1+27’2)+T%—T§+y(—281+282)+S%—S%—(Z1+CL2:0

besitzt. D.h. dies ist eine Geradengleichung, und die Schnittpunkte der beiden
Kreise stimmen mit den Schnittpunkten eines Kreises mit dieser Geraden
iiberein. Wir sind also wieder im zweiten Fall. U

A

A

/ ,

/ \' “’

Beispiel 26.4. Wir betrachten die beiden Kreise mit den Kreisgleichungen

2 +y* =1und (v —2)* +9* = 3.
Die Differenz der beiden Gleichungen ist
2 —(r—22+2=0
bzw.

4z = 2 und somit = — .

Die Schnittpunkte der beiden Kreise miissen also auch auf der durch x =
gegebenen Geraden liegen. Setzt man diese Geradenbedingung in die erst
Kreisgleichung ein, so erhélt man

1
2
e

3
2 2
Y . 4 4

9
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also /3
3
=+—.
Y=
Satz 26.5. Es sei P € C eine komplexe Zahl. Dann ist P eine konstruierbare
Zahl genau dann, wenn es eine Kette von reell-quadratischen Korpererweite-
rungen

QCcK i CKyC...CK,

derart ibt, dass die Koordinaten von P zu K, gehoren.

Beweis. Es sei P € C eine konstruierbare komplexe Zahl. D.h. es gibt eine
Folge von Punkten Py, ..., P, = P derart, dass P, ; aus den Vorgéngerpunk-
ten {0,1, Py,..., P} in einem Schritt konstruierbar ist. Es sei P, = (a;, ;)
und es sei

K; = Q(ai, by, ..., a;,b;)

der von den Koordinaten der Punkte erzeugte Unterkoérper von R. Nach
Lemma 26.3 liegt K;,1 in einer reell-quadratischen Korpererweiterung von
K; (und zwar ist K;.; = K; oder K, ist eine reell-quadratische Kérperer-
weiterung von K;). Die Koordinaten von P liegen also in K,,, und K, ist das
Endglied in einer Folge von quadratischen Korpererweiterungen von Q. Sei
umgekehrt angenommen, dass die Koordinaten eines Punktes P = (a,b) in
einer Kette von reell-quadratischen Korpererweiterungen von Q liegen. Wir
zeigen durch Induktion iiber die Lange der Korperkette, dass die Zahlen in ei-
ner solchen Kette aus quadratischen Korpererweiterungen konstruierbar sind.
Bei n = 0 ist Ky = Q, und diese Zahlen sind konstruierbar. Sei also schon
gezeigt, dass alle Zahlen aus K, konstruierbar sind, und sei K,, C K, eine
reell-quadratische Korpererweiterung. Nach Lemma 24.2 ist K,,,1 = K,[/(]
mit einer positiven reellen Zahl ¢ € K,,. Nach Induktionsvoraussetzung ist ¢
konstruierbar und nach Lemma 26.1 ist y/c konstruierbar. Daher ist auch jede
Zahl u + v+/c mit u,v € K, konstruierbar. Damit sind die Koordinaten von
P konstruierbar und somit ist nach Lemma 25.7 auch P selbst konstruierbar.

O

Man kann ebenfalls zeigen, dass eine komplex-algebraische Zahl z genau dann
konstruierbar ist, wenn der Grad des Zerfallungskorpers des Minimalpoly-
noms von z eine Potenz von 2 ist. Dies erfordert jedoch die Galoistheorie.
Fiir viele Anwendungen ist allerdings schon die oben vorgestellte Charakte-
risierung bzw. die folgenden Korollare ausreichend.

Korollar 26.6. Eine mit Zirkel und Lineal konstruierbare Zahl ist algebra-
1sch.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 26.5, aus Satz 24.4 und aus Satz 23.3. [

Korollar 26.7. Sei z € C eine konstruierbare Zahl. Dann ist der Grad des
Minimalpolynoms von z eine Potenz von zwei.
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Beweis. Die Koordinaten der konstruierbaren Zahl z liegen nach Satz 26.5
in einer Folge von reell-quadratischen Korpererweiterungen

QCcK i CKyC...CK,.

Diese Kette kann man um die komplex-quadratische Koérpererweiterung
K, C K,[i] = L ergénzen mit z € L. Nach der Gradformel ist der Grad
von L iiber Q gleich 2""!. Dabei ist Q(z) = Q|z] C L ein Unterkérper und
daher ist, wieder nach der Gradformel, der Grad von Q|z] {iber Q ein Teiler
von 2"+ also selbst eine Potenz von 2. Il

26. ARBEITSBLATT

Ubungsaufgaben

Aufgabe 26.1. Ist die Zahl, die den ,goldenen Schnitt“ beschreibt, eine
konstruierbare Zahl?

Aufgabe 26.2. Zeige, dass man zu einem gegebenen Parallelogramm mit
Zirkel und Lineal ein flaichengleiches gleichseitiges Rechteck konstruieren
kann.

Aufgabe 26.3. Zeige direkt, ohne Bezug auf Koordinaten, dass die Summe
von zwei konstruierbaren komplexen Zahlen wieder konstruierbar ist.

Aufgabe 26.4. Sei Z € C eine konstruierbare Zahl und r eine konstruierbare
positive reelle Zahl. Zeige, dass dann auch der Kreis mit Mittelpunkt Z und
Radius r konstruierbar ist.

Aufgabe 26.5. Betrachte ein DinA4-Blatt. Ist das Seitenverhéltnis aus lan-
ger und kurzer Seitenlédnge eine konstruierbare Zahl?

Aufgabe 26.6. Betrachte die Tastatur eines Klaviers. Ist das Schwingungs-
verhéltnis von zwei nebeneinander liegendenTasten (bei , gleichstufiger Stim-
mung“) eine konstruierbare Zahl?
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Aufgabe 26.7. Zeige, dass es kein gleichseitiges Dreieck gibt, dessen samt-
liche Ecken rationale Koordinaten besitzen.

Aufgabe 26.8.*

Es seien z,w € C konstruierbare Zahlen. Bestimme, ob die Zahl

22—32\/E+Vz+w2—g+4\/\/z+w+\/ﬁ

konstruierbar ist.

Aufgabe 26.9.*

Zeige, dass zu zwei konstruierbaren positiven reellen Zahlen a und b die
Potenz a® nicht konstruierbar sein muss.

Aufgabe 26.10. Zeige, dass es Geraden gibt, auf denen es keinen konstru-
ierbaren Punkt gibt.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 26.11. (4 Punkte)

Es sei ein Kreis K und ein Punkt P auflerhalb des Kreises gegeben. Kon-
struiere eine der Tangenten an den Kreis, die durch P lauft.

Aufgabe 26.12. (4 Punkte)

Zeige, dass man zu einem gegebenen Dreieck mit Zirkel und Lineal ein
flichengleiches gleichseitiges Dreieck konstruieren kann.

Aufgabe 26.13. (2 Punkte)

Es seien P und @) zwei konstruierbare Punkte. Zeige, dass dann auch der
Abstand d(P, Q) konstruierbar ist.
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Aufgabe 26.14. (3 Punkte)

Es seien P, (Q1,Qs drei konstruierbare Punkte derart, dass die Absténde

d(P, Q) und d(P, Q) gleich 1 sind und dass der Winkel zwischen den da-
durch definierten Halbgeraden 90 Grad betrdagt. Zeige, dass es dann eine
affin-lineare Abbildung

¢: E=R* — E =R?

gibt, die 0 auf P, 1 auf @; und i auf @)y schickt, und die konstruierbare
Punkte in konstruierbare Punkte iiberfiihrt.

Aufgabe 26.15. (2 Punkte)

Zeige, dass die komplexe Zahl re?? = r (cos ¢, sin ¢ ) genau dann konstru-
ierbar ist, wenn r und e*? konstruierbar sind.

Aufgabe 26.16. (4 Punkte)
Beweise auf zwei verschiedene Arten, dass die komplexe Quadratwurzel einer

konstruierbaren komplexen Zahl wieder konstruierbar ist.

27. VORLESUNG - QUADRATUR DES KREISES

Das Delische Problem

Die Bewohner der Insel Delos befragten wihrend einer Pestepidemie 430 v. Chr.
das Orakel von Delphi. Sie wurden aufgefordert, den wiirfelférmigen Altar des
Apollon zu verdoppeln.
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Wir kommen zur ersten Konsequenz von unserer systematischen Untersu-
chung der konstruierbaren Zahlen auf die klassischen Konstruktionsproble-
me.

Korollar 27.1. Die Wiirfelverdopplung mit Zirkel und Lineal ist nicht
maoglich.

Beweis. Wir betrachten einen Wiirfel mit der Kantenlédnge 1 und dem Volu-
men 1. Die Konstruktion eines Wiirfels mit dem doppelten Volumen wiirde
bedeuten, dass man die neue Kantenlinge, also 2'/3 mit Zirkel und Lineal
konstruieren kénnte. Das Minimalpolynom von 2'/3 ist X® — 2, da dieses
offenbar 2% annulliert und nach Lemma 6.9 irreduzibel ist, da in Q keine
dritte Wurzel aus 2 existiert. Nach Korollar 26.7 ist 21/% nicht konstruierbar,
da 3 keine Zweierpotenz ist. O

Die Quadratur des Kreises

Satz 27.2. FEs ist nicht méglich, zu einem vorgegebenen Kreis ein flichen-
gleiches Quadrat mit Zirkel und Lineal zu konstruieren.

Beweis. Wenn es ein Konstruktionsverfahren gébe, so konnte man insbeson-
dere den Einheitskreis mit dem Radius 1 quadrieren, d.h. man kénnte ein
Quadrat mit der Seitenldnge /7 mit Zirkel und Lineal konstruieren. Nach
Korollar 26.6 muss aber eine konstruierbare Zahl algebraisch sein. Nach dem
Satz von Lindemann ist aber 7 und damit auch /7 transzendent. g

Es gibt natiirlich einige geometrische Methoden die Zahl 7 zu erhalten, z.B.
die Abrollmethode und die Schwimmbadmethode.

Beispiel 27.3. Die einfachste Art, die Zahl m geometrisch zu konstruieren, ist
die Abrollmethode, bei der man einen Kreis mit Durchmesser 1 einmal exakt
abrollt. Die zuriickgefithrte Entfernung ist genau der Kreisumfang, also 7.

o 1 2 3 3

7Tc
|

| | k) \
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Beispiel 27.4.

=

A =
Wir starten mit ei- den wir als Grund- eines Schwimmbe- Das fiillen wir rand-

nem Einheitskreis, flache ckens der Hohe 1 voll mit Wasser auf.
nehmen.

Wir nehmen ein Der Inhalt des in das zweite Der Wasser-
zweites Schwimm- ersten  Schwimm- Schwimmbecken stand im zweiten
becken mit quadra- beckens wird gegossen. Schwimmbecken ist
tischer Grundfldche exakt .

1 x 1 und Hohe 4.

Einheitswurzeln

Definition 27.5. Es sei K ein Kérper und n € N;. Dann heiflen die Null-
stellen des Polynoms

X"—1
in K die n-ten Einheitswurzeln in K.

Die 1 ist fiir jedes n eine n-te Einheitswurzel, und die —1 ist fiir jedes gerade
n eine n-te Einheitswurzel. Es gibt maximal n n-te Einheitswurzel, da das
Polynom X" — 1 maximal n Nullstellen besitzt. Die Einheitswurzeln bilden
also insbesondere eine endliche Untergruppe (mit " = 1 und y" = 1 ist auch
(xy)™ = 1, usw.) der Einheitengruppe des Korpers. Nach einem Satz, den
wir nicht bewiesen haben, ist diese Gruppe zyklisch mit einer Ordnung, die
n teilt.

Definition 27.6. Eine n-te Einheitswurzel heifit primitiv, wenn sie die Ord-
nung n besitzt.

Man beachte, dass ein Erzeuger der Gruppe der Einheitswurzeln nur dann
primitiv heiit, wenn es n verschiedene Einheitswurzeln gibt. Wenn ¢ eine pri-
mitive n-te Einheitswurzel ist, so sind genau die ¢* mit ¢ < n und ¢ teilerfremd
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zu n die primitiven Einheitswurzeln. Insbesondere gibt es, wenn es iiberhaupt
primitive Einheitswurzeln gibt, genau ¢(n) primitive Einheitswurzeln, wobei
¢(n) die eulersche p-Funktion bezeichnet. Die komplexen Einheitswurzeln
lassen sich einfach beschreiben.

Lemma 27.7. Sein € Ny. Die Nullstellen des Polynoms X™ — 1 diber C
sind ok ok
2mik/n :cosL—i—z’sinL,k =0,1,...,n—1.

n n

In C[X] gilt die Faktorisierung
X" — 1= (X . 1)<X i e2m‘/n)_ . (X . 62m‘(n—1)/n)

e

Beweis. Der Beweis verwendet einige Grundtatsachen iiber die komplexe Fx-
ponentialfunktion. Es ist

(627rik/n)" _ p2mik _ (627ri)k — 1k =1

Die angegebenen komplexen Zahlen sind also wirklich Nullstellen des Poly-
noms X" — 1. Diese Nullstellen sind alle untereinander verschieden, da aus
2mik/n

e 627rz€/n

mit 0 < k < ¢ < n—1sofort durch betrachten des Quotienten e?™(¢-*)/n —
1 folgt, und daraus

(—k =0.
Es gibt also n explizit angegebene Nullstellen und daher miissen dies alle
Nullstellen des Polynoms sein. Die explizite Beschreibung in Koordinaten
folgt aus der eulerschen Formel. O
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Kreisteilungskorper

Definition 27.8. Der n-te Kreisteilungskorper ist der Zerfallungskorper des
Polynoms

X"—1
iiber Q.

Offenbar ist 1 eine Nullstelle von X™ — 1. Daher kann man X" — 1 durch
X — 1 teilen und erhélt, wie man schnell nachrechen kann,

X"—1=(X-1DX"T+ X"+ + X +1).

Wegen 1 € Q ist daher der n-te Kreisteilungskorper auch der Zerfiallungs-
korper von

Xy Xn 24 4 X 41,

Es gibt auch Kreisteilungskorper iiber anderen Korpern, da es ja stets Zer-
fallungskorper gibt. Wir beschréanken uns aber auf die Kreisteilungskorper
iiber Q, die wir auch mit K, bezeichnen. Da X" — 1 in der oben explizit
beschriebenen Weise iiber C in Linearfaktoren zerfillt, kann man K, als
Unterkorper von C realisieren, und zwar ist K, der von allen n-ten Ein-
heitswurzeln erzeugte Unterkorper von C. Dieser wird sogar schon von einer
einzigen primitiven Einheitswurzel erzeugt, wofiir wir den folgenden Begriff
einfiithren.

Definition 27.9. Eine Korpererweiterung K C L heifit einfach, wenn es ein
Element x € L gibt mit

L=K(z).

Lemma 27.10. Sein € N,. Dann wird der n-te Kreisteilungskorper iber Q
von €2™/™ erzeugt. Der n-te Kreisteilungskdrper ist also

Kn _ Q(e27ri/n> _ Q[sz;/n}.

Insbesondere ist jeder Kreisteilungskorper eine einfache Kdérpererweiterung

von Q

Beweis. Es sei K,, der n-te Kreisteilungskorper iiber Q. Wegen (62”/ ”)n =1
ist Q[e*™/"] C K,. Wegen (e*™/ ")k = ¢¥k/" gehoren auch alle anderen
Einheitswurzeln zu Q[e?™/"], also ist Q[e*™/"] = K,,. O

Statt e*' kann man auch jede andere n-te primitive Einheitswurzel als Er-
zeuger nehmen. Das Minimalpolynom zu einem Erzeuger von K, heifit das
n-te Kreisteilungspolynom. Der Grad des n-ten Kreisteilungspolynoms ist der
Grad des n-ten Kreisteilungskorpers iiber Q. Dieser Grad ist stets p(n), was
wir aber nicht beweisen werden.
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Beispiel 27.11. Wir bestimmen einige Kreisteilungskorper fiir kleine n. Bei
n = 1 oder 2 ist der Kreisteilungskorper gleich Q. Bei n = 3 ist

X2 1=(X-1)(X*+X+1)
und der zweite Faktor zerfallt

1 3 1 3
X2+ X+1 = <X+§—i§> <X+§+i§).

Daher ist der dritte Kreisteilungskorper der von v/—3 = v/3i erzeugte Korper,

es ist also K3 = Q[v/—3] eine quadratische Kérpererweiterung der rationalen
Zahlen.

Bei n = 4 ist natiirlich
Xt—1 = (X?-1)(X?*+1

)
= (X -D(X+1)(X*+1)
= (X —D(X +1)(X —i)(X +1).

Der vierte Kreisteilungskorper ist somit Q[i] = Q[X]/(X?+ 1), also ebenfalls
eine quadratische Korpererweiterung von Q.

Der Beweis der folgenden wichtigen Aussage beruht auf Uberlegungen, die
wir nicht entwickelt haben.

Lemma 27.12. Sei p eine Primzahl. Dann ist der p-te Kreisteilungskorper
gleich
QX]/(XPH+ XP2 4+ X 4 1)

Insbesondere besitzt der p-te Kreisteilungskérper den Grad p — 1 tber Q.

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

I
+1 a

=
] A =

1 o +1

a

I E




212

Beispiel 27.13. Der fiinfte Kreisteilungskérper wird von der komplexen Zahl
e?™/5 erzeugt. Er hat aufgrund von Lemma 27.8 die Gestalt
K2 QIX]/(X'"+ X?+ X*+ X +1),
wobei die Variable X als ¢?™/® (oder eine andere primitive Einheitswurzel)
zu interpretieren ist. Sei # = €™/ und setze u = 2x* + 2z + 1. Aus Symme-
triegriinden muss dies eine reelle Zahl sein. Es ist
u? = 42 42 + 14 82° + 42t + 4o
= 42 +42° + 1+ 8+ 4o + 4u
= 5+4(z'+ 2+ 2+ +1)
= O
Es ist also v = v/5 (die positive Wurzel) und somit haben wir eine Folge von
quadratischen Korpererweiterungen

Q C Q[V5] C K5.

Dies zeigt aufgrund von Satz 26.5, dass die fiinften Einheitswurzeln konstru-
ierbare Zahlen sind.

27. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben

Aufgabe 27.1. Es sei K ein Korper und L = K(X) der Quotientenkorper
des Polynomrings K[X]. Zeige, dass K C L eine einfache, aber keine endliche
Koérpererweiterung ist.

Aufgabe 27.2. Sei K C L eine endliche Korpererweiterung, deren Grad
eine Primzahl sei. Zeige, dass dann eine einfache Korpererweiterung vorliegt.

Aufgabe 27.3. Es sei K ein Korper, n € N und sei M die Menge der n-ten
Einheitswurzeln in K. Zeige, dass M eine Untergruppe der Einheitengruppe
K> ist.

Aufgabe 27.4.*

Zeige, dass jede komplexe Einheitswurzel auf dem Einheitskreis liegt.

Aufgabe 27.5. Es sei p eine Primzahl und K = Z/(p). Zeige, dass es in K
p — 1 verschiedene (p — 1)-te Einheitswurzeln gibt.

Finde fir p = 2,3,5,7,11,13,17,19 primitive (p — 1)-te Einheitswurzeln in
K.
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Aufgabe 27.6. Es sei K ein Korper, a € K und n € N. Beweise die folgenden
Aussagen.

(1) Wenn by,by € K zwei Losungen der Gleichung X" = a sind und
by # 0, so ist ihr Quotient by /by eine n-te Einheitswurzel.

(2) Wenn b € K eine Losung der Gleichung X™ = a und ( eine n-te
Einheitswurzel ist, so ist auch (b eine Losung der Gleichung X" = a.

Aufgabe 27.7. Bestimme das sechste Kreisteilungspolynom &g und be-
schreibe die Primfaktorzerlegung von X% — 1.

Aufgabe 27.8.*

Es sei p eine Primzahl. Finde die Partialbruchzerlegung von
1
XP—1

in Q(X).

Aufgabe 27.9. Bestitige folgende Aussagen.

(1) Die dritten Einheitswurzeln in C sind 1, ¢ = —1 + Y3 und n =

2
_1 V3
2 T 2 b

(2) Esist €2 =nund n? = e.
(3) Esist 1+ €+ €2 =0.
(4) Esist € + €2 = —1.

Aufgabe 27.10. Sei n € N,. Zeige, dass die Gruppe der n-ten Einheitswur-
zeln in C und die Gruppe Z/(n) isomorph sind.

Aufgabe 27.11. Seien n € N, und j € Z. Zeige

n

nzl 2rijk {n, falls j ein Vielfaches von n ist,
(& =
— 0 sonst .

Aufgabe 27.12.*

Es sei n € N, und es sei u,, € C die Menge der n-ten komplexen Einheits-
wurzeln. Es sei F' € C[X] ein Polynom. Zeige, dass F' € C[X"] (d.h., dass
F' als Polynom in X™ geschrieben werden kann) genau dann gilt, wenn fiir
jedes z € p,, die Gleichheit

F(zX) = F(X)
gilt.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 27.13. (3 Punkte)

Es sei n € N ungerade. Zeige, dass der n-te Kreisteilungskorper mit dem
2n-ten Kreisteilungskorper iibereinstimmt.

Aufgabe 27.14. (4 Punkte)

Bestimme die Koordinaten der fiinften Einheitswurzeln in C.

Aufgabe 27.15. (3 Punkte)

Beschreibe die Konstruktion mit Zirkel und Lineal eines regelméffigen Fiinf-
ecks, wie sie in der folgenden Animation dargestellt ist.

i S

Konstruktion eines regulédren Fiinfecks mit Zirkel und Lineal

Aufgabe 27.16. (3 Punkte)

Bestimme sdmtliche primitive Einheiten im Restklassenkorper Z/(23).

28. VORLESUNG - EINHEITSWURZELN

Konstruierbare Einheitswurzeln

Definition 28.1. Sei n € N,. Man sagt, dass das regelmdfsige n-Eck mit
Zirkel und Lineal konstruierbar ist, wenn die komplexe Zahl

omifn (27T> . (27‘(‘)
e =cos | — | +sin | —
n n

eine konstruierbare Zahl ist.
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Die Menge der komplexen Einheitswurzeln ey, k =0,...,n—1, bilden
die Eckpunkte eines regelméfligen n-Ecks, wobei 1 eine Ecke bildet. Alle
Eckpunkte liegen auf dem Einheitskreis. Die Ecke e’ ist eine primitive Ein-
heitswurzel; wenn diese mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist, so sind auch
alle weiteren Eckpunkte konstruierbar. Bei n = 1,2 kann man sich dariiber
streiten, ob man von einem regelméfigen n-Eck sprechen soll, jedenfalls gibt
es die zugehorigen Einheitswurzeln und diese sind aus Q, also erst recht kon-
struierbar. Das regelméflige Dreieck ist ein gleichseitiges Dreieck und dieses
ist konstruierbar nach Beispiel 27.7, da der dritte Kreisteilungskorper eine
quadratische Korpererweiterung von Q ist (man kann einfacher auch direkt
zeigen, dass ein gleichseitiges Dreieck aus seiner Grundseite heraus konstru-
ierbar ist). Das regelmifBiige Viereck ist ein Quadrat mit den Eckpunkten
1,7,—1, —i, und dieses ist ebenfalls konstruierbar. Das regelméflige Fiinfeck
ist ebenfalls konstruierbar, wie in Beispiel 27.9 bzw. Aufgabe 27.16 gezeigt
wurde. Wir werden im Folgenden sowohl positive als auch negative Resultate
zur Konstruierbarkeit von regelméfligen n-Ecken vorstellen.

Konstruktion eines regulédren Fiinfecks mit Zirkel und Lineal

Lemma 28.2. Seim = kn, m,k,n € Ny. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Das regelmdflige 2"-Eck, r € N, ist konstruierbar.

(2) Wenn das regelmdfige m-Eck konstruierbar ist, so sind auch das re-
gelmafige n-Eck und das regelmdf$ige k-FEck konstruierbar.

(3) Wenn n und k teilerfremd sind und wenn das regelmdifige n-Eck und
das regelmdfsige k-Eck konstruierbar sind, so ist auch das regelmdjige
m-Eck konstruierbar.

Beweis. (1) folgt daraus, dass eine Winkelhalbierung stets mit Zirkel und

Lineal durchfiihrbar ist. (2). Nach Voraussetzung ist e % konstruierbar. Dann
ist auch nach Satz 25.9 die Potenz

2mi\ ™ 2mi
enk :ek
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konstruierbar. (3). Seien nun e und e’*" konstruierbar und n und k tei-
lerfremd. Nach dem Lemma von Bezout gibt es dann ganze Zahlen r, s mit
rn + sk = 1. Daher ist auch

27\ § 2mi \ 7 2mik \ S 2min \ 7 2misk 2mirn 27i(sk+rn) 27
e n e k = € nk € nk — e nk € nk = € nk — ¢ nk

konstruierbar. O

Aus diesem Lemma kann man in Zusammenhang mit den oben erwéhnten
Konstruktionsmoglichkeiten folgern, dass die regelméfligen 3 - 2"-Ecke, die
regelméfBligen 5 - 2"-Fcke und die regelméfligen 15 - 2"-Fcke fiir jedes r kon-
struierbar sind.

Satz 28.3. Sei n eine natirliche Zahl derart, dass das regelmdffige n-Eck
konstruierbar ist. Dann ist p(n) eine Zweierpotenz.

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

Er beruht darauf, dass der n-te Kreisteilungskorper den Grad ¢(n) besitzt
und dass im konstruierbaren Fall der Grad einer Korpererweiterung eine
Zweierpotenz sein muss.

Winkeldreiteilung

Wir sind nun in der Lage, das Problem der Winkeldreiteilung zu beantworten.

Korollar 28.4. Das regelmdflige 9-Eck ist nicht mit Zirkel und Lineal kon-
struzerbar.

Beweis. Wire das regelméflige 9-Eck konstruierbar, so miisste nach Satz 28.3
©(9) eine Zweierpotenz sein. Es ist aber ¢(9) =2 -3 = 6. O

Satz 28.5. Es ist nicht maglich, einen beliebig vorgegebenen Winkel mittels
Zirkel und Lineal in drei gleich grofie Teile zu unterteilen.

Beweis. Es geniigt, einen (konstruierbaren) Winkel o anzugeben derart, dass
«/3 nicht konstruierbar ist. Wir betrachten av = 120° Grad, welcher konstru-
ierbar ist, da die dritten Einheitswurzeln konstruierbar sind, weil sie ndmlich
in einer quadratischen Korpererweiterung von Q liegen. Dagegen ist der Win-
kel a/3 = 120°/3 = 40° nicht konstruierbar, da andernfalls das regelméBige
9-Eck konstruierbar wire, was nach Korollar 28.4 aber nicht der Fall ist. [

Wir geben noch einen weiteren Beweis, dass die Winkeldreiteilung mit Zirkel
und Lineal nicht méglich ist, der nicht auf der allgemeinen Irreduzibilitat der
Kreisteilungspolynome (die wir nicht bewiesen haben) beruht.
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Bemerkung 28.6. Wir zeigen direkt, dass man den Winkel 20° Grad nicht
konstruieren kann (obwohl man 60° Grad konstruieren kann). Aufgrund der
Additionstheoreme fiir die trigonometrischen Funktionen gilt

cos3a = 4cos®a — 3cosa

und damit

1
(2c0520°)* —3(2c0s20°) =1 = 2 (4 cos® 20° — 3 cos 20° — 5)

1
= 2 °c_
<cos 60 2)

= 0.

Also wird 2 cos 20° vom Polynom X? — 3X — 1 annulliert. Dieses Polynom
ist nach Aufgabe 28.3 irreduzibel. Also muss es nach Lemma 23.2 das Mini-
malpolynom von 2 cos 20° sein. Daher kann 2 cos 20° nach Korollar 26.7 nicht
konstruierbar sein und damit ebensowenig cos 20°.

Fermatsche Primzahlen

Die Frage der Konstruierbarkeit von regelméfiigen n-Ecken fiihrt uns zu Fer-
matschen Primzahlen.

Definition 28.7. Eine Primzahl der Form 2° 4+ 1, wobei s eine positive
natiirliche Zahl ist, heiit Fermatsche Primzahl.

Es ist unbekannt, ob es unendlich viele Fermatsche Primzahlen gibt. Es ist
noch nicht mal bekannt, ob es aufler den ersten fiinf Fermat-Zahlen

3,5,17,257,65537
iiberhaupt weitere Fermatsche Primzahlen gibt.

Lemma 28.8. Bei einer Fermatschen Primzahl 2° 4+ 1 hat der Fxponent die
Form s = 2" mit etnem r € N.

Beweis. Wir schreiben s = 2%y mit « ungerade. Damit ist
21 = (22) 41

Fiir ungerades u gilt generell die polynomiale Identitdt (da —1 eine Nullstelle
ist)
Xl4l=X+1) (X" X"+ X" -+ XX +1).

Also ist 22° +1 > 3 ein Teiler von 22"+ 1. Da diese Zahl nach Voraussetzung
prim ist, miissen beide Zahlen gleich sein, und dies bedeutet u = 1. U
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Diese Torte wurde nicht mit

Zirkel und Lineal geteilt.

Satz 28.9. FEin requldres n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar, wenn die Primfaktorzerlegung von n die Gestalt

no=2py-pi

hat, wobei die p; verschiedene Fermatsche Primzahlen sind.

Beweis. Wir zeigen nur die eine Richtung, dass bei einem konstruierbaren
regelméfligen n-Eck die Zahl n die angegebene numerische Bedingung erfiillen
muss.

Es sei n = 2°p}'- - -p;* die Primfaktorzerlegung von n mit den verschiedenen
ungeraden Primzahlen p;, ¢« = 1,...,k, und positiven Exponenten r; > 1
(und @ > 0). Nach Satz 28.3 muss die eulersche Funktion eine Zweierpotenz
sein, also

o(n) =2".
Andererseits gilt nach Korollar 16.9 die Beziehung

e(n) =21 (pr — Dp - (pr — Dpj

(bei o = 0 ist der Ausdruck 227! zu streichen). Da dies eine Zweierpotenz sein
muss, diirfen die ungeraden Primzahlen nur mit einem Exponenten 1 (oder
0) auftreten. Ferner muss jede beteiligte Primzahl p die Gestalt p = 2° + 1
haben, also eine Fermatsche Primzahl sein.

Fiir die andere Richtung muss man aufgrund von Lemma 28.2 lediglich zei-
gen, dass fiir eine Fermatsche Primzahl p das regelméfige p-Eck konstruierbar
ist. Dies haben wir fiir p = 3,5 explizit getan. Gauss selbst hat eine Kon-
struktion fiir das reguldre 17-Eck angegeben. Fiir die anderen Fermatschen
Primzahlen (bekannt oder nicht) folgt die Konstruierbarkeit aus der Galois-
theorie. O
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28. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben

Aufgabe 28.1.%*

Zeige, dass es auf dem Einheitskreis unendlich viele konstruierbare Punkte
gibt.

Aufgabe 28.2.*

Zeige, dass das Polynom
X3 —3X -1

iiber Q irreduzibel ist.

Aufgabe 28.3. Bestimme fiir alle n < 30, ob das regelméfige n-Eck mit
Zirkel und Lineal konstruierbar ist oder nicht.

Aufgabe 28.4. Gib eine Liste aller natiirlichen Zahlen n zwischen 100 und
200 mit der Eigenschaft, dass das regelméflige n-Eck mit Zirkel und Lineal
konstruierbar ist.

Aufgabe 28.5. Konstruiere mit Zirkel und Lineal ein regelméfliges Zwolfeck.

Aufgabe 28.6. Welche der Winkel
10°, 20°, 30°, 40°,...,350°

sind mit Zirkel und Lineal konstruierbar?

Aufgabe 28.7.*

Es sei n eine zu 360 teilerfremde natiirliche Zahl. Zeige, dass der Winkel n°
nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist.

Aufgabe 28.8.*

Man gebe einen Winkel a°, 0 < a < 1, an, der mit Zirkel und Lineal konstru-
ierbar ist.
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Aufgabe 28.9. Es sei 5 ein Winkel, der durch zwei konstruierbare (Halb)-
Geraden durch den Nullpunkt gegeben ist. Zeige, dass die Drehung um den
Nullpunkt um den Winkel g konstruierbare Punkte in konstruierbare Punkte
iiberfiihrt.

Aufgabe 28.10.*

Es sei P € R? und

¢0: R? — R?
eine Drehung um den Drehpunkt P um den Winkel 3, 0° < 8 < 360°, mit der
Eigenschaft, dass konstruierbare Punkte in konstruierbare Punkte iiberfiihrt
werden.

a) Zeige, dass P ein konstruierbarer Punkt ist.

b) Zeige, dass der Drehwinkel 5 in dem Sinne konstruierbar ist, dass er als
Winkel zwischen zwei konstruierbaren Geraden realisiert werden kann.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 28.11. (2 Punkte)

Beweise die Formel
cos3a = 4cos®a — 3cosa

aus den Additionstheoremen fiir die trigonometrischen Funktionen.

Aufgabe 28.12. (5 Punkte)

Es sei n € N eine natiirliche Zahl, fiir die das regelméfliige n-Eck mit Zir-
kel und Lineal konstruierbar sei. Es sei eine Strecke S durch zwei Punkte
P, Q) € E gegeben. Konstruiere mit Zirkel und Lineal ein regelméfiges n-Eck
R derart, dass S eine der Kanten von R wird.

Tipp: Aufgabe 25.15 kann helfen.

Aufgabe 28.13. (4 Punkte)

Welche der Winkel
1°,2°,3° 4°,...,10°

sind mit Zirkel und Lineal konstruierbar?
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