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Elemente der Algebra

Vorlesung 18

Partialbruchzerlegung

Betrachten wir den Bruch %. Diesen kann man als

1 11

6 2 3
schreiben, man kann also die Primfaktoren des Nenners multiplikativ trennen.
Es gilt aber auch, und das ist iiberraschender, die Darstellung

1 1 1

6 2 3
man kann also in diesem Fall den Bruch als eine Summe von Briichen schrei-
ben, bei denen jeweils nur ein Primfaktor des Nenners vorkommt. In &hnlicher
Weise gilt

1 2 3

3% 517
auch hier lédsst sich ein Bruch mit einem , komplizierten“ Nenner als Summe
von Briichen mit einem einfachen Nenner schreiben. Dagegen ist es nicht
moglich, i als Summe von % zu schreiben. Wir werden gleich sehen, dass man
jede rationale Zahl als eine Summe von Stammbriichen zu Primzahlpotenzen
erhalten kann. Dies beruht auf einer Gesetzméfigkeit, die allgemeiner fiir

Hauptidealbereiche gilt.
SATZ 18.1. Es sei R ein Hauptidealbereich und f,g € R, g # 0, mit der
Primfaktorzerlequng
9 =iy
Dann gibt es im Quotientenkirper Q(R) eine Darstellung

a a a
f_m o
g 1 Y2 Py

mit ay,...,a; € R.

Beweis. Wir fithren Induktion {iber die Anzahl k der verschiedenen Prim-
faktoren von g. Wenn ¢ eine Einheit ist oder nur ein Primfaktor (mit einem
beliebigen Exponenten) vorkommt, ist nichts zu zeigen. Sei also & > 2 und
die Aussage fiir kleinere k& schon bewiesen. Sei

h :ng...pzk'
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Da pi* und h teilerfremd sind, gibt es nach Satz 8.5 eine Darstellung der
Form

upy' +vh =1

mit u, v € R. Division durch
g =pi'h

ergibt

L v n u

g b
Multiplikation mit f liefert eine Darstellung der Form

f_ oar c

g p' b

und die Induktionsvoraussetzung angewendet auf 7 liefert das Resultat. [J

Fir R = Z und R = K[X] und tiberhaupt fiir euklidische Bereiche ldsst sich
diese Aussage noch prézisieren.

SATZ 18.2. Es sei R ein euklidischer Bereich und f,g € R, g # 0, mit der
Primfaktorzerlequng

g = pi'py i
Dann gibt es im Quotientenkérper Q(R) eine Darstellung

a a a
I bt —
g Py %) Py
mit b,ay,...,a, € R mit a; = 0 oder

(ay) < 805

Die Summanden Tj kann man als

p]
R I M R ]
j pj P pP;
mit
6(cji) < d(pj)
schreiben.

Beweis. Nach Satz 18.1 gibt es eine Darstellung

a a a
L o o %
g Y4 Y% Py

Auf die einzelnen Summanden wenden wir die Division mit Rest durch p;j
an und erhalten

a.

iy J
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J J

mit
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Ferner kann man auf a; auch die Division mit Rest durch p; anwenden und
erhalt

Q; ij+t Cj t
i T T T Tt
bj b; D; P
mit
a(t) < d(p).

Den vorderen Summanden kann man in dieser Weise weiter abarbeiten. [J
KOROLLAR 18.3. FEs seien f,qg € Z, g > 0, mit der Primfaktorzerlequng

g =n1'py )
Dann gibt es im Quotientenkirper Q(R) eine Darstellung

a a a
I e
g 51 2 by,
mit n,ay, . ..,a, € Z und mit |a;| < p;j. Fiir die Summanden gibt es ferner
eine Darstellung
a; c; Cj Cirs
3 = nj+ﬂ+3—f+---+ J;jﬂ
p; pj p; D;
mit |c;i| < p;. Dabei kann man die ¢;; > 0 wdhlen.
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 18.2. U

BEISPIEL 18.4. Wir berechnen die Partialbruchzerlegung von ﬁ. Es ist
100 = 4-25 = 2°. 5%
Wegen
25—-6-4=1
ergibt sich
1 1 1 1 1 1

00 4 25 4 5 25
Wenn man nichtnegative Zahler haben mochte, so schreibt man
1 1 1 1
66— = —14+-41-—6—
4 25 * 4 - 625
— 14 1 n 25—-6
- 4 25
_ 14 1 n 19
B 425
SR S
N 4 5 25

KOROLLAR 18.5. Es sei K ein Korper und f,g € K[X], g # 0, mit der
Zerlegung in irreduzible Polynome

g = pi'vy Pt
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Dann gibt es im Quotientenkérper K(X) eine Darstellung

f q2 qk

T
b Py’ Py

Loy &y
g
mit h,qu,...,q € K[X] mit ¢ = 0 oder

grad (¢;) < grad (p;”)

Die Summanden quj kann man als

p]
g%:;%+ii+ig+”.+7y
p; j ' p;
mat
grad (cj;) < grad (p;).
schreiben.
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 18.2. O

KOROLLAR 18.6. FEs seien P,Q € C[X], Q # 0, Polynome und es sei
Q=(X—-a)" (X —ay)™

mit verschiedenen a; € C. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom
H € C[X] und eindeutig bestimmte Koeffizienten c;; € C, 1 <1 <'s,1 <
j < T, mit

P 1 C12 Ciry

—H+ 1y +ot +
Q X —a (X — a1)2 (X — al)”l

+ Cs1 + Cs2 + + Csrs
X —as, (X —a,)? (X —ag)rs

Bewers. Dies ergibt sich, abgesehen von der Eindeutigkeit, die wir nicht be-
weisen, aus Korollar 18.5 und dem Fundamentalsatz der Algebra. U

KOROLLAR 18.7. Es seien P,Q € R[X], Q # 0, Polynome und es sei
Q=(X—a)" (X —a)=Q---Q

mit verschiedenen a; € R und verschiedenen quadratischen Polynomen Q)
ohne reelle Nullstellen. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom H &€
R[X] und eindeutig bestimmte Koeffizienten ¢;; € R, 1 <i<s,1<j <y,
und eindeutig bestimmte lineare Polynome Ly = dieX + epe, 1 < k < w,
1 <0<ty mit

P C11 C12 Cir
. = H T S
Q +X—(11+(X—CL1)2+ +(X—a1)”
et Cs1 + Cs2 s L B
X —a, (X—as)2 (X—GS)TS
L L L
+i+ 12+...+ 1tt11

O Q7 '



+ + Lul + Lu2 + + Lutu

Qu @ Qi
Beweis. Dies ergibt sich, abgesehen von der Eindeutigkeit, die wir nicht be-
weisen, aus Korollar 18.5 und der Tatsache, dass es in R[X] nur lineare und
quadratische Primpolynome gibt. U

BEISPIEL 18.8. Wir betrachten die rationale Funktion
1 1

X3-1 (X-D(X2+X+1)
wobei der Faktor rechts reell nicht weiter zerlegbar ist. Daher muss es eine
eindeutige Darstellung
1 _a bX +c¢
Xo 1 X1 X?t+X+11
geben. Multiplikation mit dem Nennerpolynom fiihrt auf
1 = a(XP+X+1)+ (X +0)(X-1)
= (a+b)X*+(a+c—bX+a—-c

Koeffizientenvergleich fiihrt auf das inhomogene lineare Gleichungssystem
a+b=0unda+c—b=0unda—c=1

mit den eindeutigen Losungen

1 1 2
a= -, b = ——=,C= ——.
3 3
Die Partialbruchzerlegung ist also
1 3 —3X -2 11 1 X+2

X1 X1 Xe+x+1 3 X-1 3 X1x+1

BEISPIEL 18.9. Wir betrachten die rationale Funktion
X3 —X+5 X3 —-X+5
X'+ X2 X2(X2+1)
wo die Faktorzerlegung des Nennerpolynoms sofort ersichtlich ist. Der Ansatz
X3 —X+5 a b cX +d
XX+ X X2 X241
fithrt durch Multiplikation mit dem Nennerpolynom auf
X?P=X+4+5 = aX (X?+1)+b(X?4+1) + (X +d)X?
= aX’+aX +bX?+b+cX® +dX?
= (a+c)X*+ (b+d)X*+aX +b.
Koeffizientenvergleich fiithrt auf das inhomogene lineare Gleichungssystem

at+c=1lundb+d=0unda=—-1lund b=>5

mit der Losung
b=5a=-1,d=-5c=2.
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Insgesamt ist die Partialbruchzerlegung also gleich

X-X+5 1 . 5 +2X—5

X2(X2+1) X X2 X241
BEMERKUNG 18.10. Eine wichtige Anwendung der reellen Partialbruchzer-
legung ist es, zu rationalen Funktionen P/Q, P,Q € R[X], @ # 0, eine
Stammfunktion zu finden, also zu integrieren. Man berechnet hierzu die
Partialbruchzerlegung von P/ und muss dann zu dem Polynom H und

den Summanden der Form ﬁ bzw. Cgﬁx mit einem quadratischen null-

stellenfreien Polynom @); Stammfunktionen bestimmen. Dafiir gibt es dann
Standardverfahren. Eine Stammfunktion zu ﬁ ist b In | X — a| und eine
Stammfunktion zu ﬁ, r Z 2, ist W.

Nenner vorliegt, wird es schwieriger; eine Stammfunktion zu ; +112 ist bei-
spielsweise arctan X.

Wenn ein quadratischer
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