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Diskrete Mathematik

Vorlesung 3

Zu Beginn der Vorlesung ist sie schon da, kommt auf dich zu und begriifit dich.
Da macht gleich alles noch viel mehr Spaf!

Die Siebformel

Die Siebformel berechnet die Anzahl in einer Vereinigung von Mengen, wenn
die einzelnen Anzahlen der Mengen und ihrer Durchschnitte bekannt sind.
Im einfachsten Fall, bei

M = AU B,
ist
# (M) = #(A) +#(B) — # (AN B).

Um die Elemente, die sowohl in A als auch in B sind, nicht doppelt zu zéhlen,
muss man deren Anzahl abziehen.



Bei drei Mengen
M = AuBUC,

ist
# (M) = # (A)+# (B)+# (C)—# (AN B)—# (ANC)—# (BN C)+# (ANBNC).
SATZ 3.1. Es sei G eine Menge und es seien A; C G, 1 =1,...,n, endliche
Teilmengen. Fiir eine Teilmenge J C {1,...,n} sei
AJ - ﬂAz
ieJ
Dann st

(095 (,, 5,,m)
k=1 JC{1,...n}, #(J))=k

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber n, wobei der Fall
n = 1 klar ist. Fiir

JC{L,n}, #(T)=k

- Z(l)k+1( Z # (A )) + # (Ant1) (U (A; mAnH)
k=1 =1

#(As) | +# (Ant1)
JC{1,..n}, #(])=k

=1 LC{1,...,n}, #(L)=k

_Z(—l)k+1 ( Z #(ALﬂAnH))



nt1
= Z(—l)k-i-l ( Z # (AJ)) ,
k=1 JC{L, o nnt1}, #())=k
wobei wir fiir die zweite Gleichung den Fall von zwei Teilmengen und fiir
die dritte und die vierte Gleichung die Induktionsvoraussetzung verwendet
haben. Fiir die fiinfte Gleichung fiihren wir hinten die Indexverschiebung
k = ¢+ 1 durch und der mittlere Term wird in die rechte Summe integriert.
Die sechste Gleichung ergibt sich von unten nach oben gelesen, wenn man
die Teilmengen
J CAL,....,n,n+ 1}

je nachdem aufspaltet, ob n + 1 dazu gehort oder nicht. U

Man spricht auch vom Prinzip der Inklusion und Exklusion. Wir geben noch
einen zweiten Beweis fiir die vorstehende Aussage.

Beide Seiten der Siebformel verhalten sich additiv, wenn eine disjunkte Zer-
legung der Grundmenge vorliegt. Deshalb geniigt es, die Aussage fiir eine
einelementige Menge zu zeigen (man fragt sich fiir jedes Element, wie oft es
links und wie oft es rechts gezéhlt wird). Sei also G = {z}. Dann gibt es
fiir die Teilmengen A; nur die Moglichkeiten A; = {z} oder A; = 0. Wir
konnen annehmen, dass

A= ... = A = {z}
und
Arjr=...= A, =10
ist. Zu einer Teilmenge J C {1,...,n} ist dann A; = {x} einelementig
genau dann, wenn J C {1,...,r} ist, und sonst immer leer. Daher ist die
rechte Seite gleich
P(Ceoi BEED DR ACH) EEID D C D DR
k=1 JC{1,...r}, #(J))=k k=1 JC{L,...r}, #())=k
: r
_ Z(_1>k+1( )
k=1 k

Dies ist bei r = 0 gleich 0 und sonst nach Aufgabe 3.2 gleich 1, was mit der
linken Seite iibereinstimmt.

BEMERKUNG 3.2. Die Bezeichnung , Siebformel“ kann man sich folgenderma-
Ben erklédren: Es sei eine Menge von Sandkoérnern, Kristallen oder Diamanten
gegeben, die unterschiedliche Gréflen und Formen besitzen. Es sei eine Men-
ge von Sieben S, ...,S, gegeben, mit denen man den Sand sieben mochte.
Dann ist A; die Menge der Sandkérner, die durch das Sieb S; durchfallen, und
zu einer Teilmenge J C {1,...,n} ist dann A; die Menge der Sandkérner,
die durch die Siebe S;, i € J, (wenn man sie iibereinander hélt) durchfallen.



Als eine erste Anwendung der Siebformel besprechen wir fixpunktfreie Per-
mutationen.

Fixpunktefreie Permutationen

Eine gewisse Gruppe von Personen mochte wichteln. D.h. jeder Person wird
eine weitere Person zugelost, die die erste Person beschenken soll, und dabei
wird grofStmogliche Geheimhaltung angestrebt. Typischerweise legt man die
Zuordnung so fest, dass man die Namen der beteiligten Personen einzeln auf
einen Zettel schreibt und dann die Leute ziehen lasst. Die ziehende Person
beschenkt die Person, deren Namen auf dem gezogenen Zettel steht. Wenn
eine Person sich selbst zieht, so hat man ein Problem. Die iibliche prakti-
sche Losung ist, alles zuriick in den Topf zu werfen und nochmal probieren,
solange, bis es keine Selbstziehungen mehr gibt.

Wir wollen verstehen, wie hoch die Wahrscheinlichkeit ist, dass sich jemand
bei einer Ziehung selbst zieht, und daher das Ganze wiederholt werden muss.
Insbesondere wollen wir die Asymptotik verstehen, wenn die Anzahl der be-
teiligten Personen sehr grof ist bzw. wird.

Wir erinnern an das Konzept eines Fixpunktes.

DEFINITION 3.3. Es sei M eine Menge und
f: M — M

eine Abbildung. Ein Element x € M mit f(z) = =z heilt Fizpunkt der
Abbildung.

Es geht also um die fixpunktfreien Permutationen. Es sei n die Anzahl der
Personen, die wichteln mochten.

n = 1.

Hier gibt es nur eine Ziehung, die eine Person zieht sich selbst, dies ist un-
vermeidbar. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine (erlaubte) Wichtelzuordnung
gezogen wird, ist also 0, und die Wahrscheinlichkeit, dass eine Nichtwichtel-
zuordnung gezogen wird, ist 1.



n = 2.

Nennen wir die Personen A und B. Hier gibt es zwei Ziehmoglichkeiten,
namlich

P A|B
Z(P) |A|B
und
P A| B
Z(P) |B|A

Die erste Moglichkeit ist die Identitét, die zweite die Vertauschung. Die erste
ist nicht erlaubt, die zweite ist eine erlaubte Wichtelzuordnung. Die Wahr-
scheinlichkeit is also %

n = 3.

Nennen wir die Personen A, B und C'. Hier gibt es sechs Ziehmoglichkeiten,
namlich

P [A[B[C
Z(P) [A|B|C
P [A[B[C
Z(P) [A|C|B
P [A[B[C
Z(P) |B|A[C
P [A[B[C
Z(P) |[B|CTA
P [A[B[C
Z(P) |C|A|B
P [A[B[C
Z(P) |[C|B A
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Von den sechs Moglichkeiten sind nur die vierte und die fiinfte ohne Selbstzie-
hung (ohne Fixpunkt). Die Wahrscheinlichkeit fiir eine fixpunktfreie Ziehung
ist demnach %

n = 4.
Nennen wir die Personen A, B, C' und D. Wir wissen, dass es insgesamt 24
Permutationen gibt. Alle aufzulisten und einfach zu schauen, welche einen
Fixpunkt haben und welche nicht, ist schon ziemlich aufwindig, siehe Auf-
gabe 3.14. Es ergeben sich 9 fixpunktfreie Permutationen.

Wir werden mit einer besseren Abzahlmoglichkeit arbeiten. Auf diese Zahl
kann man schneller kommen, indem man die Struktur von Permutationen
besser versteht. Entscheidend dafiir ist das Konzept eines Zyklus.

DEFINITION 3.4. Sei M eine endliche Menge und 7 eine Permutation auf M.
Man nennt 7 einen Zykel der Ordnung r, wenn es eine r-elementige Teilmenge
Z C M derart gibt, dass m auf M \ Z die Identitédt ist und 7 die Elemente
aus Z zyklisch vertauscht. Wenn Z = {z,7(2), 7%(2),..., 7" 1(2)} ist, so
schreibt man einfach

T = {z,7(2), 72(2),..., 7" (2)).

Dabei kann man statt z jedes andere Element aus Z als Anfangsglied nehmen.
Die Menge Z heifit auch der Wirkungsbereich des Zykels.

DEFINITION 3.5. Sei M eine endliche Menge und o eine Permutation auf M.
Es seien 77, ..., Z; die Wirkungsbereiche der Zyklen von o mit n, = # (Z;).

Essei z; € Z; und Z; = {z;,0(z;),...,0" (z;)}. Dann nennt man
<.I'1, O'(.%l), e ,Un171($1)><l'2, O'(.CEQ), e ,Un271($2)>
oA, o(xn), .., 0™ (@)

die Zyklendarstellung von o.

Wir erldutern dies kurz an einigen Permutationen auf einer vierelementigen
Menge.

P [A[B[C[D
Z(P) |[D|B|CA
P [A[B[C[D
Z(P) [D|C|A|B

o Q
Sl

N
=
o
QW
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Bei der zuletzt angefithrten Permutation wird A auf D und D wiederum auf
A abgebildet, und ebenso wird B mit C' vertauscht. Insgesamt kann man
diese Abbildung als

A<D, B+ C

darstellen. Man hat zwei Zykel der Lénge zwei. In der dariiber stehenden
Permutation hat man die Zuordnung

A—-D—B—C.

Man spricht von einem Zyklus der Lénge 4. In der dariiber stehenden Per-
mutation hat man die Zuordnung

A<D, B, C.

Man hat einen Zyklus der Lénge zwei und zwei Fixpunkte, ein Fixpunkt ist
ein Zyklus der Lénge eins. Die Zerlegung einer Permutation in die Zykel ver-
schiedener Lénge nennt man den Typ der Permutation. Es geht also darum,
wie viele Zykel welcher Lénge es gibt.

Im Falle n = 4 gibt es nun lediglich zwei Typen, wie eine fixpunktfreie
Permutation aussehen kann, ndmlich den Viererzyklus und den doppelten
Zweierzyklus. Beim ersten Typ kann man an jeder Stelle anfangen, die Rei-
henfolge der Elemente legt dann den Zyklus fest. Davon gibt es also 3! = 6
Stiick. Beim zweiten Typ geht es um die Einteilung der Menge in zwei Paare,
danach ist alles festgelegt. Davon gibt es 3 Stiick. Jedenfalls ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir eine fixpunktfreie Permutation bei vier Personen gleich %.

n = 9d.

Hier gibt es schon 120 Permutationen, eine Auflistung eriibrigt sich. Es gibt
aber wieder nur zwei Typen von fixpunktfreien Permutationen, ndmlich ei-
nerseits die 5-Zykel und andererseits diejenigen Permutationen, die aus einem
Zweier-Zyklus und einem Dreier-Zyklus bestehen. Vom ersten Typ gibt es,
mit dem gleichen Argument wie oben, 4! = 24 Moglichkeiten. Vom zweiten
Typ muss man die Anzahl der Moglichkeiten bestimmen, in einer fiinfele-
mentigen Menge eine zweielementige Teilmenge zu fixieren. In der fiinfele-
mentigen Menge gibt es genau

5 54
=== =10
(2) =

zweielementige Teilmengen. Wenn diese fixiert ist, muss man noch sagen, wie
der Dreierzyklus auf dem Komplement aussehen soll. Dafiir gibt es jeweils
zwei Moglichkeiten. Insgesamt gibt es also unter den 120 Permutationen

24410-2 = 44

fixpunktfreie Permutationen. Die Wahrscheinlichkeit, eine erlaubte Wichtel-
zuordnung zu ziehen, ist somit

44 11

120 30°
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Fiir deutlich groflere n wird es auch mit der Zykelmethode schwierig, die
genaue Anzahl der fixpunktfreien Permutationen zu bestimmen. Wir werden
gleich eine bessere Methode kennenlernen. Wir fassen kurz die berechneten
Wahrscheinlichkeiten zusammen.

n 112131415
T 1T T1 9 |11
w(n) 3132 lm | !

In gerundeten Prozent ist dies

n [1]2] 3] 415 ...
w(n) |0]5033,3[37,5]366 | ¢

Diese Zahlen gehen hoch und runter. Wir moéchten uns mit dem Problem
beschiéftigen, wie sich diese Zahlen verhalten, wenn n grof und gréfler wird,
gegen unendlich geht.

PROBLEM 3.6. Wie verhalten sich die Wahrscheinlichkeiten, dass sich bei
einer zufélligen Ziehung unter n Personen eine wichtelkonforme Zuordnung
ergibt, wenn die Personenanzahl n gegen unendlich strebt.

Wie sieht es etwa fiir n = 1000 aus? ,,Streben® die Wahrscheinlichkeiten
einer bestimmten Zahl entgegen oder varieren sie in alle Richtungen? Wenn
sie gegen eine bestimmte Zahl streben, gegen welche? Gegen 0, gegen 1, gegen
irgendwas dazwischen?

Heuristisch ist es hier schwierig, einen Tipp abzugeben. Einerseits ist, wenn
n grofl ist, die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person sich selbst zieht, sehr
klein. Andererseits darf aber gar keine Person sich selbst ziehen, und das sind
wiederum viele Bedingungen, und viele kleine Wahrscheinlichkeiten kénnen
sich zu einer groflen Zahl aufaddieren.

Wir beschreiben nun eine einfache Moglichkeit, fiir jedes n die Anzahl der
fixpunktfreien Permutationen anzugeben. Betrachten wir zuerst das Problem,
dass bei einer Permutation eine bestimmte Person auf sich selbst abgebildet
wird. Dies haben wir schon weiter oben fiir einzelne Zahlen bestimmt, es gibt
(n — 1)! Permutationen von dieser Art, da ja die eine Person auf sich selbst
abgebildet wird, und es ansonsten keine weitere Bedingung gibt, es sich also
einfach um die Gesamtzahl der Permutationen von n — 1 Personen handelt.
Falsch wire es jetzt, diese Anzahl n-mal aufzuaddieren, da wir dann eine
Permutation mit mehreren Fixpunkten mehrfach zédhlen wiirden. Stattdessen
miissen wir die Siebformel anwenden.

LEMMA 3.7. Die Anzahl der fixpunktfreien Permutationen auf einer Menge

mit n Elementen ist .

S

k=0
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Beweis. Zu jedem i € {1,...,n} sei A; die Menge aller Permutationen auf
{1,...,n}, die i auf sich selbst abbilden. Somit ist A;UAsU...UA, die Menge
aller Permutationen, die mindestens einen Fixpunkt haben. Um die Siebfor-
mel anwenden zu kénnen, miissen wir zu J C {1,...,n} die Durchschnitte
Nics A; verstehen. Bei dieser Menge handelt es sich um diejenigen Permuta-
tionen, fiir die alle Elemente aus J Fixpunkte sind (und die auch noch weitere
Fixpunkte aulerhalb von J haben kénnen). Wenn die Anzahl von J gleich
k ist, so gibt es (n — k)! solche Permutationen, da ja die Permutation auf .J
die Identitét sein muss und es auflerhalb von J keine Einschrinkung gibt.
Bei fixiertem k wissen wir auch, wie viele Teilmengen J mit k& Elementen
zu beriicksichtigen sind, ndmlich (Z) Mit diesen Zahlen ergibt sich nun mit
Hilfe der Siebformel der Ausdruck

#(A UAU...UA,) = zn:(—nk“ (Z) (n—k)!

k=1

B - ol n!

- 2
" !

= Y (-
k:l( ) !

Somit ist die Anzahl der fixpunktfreien Permutationen gleich

L & MO 1!
nl = (-1 0= n!+kZ(—1) i > (1) o
=1

k=1

g

Die Wahrscheinlichkeit, eine wichtelkonforme (fixpunktfreie) Permutation zu
ziehen, ist somit gleich

SioC0'h _ 5y

n!
k=0

Das Schone an der jetzt gefundenen Formel ist, dass sich der ndchste Wert
(wenn man n auf n+1 erhoht) durch Hinzunahme oder Abzug eines einfachen
Bruches aus der zuvor berechneten Zahl ergibt. Vor allem aber erinnert die
Formel an die Definition der Exponentialreihe, die die Exponentialfunktion
beschreibt.

DEFINITION 3.8. Die Funktion

>k

x

R—>R,x»—>expx:=§ R
k=0

heifit (reelle) Ezponentialfunktion.
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Dabei ist

"1 1 1 1 1
— 1 = 14144 .. =271828. ..
e = exp ;k! it ettt ,

die eulersche Zahl und

1 1 1 1 1
-1 k
= —1)f==1-14-=-=-4+—=—-——4=
‘ kzzo( S T35 w1
ist die inverse eulersche Zahl. Somit ist die oben ermittelte Formel fiir die
Wahrscheinlichkeit, eine fixpuntfreie Permutation zu ziehen, gleich der An-
fangssumme von e~!. Insbesondere konvergiert diese Wahrscheinlichkeit w(n)
gegen e~ ! fiir n gegen unendlich. Der numerische Wert ist

e ! = 0,367879...,

die oben zuletzt ausgerechneten Werte sind also schon ziemlich gut.

Andere Auswahlverfahren

Beim iiblichen Ziehen ist, wie wir gesehen haben, die Wahrscheinlichkeit,
dass jemand sich selbst zieht und die Ziehung dann wiederholt werden muss,
nicht zu vernachléssigen. Gibt es andere Auswahlverfahren? Es soll jede (fix-
punktfreie) Zuordnung gleichwahrscheinlich sein und jede Person sollte aufler
der zu beschenkenden Person keinerlei weitere Information haben. Es sei zu-
mindest n > 3. Wir besprechen zwei mogliche Ansétze.

Methode 1

Statt leerer Zettel nimmt man einseitig mit von 1 bis n durchnummerierte
Zettel. Diese werden mit der Nummer nach unten hingelegt und jede Per-
son zieht zufillig einen Zettel mit der Nummer, und zwar ohne den Zettel
zuriick zu legen. Nach diesem ersten Schritt besitzt also jede Person genau
einen Zettel mit einer Nummer. Jede Person merkt sich ihre Nummer und
schreibt auf ihrem Zettel den eigenen Namen auf der leeren Seite drauf. Die
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Zettel werden nun mit der Nummer nach oben wieder hingelegt, was die an-
deren wieder nicht sehen diirfen. Im letzten Schritt zieht nun jede Person
ihre Nachfolgerzahl, wenn also eine Person die Nummer k gezogen hat, muss
sie jetzt den Zettel mit der Nummer k + 1 rausgreifen (was im Fall £ = n als
1 zu verstehen ist), den Zettel umdrehen und den Namen lesen. Die darauf
stehende Person ist zu beschenken, der Zettel wird mit der Nummer nach
oben wieder zuriickgelegt. Bei diesem letzten Schritt miissen alle anderen
Personen wegschauen, da es ja geheim sein soll, welche Nummer zu welcher
Person gehort.

Diese Methode ist nicht ganz korrekt, da sie etwas Information iiber die Ge-
samtzuordnung mitliefert. Man weifl ndmlich, dass die Person, der ich etwas
schenken soll, definitiv nicht mein Schenker sein kann. Bei einer zufilligen
Ziehung kann es aber sein, dass man selbst in einem Zweierzyklus landet.

Methode 2

Man macht fiir jede mogliche fixpunktfreie Permutation einen grofien Um-
schlag (das sind also sehr viele Umschlédge), der wiederum n kleine Umschlége
enthélt. Auf jedem kleinen Umschlag steht auflen ein Name und im Innern
ist ein Zettel mit einem weiteren Namen. Jede Permutation kann man ja
durch solche Umschlige kodieren, die kleinen Umschldge zusammen iiber-
nehmen also die Rolle der Wertetabelle. Die Gruppe muss dann einen groflen
Umschlag wéhlen, ihn 6ffnen und jede Person 6ffnet dann den kleinen Um-
schlag, auf dem ihr Name steht. Die im kleinen Umschlag innen benannte
Person ist zu bewichteln.

Diese Methode ist mathematisch vollig korrekt, aber praktisch undurchfiihr-
bar.
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