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Analysis 11
Vorlesung 57

Zur Eindeutigkeit der Losungen von Differentialgleichungen

SATZ 57.1. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C R ein
reelles Intervall, U C V' eine offene Menge und

f:IxU—V, (tv) — f(t,v),

ein stetiges Vektorfeld auf U, das lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Es
sei J C I ein offenes Teilintervall und es seien

v1,02: J —V
Losungen des Anfangswertproblems
v = f(t,v) und v(ty) = w.

Dann ist v1 = v9.

Beweis. Wir betrachten die Menge
M={te Jv(t) =uv(t)} .

Wegen t, € M ist diese Menge nicht leer. Zu jedem Punkt ¢t € I gibt es
nach Satz 56.2 eine offene Intervallumgebung ¢ € J', worauf es zu gegebener
Anfangsbedingung v(t) = vy genau eine Losung der Differentialgleichung
gibt. Wenn ¢ € M ist, so ist vi(t) = ve(f) und daher stimmen v; und v
in einer offenen Umgebung ¢ € J' mit der eindeutigen Losung und damit
untereinander iiberein. Also ist J' C M. Dies bedeutet, dass M eine offene
Teilmenge von J ist. Andererseits sind v; und vy stetig und daher ist nach
Aufgabe 34.13 die Menge M auch abgeschlossen in J. Da ein Intervall nach
Satz 35.9 zusammenhéngend ist, folgt M = J. O

Das folgende Beispiel zeigt, dass ohne die Lipschitz-Bedingung die Losung
eines Anfangswertproblems nicht eindeutig bestimmt ist.
BEISPIEL 57.2. Wir betrachten das Anfangswertproblem
v = 30* mit v(0) = 0
zum zeitunabhéngigen Vektorfeld
f:R— R, v— 303 =3Vl

Offensichtlich gibt es die stationére Losung

h(t) =0,

1



2

aber auch

g(t) = ¢’
ist eine Losung, wie man durch Nachrechnen sofort bestétigt. Aus diesen
beiden Losungen kann man sich noch weitere Losungen basteln. Seien dazu
a < b reelle Zahlen. Dann ist auch

(t —a)? fiir t < a,
e(t) =<0 fira <t <,
(t —b)3 fiir t > b,
eine Losung. D.h. es gibt Losungen, bei denen das Teilchen beliebig lange (im
Zeitintervall von a nach b) ruht und danach (und davor) sich bewegt. Sobald

sich das Teilchen in einem Punkt # 0 befindet, ist der Bewegungsablauf lokal
eindeutig bestimmt.

BEMERKUNG 57.3. Zu einem stetigen Vektorfeld
f: [XU—>‘/7 (t,U)|—>f(t7U),

kann man sich fragen, ob es ein maximales Definitionsintervall J fiir die
Losung eines Anfangswertproblems

v = f(t,v) und v(ty) = w

gibt. Dies ist in der Tat der Fall, wenn das Vektorfeld lokal einer Lipschitz-
Bedingung geniigt! Man kann nédmlich alle Teilmengen

J C I offen | ty € J, es gibt eine Losung v; auf J

betrachten. Wegen Satz 57.1 stimmen zwei Losungen v; und vy auf dem
Durchschnitt J N J’ {iberein, und liefern daher eine eindeutige Losung auf
der Vereinigung J U J'. Daher enthélt die Menge der Teilintervalle, auf denen
eine Losung definiert ist, ein maximales Teilintervall J.

Dieses Teilintervall kann kleiner als I sein. Die Grenzen des maximalen Teil-
intervalls, auf dem eine Losung definiert ist, heiflen auch Entweichzeiten.

Ein Beispiel fiir ein solches Verhalten hatten wir schon in Analysis 1 kennen-
gelernt, siehe Beispiel 30.7.

Gradientenfelder

DEFINITION 57.4. Sei V ein euklidischer Vektorraum, U C V offen und
h: U —R
eine differenzierbare Funktion. Dann nennt man die Abbildung
U—V, P+ Grad h(P),
das zugehorige Gradientenfeld.
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Ein Gradientenfeld ist also ein zeitunabhéngiges Vektorfeld. Man spricht
auch von einem Potentialfeld, die Funktion h (manchmal —h) heifit dann
ein Potential des Vektorfeldes. Wenn h zweimal stetig differenzierbar ist, so
geniigt nach Lemma 55.4 das zugehorige Gradientenfeld lokal einer Lipschitz-
Bedingung.

Die folgende Aussage zeigt, dass die Losungskurven der zugehorigen Differen-
tialgleichung v = Grad h(v) senkrecht auf den Fasern von h liegen. Die Fa-
sern beschreiben, wo das Potential (oder die Hohenfunktion) konstant ist, die
Losungen beschreiben den Weg des steilsten Anstiegs. Wenn h beispielsweise
die Hohenfunktion eines Gebirges ist, so gibt das Gradientenfeld in jedem
Punkt den steilsten Anstieg an und die Trajektorie einer Losungskurve be-
schreibt den Verlauf eines Baches (wir behaupten nicht, dass die Bewegung
eines Wassermolekiils im Bach durch diese Differentialgleichung bestimmt
ist, sondern lediglich, dass der zuriickgelegte Weg, also das Bild der Kurve,
mit dem Bild der Losungskurve iibereinstimmt). Der Bach verlauft immer
senkrecht zu den Hohenlinien.

LEMMA 57.5. Sei V' ein euklidischer Vektorraum, U C V offen,

h: U —R
eine differenzierbare Funktion und

U—V, P— G(P) = Grad h(P),

das zugehorige Gradientenfeld. Es sei

p: J—U
eine Losung der Differentialgleichung

v'=G().
Dann steht ¢'(t) senkrecht auf dem Tangentialraum Ty, F der Faser F' von
h durch o(t) fir alle t € J, fir die p(t) requlire Punkte von h sind.

Beweis. Sei P = ¢(t) ein reguldrer Punkt von h und sei v € TpF =
kern (Dh), ein Vektor aus dem Tangentialraum. Dann gilt direkt

(v,¢'(t)) = (v,G(e(t)) = (v,Grad h(P)) = (Dh)p (v) = 0.
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BEISpPIEL 57.6. Wir betrachten die Produktabbildung
h: R? — R, (z,y) — 2.
Das zugehorige Gradientenfeld ist
R?* — R?, (2,7) — G(z,y) = (y,z).

Die Fasern von h sind das Achsenkreuz (die Faser iiber 0) und die durch
xy = ¢, ¢ # 0, gegebenen Hyperbeln. Die Losungen der linearen Differential-

gleichung
1) _ (e2) _ (0 1) (¢
©5 P1 1 0) \¢2

sind von der Form
o(t) = (¢1(t),p2(t)) = (a cosh t +bsinh t,a sinh t + b cosh t)

mit beliebigen a, b € R, wie man direkt nachrechnet. Dabei ist ¢(0) = (a,b).
Fiir a = b = 0 ist dies die stationdre Loésung im Nullpunkt, in dem die
Produktabbildung nicht regulir ist. Bei a = b = 1 ist ¢(t) = (€', €'), das
Bild dieser Losung ist die obere Halbdiagonale (ohne den Nullpunkt), bei

a=0b=—11ist p(t) = (—e',—e"), das Bild dieser Losung ist die untere
Halbdiagonale, bei a = 1 und b = —1 ist p(t) = (e7*, —e™"), das Bild dieser
Losung ist die untere Hilfte der Nebendiagonalen, bei « = —1 und b =

1ist p(t) = (—e ' e?), das Bild dieser Losung ist die obere Hélfte der
Nebendiagonalen.

Ansonsten treffen die Losungskurven das Achsenkreuz in einem Punkt #
(0,0). Wenn man diesen Punkt als Anfangswert zum Zeitpunkt ¢ = 0 nimmt,
so kann man die Losungskurven als

(a cosh t,a sinh t)

(zum Zeitpunkt ¢ = 0 befindet sich die Losung auf der x—Achse im Punkt
(a,0)), und als

(b sinh t,b cosh t)

(zum Zeitpunkt ¢ = 0 befindet sich die Losung auf der y—Achse im Punkt
(0,b)) realisieren. Die Bahnen dieser Losungen erfiillen die Gleichung x?(t) —
y2(t) = a® bzw. 2%(t) — y*(t) = b?, d.h. sie sind selbst Hyperbeln.

BEMERKUNG 57.7. Jedes stetige zeitunabhéngige eindimensionale Vektorfeld
ist ein Gradientenfeld. Ein solches Vektorfeld ist ja durch eine Funktion

f: I —R
auf einem offenen Intervall I C R gegeben. Mit einer Stammfunktion

h: I —R

zu f kann man

f(P) = Grad h(P)



5

schreiben. Fiir einen regulédren Punkt zu h ist das totale Differential injektiv
und daher ist der Tangentialraum an der Faser der Nullraum. In diesem Fall
ist also Lemma 57.5 ohne Relevanz.

Wegintegrale und Gradientenfelder

LEMMA 57.8. Es set U C R" eine offene Teilmenge und
h: U —R

eine differenzierbare Funktion mit dem zugehorigen Gradientenfeld G =
Grad h. Es sei v: [a,b] — U ein stetig differenzierbarer Weg in U. Dann
qgilt fiir das Wegintegral

/ G = h(3(8)) - hix(a)).

D.h. das Wegintegral hingt nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges ab.*

Beweis. Aufgrund der Kettenregel ist
b
[6 = [ caworma
o7 a
b n
Sl D SCICIOREACE

KOROLLAR 57.9. Es sei U C R" eine offene Teilmenge und
h: U—R

eine differenzierbare Funktion mit dem zugehorigen Gradientenfeld G =
Grad h. Es sei~y: [a,b] — U ein stetig differenzierbarer Weg mit y(a) = v(b).

Dann ist
/ G =0
¥

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 57.8. U

n einem Potentialfeld ist also die geleistete Arbeit gleich der Potentialdifferenz von
Start- und Endpunkt.
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SATZ 57.10. Es sei U C R™ eine offene zusammenhdngende TeilmengeFufs-
note und

G: U—R"
ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann sind die folgenden Figenschaften
dquivalent.

(1) G ist ein Gradientenfeld.
(2) Fiir jeden stetig differenzierbaren Weg ~v: |a,b] — U hdngt das We-
gintegral fﬁ/ G nur vom Anfangspunkt ~(a) und Endpunkt v(b) ab.

Beweis. Die Implikation (1) = (2) folgt aus Lemma 57.8. Sei umgekehrt
die Eigenschaft (2) erfiillt. Wir geben eine auf U definierte Funktion A an,
die differenzierbar ist und deren Gradientenfeld gleich dem vorgegebenen
Vektorfeld ist. Dazu sei ein Punkt P € U fixiert. Fiir jeden Punkt Q € U
gibt es einen stetig differenzierbaren Weg?

v: [a,b] — U

mit y(a) = P und v(b) = Q. Wir setzen
h = | G.
@ = |

Aufgrund der vorausgesetzten Wegunabhéngigkeit des Integrals ist h(Q)
wohldefiniert. Wir miissen zeigen, dass diese so definierte Funktion in jedem
Punkt € U und in jede Richtung v = (vy,...,v,) € R" differenzierbar ist
und die Richtungsableitung mit (G(Q),v) iibereinstimmt. Dazu betrachten
wir

BQ+t0)—h(Q) = /JG _ /Ot (G(Q + 5v),v) ds — /OtiGi(Q—l—sv)-vids,

wobei § der verbindende lineare Weg von ) nach Q+tv sei (und ¢ hinreichend
klein sei, so dass @ + tv € U ist). Fiir den Differentialquotienten ist

limt_m h(Q + t'U) _ h(Q) = Z limt_>0 %/t GZ(Q + SU) . UidS
0

t

= Z Gi(Q) - v;
i=1
= (G(Q),v).
Somit existiert die Richtungsableitung von A in Richtung v und héngt stetig
von () ab. Diese Gleichung zeigt ferner

(Dh)g (v) = (Duh) (Q) = (G(Q),v),
so dass GG das Gradientenfeld zu h ist. O

2Aus der Existenz eines verbindenden stetigen Weges folgt die Existenz eines ver-
bindenden stetig differenzierbaren Weges. Man konnte also auch diese Eigenschaft als
Definition fiir zusammenhéngend nehmen.
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